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Випромiнювання електромагнiтних хвиль будемо розглядати, вво-
дячи векторний A i скалярний ϕ електромагнiтнi потенцiали:

H = rotA, (1)

E = −gradϕ − 1

c

∂A

∂t
, (2)

де H i E — напруженостi магнiтного i електричного полiв, c — швидкiсть
свiтла.

Потенцiали A i ϕ визначенi з точнiстю до ґрадiєнтного перетворення:

A′ = A + gradχ, (3)

ϕ′ = ϕ − 1

c

∂χ

∂t
, (4)

χ = χ(r, t) — довiльна функцiя координат r i часу t. Якщо χ вибрати
так, щоб задовольнялась умова Лоренца

div A +
1

c

∂ϕ

∂t
= 0, (5)

то отримаємо рiвняння Даламбера для електромагнiтних потенцiалiв:

∆A − 1

c2

∂2A

∂t2
= −4π

c
j, (6)

∆ϕ − 1

c2

∂2ϕ

∂t2
= −4πρ, (7)

тут j — густина струму, ρ — густина заряду.
Випромiнювання електромагнiтних хвиль описується частковими роз-

в’язками рiвнянь Даламбера у виглядi запiзнюючих потенцiалiв:

A(r, t) =
1

c

∫

j(r′, t − |r−r
′|

c )

|r − r′| dV ′, (8)

ϕ(r, t) =

∫

ρ(r′, t − |r−r
′|

c )

|r − r′| dV ′, (9)

де r — радiус–вектор точки спостереження, r′ — радiус–вектор елемента
об’єму, t — час спостереження.
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На великих вiддалях вiд системи заряджених частинок достатньо
малий елемент поверхнi сферичної хвилi можна розглядати як плоску
хвилю, в якiй напруженостi електричного E i магнiтного H полiв рiв-
нi за модулем (E = H) i утворюють правогвинтову трiйку векторiв з
напрямком n = r/r поширення хвилi

E = [H,n]. (10)

Отже, для розрахунку електромагнiтного поля випромiнювання достат-
ньо обчислити напруженiсть магнiтного поля.

Помiстимо початок координат всерединi зарядженої системи, лiнiйнi
розмiри якої є порядку l. На великих вiддалях r вiд системи r � l ≥
r′ можна обмежитися розкладом |r − r′| ≈ r − (n, r′). Тодi векторний
потенцiал (8):

A(r, t) =
1

cr

∫

j(r′, t − r

c
+

(n, r′)

c
) dV ′, (11)

Розглянемо електромагнiтне поле на великих вiддалях вiд нашої сис-
теми зарядiв — у хвильовiй зонi: r � λ � l. Оскiльки довжина випромi-
нюваної хвилi велика порiвняно з лiнiйними розмiрами системи λ � l,
то j(r′, t − r

c + (n, r′)
c ) можна розкласти в ряд за (n, r′)

c :

A(r, t) = Ap(r, t) + Am(r, t) + AQ(r, t) + . . . , (12)

Ap(r, t) =
ṗ(t − r

c )

cr
, (13)

Am(r, t) =
[ṁ(t − r

c ), n]

cr
, (14)

AQ(r, t) =
Q̈(t − r

c )

6c2r
, (15)

де Ap(r, t) — дипольне, Am(r, t) — магнiтно–дипольне, AQ(r, t) — квад-
рупольне наближення для векторного потенцiалу; ṗ(t− r

c ) — похiдна за
часом вiд електричного дипольного моменту

p(t − r

c
) =

∫

r′ ρ(r′, t − r

c
) dV ′;

ṁ(t − r
c ) — похiдна за часом вiд магнiтного дипольного моменту

m(t − r

c
) =

1

2c

∫

[r′, j(r′, t − r

c
)] dV ′;
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Q̈(t − r
c ) — друга похiдна за часом вiд вектора, компоненти якого

Qα(t − r

c
) =

∑

β

nβ Qαβ(t − r

c
),

Qαβ(t − r

c
) =

∫

ρ(r′, t − r

c
) (3x′

α x′
β − r′2 δαβ) dV ′,

Qαβ — тензор квадрупольного моменту системи.
Електричний дипольний момент, магнiтний дипольний момент, тен-

зор квадрупольного моменту залежать вiд часу з урахуванням запiз-
нення.

Для напруженостi магнiтного поля випромiнюваної хвилi (без вра-
хування членiв ∼ 1/r2) одержуємо

H(r, t) = Hp(r, t) + Hm(r, t) + HQ(r, t) + . . . , (16)

Hp(r, t) =
[p̈, n]

c2r
, (17)

Hm(r, t) =
[[m̈, n], n]

c2r
, (18)

HQ(r, t) =
[
...

Q, n]

6c3r
. (19)

У хвильовiй зонi потiк енергiї електромагнiтного поля визначається
вектором Умова–Пойтiнга

S =
c

4π
[E, H] =

cH2

4π
n. (20)

Iнтенсивнiсть випромiнювання I рiвна потоку вектора Умова–Пойтiнга
через сферу великого радiуса r з центром в початку координат

I =
c

4π

∫

H2r2dΩ. (21)

Використовуючи (16) i (21), для iнтенсивностi випромiнювання одер-
жуємо такий вираз:

I = Ip + Im + IQ, (22)

5



Ip =
2p̈2

3c3
, (23)

Im =
2m̈2

3c3
, (24)

IQ =
1

180c5

∑

αβ

...

Q
2

αβ , (25)

де Ip, Im, IQ, — iнтенсивностi дипольного, магнiтно–дипольного, квад-
рупольного випромiнювання вiдповiдно.

Iнтенсивнiсть випромiнювання dI в елемент тiлесного кута dΩ рiв-
на потоковi вектора Умова–Пойтiнга через елемент сферичної поверхнi
dS = r2dΩ великого радiуса r, центр якої розмiщений в початку ко-
ординат. Кутовий розподiл iнтенсивностi випромiнювання знаходимо,
розрахувавши потiк вектора Умова–Пойтiнга (20) через вказаний еле-
мент сферичної поверхнi

dI =
c

4π
H2r2dΩ, (26)

де напруженiсть магнiтного поля визначається виразами (16)–(19). Для
iнтенсивностi випромiнювання dI в одиничному тiлесному кутi dΩ має-
мо

dI

dΩ
=

c

4π
H2r2. (27)

Якщо випромiнює макроскопiчне тiло розмiрами l ≥ λ, то розклад
поля випромiнювання в ряд за (n, r′)

c не є справедливим, тому треба
користуватися точними виразами для запiзнюючих потенцiалiв (8), (9).

На заряджену частинку, яка випромiнює, з боку випромiненого нею
електромагнiтного поля дiє гальмiвна сила — сила радiацiйного тертя,
яка для нерелятивiстських швидкостей частинки має вигляд

f =
2e2

3c3

...
r , (28)

де e — заряд, r — радiус–вектор рухомої частинки. Ця сила мала порiв-
няно з зовнiшньою силою, що дiє на частинку.
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1. Показати, що для iзольованої системи, яка складається з N час-
тинок з однаковим питомим зарядом (ei/mi = const, i = 1, 2, . . . , N),
iнтенсивнiсть дипольного випромiнювання Ip дорiвнює нулевi.

Дипольний момент системи

p =

N
∑

i=1

eiri =

N
∑

i=1

ei

mi
miri = const ·

N
∑

i=1

miri.

Iнтенсивнисть дипольного випромiнювання Ip згiдно з (23):

Ip =
2p̈2

3c3
.

Iмпульс iзольованої системи є iнтеґралом руху:

N
∑

i=1

miṙi =
d

dt

N
∑

i=1

miri = const1.

Отже,

p̈ =
d2

dt2

[

const ·
N
∑

i=1

miri

]

=
d

dt

[

const · d

dt

N
∑

i=1

miri

]

= 0.

2. Через конденсатор пролетiла частинка масою m i зарядом q. Вiд-
стань мiж обкладками конденсатора рiвна l, а напруженiсть електрич-
ного поля E в конденсаторi однорiдна i постiйна. Кут мiж вектором E

i напрямком швидкостi частинки v0 пiд час вльоту дорiвнює α. Знаки
заряду q i cosα однаковi. Оцiнити енергiю, що втрачається частинкою
пiд час прольоту через конденсатор на дипольне випромiнювання.

Початок координат виберемо в точцi вльоту частинки в конденсатор,
а вiсь y спрямуємо в бiк руху перпендикулярно до пластин конденсато-
ра. З рiвняння руху

mr̈ = qE

знаходимо прискорення частинки, пiсля чого для iнтенсивностi диполь-
ного випромiнювання отримуємо

Ip =
2q2r̈2

3c3
=

2q4E2

3c3m2
.
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Спроектуємо рiвняння руху на вiсь y:

ÿ =
qE

m

i, проiнтеґрувавши його, знайдемо закон руху частинки вздовж осi y

ẏ =
qE

m
t + ẏ0,

y =
qE

2m
t2 + ẏ0t + y0.

З початкових умов (t = 0, y0 = 0) знаходимо початкову швидкiсть:

ẏ0 = v0 cosα.

Остаточно закон руху частинки вздовж осi y:

y =
qE

2m
t2 + v0t cosα.

Час руху tp зарядженої частинки через конденсатор оцiнимо з умови
l ∼ y:

l =
qE

2m
t2p + v0tp cosα.

Це є квадратне рiвняння стосовно tp, взявши додатний корiнь, отрима-
ємо

tp =
v0m

qE

[
√

2qEl

mv2
0

+ cos2α − cosα

]

.

Енергiя E , випромiнена за час прольоту зарядженої частинки через кон-
денсатор, є порядку:

E = Ip · tp =
2q3Ev0

3c3m

[
√

2qEl

mv2
0

+ cos2α − cosα

]

.

3. Електрон масою m i зарядом e пролiтає на великiй вiддалi a вiд
нерухомого ядра з зарядом Z|e|. У безмежно вiддалений момент часу
t = −∞ електрон мав швидкiсть по абсолютнiй величинi рiвну v0. Нех-
туючи викривленням траєкторiї, знайти енергiю E , яку втрачає елект-
рон на дипольне випромiнювання за час прольоту.
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Повна енергiя випромiнювання електрона

E =

+∞
∫

−∞

Ip dt =
2e2

3c3

+∞
∫

−∞

r̈2 dt.

Прискорення електрона r̈ знаходимо з рiвняння руху

mr̈ =
Ze2r

r3
.

Це дає змогу записати енергiю випромiнювання у виглядi

E =
2Z2e6

3m2c3

+∞
∫

−∞

1

r4
dt.

Нехай ядро знаходиться в початку координат, а електрон рухається, як
зображено на рис. 1, в площинi xoy i в момент часу t = 0 перетинає вiсь
y.

Рис. 1.

Вважаючи траєкторiю електрона прямолiнiйною i нехтуючи змiною
його швидкостi vx ∼ v0, запишемо вiддаль мiж електроном i ядром у
виглядi

r =
√

a2 + v2
0t

2,
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звiдки

E =
2Z2e6

3m2c3

∫ +∞

−∞

dt

(a2 + v2
0t

2)2
.

Для розрахунку iнтеґрала

A =

+∞
∫

−∞

dt

(a2 + v2
0t

2)2

використаємо пiдстановку

t =
a

v0
tg θ,

тодi

A =
1

v0a3

+π/2
∫

−π/2

cos2θ dθ =
π

2v0a3
.

У результатi одержуємо

E =
πZ2e6

3m2c3v0a3
.

4. У класичнiй моделi атома, запропонованiй Резерфордом, електрон
масою m i зарядом e обертається по коловiй орбiтi навколо нерухомого
ядра з зарядом Z|e|. Знайти закон зменшення повної енергiї електрона
E за рахунок дипольного випромiнювання. Обчислити час t, через який
електрон впаде на ядро внаслiдок втрати енергiї на дипольне випро-
мiнювання. У початковий момент часу t0 = 0 електрон знаходився на
вiддалi R вiд ядра.

Вiдхилення вiд колової орбiти, спричинене втратою енергiї елект-
рона на випромiнювання, достатньо мале за один оберт навколо ядра.
Тому можна вважати, що

mv2

r
=

Ze2

r2
,

звiдки

v2 =
Ze2

mr
.
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Повна енергiя електрона

E =
mv2

2
− Ze2

r
= −Ze2

2r
.

Знайшовши прискорення електрона r̈ з рiвняння руху

mr̈ = −Ze2

r2
,

виразимо iнтенсивнiсть дипольного випромiнювання через повну енер-
гiю електрона E :

Ip =
2e2r̈2

3c3
=

2e2

3c3

(

Ze2

mr2

)2

=
32

3c3(mZe)2

(

Ze2

2r

)4

=
32 E4

3c3(mZe)2
.

Енергiя електрона втрачається на випромiнювання:

−dE
dt

=
32 E4

3c3(mZe)2
,

звiдки отримуємо закон зменшення повної енергiї електрона, роздiлив-
ши змiннi

−
∫

dE
E4

=
32

3c3(mZe)2

∫

dt + const,

1

3E3
=

32 t

3c3(mZe)2
+ const.

Константу iнтеґрування знаходимо з початкових умов: при t = 0 почат-
кова енергiя електрона

E0 = −Ze2

2R
,

а саме

const =
1

3 E3
0

.

Остаточно
1

E3
=

1

E3
0

+
32 t

c3(mZe)2
.

Час падiння t електрона на ядро отримаємо при r → 0, тобто коли
E → −∞:

t =
m2c3R3

4Ze4
.

11



5. Частинка масою m i зарядом e пролiтає по дiаметру кулi радiуса R,
всерединi якої рiвномiрно розподiлений заряд Q. Заряди частинки i кулi
протилежного знака. Перед вльотом у кулю частинка мала кiнетичну
енергiю E0. Знайти енергiю E , що втрачається частинкою на дипольне
випромiнювання пiд час прольоту через кулю.

Виберемо початок координат у центрi кулi. Спочатку обчислимо на-
пруженiсть електричного поля всерединi кулi, скориставшись теоремою
Ґауса

∮

S

(E, dS) = 4π

∫

V

ρ dV.

Поле такої системи є центрально–симетричним (напрямок вектора E в
будь-якiй точцi проходить через центр кулi, а модуль вектора E пови-
нен залежати тiдьки вiд вiддалi r до центра кулi), тому за замкнену
поверхню S зручно взяти концентричну сферу.

Сфера радiусом r < R охоплює заряд q = Q(r/R)3, бо

Q =
4

3
πR3 · ρ, q =

4

3
πr3 · ρ,

q

Q
=

r3

R3
.

Тому згiдно з теоремою Ґауса

Er · 4πr2 = 4π
Q r

R3
,

звiдки

Er =
Q r

R3
,

або

E =
Q

R3
r.

Отже, всерединi рiвномiрно зарядженої кулi напруженiсть електрично-
го поля лiнiйно росте з вiддаллю r вiд її центра.

Запишемо рiвняння руху частинки всерединi кулi. Якщо вплив поля
випромiнювання на рух частинки незначний i ним можна знехтувати,
то

mr̈ = e
Q

R3
r.
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Нехай рух вiдбувається вздовж осi x, тодi

ẍ = e
Q

mR3
x.

Тепер iнтенсивнiсть дипольного випромiнювання частинки Ip є функцiю
координати x:

Ip =
2e2ẍ2

3c3
=

2Q2e4x2

3c3m2R6
.

Енергiю, яка втрачається частинкою пiд час прольоту через кулю,
запишемо так:

E =

+R
∫

−R

Ip
dx

ẋ
.

Для розрахунку швидкостi частинки ẋ скористаємось законом збере-
ження енергiї

E0 =
mẋ2

2
+ U(x).

Тут не врахована енергiя випромiнювання E , яка є малою.
Потенцiальну енергiю U(x) знайдемо з виразу

Fx = −∂U(x)

∂x
,

де Fx = e · Ex = e · (Q x)/R3. Проiнтеґрувавши, маємо

U(x) = −
∫

Fx dx + const,

U(x) = −e Q

R3

x

2
+ const,

Постiйну iнтеґрування знайдемо з умови U(R) = 0

const =
e Q

2R3
R2.

У результатi маємо

U(x) = − e Q

2R3
(x2 − R2).
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При таких наближеннях швидкiсть частинки всерединi кулi

ẋ =

√

2E0

m
+

e Q

mR3
(x2 − R2)

i для E :

E =
2Q2e4

3c3m2R6

+R
∫

−R

x2dx
√

2E0

m + e Q
mR3 (x2 − R2)

.

Оскiльки заряди частинки i кулi протилежного знака (e Q=−|e Q|), то

E =
2Q2e4

3c3m2R6

+R
∫

−R

x2dx
√

2E0

m + |e Q|
mR − |e Q|

mR3 x2

=
2Q2e4

√
mR

3c3m2R6

+R
∫

−R

x2dx
√

2RE0 + |e Q| − |e Q|
R2 x2

.

Потрiбно розрахувати iнтеґрал

A =

∫

x2dx√
a − b x2

, a > 0, b > 0.

Запишемо

A = −1

b

∫

a − b x2 − a√
a − b x2

dx = −1

b

∫

√

a − b x2 dx +
a

b

∫

dx√
a − b x2

.

Проiнтеґруємо перший iнтеґрал у правiй частинi частинами
∫

√

a − b x2 dx = x
√

a − b x2 + b

∫

x2dx√
a − b x2

,

звiдки
∫

x2dx√
a − b x2

= −x

b

√

a − b x2 −
∫

x2dx√
a − b x2

+
a

b

∫

dx√
a − b x2

.

Тепер

A = − x

2b

√

a − b x2 +
a

2b

∫

dx√
a − b x2

=
1

2b

(

a√
b

arcsin

(

√

b

a
x

)

− x
√

a − b x2

)

.
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Пiдставивши межi iнтеґрування, остаточно отримаємо

E =
2Qe3

3mc2R2

√

|e Q|
mc2R





(

2E0R

|e Q| + 1

)

arcsin
1

√

2E0R
|e Q| + 1

−
√

2E0R

|e Q|



 .

6. Частинка масою m i зарядом e здiйснює гармонiйнi коливання з
частотою ω (гармонiйний осцилятор). Знайти напруженостi електрич-
ного i магнiтного полiв в хвильовiй зонi та середню за перiод коливань
T = 2π/ω iнтенсивнiсть дипольного випромiнювання.

Нехай заряджена частинка коливається за гармонiйним законом

d = d0 cos(ωt + α);

ї ї дипольний момент

p = ed = ed0 cos(ωt + α),

d0 — постiйний вектор, α — початкова фаза.
Для напруженостей магнiтного та електричного полiв випромiнюва-

ної хвилi згiдно з (17), (10) маємо

H =
[p̈, n]

c2r
,

E = [H, n].

Знайдемо спочатку напруженiсть магнiтного поля

H = −eω2 cos(ω(t − r/c) + α)

c2r2
[d0, r].

Введемо сферичну систему координат з центром в диполi i зорiєнтуємо
диполь вздовж полярної осi (рис. 2).

У точцi спостереження P розкладемо всi вектори на складовi, спря-
мованi вздовж взаємно перпендикулярних напрямкiв зростання сфе-
ричних координат r, θ, ϕ, тобто ортiв er, eθ, eϕ.

Векторний добуток [d0, r] у кожнiй точцi поля P спрямований по
дотичнiй до дуги паралелi, яка проходить через точку P , i притому у
бiк зростання кута ϕ. Складовi вектора [d0, r] дорiвнюють

[d0, r]r = [d0, r]θ = 0, [d0, r]ϕ = rd0 sin θ,
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Рис. 2.

тому

Hr = Hθ = 0, Hϕ = −eω2 cos(ω(t − r/c) + α) d0 sin θ

c2r
.

Напруженiсть електричного поля

E = −eω2 cos(ω(t − r/c) + α)

c2r3
[[d0, r], r].

Векторний добуток [[d0, r], r] у точцi P спрямований по дотичнiй до
дуги меридiана, який проходить через точку P , у бiк зростання кута θ.
Складовi вектора [[d0, r], r] дорiвнюють

[[d0, r], r]r = [[d0, r], r]ϕ = 0, [[d0, r], r]θ = r2d0 sin θ,

тому

Er = Eϕ = 0, Eθ = −eω2 cos(ω(t − r/c) + α) d0 sin θ

c2r
.

Отже,

Hϕ = Eθ.
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Рис. 3.

У хвильовiй зонi осцилятора напруженостi електричного i магнiтного
полiв по модулю рiвнi, вони залежать вiд вiддалi до осцилятора r i вiд
полярного кута θ: на осi осцилятора (θ = 0, θ = π) поле вiдсутнє, мак-
симального значення воно досягає в екваторiальнiй площинi осцилято-
ра (θ = π/2). У кожнiй точцi хвильової зони вектори E, H, r взаємо
перпендикулярнi i утворюють правогвинтову систему, причому E спря-
мований по дузi меридiана, H — по дузi паралелi (див. рис. 3). Фаза
ω(t − r/c) векторiв E i H поширюється в напрямку радiус–вектора зi
швидкiстю c.

Iнтенсивнисть дипольного випромiнювання

Ip =
2p̈2

3c3
=

2ω4e2d2
0 cos2(ω(t − r/c) + α)

3c3
.

Середня за перiод коливань T = 2π/ω iнтенсивнiсть дипольного випро-
мiнювання:

〈Ip〉 =
1

T

T
∫

0

Ip dt =
2ω4e2d2

0

3c3

1

T

T
∫

0

cos2(ω(t − r/c) + α) dt =
ω4e2d2

0

3c3
.

7. Найпростiша лiнiйна антена — це тонкий прямолiнiйний провiд-
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ник завдовжки l, по якому тече струм J = J0 cosωt, причому антена
настiльки коротка, що струм вважається незмiнним по всiй її довжинi.
Знайти середню за перiод змiни струму T = 2π/ω iнтенсивнiсть випро-
мiнювання антени.

Оскiльки довжина антени фiксована, то електричний дипольний мо-
мент p = e(t) l буде змiнюватися з часом за рахунок змiни заряду e(t)
на одному з кiнцiв антени

ṗ =
de

dt
l = J l = J0 l cosωt,

тому
p̈ = −J0 l ω sin ωt.

Iнтенсивнiсть випромiнювання антени

Ip =
2p̈2

3c3
=

2J2
0 l2ω2 sin2 ω(t − r/c)

3c3
.

Усереднення за перiод змiни струму T = 2π/ω дає

〈Ip〉 =
1

T

T
∫

0

Ip dt =
2J2

0 l2ω2

3c3

1

T

T
∫

0

sin2 ω(t − r/c) dt =
J2

0 l2ω2

3c3
.

8. Показати, що для iзольованої системи, яка складається з N части-
нок з однаковим питомим зарядом (ei/mi = e/m = const, i = 1, 2, . . . , N),
iнтенсивнiсть магнiтно–дипольного випромiнювання Im дорiвнює нуле-
вi.

Магнiтний момент системи N частинок

m =
1

2c

N
∑

i=1

ei[ri, vi] =
1

2c

N
∑

i=1

ei

mi
mi[ri, vi] =

e

2mc

N
∑

i=1

mi[ri, vi].

Якщо швидкостi всiх заряджених частинок v � c, то mivi є iмпульс
i-тої частинки pi, i ми отримуємо

m =
e

2mc

N
∑

i=1

[ri, pi] =
e

2mc
M.

Тут

M =

N
∑

i=1

[ri, pi]
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— механiчний момент iмпульсу системи, який для iзольованої системи
є iнтеґралом руху, тому ṁ = 0.

Отже, iнтенсивнисть магнiтно–дипольного випромiнювання дорiв-
нює нулевi:

Im =
2m̈2

3c3
= 0.

9. Показати, що магнiтно–дипольне випромiнювання вiдсутнє у сис-
темi, яка складається з двох заряджених частинок, якi рухаються з
нерелятивiстськими швидкостями.

Магнiтний момент системи двох частинок з зарядами e1 i e2 дорiвнює

m =
1

2c
(e1[r1, v1] + e2[r2, v2]) ,

де r1, r2 — координати частинок, v1 = ṙ1, v2 = ṙ2 — їх швидкостi.
Перейдемо до системи центра мас

R =
m1r1 + m2r2

m1 + m2
, r = r2 − r1,

де R — координата центра мас, r — координата вiдносного руху. Вира-
зимо координати частинок r1 та r2 через R та r:

r1 =
(m1 + m2)R − m2r

m1 + m2
, r2 =

(m1 + m2)R + m1r

m1 + m2
.

Виберемо початок координат у центрi мас R = 0, тодi

r1 = − m2

m1 + m2
r, r2 =

m1

m1 + m2
r.

Запишемо магнiтний момент m через координати центра мас

m =
1

2c

(

e1

m2
1

+
e2

m2
2

)

m1m2

m1 + m2

[

r,
m1m2

m1 + m2
v

]

.

Механiчний момент iмпульсу M в координатах центра мас

M = [r1, p1] + [r2, p2] = [r1, m1v1] + [r2, m2v2] =

[

r,
m1m2

m1 + m2
v

]

.

Отже,

m =
1

2c

(

e1

m2
1

+
e2

m2
2

)

m1m2

m1 + m2
M.
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Механiчний момент iмпульсу M для системи двох частинок є iнтеґра-
лом руху, тому ṁ = 0. Отже, iнтенсивнисть магнiтно–дипольного ви-
промiнювання дорiвнює нулевi:

Im =
2m̈2

3c3
= 0.

10. Найпростiша рамочна антена — це прямокутна рамка зi сторона-
ми a i b, по якiй тече лiнiйний струм силою J = J0 cosωt. Визначити се-
редню за перiод коливань T = 2π/ω iнтенсивнiсть магнiтно–дипольного
випромiнювання.

У випадку лiнiйного струму формула для магнiтного дипольного
моменту

m =
1

2c

∫

[r, j] dV

набуває простiшого вигляду. Об’єм елемента dl провiдника дорiвнює

dV = S dl,

де S — площа поперечного перетину. Тому можна записати:

j dV = jS dl = j S dl = J dl,

де J = j S — сила струму, а dl — елемент довжини провiдника, який
за напрямком збiгається з напрямком струму в провiднику. Це перетво-
рення включає iнтеґрування по поперечному перетину провiдника, але
оскiльки лiнiйнi розмiри поперечного перетину значно меншi вiд вiд-
станi до точок, в яких розраховується магнiтний момент, при такому
iнтеґруваннi можна знехтувати змiною цiєї вiдстанi до рiзних елемен-
тiв струму в цьому перетинi i вважати цю вiдстань однаковою. Тому
перехiд до лiнiйних струмiв здiйснюється простою замiною

j dV → J dl,

пiсля чого залишається iнтеґрування за dl вздовж у нашому випадку
замкнутого контура провiдника L:

m =
J

2c

∮

L

[r, dl].

Враховуючи, що

dS =
1

2
[r, dl]
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є вектор елемента поверхнi, яку обмежує контур струму, маємо

1

2

∮

L

[r, dl] =

∫

S

dS = S.

S — вектор поверхнi, натягнутої на контур зi струмом L, який становить
з напрямком обходу контура правогвинтову систему.

Звiдси магнiтний момент рамки зi струмом дорiвнює

m =
J

c
S,

де |S| = a b — площа рамки.
Iнтенсивнiсть магнiтно–дипольного випромiнювання

Im =
2m̈2

3c3
=

2a2b2J2
0ω4 cos2 ω(t − r/c)

3c5
.

Усереднення за перiод змiни струму T = 2π/ω дає

〈Im〉 =
1

T

T
∫

0

Im dt =
2a2b2J2

0ω4

3c5

1

T

T
∫

0

cos2 ω(t − r/c) dt =
a2b2J2

0 ω4

3c5
.

11. Знайти напруженостi електричного i магнiтного полiв у хвильо-
вiй зонi та середню за перiод коливань T = 2π/ω iнтенсивнiсть випро-
мiнювання магнiтного диполя, момент якого

m = m0 cos(ωt + α).

Для напруженостей магнiтного та електричного полiв випромiнюва-
ної хвилi магнiтним диполем згiдно з (18), (10) маємо

H(r, t) =
[[m̈, n], n]

c2r
,

E = [H, n] =
[n, m̈]

c2r
.

Введемо сферичну систему координат з центром у диполi i зорiєнтує-
мо магнiтний диполь (за аналогiєю з електричним диполем, див. задачу
6) вздовж полярної осi (рис. 4).
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Рис. 4.

Обчислимо спочатку напруженiсть електричного поля

E =
ω2 cos(ω(t − r/c) + α)

c2r2
[m0, r].

Складовi вектора [m0, r] дорiвнюють

[m0, r]r = [m0, r]θ = 0, [m0, r]ϕ = rm0 sin θ,

тому

Er = Eθ = 0, Eϕ =
ω2 cos(ω(t − r/c) + α) m0 sin θ

c2r
.

Напруженiсть магнiтного поля

H = −ω2 cos(ω(t − r/c) + α)

c2r3
[[m0, r], r].

Складовi вектора [[m0, r], r] дорiвнюють

[[m0, r], r]r = [[m0, r], r]ϕ = 0, [[m0, r], r]θ = r2m0 sin θ,
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тому

Hr = Hϕ = 0, Hθ = −ω2 cos(ω(t − r/c) + α) m0 sin θ

c2r
.

У хвильовiй зонi магнiтного диполя напруженостi електричного i
магнiтного полiв по модулю рiвнi, вони залежать вiд вiддалi до осци-
лятора r i вiд полярного кута θ: на осi осцилятора (θ = 0, θ = π)
поле вiдсутнє, максимального значення воно досягає в екваторiальнiй
площинi осцилятора (θ = π/2). У кожнiй точцi хвильової зони векто-
ри E, H, r взаємо перпендикулярнi i утворюють правогвинтову систе-
му, причому H спрямований по дузi меридiана, E — по дузi паралелi
(див. рис. 5). Отже, поле магнiтного диполя може бути отримане з поля
випромiнювання електричного диполя (див. задачу 6) шляхом замiни:
ed0 → m0,E → H,H → −E.

Рис. 5.

Iнтенсивнiсть магнiтно–дипольного випромiнювання

Im =
2m̈2

3c3
=

2ω4m2
0 cos2(ω(t − r/c) + α)

3c3
.

Середня за перiод коливань T = 2π/ω iнтенсивнiсть магнiтно–дипольного
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випромiнювання:

〈Im〉 =
1

T

T
∫

0

Ip dt =
2ω4m2

0

3c3

1

T

T
∫

0

cos2(ω(t − r/c) + α) dt =
ω4m2

0

3c3
.

12. Лiнiйна антена є безмежно тонким провiдником завдовжки l, в
якому збуджена стояча хвиля струму

J(z, t) = J0 sin[k(z + l/2)]e−iωt.

На кiнцях провiдника сила струму дорiвнює нулевi, тому k = ω/c =
mπ/l, де m — число пiвхвиль, що вкладаються на довжинi провiдни-
ка. Знайти усереднений за перiод коливань струму кутовий розподiл
iнтенсивностi випромiнювання антени.

Виберемо початок координат посерединi провiдника i спрямуємо вiсь
z вздовж провiдника (див. рис. 6). Оскiльки провiдник безмежно тон-
кий, то об’ємна густина струму запишеться у виглядi

j(r, t) = ezJ(z, t)δ(x)δ(y) = ezJ0 sin[k(z + l/2)]e−iωtδ(x)δ(y).

Рис. 6.

Векторний потенцiал будемо обчислювати на вiддалях r, значно бiль-
ших вiд l ∼ r′, тобто r′/r � 1, тому в знаменнику (8) покладемо
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|r−r′| ≈ r, а в часовому арґументi вектора густини струму, який врахо-
вує запiзнення, збережемо члени з точнiстю до лiнiйного степеня малого
параметра r′/r

|r− r′| = r

(

1 +
r′

2

r2
− 2(r, r′)

r2

)1/2

= r

(

1 +
1

2

[

r′
2

r2
− 2(r, r′)

r2

]

+ . . .

)

≈ r − (n, r′) = r − z′ cos θ,

n = r/r — напрямок випромiнювання, θ — кут мiж векторами r та r′.
Для векторного потенцiалу маємо

A(r, t) =
1

cr

∫

j(r′, t − r − z′ cos θ

c
) dV ′

= ez
J0

cr

∫

sin[k(z′ + l/2)] exp

(

−iω(t − r − z′ cos θ

c
)

)

δ(x′)δ(y′) dV ′

= ez
J0

cr
ei(kr−ωt)

l/2
∫

−l/2

sin[(mπ)/l)(z′ + l/2)] e−i(mπ/l)z′ cos θdz′.

Розрахуємо iнтеґрал

I =

l/2
∫

−l/2

sin[(mπ/l)(z′ + l/2)] e−i(mπ/l)z′ cos θ dz′

=

l/2
∫

−l/2

(

ei[(mπ/l)(z′+l/2)] − e−i[(mπ/l)(z′+l/2)]

2i

)

e−i(mπ/l)z′ cos θdz′

=
l

imπ

(

eimπ/2

1 − cos θ
sin[(mπ/2)(1 − cos θ)]−

− e−imπ/2

1 + cos θ
sin[(mπ/2)(1 + cos θ)]

)

=
2l

imπ

(− cos2(mπ/2) sin[(mπ/2) cos θ] + i sin2(mπ/2) cos[(mπ/2) cos θ]

sin2θ

)
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=
2l

imπ
eimπ/2 sin[(mπ/2)(1 − cos θ)]

sin2θ
=

2c

iω
eimπ/2 sin[mπ sin2(θ/2)]

sin2θ
.

Остаточно для векторного потенцiала отримуємо

A(r, t) = ez A(r, θ, t),

A(r, θ, t) =
2J0

iωr

ei(kr−ωt)

sin2θ
eimπ/2 sin

(

mπ sin2(θ/2)
)

.

Обчислимо напруженiсть магнiтного поля H = rotA. У сферичних
координатах

rotrA =
1

r sin θ

(

∂

∂θ
(sin θ ·Aϕ) − ∂

∂ϕ
Aθ

)

,

rotθA =
1

r

(

1

sin θ

∂

∂ϕ
Ar −

∂

∂r
(r ·Aϕ)

)

,

rotϕA =
1

r

(

∂

∂r
(r ·Aθ) −

∂

∂θ
Ar

)

.

У нашому випадку початок сферичної системи координат (рис. 7)
знаходиться посерединi провiдника i полярна вiсь спрямована вздовж
провiдника. Будемо в кожнiй точцi спостереження P розкладати век-
торний потенцiал A на складовi, спрямованi вздовж взаємно перпен-
дикулярних напрямкiв зростання сферичних координат r, θ, ϕ, тобто
ортiв er, eθ, eϕ. Отже,

Ar = A(r, θ, t) cos θ,

Aθ = A(r, θ, t) cos(π/2 + θ) = −A(r, θ, t) sin θ,

Aϕ = 0.

Вектор A не має складової Aϕ, крiм того, вiн не залежить вiд ϕ, тому

Hr = rotrA = 0, Hθ = rotθA = 0,

Hϕ = rotϕA = − sin θ
∂A(r, θ, t)

∂r
− cos θ

r

∂A(r, θ, t)

∂θ
.

Зберiгаючи лише члени порядку 1/r, другий доданок у Hϕ, пропорцiй-
ний 1/r2 (оскiльки A(r, θ, t) ∼ 1/r), треба вiдкинути, тому остаточно

Hϕ = − sin θ
∂A(r, θ, t)

∂r
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Рис. 7.

= −2J0

cr

ei(kr−ωt)

sin θ
eimπ/2 sin (mπ sin(θ/2)) .

Усереднений за перiод коливань струму T = 2π/ω кутовий розподiл
iнтенсивностi випромiнювання антени знаходимо з (27)

〈 dI

dΩ
〉 =

J2
0

πc

sin2(mπ sin2(θ/2))

sin2θ

1

T

T
∫

0

cos2(mπ/2 + kr − ωt) dt

=
J2

0

2πc

sin2(mπ sin2(θ/2))

sin2θ
.

З цього результату випливає, що мiнiмуми випромiнювання визначаю-
ться умовою

sin(mπ sin2(θ/2)) = 0,

звiдки

θn = 2 arcsin
√

n/m, n = 0, 1, . . . , m,
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тобто кiлькiсть мiнiмумiв дорiвнює m + 1, а кiлькiсть максимумiв до-
рiвнює m — кiлькостi пiвхвиль, що вкладаються на довжинi антени.

Кутовий розподiл iнтенсивностi випромiнювання для m = 1, 2, 3 зоб-
ражено на рис. 8. Штриховою лiнiєю зображено розподiл струму вздовж
антени, суцiльною — кутовий розподiл iнтенсивностi випромiнювання.

Рис. 8.

Для центрального максимуму (якщо m — непарне) θ = π/2, тобто

sin2(mπ sin2(θ/2))

sin2θ
= 1.

Якщо кiлькiсть пiвхвиль велика (m � 1), то перший максимум випро-
мiнювання є при θ ≈ θ1/2 ≈ 1/

√
m i тодi

sin2(mπ sin2(θ/2))

sin2θ
=

m

2
.

Тому iнтенсивнiсть першого бокового листка випромiнювання антени
бiльша в m/2 раз вiд iнтенсивностi центрального листка. В цьому ви-
падку випромiнювання спрямоване здебiльшого вздовж провiдника ан-
тени.

13. У лiнiйнiй антенi довжиною l поширюється бiжуча хвиля струму
(навантаження на кiнцях антени пiдiбранi так, шоб вiдбитої хвилi не
виникало)

J(z, t) = J0 cos(ωt − kz),

де ω = kc, |z| ≤ l, c — швидкiсть свiтла у вакуумi. Обчислити усередне-
ний за перiод коливань струму кутовий розподiл iнтенсивностi випро-
мiнювання антени.
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Як i в попереднiй задачi, виберемо початок координат посерединi
провiдника i спрямуємо вiсь z вздовж провiдника (рис. 6). Об’ємна гус-
тина струму

j(r, t) = ezJ(z, t)δ(x)δ(y).

Для векторного потенцiалу вiддалях r, значно бiльших вiд l ∼ z ′,
маємо

A(r, t) =
1

cr

∫

j(r′, t − r − z′ cos θ

c
) dV ′

= ez
J0

cr

l/2
∫

−l/2

cos

(

iω(t − r − z′ cos θ

c
) − kz′

)

dz′

= ez
J0

cr

1

k(1 − cos θ)
2 sin

(

kl

2
(1 − cos θ)

)

cos(ωt + kr).

Для магнiтного поля в сферичних координатах отримуємо

Hr = Hθ = 0,

Hϕ = − sin θ
∂A(r, θ, t)

∂r

=
2J0

cr

sin θ

1 − cos θ
sin

(

kl

2
(1 − cos θ)

)

cos(ωt + kr).

Усереднений за перiод коливань струму T = 2π/ω кутовий розподiл
iнтенсивностi випромiнювання антени знаходимо з (27)

〈 dI

dΩ
〉 =

J2
0

2πc

sin2 θ

(1 − cos θ)2
sin2

(

kl

2
(1 − cos θ)

)

.

14. Частинка масою m i зарядом e пiд дiєю пружної сили може здiй-
снювати гармонiйнi коливання з частотою ω0 (гармонiйний осцилятор).
Враховуючи силу радiацiйного тертя, знайти середню за перiод коли-
вань T = 2π/ω iнтенсивнiсть дипольного випромiнювання осцилятора,
який здiйснює вимушенi коливання в зовнiшньому електричному полi
напруженiстю E = E0 cosωt.

Рiвняння руху осцилятора пiд дiєю зовнiшньої сили (електричного
поля) з урахуванням сили радiацiйного тертя має вигляд

mr̈ + mω2
0r −

2e2

3c3

...
r= eE0 cosωt.
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Оскiльки сила радiацiйного тертя значно менша вiд пружної сили, то в
першому наближеннi однорiдне рiвняння

mr̈ + mω2
0r −

2e2

3c3

...
r= 0

можна записати
mr̈ + mω2

0r = 0,

звiдки
...
r= −ω2

0 ṙ.

Отже, ми приходимо до рiвняння для коливань, якщо є тертя

r̈ + γṙ + ω2
0r = 0,

де

γ =
2e2ω2

0

3mc3
.

Розв’язок цього рiвняння загасає з часом

r = r0 e−
γ

2
t cos(ωt + α).

Якщо є зовнiшня перiодична сила, нам достатньо знайти частковий роз-
в’язок рiвняння

r̈ + γṙ + ω2
0r =

e

m
E0 cosωt,

який коливається з частотою вимушуючої сили, оскiльки власнi коли-
вання осцилятора загасають.

Розв’язок неоднорiдного рiвняння зручно шукати в комплекснiй фор-
мi, для чого пишемо в правiй частинi eiωt замiсть cosωt (беручи в оста-
точних виразах дiйсну частину)

r̈ + γṙ + ω2
0r =

e

m
E0 eiωt.

Частковий iнтеґрал шукаємо у виглядi r = r1e
iωt, i знаходимо для r1:

r1 =
eE0

m(ω2
0 − ω2 + iωγ)

.

Отже,

r =
eE0 eiωt

m(ω2
0 − ω2 + iωγ)

,

r̈ =
−ω2eE0 eiωt

m(ω2
0 − ω2 + iωγ)

=
−ω2eE0 eiωt

m ρ eiϕ
,
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де

ρ =
√

(ω2
0 − ω2)2 + ω2γ2, ϕ = arctg

(

ωγ

ω2
0 − ω2

)

.

Звiдки

r̈2 =
ω4e2E2

0

(

Re
{

ei(ωt−ϕ)
})2

m2ρ2
=

ω4e2E2
0 cos2(ωt − ϕ)

m2((ω2
0 − ω2)2 + ω2γ2)

.

Середня за перiод T = 2π/ω iнтенсивнiсть випромiнювання осцилятора

〈Ip〉 =
2e2

3c3

1

T

T
∫

0

r̈2 dt =
2e4ω4E2

0

3c3m2((ω2
0 − ω2)2 + ω2γ2)

1

T

T
∫

0

cos2(ωt − ϕ) dt

=
e4E2

0

3c3m2

ω4

((ω2
0 − ω2)2 + ω2γ2)

.
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