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Передмова

Монографiя написана на основi дослiджень, виконаних автором
пiд керiвництвом професора кафедри теоретичної фiзики В. М.
Ткачука, та разом iз старшим викладачем кафедри теоретичної
фiзики Ю. С. Криницьким.

У роботi висвiтлюється iдея побудови квантованого простору
(простору з мiнiмальною довжиною) за допомогою некомутатив-
ної алгебри. Теорiя некомутативного простору активно формує-
ться фiзиками сучасностi, що пов’язано з розвитком теорiї струн
та квантової гравiтацiї. Некомутативнiсть координат дозволяє ви-
рiшити проблему квантування простору, проте водночас вона зу-
мовлює ряд проблем, серед них: проблема порушення принципу
еквiвалентностi, порушення сферичної симетрiї та iншi. У моно-
графiї розглядаються проблеми у квантованому просторi та про-
понуються шляхи для їх розв’язання.

У першому роздiлi монографiї коротко представлено iсторiю
виникнення iдеї некомутативностi та розглянуто особливостi не-
комутативного простору канонiчного типу.

Другий роздiл монографiї присвячений проблемi опису систе-
ми багатьох частинок у некомутативному просторi канонiчного
типу. Вивчається система частинок у загальному випадку, коли
рiзним частинкам вiдповiдають рiзнi параметри некомутативно-
стi. Знаходиться умова на параметр некомутативностi, при якiй
координати центра мас та координати вiдносного руху комуту-
ють, а, отже, є незалежними у некомутативному просторi.

У третьому роздiлi дослiджується рух системи частинок (ма-
кроскопiчного тiла) у двовимiрному просторi з канонiчною не-
комутативнiстю координат та вивчається принцип еквiвалентно-
стi. Оцiнюється верхня межа для параметра некомутативностi на
основi принципу еквiвалентностi. На основi аналiзу рiвнянь руху
системи частинок у гравiтацiйному полi у некомутативному про-
сторi пропонується умова, що дозволяє вiдновити принцип еквi-
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6 Передмова

валентностi у некомутативному просторi канонiчного типу.
Четвертий роздiл присвячено дослiдженню принципу еквiва-

лентностi у двовимiрному просторi з некомутативнiстю координат
та некомутативнiстю iмпульсiв. Встановлено, що коли параметри
координатної та iмпульсної некомутативностi залежать вiд маси
частинки, вiдновлюється принцип еквiвалентностi, зберiгаються
властивостi кiнетичної енергiї, можна роздiлити рух центра мас
та вiдносний рух у просторi з некомутативнiстю координат та не-
комутативнiстю iмпульсiв.

У п’ятому роздiлi розглядається тривимiрний некомутативний
простiр канонiчного типу та вивчається проблема порушення сфе-
ричної симетрiї у такому просторi. Розглядається некомутативна
алгебра, яка є еквiвалентна некомутативнiй алгебрi канонiчного
типу та є сферично-симетрична. У запропонованому некомута-
тивному просторi з вiдновленою сферичною симетрiєю вивчається
оператор повороту.

У шостому роздiлi аналiзується рух частинки у однорiдно-
му полi у сферично-симетричному некомутативному просторi. На
основi точних розрахункiв показується, що некомутативнiсть ко-
ординат впливає на масу частинки та зумовлює її анiзотропiю.
Розглядається рух частинки у однорiдному гравiтацiйному полi
та знаходяться умови для вiдновлення принципу еквiвалентностi
у сферично-симетричному некомутативному просторi.

Сьомий роздiл присвячено дослiдженню атома водню у сфе-
рично-симетричному некомутативному просторi канонiчного ти-
пу. У роздiлi знаходяться поправки до енергетичних рiвнiв атома
водню, зумовленi некомутативнiстю координат. На основi порiв-
няння отриманих результатiв iз експериментальними даними для
частоти переходу 1s− 2s оцiнюється верхня межа для параметра
некомутативностi.

Задача двох частинок у сферично-симетричному просторi з
канонiчною некомутативнiстю координат вивчається у восьмому
роздiлi монографiї. Розглядаються особливостi опису системи ча-
стинок у такому просторi. Як приклад двочастинкової системи,
дослiджується атом водню.

Автор висловлює велику подяку професору В. М. Ткачуку та
старшому викладачу Ю. С. Криницькому за консультацiї та допо-
могу в отриманнi результатiв дослiджень, представлених у моно-
графiї. Також автор вдячна колективу кафедри теоретичної фiзи-
ки за участь в обговореннi результатiв пiд час наукових дискусiй
та семiнарiв. Особливо дякую професору I. О. Вакарчуку, доцен-
ту А. А. Ровенчаку та асистенту М. I. Самару за активнi дискусiї
та поради.

6



Роздiл 1

Некомутативний простiр

1.1 Iдея некомутативностi

У некомутативному просторi оператори координатXi та iмпульсiв
Pi задовольняють такi комутацiйнi спiввiдношення

[Xi, Xj ] = i~θij , (1.1)
[Xi, Pj ] = i~δij , (1.2)

[Pi, Pj ] = 0. (1.3)

Звернiмо увагу на те, що у порiвняннi зi звичними комутацiйни-
ми спiввiдношеннями: [Xi, Xj ] = 0, [Xi, Pj ] = i~δij , [Pi, Pj ] = 0,
у некомутативному просторi для координат виконується рiвнiсть
(1.1). Комутатор координат дорiвнює i~θij , де параметри θij на-
зивають параметрами некомутативностi.

Iдея про те, що координати можуть не комутувати має довгу
iсторiю [1]. Вперше вона була запропонована В. Гайзенберґом [2,3].
Згодом Пайєрлс (R. Peierls), почувши iдею некомутативностi вiд
Гайзенберґа, використав її при аналiзi електричних систем у силь-
ному магнiтному полi. Пайерлс розповiв про цю iдею Паулi, який
повiдомив її Оппенгеймеру (J. R. Oppenheimer). Перша публiка-
цiя, у якiй iдея некомутативностi оформлена математично, напи-
сана Снайдером (H. S. Snyder), аспiрантом Оппенгеймера, у 1947
роцi [4].

Останнiми роками дослiдження фiзичних систем у некомута-
тивному просторi привернули велику увагу, що пов’язано з пе-
редбаченнями теорiї струн та квантової гравiтацiї про особливостi
структури простору на планкiвських масштабах, iснування мiнi-
мальної ненульової невизначеностi координат (див., для прикла-
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8 Некомутативний простiр

ду, [5, 6]). Така особливiсть простору може бути описана за допо-
могою некомутативностi координат з параметром некомутативно-
стi порядку планкiвських масштабiв. Також увага фiзикiв до ви-
вчення некомутативностi зумовлена наявнiстю фiзичних систем
з некомутативними координатами. А саме, некомутативнiсть ко-
ординат виникає при розглядi квантової задачi про рух частинки
у сильному магнiтному полi [1, 3, 7–9]. Опишемо цей приклад де-
тальнiше.

Розгляньмо частинку з зарядом e та масою m, яка рухається
на площинi (x, y) за наявностi сильного однорiдного магнiтного
поля B, яке напрямлене вздовж осi z . Запишемо лагранжiан ча-
стинки у магнiтному полi

L =
mẋ2

2
+
mẏ2

2
+
e

c
ẋAx +

e

c
ẏAy − V (x, y), (1.4)

де Ax, Ay – компоненти векторного потенцiалу, доданок V (x, y)
описує додатковi взаємодiї, c – швидкiсть свiтла. Випадок силь-
ного магнiтного поля B вiдповiдає малiй масi m [1, 3]. У границi
m → 0, вибравши калiбрування A = (0, xB), лагранжiан (1.4)
запишеться як

L =
e

c
Bxẏ − V (x, y). (1.5)

З iншого боку, зауважимо, що

L = pyẏ −H, (1.6)

py =
e

c
Bx, (1.7)

тут H – гамiльтонiан. Врахувавши, що координата y є спряженою
до iмпульсу py

[y, py] = i~, (1.8)

iз (1.7) отримаємо таке комутацiйне спiввiдношення для коорди-
нат

[x, y] = −i~ c

eB
. (1.9)

Отже, координати частинки з зарядом e та масою m, яка рухає-
ться на площинi (x, y) за наявностi сильного однорiдного магнi-
тного поля B, що напрямлене вздовж осi z, не комутують [1,3].
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Некомутативний простiр 9

У бiльш загальному випадку неоднорiдного магнiтного поля
B(x) авторами статтi [10] показано, що координати частинки у
такому полi задовольняють спiввiдношення:

[xi, xj ] = −i~c
e
εijk

Bk(x)

B2(x)
, (1.10)

де iндекси i, j, k, набувають значень (1, 2, 3), e – заряд частинки.
Зауважимо, що у випадку неоднорiдного магнiтного поля некому-
тативнiсть є функцiєю координат.

Отже, задача про рух частинки у сильному магнiтному полi
за наявностi ще додаткового зовнiшнього потенцiалу V (x, y) може
бути описана як задача руху частинки у зовнiшньому потенцiалi
V (x, y) за вiдсутностi магнiтного поля у некомутативному просто-
рi, де параметр некомутативностi визначається величиною поля
B.

Багато робiт присвячено вивченню фiзичних систем у некому-
тативному просторi. Серед перших статей, у яких розглядалася
квантова механiка у випадку некомутативностi координат канонi-
чного типу є [11–15]. У роботах [11, 12] авторами розглянуто ча-
стинку у центрально-симетричному полi у двовимiрному некому-
тативному просторi. Авторами статтi [13] дослiджено задачу руху
частинки у магнiтному полi та за наявностi квадратичного за ко-
ординатами потенцiалу. Робота [14] присвячена вивченню спiввiд-
ношень невизначеностей у квантовiй механiцi на некомутативнiй
площинi. У статтi [16] проаналiзовано другий закон Ньютона у
некомутативному просторi. Багато уваги придiлялося дослiджен-
ню впливу некомутативностi на енергетичнi рiвнi гармонiчного
осцилятора [13,16–20], атома водню [18,21–29], розв’язанню зада-
чi Ландау [30–34], вивченню квантових полiв [35,36].

Дослiдження фiзичних задач у некомутативному просторi до-
зволяють встановити вплив некомутативностi на властивостi фi-
зичних систем, визначити системи, якi є найбiльш ”чутливими”
до особливостей структури простору на планкiвських масштабах.
Такi результати сприяють покращенню оцiнки величини кванта
простору шяхом порiвняння висновкiв теоретичних дослiджень
властивостей фiзичних систем у некомутативному просторi iз ви-
сокоточними експериментальними даними.

9



10 Некомутативний простiр

1.2 Некомутативний простiр канонiчного ти-
пу

Найпростiшою алгеброю, яка дозволяє описати особливостi про-
стору на планкiвських масштабах (квантованiсть простору), є не-
комутативна алгебра канонiчного типу

[Xi, Xj ] = i~θij , (1.11)
[Xi, Pj ] = i~δij , (1.12)

[Pi, Pj ] = 0, (1.13)

де пераметри некомутативностi θij – елементи антисиметричної
матрицi

θ =

(
0 θ12 −θ31
−θ12 0 θ23
θ31 −θ32 0

)
,

є константами.
Звернiмо увагу, що у випадку канонiчної некомутативностi,

зважаючи на те, що θij є сталими, виконуються такi комутацiнi
спiввiдношення

[Xi, θjk] = [Pi, θjk] = 0. (1.14)

У двовимiрному випадку комутацiйнi спiввiдношення, якi вiд-
повiдають некомутативнiй алгебрi канонiчного типу, мають такий
вигляд:

[X1, X2] = i~θ, (1.15)
[Xi, Pj ] = i~δij , (1.16)

[Pi, Pj ] = 0, (1.17)

де θ – параметр некомутативностi – є константою, i, j = (1, 2).
Звернiмо увагу, що величини ~θ, ~θij мають розмiрнiсть площi,
м2.

У класичнiй границi ~ → 0 комутатор (1.11) переходить у де-
формовану дужку Пуассона

1

i~
[Xi, Xj ]→ {Xi, Xj}, (1.18)

{Xi, Xj} = θij . (1.19)

10
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Деформованi дужки Пуассона вiдрiзняються вiд канонiчних на-
явнiстю додаткового доданку, зумовленого некомутативнiстю ко-
ординат. Для прикладу, у двовимiрному випадку маємо

{X1, X2} = θ, (1.20)
де θ = const та дужки Пуассона означенi як

{f, g} =
∑
i

(
∂f

Xi

∂g

Pi
− ∂g

Xi

∂f

Pi

)
+ θ

(
∂f

X1

∂g

X2
− ∂g

X1

∂f

X2

)
, (1.21)

тут i = (1, 2) [15].
Координати та iмпульси, якi задовольняють спiввiдношення

алгебри (1.15)-(1.17), можна представити через координати xi та
iмпульcи pi, якi задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношен-
ня

[xi, xj ] = 0, (1.22)
[xi, pj ] = i~δij , (1.23)

[pi, pj ] = 0. (1.24)
Таке представлення має вигляд:

Xi = xi −
∑
j

θij
2
pj , (1.25)

Pi = pi. (1.26)
Легко переконатися, що, враховуючи (1.27)-(1.24), отримаємо:

[Xi, Xj ] = [xi −
∑
k

θik
2
pk, xj −

∑
k

θjk
2
pk] = i~θij , (1.27)

[Xi, Pj ] = [xi −
∑
k

θik
2
pk, pj ] = i~δij , (1.28)

[Pi, Pj ] = [pi, pj ] = 0. (1.29)
У двовимiрному випадку представлення (1.25)-(1.26) має та-

кий вигляд:

X1 = x1 −
θ

2
p2, (1.30)

X2 = x2 +
θ

2
p1, (1.31)

P1 = p1, (1.32)
P2 = p2. (1.33)

11



12 Некомутативний простiр

Важливо звернути увагу на те, що вiдповiдно до (1.25)-(1.26),
(1.30)-(1.33) координати Xi у некомутативному просторi залежать
вiд iмпульсiв, тому залежать вiд маси. Дослiдiмо цю проблему де-
тальнiше.

Розгляньмо двовимiрний некомутативний простiр. Вiдповiдно
до рiвностей (1.30)-(1.31) некомутативнi координати не залежать
вiд маси m у випадку, коли параметр некомутативностi θ задо-
вольняє таку умову

θ =
γ

m
, (1.34)

тут γ – константа, яка не залежить вiд маси.
Отже, у випадку, коли частинкам у некомутативному просто-

рi вiдповiдають параметри некомутативностi, якi визначаються
їх масою вiдповiдно до рiвностi (1.34), проблема залежностi ко-
ординат вiд маси розв’язується та координати частинки можна
розглядати як кiнематичнi змiннi.

Зауважимо, що крiм незалежностi координат частинки вiд її
маси, умова (1.34) дозволяє отримати ряд важливих результатiв
у некомутативному просторi, що буде показано у наступних роз-
дiлах монографiї.

1.3 Спiввiдношення невизначеностей у не-
комутативному просторi канонiчного ти-
пу. Обмеження на довжину, площу та
об’єм

У некомутативному просторi (1.11)-(1.13), враховуючи те, що пе-
реставнi спiввiдношення для координат мають вигляд (1.11), мо-
жемо записати такi спiввiдношення невизначеностей:

〈∆X2
i 〉〈∆X2

j 〉 ≥
~2θ2ij

4
. (1.35)

Розгляньмо оператор квадрата довжини R2

R2 =
∑
i

X2
i , (1.36)

де координати Xi задовольняють спiввiдношення (1.11). Врахову-
ючи (1.36), маємо

〈∆R2〉 = 〈∆X2
1 〉+ 〈∆X2

2 〉+ 〈∆X2
3 〉. (1.37)

12
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Знайдемо обмеження на 〈∆R2〉 у некомутативному просторi (1.11)-
(1.13). Iз цiєю метою пiднесемо (1.37) до квадрату. Зауважимо, що
справедливою є така нерiвнiсть:

〈∆R2〉2 ≥ 2〈∆X2
1 〉〈∆X2

2 〉+ 2〈∆X2
2 〉〈∆X2

3 〉+ 2〈∆X2
3 〉〈∆X2

1 〉.(1.38)

Iз (1.35) отримаємо:

〈∆R2〉2 ≥ ~2

2

(
θ212 + θ223 + θ231

)
. (1.39)

Отже, для середньоквадратичного вiдхилення оператораR спра-
ведливою є нерiвнiсть:

〈∆R2〉 ≥ ~
2

1
2

(
θ212 + θ223 + θ231

) 1
2 . (1.40)

Вiдповiдно до цiєї нерiвностi, у некомутативному просторi кано-
нiчного типу iснує обмеження на довжину. Мiнiмальна довжина
визначається параметрами некомутативностi.

Розгляньмо обмеження на площу та об’єм у некомутативному
просторi (1.11)-(1.13). Визначимо ∆Xi як

∆Xi =
√
〈∆X2

i 〉. (1.41)

Беручи до уваги (5.88), можемо записати таку нерiвнiсть:

∆Xi∆Xj ≥
~|θij |

2
. (1.42)

Отже, iснує обмеження на величину площi у некомутативному
просторi. Зауважимо, що оскiльки у загальному випадку елемен-
ти матрицi некомутативностi можуть мати рiзнi значення (θ12 6=
θ23 6= θ31), iз (1.42) можемо зробити висновок, що некомутатив-
нiсть канонiчного типу (1.11) зумовлює анiзотропiю площi.

Знайдемо мiнiмальне значення ∆X1∆X2∆X3, що вiдповiдає
об’єму у просторi з канонiчною некомутативнiстю координат. Роз-
писавши (1.42)

∆X1∆X2 ≥
~|θ12|

2
, (1.43)

∆X2∆X3 ≥
~|θ23|

2
, (1.44)

∆X3∆X1 ≥
~|θ31|

2
, (1.45)

13



14 Некомутативний простiр

та перемноживши отриманi нерiвностi (1.43), (1.44), (1.45), маємо

(∆X1∆X2∆X3)
2 ≥ ~3

8
|θ12θ23θ31|. (1.46)

Остаточно iз (1.46) отримаємо

∆X1∆X2∆X3 ≥
~

3
2

2
3
2

|θ12θ23θ31|
1
2 . (1.47)

Отже, у тривимiрному просторi з некомутативнiстю координат
(1.11)-(1.13) iснують обмеження знизу на довжину, площу, об’єм.
Обмеження на цi величини визначаються елементами матрицi не-
комутативностi вiдповiдно до нерiвностей (1.40), (1.42), (1.47) [37].

1.4 Квантування площi у некомутативному
просторi

У попередньому пiдроздiлi було показано, що у некомутативному
просторi iснують обмеження на величину площi, якi випливають
iз спiввiдношень невизначеностей. Важливо також зауважити, що
у просторi з некомутативнiстю координат площа може набувати
дискретних значень [38]. Щоб це показати, зручно розглянути опе-
ратор площi круга

S = π(X2
1 +X2

2 ), (1.48)

чи оператор квадрата довжини

l2 = X2
1 +X2

2 , (1.49)

у двовимiрному некомутативному просторi канонiчного типу (1.15)-
(1.17). Для знаходження власних значень оператора l2 перейдемо
до представленя

X1 = x1 −
θ

2
p2, (1.50)

X2 = x2 +
θ

2
p1, (1.51)

де оператори xi, pi задовольняють звичнi спiввiдношення [x1, x2] =
0, [p1, p2] = 0, [xi, pj ] = i~δij . Отримаємо:

l2 = x21 + x22 +
θ2

4

(
p21 + p22

)
− θLz, (1.52)

14
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тут

Lz = xpy − ypx. (1.53)

Введемо оператори

b1 =
1√
2

(
ξ1 +

d

dξ1

)
, (1.54)

b+1 =
1√
2

(
ξ1 −

d

dξ1

)
, (1.55)

b2 =
1√
2

(
ξ2 +

d

dξ2

)
, (1.56)

b+2 =
1√
2

(
ξ2 −

d

dξ2

)
, (1.57)

де використано такi позначення

ξi =
xi
l0
, l0 =

√
~θ
2
. (1.58)

Врахувавши (1.54)-(1.57), можна записати

l2 = ~θ(b+1 b1 + b+2 b2 + i(b+1 b2 − b
+
2 b1) + 1) (1.59)

Оператор l2 можна звести до дiагонального вигляду. Для цього
розгляньмо такi оператори

a1 =
1√
2

(b1 + ib2) , (1.60)

a+1 =
1√
2

(
b+1 − ib

+
2

)
, (1.61)

a2 =
1√
2

(−b1 + ib2) , (1.62)

a+2 =
1√
2

(
−b+1 − ib

+
2

)
, (1.63)

Звернiмо увагу, що для введених операторiв (1.60)-(1.63) викону-
ються такi спiввiдношення

[ai, a
+
j ] = δij , (1.64)

15
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Перейшовши до операторiв (1.60)-(1.63), отримаємо l2 у такому
виглядi

l2 = 2~θ
(
a+1 a1 +

1

2

)
. (1.65)

Маємо оператор, який вiдповiдає гамiльтонiану одновимiрного гар-
монiчного осцилятора з частотою 2θ. Отже, можемо записати вла-
снi значення оператора l2 як

l2n = 2~θ
(
n+

1

2

)
. (1.66)

Вiдповiдно, врахувавши вигляд оператора площi (1.48), маємо та-
кi власнi значення

Sn = 2π~θ
(
n+

1

2

)
. (1.67)

Отже, некомутативнiсть координат зумовлює дискретнiсть вла-
сних значень оператора площi [38]. Звернiмо увагу, що квант пло-
щi у некомутативному просторi пропорцiйний до параметра не-
комутативностi та має вигляд 2π~θ. Мiнiмальна площа залежить
вiд величини параметра некомутативностi та визначається як

Smin = π~θ. (1.68)

16



Роздiл 2

Система багатьох частинок
у некомутативному
просторi канонiчного типу

У загальному випадку рiзним частинкам у некомутативному про-
сторi можуть вiдповiдати рiзнi параметри некомутативностi. То-
му iснує проблема визначення координат центра мас системи N
частинок, знаходження параметра некомутативностi, який описує
рух центра мас системи.

Проблема опису системи багатьох частинок у некомутативно-
му просторi особливо гостро постає при аналiзi оцiнок величи-
ни параметра некомутативностi. Для прикладу, у роботах [39–41]
представлено верхнi межi для параметра некомутативностi, отри-
манi на основi порiвнянь зсуву перигею планети Меркурiй, зумов-
леного некомутативнiстю координат, iз спостережуваними дани-
ми. Авторами статей не враховано особливостi опису макроско-
пiчного тiла (в даному випадку планети Меркурiй) у некомута-
тивному проcторi. Як наслiдок, у роботах представлено оцiнки
величини параметра некомутативностi, якi потребують пояснень,
оскiльки накладають дуже сильне обмеження на його величину.

У роздiлi розглядається система багатьох частинок у загаль-
ному випадку, коли рiзним частинкам системи вiдповiдають рiзнi
параметри некомутативностi. Знаходиться iмпульс центра мас, як
iнтеграл руху у некомутативному просторi канонiчного типу. Ана-
лiзуються комутацiйнi спiввiдношення для координат та iмпульсiв
центра мас системи [42].

17



18 Система багатьох частинок

2.1 Система двох частинок у некомутатив-
ному просторi. Ефективний параметр не-
комутативностi

Розгляньмо двi частинки з масами m1 та m2 у двовимiрному про-
сторi з канонiчною некомутативнiстю координат (1.15)-(1.17). У
загальному випадку координати рiзних частинок можуть задо-
вольняти некомутативну алгебру з рiзними параметрами некому-
тативностi. Припустимо, що координати рiзних частинок комуту-
ють. Отже, для координат X(i)

µ та iмпульсiв P (i)
µ частинок вико-

нуються такi спiввiдношення:

[X
(i)
1 , X

(j)
2 ] = −[X

(i)
2 , X

(j)
1 ] = i~δijθi, (2.1)

[X(i)
µ , P (j)

ν ] = i~δµνδij , (2.2)

[P (i)
µ , P (j)

ν ] = 0, (2.3)

де µ = (1, 2), ν = (1, 2), iндекси i, j позначають частинки i = (1, 2)
та j = (1, 2), θi – параметр некомутативностi, що вiдповiдає ча-
стинцi з масою mi. У класичному випадку спiввiдношенням (2.1)-
(2.3) вiдповiдають такi дужки Пуассона:

{X(i)
1 , X

(j)
2 } = δijθi, (2.4)

{X(i)
µ , P (j)

ν } = δµνδ
ij , (2.5)

{P (i)
µ , P (j)

ν } = 0. (2.6)

Будемо вважати, що гамiльтонiан у некомутативному просторi
має такий самий вигляд, як у звичайному просторi (θi = 0). Отже,
можемо записати гамiльтонiан системи двох частинок у такому
виглядi

H =
(P(1))2

2m1
+

(P(2))2

2m2
+ V (|X(1) −X(2)|), (2.7)

де координати X(i) та iмпульси P(i) задовольняють спiввiдноше-
ння (2.4)-(2.6), V (|X(1) − X(2)|) – потенцiальна енергiя взаємодiї
частинок.

Знайдемо iмпульс центра мас, як iнтеграл руху у некомута-
тивному просторi (2.4)-(2.6). Зауважимо, що для iмпульсу центра
мас, визначеного як

P̃ = P(1) + P(2), (2.8)
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виконується таке спiввiдношення:

{P̃, H} = 0. (2.9)

Отже, iмпульс центра мас (2.8), визначений традицiйним чином
як сума iмпульсiв частинок системи, є iнтегралом руху у некому-
тативному просторi. Спряженi до iмпульсу (2.8) координати цен-
тра мас мають вигляд

X̃ =
m1X

(1) +m2X
(2)

m1 +m2
, (2.10)

де координати X(1) = (X
(1)
1 , X

(1)
2 , X

(1)
3 ), X(2) = (X

(2)
1 , X

(2)
2 , X

(2)
3 )

задовольняють (2.4).
Зауважимо, що для координат та iмпульсiв центра мас спра-

ведливими є такi спiввiдношення:

{X̃1, X̃2} =
m2

1θ1 +m2
2θ2

(m1 +m2)2
, (2.11)

{X̃µ, P̃ν} = δµν , (2.12)

{P̃µ, P̃ν} = 0. (2.13)

Отже, дужки Пуассона для координат центра мас дорiвнюють
ефективному параметру

θ̃ =
m2

1θ1 +m2
2θ2

(m1 +m2)2
, (2.14)

який визначається параметрами некомутативностi частинок си-
стеми та їхнiми масами.

Розгляньмо координати та iмпульси вiдносного руху у неко-
мутативному просторi

∆P = µ1P
(2) − µ2P(1), (2.15)

∆X = X(2) −X(1), (2.16)

де µi = mi/M , M = m1 +m2. Обчислимо дужки Пуассона для ко-
ординат та iмпульсiв ∆X, ∆P, врахувавши спiввiдношення (2.4)-
(2.6). Маємо:

{∆X1,∆X2} = θ1 + θ2, (2.17)
{∆Xµ,∆Pν} = δµν , (2.18)
{∆Pµ,∆Pν} = 0. (2.19)
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Отже, координати вiдносного руху також задовольняють неко-
мутативну алгебру з ефективним параметром некомутативностi,
визначеним як θ1 + θ2.

Важливо зауважити, що координати центра мас та координати
вiдносного руху не є незалежними у некомутативному просторi.
Обчисливши дужки Пуассона для цих координат, отримаємо:

{X̃1,∆X2} =
m2θ2 −m1θ1
m2 +m1

, (2.20)

{∆X1, X̃2} =
m2θ2 −m1θ1
m2 +m1

. (2.21)

Звернiмо увагу на те, що дужки Пуассона для координат X̃µ, ∆Xν
дорiвнюють нулевi у випадку, коли виконується таке спiввiдноше-
ння:

miθi = γ = const, (2.22)

де γ – константа, яка є однаковою для частинок з рiзними ма-
сами. Отже, при виконаннi умови (2.22), координати центра мас
та координати вiдносного руху є незалежними у некомутативно-
му просторi. Крiм цього, при умовi, що параметр некомутативно-
стi, який вiдповiдає частинцi, є обернено пропорцiйним до її маси
(2.22), ефективний параметр некомутативностi (2.11) не залежить
вiд композицiї системи. Iз (2.11) та (2.22) маємо:

θ̃ =
γ

M
= const. (2.23)

Отже, умова (2.22) виконується i для ефективного параметра не-
комутативностi. Iз (2.23) отримаємо:

miθi = Mθ̃ = γ = const. (2.24)

Врахувавши (2.8), (2.10), (2.15), (2.16), можемо записати Га-
мiльтонiан системи двох частинок у такому виглядi

H =
(P̃)2

2M
+

(∆P)2

2µ
+ V (|∆X|), (2.25)

де µ = m1m2/(m1 +m2). Дужки Пуассона для (P̃)2/2M та
(∆P)2/2µ+ V (|∆X|) мають вигляд{

(P̃)2

2M
,
(∆P)2

2µ
+ V (|∆X|)

}
= 0. (2.26)
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Отже, задача руху двох взаємодiючих частинок у некомутатив-
ному просторi може бути зведена до задачi руху центра мас та
вiдносного руху.

Важливо зауважити, що отриманi результати можна легко уза-
гальнити на квантовий випадок, ввiвши вiдповiднi оператори фi-
зичних величин та замiнивши дужки Пуассона на комутатори.

У наступному пiдроздiлi задача двох частинок у просторi з
канонiчною некомутативнiстю координат буде узагальнена на ви-
падок N частинок.

2.2 Система N частинок у некомутативному
просторi

Розгляньмо систему N частинок з масами mi, яким вiдповiдають
параметри некомутативностi θi. Запишемо гамiльтонiан системи

H =
∑
i

(P(i))2

2mi
+

1

2

∑
i,j

i 6=j

V (|X(i) −X(j)|), (2.27)

де iндекси i та j (i 6= j) набувають значення 1, 2, ..., N . Координати
X

(i)
µ та iмпульси P (i)

µ частинок задовольняють такi спiввiдношен-
ня:

{X(i)
1 , X

(j)
2 } = −{X(i)

2 , X
(j)
1 } = δijθi, (2.28)

{X(i)
µ , P (j)

ν } = δµνδ
ij , (2.29)

{P (i)
µ , P (j)

ν } = 0, (2.30)

де µ = (1, 2), ν = (1, 2). Легко переконатися, що iмпульс центра
мас системи, визначений як сума iмпульciв частинок

P̃ =
∑
i

P(i), (2.31)

є iнтегралом руху у некомутативному просторi,{∑
i

P(i), H

}
= 0, (2.32)
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де H має вигляд (2.27). Отже, у просторi з дужками Пуассона
(2.28)-(2.30) можемо записати координати центра мас , координа-
ти та iмпульси вiдносного руху у звичному виглядi:

P̃ =
∑
i

P(i), (2.33)

X̃ =
∑
i

µiX
(i), (2.34)

∆X(i) = X(i) − X̃, (2.35)
∆P(i) = P(i) − µiP̃, (2.36)

де

µi =
mi∑
jmj

. (2.37)

Для координат та iмпульсiв центра мас виконуються такi спiввiд-
ношення

{X̃1, X̃2} =

∑
im

2
i θi

(
∑

jmj)2
, (2.38)

{X̃µ, P̃ν} = δµν , (2.39)

{P̃µ, P̃ν} = 0. (2.40)

Отже, для опису руху центра мас системи N частинок у про-
сторi з некомутативними координатами необхiдно вводити ефе-
ктивний параметр некомутативностi:

θ̃ =

∑
im

2
i θi

(
∑

jmj)2
. (2.41)

Розгляньмо частковий випадок. Нехай система складається з N
однакових елементарних частинок з однаковими масами m1 =
m2 = ... = mN = m та параметрами некомутативностi θ1 = θ2 =
... = θN = θ. Тодi вiдповiдно до (2.41) отримаємо:

θ̃ =
θ

N
. (2.42)

Звернiмо увагу на те, що величина ефективного параметра неко-
мутативностi θ̃ є меншою вiд величини параметра некомутативно-
стi частинок θ та зменшується з збiльшенням кiлькостi частинок
у системi як 1/N .
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Зауважимо, що вiдповiдно до (2.41) ефективний параметр не-
комутативностi системи частинок залежить вiд її композицiї. У
випадку виконання умови (2.22) iз (2.41) отримаємо:

θ̃ =
γ

M
. (2.43)

Отже, умова (2.22) також є справедливою для ефективного пара-
метра некомутативностi (2.41) та дозволяє уникнути залежностi
θ̃ вiд композицiї системи.

Координати та iмпульси вiдносного руху задовольняють такi
спiввiдношення:

{∆X(i)
1 ,∆X

(j)
2 } = δijθi − µiθi − µjθj + θ̃, (2.44)

{∆Xµ,∆Pν} = δµν , (2.45)
{∆Pµ,∆Pν} = 0. (2.46)

Запишемо також дужки Пуассона для координат центра мас та
вiдносного руху

{X̃1,∆X
(i)
2 } = µiθi − θ̃, (2.47)

{∆X(i)
1 , X̃2} = µiθi − θ̃. (2.48)

Дужки Пуассона для координат центра мас та координат вiдно-
сного руху не дорiвнюють нулевi. Центр мас "вiдчуває" вiдносний
рух у системi. Зауважимо, що у випадку виконання умови (2.22),
дужки Пуассона для координат центра мас та вiдносного руху
дорiвнюють нулевi, координати центра мас та вiдносного руху є
незалежними у некомутативному просторi.

У наступному пiдроздiлi на основi отриманого виразу для ефе-
ктивного параметра некомутативностi буде отримано оцiнку для
верхньої межi параметра некомутативностi, що вiдповiдає елемен-
тарним частинкам.

2.3 Оцiнка верхньої межi параметра неко-
мутативностi

У статтях [39–41] розглянуто рух частинки у гравiтацiйному полi
у некомутативному просторi та дослiджено зсув перигелiю, зу-
мовлений некомутативнiстю координат. У випадку планети Мер-
курiй, порiвнявши отриманий зсув перигелiю з експерименталь-
ними даними, авторами статей [39–41] отримано такi результати
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24 Система багатьох частинок

для верхньої межi для параметра некомутативностi:

~θ ≤ 21 · 10−64м2, (2.49)
~θ ≤ 10−62м2, (2.50)

~θ ≤ 40 · 10−62м2. (2.51)

Результат (2.49) представлено у [39], (2.50) отримано у [40] та
(2.51) у [41].

Звернiмо увагу на те, що оцiнки (2.49)-(2.51) є близькими до
планкiвських масштабiв. Важливо зауважити, що автори статей
[39–41] не врахували те, що рух макроскопiчного тiла у некомута-
тивному просторi описується ефективним параметром некомута-
тивностi. Як було показано в попередньому пiдроздiлi рух центра
мас системи частинок (макроскопiчного тiла) описується за до-
помогою ефективного параметра некомутативностi (2.41), який є
меншим за параметри некомутативностi, що вiдповiдають частин-
кам системи, та зменшується з збiльшенням кiлькостi частинок
у системi. Тому при дослiдженнi руху макроскопiчного тiла, у
даному випадку планети Меркурiй, необхiдно враховувати вираз
для ефективного параметра некомутативностi (2.41). Як наслiдок,
оцiнки (2.49)-(2.51), отриманi авторами, мають бути переписани-
ми у такому виглядi

~θ̃ ≤ 21 · 10−64м2, (2.52)
~θ̃ ≤ 10−62м2, (2.53)

~θ̃ ≤ 40 · 10−62м2, (2.54)

де θ̃ – ефективний параметр некомутативностi планети Меркурiй.
Знайдемо вираз для ефективного параметра некомутативностi

планети Меркурiй . Iз цiєю метою оцiнимо кiлькiсть елементарних
частинок у планетi. Оскiльки основний внесок у масу Меркурiю
дають нуклони, їхню кiлькiсть можемо наближено визначити зi
спiввiдношення:

Nnuc '
M

mnuc
= 1.98 · 1050, (2.55)

де M = 3.3 · 1023кг – маса Меркурiю, mnuc = 1.67 · 10−27кг –
маса нуклона. Кiлькiсть протонiв наближено дорiвнює Nnuc/2 та
вiдповiдає кiлькостi електронiв Ne. Врахувавши (2.41), можемо
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записати вираз для ефективного параметра некомутативностi, що
вiдповiдає планетi Меркурiй, у такому виглядi

θ̃ = Nnucθnuc

(mnuc

M

)2
+Neθe

(me

M

)2
, (2.56)

де me – маса електрона, θe, θnuc – параметри некомутативностi,
що вiдповiдають електронам та нуклонам. Крiм того, оскiльки
нуклони складаються з кваркiв, то для них вiдповiдно до (2.41)
маємо:

θ̃nuc =
θq
3
, (2.57)

де θq – параметр некомутативностi, що вiдповiдає кваркам.
Зауважимо, що

me

M
' me

Nnucmnuc
' 1

1840Nnuc
. (2.58)

Припустивши, що для елементарних частинок, таких як електро-
ни та кварки, параметри некомутативностi одинаковi, тобто θq =
θe та врахувавши (2.58), останнiм доданком у (2.56) можемо зне-
хтувати. Отже, ефективний параметр некомутативностi визнача-
тимемо як

θ̃ =
θnuc
Nnuc

. (2.59)

Врахувавши отриманий вираз для ефективного параметра не-
комутативностi (2.59) та (2.52)-(2.54), можемо оцiнити верхню ме-
жу для параметра некомутативностi, що вiдповiдає нуклонам.
Отримаємо

~θnuc ≤ 4.2 · 10−13м2, (2.60)
~θnuc ≤ 2 · 10−12м2, (2.61)

~θnuc ≤ 7.9 · 10−11м2, (2.62)

вiдповiдно. Неврахування авторами попереднiх робiт того, що рух
макроскопiчних тiл описується ефективним параметром некому-
тативностi привело до суттєвого заниження результатiв для верх-
ньої межi параметра некомутативностi.
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Отже, при дослiдженнi макроскопiчних тiл у некомутативно-
му просторi та оцiнцi верхньої межi для параметра некомутатив-
ностi важливо враховувати те, що центр мас макроскопiчного тi-
ла (системи частинок) описується ефективним параметром неко-
мутативностi. Вiдповiдно до отриманого виразу для ефективного
параметра некомутативностi (2.41), його величина зменшується зi
збiльшенням кiлькостi частинок у системi. У випадку, коли систе-
ма складається з N частинок з одинаковими масами ефективний
параметр некомутативностi залежить вiд кiлькостi частинок у си-
стемi як 1/N (2.42) [42].
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Роздiл 3

Принцип еквiвалентностi у
просторi з канонiчною
некомутативнiстю
координат

Некомутативнiсть координат дозволяє вирiшити фундаментальну
проблему квантування простору, проте водночас вона зумовлює
ряд важливих проблем, серед яких порушення принципу еквiва-
лентностi [43]. Зауважимо, що ця проблема виникає при припу-
щеннi про те, що параметр некомутативностi є одинаковим для
всiх частинок. У цьому випадку траєкторiя частинки у гравiта-
цiйному полi у просторi з некомутативнiстю координат залежить
вiд її маси. Вiдповiдно до слабкого принципу еквiвалентностi тра-
єкторiя частинки (макроскопiчного тiла) у гравiтацiйному полi
залежить тiльки вiд її початкових координат та швидкостi та не
залежить вiд композицiї та маси. Отже, слабкий принцип еквiва-
лентностi порушується у некомутативному просторi.

Щоб знайти шлях для вирiшення проблеми порушення прин-
ципу еквiвалентностi, у роздiлi розглядається загальний випадок,
коли рiзним частинкам вiдповiдають рiзнi параметри некомута-
тивностi та дослiджується рух макроскопiчного тiла (системи ча-
стинок) у гравiтацiйному полi у просторi з канонiчною некомута-
тивнiстю координат [42]. Знаходиться верхня межа для параметра
некомутативностi на основi принципу еквiвалентностi [44].
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3.1 Рух тiла у гравiтацiйному полi у неко-
мутативному просторi. Принцип еквiва-
лентностi

Розгляньмо задачу вiльного падiння тiла масою m у просторi з
канонiчною некомутативнiстю координат. Виберемо осi координат
так, щоб напрям прискорення вiльного падiння g збiгався з вiссю
X. Тодi класична функцiя Гамiльтона буде мати вигляд

H =
P 2
x

2m
+
P 2
y

2m
−mgX. (3.1)

При цьому ми вважаємо, що вплив вiдносного руху на рух центра
мас не є суттєвим. Таке припущення є справедливим, наприклад,
для системи жорстко зв’язаних частинок.

Координати та iмпульси задовольняють такi спiввiдношення:

{X,Y } = θ̃, (3.2)
{X,Px} = 1, (3.3)
{Y, Py} = 1, (3.4)
{Px, Py} = 0, (3.5)

тут θ̃ – ефективний параметр некомутативностi. Врахувавши (3.2)-
(3.5), запишемо рiвняння руху частинки з гамiльтонiаном H (3.1)

Ẋ = {X,H} =
Px
m
, (3.6)

Ẏ = {Y,H} =
Py
m

+mgθ̃, (3.7)

Ṗx = {Px, H} = mg, (3.8)
Ṗy = {Py, H} = 0. (3.9)

Знайдемо розв’язок системи рiвнянь (3.6)-(3.9) з початковими умо-
вами

X(0) = X0, (3.10)
Y (0) = Y0, (3.11)
Ẋ(0) = υox, (3.12)
Ẏ (0) = υoy, (3.13)
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де υox, υoy – початковi швидкостi. Маємо

X(t) =
gt2

2
+ υoxt+X0, (3.14)

Y (t) = υoyt+ Y0, (3.15)
Px(t) = mgt+mυox, (3.16)

Py(t) = −m2gθ̃ +mυoy. (3.17)

Як бачимо з (3.14) та (3.15) швидкiсть падiння тiла не залежить
вiд його маси. Згiдно з слабким принципом еквiвалентностi в гра-
вiтацiйному полi всi тiла незалежно вiд їхньої маси рухаються
однаково. Цей принцип можна також сформулювати як принцип
рiвностi iнерцiйної та гравiтацiйної мас. Отже, принцип еквiва-
лентностi виконується у випадку руху тiла у однорiдному гравi-
тацiйному полi у некомутативному просторi.

Узагальнимо задачу. Нехай тiло з масою m знаходиться у нео-
днорiдному гравiтацiйному полi V (X,Y ). Тодi класична функцiя
Гамiльтона буде мати вигляд:

H =
P 2
x

2m
+
P 2
y

2m
+mV (X,Y ), (3.18)

Знайдемо рiвняння руху тiла з гамiльтонiаномH, враховуючи при
розкриттi дужок Пуассона спiввiдношення (3.2)-(3.5). Отримаємо:

Ẋ =
Px
m

+mθ̃
∂V (X,Y )

∂Y
, (3.19)

Ẏ =
Py
m
−mθ̃∂V (X,Y )

∂X
, (3.20)

Ṗx = −m∂V (X,Y )

∂X
, (3.21)

Ṗy = −m∂V (X,Y )

∂Y
. (3.22)

Бачимо, що швидкiсть тiла (3.19), (3.20) у неоднорiдному гравiта-
цiйному полi залежить вiд його маси та ефективного параметра
некомутативностi. У рiвняннях (3.19), (3.20) маємо доданки, зу-
мовленi некомутативнiстю координат

mθ̃
∂V (X,Y )

∂Y
та mθ̃

∂V (X,Y )

∂X
. (3.23)
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Зауважимо, що цi доданки пропорцiйнi до маси тiла та до ефе-
ктивного параметра некомутативностi.

Отже, з (3.19), (3.20) можемо зробити висновок, що принцип
еквiвалентностi порушується у некомутативному просторi.

3.2 Оцiнка верхньої межi параметра неко-
мутативностi на основi принципу еквiва-
лентностi

Як приклад руху тiла у гравiтацiйному полi розгляньмо рух Мi-
сяця. Запишемо функцiю Гамiльтона

H =
P 2
x

2m
+
P 2
y

2m
−G mM√

X2 + Y 2
, (3.24)

де m – маса Мiсяця, M – маса Землi та G – гравiтацiйна стала.
Знайдемо рiвняння руху

Ẋ =
Px
m

+G
Mmθ̃Y

R3
, (3.25)

Ẏ =
Py
m
−GMmθ̃X

R3
, (3.26)

Ṗx = −GMmX

R3
, (3.27)

Ṗy = −GMmY

R3
, (3.28)

де

R =
√
X2 + Y 2. (3.29)

Iз (3.25), (3.26) бачимо, що принцип еквiвалентностi порушується.
За даними LLR (Lunar Laser Ranging, лазерна далекометрiя

Мiсяця) експерименту принцип еквiвалентностi виконується з то-
чнiстю [45]

η =
∆a

a
= (−0.8± 1.3) · 10−13. (3.30)

Припустивши, що порушення цього принципу, зумовлене некому-
тативнiстю координат, знаходиться в межах точностi η, знайдемо
верхню межу для ефективного параметра некомутативностi.
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Iз (3.25), (3.26) маємо:

Ẍ =
Ṗx
m

+G
Mmθ̃Ẏ

R3
−G3mMθ̃Y

R5
(XẊ + Y Ẏ ), (3.31)

Ÿ =
Ṗy
m
−GMmθ̃Ẋ

R3
+G

3mMθ̃X

R5
(XẊ + Y Ẏ ). (3.32)

Пiдставивши (3.25), (3.26), (3.27) у (3.31) та обмежившись члена-
ми першого порядку за θ̃, отримаємо:

Ẍ = −GMX

R3
+G

Mθ̃Py
R3

−G3Mθ̃Y

R5
(XPx + Y Py). (3.33)

Аналогiчно, врахувавши (3.25), (3.26), (3.28) та (3.32), можемо за-
писати

Ÿ = −GMY

R3
−GMθ̃Px

R3
+G

3Mθ̃X

R5
(XPx + Y Py). (3.34)

Оцiнимо вiдхилення вiд виконання принципу еквiвалентностi
у перигеї X = rp, Y = 0, Px = 0, Py = mυp, де rp — перигейна
вiдстань, υp — максимальна орбiтальна швидкiсть Мiсяця. Тодi

Ẍ = −GM
r2p

+G
Mθ̃mυp
r3p

, (3.35)

Ÿ = 0. (3.36)

Позначимо ∆ancx поправку до прискорення, зумовлену некому-
тативнiстю координат

∆ancx = G
Mθ̃mυp
r3p

, (3.37)

тодi можемо переписати (3.35) у такому виглядi

Ẍ = ax + ∆ancx , (3.38)

де

ax = −GM
r2p
. (3.39)
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Отже, припустивши, що порушення принципу еквiвалентностi зна-
ходиться в межах точностi η, можемо оцiнити верхню межу для
параметра θ̃

|∆ancx |
|ax|

=
θ̃mυp
rp

≤ |η|, (3.40)

θ̃ ≤ |η|rp
mυp

. (3.41)

Пiдставивши у (3.41) найбiльше за модулем значення η, |η| =
2.1 · 10−13 та m = 7.3477 · 1022кг, υp = 1076м/с, rp = 3.631 · 108м,
знайдемо:

~θ̃ ≤ 1 · 10−64м2. (3.42)

Переобчислимо отриманий результат (3.42) для параметра не-
комутативностi, що вiдповiдає елементарним частинкам. Для цьо-
го знайдемо ефективний параметр некомутативностi для Мiся-
ця. Оскiльки основний вклад в масу Мiсяця дають нуклони, їхню
кiлькiсть можемо наближено визначити iз спiввiдношення:

Nnuc '
m

mnuc
= 4.4 · 1049, (3.43)

де mnuc = 1.67 · 10−27кг – маса нуклона. На основi аналогiчних
мiркувань, якi були висвiтленi у пiдроздiлi 2.3 для знаходження
виразу для ефективного параметра некомутативностi, що вiдпо-
вiдає планетi Меркурiй, можемо записати

θ̃ =
θnuc
Nnuc

. (3.44)

Врахувавши (3.44), маємо:

~θnuc ≤ 4.5 · 10−15м2. (3.45)

Аналогiчно оцiнимо вiдхилення вiд виконання принципу еквi-
валентностi в апогеї X = −ra = −4.051 · 108м, Y = 0, Px = 0,
Py = −mυa, де υa = 964м/c — мiнiмальна орбiтальна швидкiсть
Мiсяця

θ̃mυa
ra

≤ |η|, (3.46)

θ̃ ≤ |η|ra
mυa

. (3.47)
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Пiдставивши числовi данi у (3.47) та врахувавши (3.44), знайдемо:

~θnuc ≤ 5.6 · 10−15м2. (3.48)

Зауважимо, що отриманi результати (3.45), (3.48) наклада-
ють сильнiше обмеження на параметр некомутативностi нiж верх-
нi межi, знайденi на основi даних GRANIT експерименту ~θ ≤
0.771 ·10−13м2, (n = 1), ~θ ≤ 1.021 ·10−13м2, (n = 2) [46], та оцiнки,
якi були отриманi у пiдроздiлi 2.3 (2.60)-(2.62).

3.3 Некомутативний простiр канонiчного ти-
пу з збереженим принципом еквiвален-
тностi

Як було показано у попереднiх пiдроздiлах, у просторi з кано-
нiчною некомутативнiстю координат iснує проблема порушення
принципу еквiвалентностi. Знайдемо умову, яка дозволить вiдно-
вити принцип еквiвалентностi у некомутативному просторi.

Порушення принципу еквiвалентностi зумовлене залежнiстю
вiд маси доданкiв (3.23) у рiвняннях руху (3.19), (3.20). Зауважи-
мо, що доданки (3.23) є пропорцiйними до маси частинки та до
ефективного параметра некомутативностi.

Розгляньмо випадок, коли тiло з масою M складається з N
елементарних частинок з однаковими масами m1 = m2 = ... =
mN = m та параметрами некомутативностi θ1 = θ2 = ... = θN = θ.
Тодi вiдповiдно до (2.41) можемо записати

Mθ̃ =
Mθ

N
= mθ. (3.49)

Зауважимо, що у цьому випадку добуток Mθ̃ визначається лише
параметрами елементарної частинки, а саме її масою m та пара-
метром некомутативностi θ. Як наслiдок рiвняння руху залежать
вiд добутку mθ, який є однаковим для тiл рiзної маси

Ẋ =
Px
M

+mθ
∂V (X,Y )

∂Y
, (3.50)

Ẏ =
Py
M
−mθ∂V (X,Y )

∂X
, (3.51)

Ṗx = −M∂V (X,Y )

∂X
, (3.52)

Ṗy = −M∂V (X,Y )

∂Y
. (3.53)
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Отже, принцип еквiвалентностi у цьому випадку виконується.
Розгляньмо загальний випадок, коли система складається з N

елементарних частинок з рiзними масами mi та рiзними параме-
трами некомутативностi θi. Врахувавши вираз для ефективного
параметра некомутативностi (2.41), маємо:

Ẋ =
Px
M

+

∑
im

2
i θi

M

∂V (X,Y )

∂Y
, (3.54)

Ẏ =
Py
M
−
∑

im
2
i θi

M

∂V (X,Y )

∂X
, (3.55)

Ṗx = −M∂V (X,Y )

∂X
, (3.56)

Ṗy = −M∂V (X,Y )

∂Y
. (3.57)

Зауважимо, що при виконаннi умови

miθi = γ = const, (3.58)

де γ – константа, одинакова для тiл рiзної маси, рiвняння руху не
залежать вiд маси системи та вiд її композицiї. Маємо

Ẋ =
Px
m

+ γ
∂V (X,Y )

∂Y
, (3.59)

Ẏ =
Py
m
− γ ∂V (X,Y )

∂X
, (3.60)

Ṗx = −m∂V (X,Y )

∂X
, (3.61)

Ṗy = −m∂V (X,Y )

∂Y
. (3.62)

Отже, умова (3.58) дозволяє вiдновити принцип еквiвалентностi
у просторi з канонiчною некомутативнiстю координат.

Звернiмо увагу на те, що iз (3.58) випливає, що параметр не-
комутативностi, що вiдповiдає частинцi, є обернено пропорцiйний
до її маси

θi =
γ

mi
. (3.63)

Зауважимо, що константа γ має розмiрнiсть часу. Для оцiнки її
величини припустимо, що виконується така рiвнiсть:√

~θe = Lp, (3.64)
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де Lp – довжина Планка, θe – параметр некомутативностi, що вiд-
повiдає електрону. Врахувавши рiвнiсть (3.64), можемо записати

γ = meθe =
meL

2
p

~
. (3.65)

Зважаючи на розмiрнiсть константи γ виразимо (3.65) через час
Планка

γ = 2π
Lp
λe
Tp = 4.2 · 10−23Tp = 2.3 · 10−66c, (3.66)

де λe = h/mec = 2.43 · 10−12м – комптонiвська довжина хвилi еле-
ктрона, Tp = 5.4 · 10−44c – час Планка. Зафiксувавши параметр
некомутативностi, що вiдповiдає електрону як (3.64), можемо зна-
йти параметр некомутативностi θi, що вiдповiдає частинцi з масою
mi. Iз (3.58) та (3.64) отримаємо:

~θi = ~θe
me

mi
= L2

p

me

mi
. (3.67)

Отже, у випадку виконання рiвностi (3.64), величина параме-
тра некомутативностi θi, що вiдповiдає частинцi з масою mi, ви-
значається вiдношенням маси електрона до маси частинкиme/mi.
Зауважимо, що для нуклона mi = mnuc отримаємо

~θnuc =
L2
p

1840
. (3.68)

На завершення цього пiдроздiлу звернiмо увагу на те, що умо-
ва (3.58), яка дозволяє вiдновити принцип еквiвалентностi у не-
комутативному просторi, спiвпадає iз умовою (2.22), при якiй ко-
ординати центра мас системи частинок та координати вiдносного
руху є незалежними у некомутативному просторi, а також ефе-
ктивний параметр некомутативностi, що вiдповiдає системi части-
нок (макроскопiчному тiлу), не залежить вiд її композицiї.

У наступному пiдроздiлi умову (3.58) буде виведено з неза-
лежностi кiнетичної енергiї системи частинок (макроскопiчного
тiла) вiд її композицiї.
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3.4 Властивостi кiнетичної енергiї у некому-
тативному просторi та принцип еквiва-
лентностi

Розгляньмо властивостi кiнетичної енергiї системи частинок (ма-
кроскопiчного тiла) у двовимiрному просторi з некомутативнiстю
координат канонiчного типу. Для початку дослiдимо властивiсть
адитивностi кiнетичної енергiї.

Розгяньмо систему, яка складається з N частинок з масами
mi та параметрами некомутативностi θi (i = 1, 2, ..., N), чи, еквi-
валентно, розгляньмо тiло, яке складається з N частин, якi може-
мо трактувати як точковi частинки з вiдповiдними масами mi та
параметрами некомутативностi θi. Запишемо кiнетичну енергiю
системи частинок (макроскопiчного тiла) з масою M у двовимiр-
ному просторi

T =
P 2
x

2M
+
P 2
y

2M
. (3.69)

Врахувавши (3.6), (3.7), перепишемо кiнетичну енергiю (3.69) як
функцiю Ẋ та Ẏ :

T =
MẊ2

2
+
MẎ 2

2
−M2θ̃gẎ , (3.70)

де M =
∑

imi – маса системи (макроскопiчного тiла). За власти-
вiстю адитивностi кiнетична енергiя системи частинок є сумою
кiнетичних енергiй частинок Ti, з яких складається система

T =
∑
i

Ti. (3.71)

Кiнетична енергiя частинки з масою mi та параметром некомута-
тивностi θi має вигляд

Ti =
(P

(i)
x )2

2mi
+

(P
(i)
y )2

2mi
=
mi(Ẋ

(i))2

2
+
mi(Ẏ

(i))2

2
−m2

i θigẎ
(i).(3.72)

Розгляньмо випадок, коли швидкостi руху частинок, з яких скла-
дається система (макроскопiчне тiло), є такими самими як швид-
кiсть руху всiєї системи (макроскопiчного тiла), тобто коли спра-
ведливими є рiвностi:

Ẋ(i) = Ẋ, (3.73)
Ẏ (i) = Ẏ . (3.74)
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Тодi за властивiстю адитивностi кiнетичної енергiї (3.71) маємо

T =
MẊ2

2
+
MẎ 2

2
−
∑
i

m2
i θigẎ . (3.75)

Порiвнявши (3.70) та (3.75), отримаємо

θ̃ =

∑
im

2
i θi

(
∑

jmj)2
. (3.76)

Отже, вираз для ефективного параметра некомутативностi (2.41),
який було знайдено на основi аналiзу комутацiйних спiввiдношень
у пiдроздiлi 2.2, також виведено iз властивостi адитивностi кiне-
тичної енергiї у некомутативному просторi.

Важливо звернути увагу на те, що кiнетична енергiя системи
(3.70) залежить вiд ефективного параметра некомутативностi θ̃,
отже, згiдно з (2.41), залежить вiд її композицiї. Знайдемо умо-
ву при якiй кiнетична енергiя системи (макроскопiчного тiла) не
залежить вiд її композицiї . З цiєю метою достатньо розглянути
простий випадок. Нехай тiло складається з двох частин (части-
нок) з масами m1 та m2 та параметрами некомутативностi θ1, θ2,
вiдповiдно. Тодi ефективний параметр некомутативностi θ̃ вiдпо-
вiдно до (2.41) буде мати вигляд:

θ̃ =
m2

1θ1 +m2
2θ2

(m1 +m2)2
. (3.77)

Використавши позначення µ = m1/M , та врахувавши, що

1− µ =
m2

M
, (3.78)

вираз (3.77) можемо переписати як

θ̃ = θµµ
2 + θ1−µ(1− µ)2, (3.79)

де θµ = θ1, θ1−µ = θ2. Вiдповiдно до (3.70) кiнетична енергiя не
залежить вiд композицiї у випадку, коли ефективний параметр
некомутативностi θ̃ є одинаковим для тiл однакової маси, проте
рiзної композицiї, тобто для рiзних µ. Отже, виходячи з цих мiр-
кувань, iз рiвняння (3.79) можемо знайти θµ як функцiю µ для
деякого фiксованого θ̃. Отримаємо:

θµ =
θ̃

µ
(3.80)
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Врахувавши те, що µ = m1/M рiвнiсть (3.80) можемо переписати
у вже знайомому виглядi

m1θ1 = m2θ2 = Mθ̃. (3.81)

Отже, умову (3.58), яка дозволяє вiдновити принцип еквiвален-
тностi у некомутативному просторi, виведено з незалежностi кi-
нетичної енергiї системи частинок вiд її композицiї.

Важливо зауважити, що умова (3.58), яка дозволяє вiдновити
принцип еквiвалентностi, збiгається iз умовою при якiй координа-
ти частинки у некомутативному просторi можуть розглядатися як
кiнематичнi змiннi (1.34), також з умовою (2.22), при якiй коор-
динати центра мас системи та координати вiдносного руху є неза-
лежними, ефективний параметр некомутативностi, що вiдповiдає
системi частинок, не залежить вiд її композицiї. Отже, знайде-
но одну умову на параметр некомутативностi (3.58), яка дозволяє
отримати щонайменше п’ять важливих результатiв у некомута-
тивному просторi канонiчного типу, а саме: вiдновити принцип
еквiвалентностi, забезпечити незалежнiсть кiнетичної енергiї си-
стеми частинок вiд її композицiї, незалежнiсть координат центра
мас системи частинок та координат вiдносного руху, незалежнiсть
ефективного параметра некомутативностi, що вiдповiдає коорди-
натам центра мас системи частинок, вiд композицiї, незалежнiсть
координат частинки вiд її маси.

Звернiмо також увагу на те, що подiбна до (3.58) умова була
запропонована у деформованому просторi з мiнiмальною довжи-
ною у якому координати та iмпульси задовольняють таке спiввiд-
ношення

[X,P ] = i~(1 + βP 2), (3.82)

де β – параметр деформацiї. У роботi [47] показано, що у випадку,
коли параметр деформацiї β, що вiдповiдає частинцi, є обернено
пропорцiйним до m2, або, еквiвалентно, виконується така умова√

βm = const, (3.83)

принцип еквiвалентностi зберiгається у деформованому просторi,
також кiнетична енергiя системи частинок є незалежною вiд її
композицiї [42].
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Роздiл 4

Принцип еквiвалентностi у
некомутативному
фазовому просторi

У попередньому роздiлi ми розглянули принцип еквiвалентностi
та умову для його вiдновлення у некомутативному просторi кано-
нiчного типу (1.15)-(1.17). Цiкаво зауважити, що знайдена умова
на параметр некомутативностi

miθi = γ = const, (4.1)

є важливою при розглядi проблеми порушення принципу еквiва-
лентностi у просторi з некомутативнiстю координат та некому-
тативнiстю iмпульсiв. Iдея визначення параметра некомутативно-
стi через масу частинки дозволяє вiдновити виконання слабкого
принципу еквiвалентностi у некомутативному фазовому просторi.

У цьому роздiлi принцип еквiвалентностi вивчається у двови-
мiрному некомутативному фазовому просторi. Знаходяться умови
на параметри некомутативностi, якi дозволяють вiдновити слаб-
кий принцип еквiвалентностi. Також обгрунтовується важливiсть
знайдених умов. Показується, що при їх виконаннi розв’язується
ряд проблем у некомутативному фазовому просторi, серед них
проблема порушення властивостей кiнетичної енергiї, залежностi
руху центра мас системи частинок та вiдносного руху [48].
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4.1 Простiр з некомутативнiстю координат
та некомутативнiстю iмпульсiв

Некомутативний фазовий простiр характеризується такими спiв-
вiдношеннями для координат та iмпульсiв

[Xi, Xj ] = i~θij , (4.2)
[Xi, Pj ] = i~δij , (4.3)
[Pi, Pj ] = i~ηij . (4.4)

Звернiмо увагу на те, що у порiвняннi зi звичними комутацiйними
спiввiдношеннями у випадку (4.2)-(4.4) маємо некомутативнiсть
координат та некомутативнiсть iмпульсiв. Комутатор координат
дорiвнює i~θij , де θij – елементи сталої антисиметричної матрицi,
якi називають параметрами координатної некомутативностi. Ко-
мутатор iмпульсiв дорiвнює i~ηij , тут ηij – елементи сталої анти-
симетричної матрицi, якi називають параметрами iмпульсної не-
комутативностi.

У некомутативному фазовому просторi, враховуючи те, що пе-
реставнi спiввiдношення для координат та iмпульсiв мають вигляд
(4.2), (4.4), можемо записати такi спiввiдношення невизначено-
стей:

〈∆X2
i 〉〈∆X2

j 〉 ≥
~2θ2ij

4
, (4.5)

〈∆P 2
i 〉〈∆P 2

j 〉 ≥
~2η2ij

4
. (4.6)

Зауважимо, що поряд iз обмеженнями на довжину, площу та
об’єм, якi випливають з (4.5) (див. пiдроздiл 1.3),

〈∆R2〉2 ≥ ~2

2

(
θ212 + θ223 + θ231

)
, (4.7)

∆Xi∆Xj ≥
~|θij |

2
, (4.8)

∆X1∆X2∆X3 ≥
~

3
2

2
3
2

|θ12θ23θ31|
1
2 (4.9)

у некомутативному фазовому просторi iснує обмеження знизу на
величину iмпульсу. Щоб це показати, розгляньмо оператор ква-
драта iмпульсу

P2 =
∑
i

P 2
i . (4.10)
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Тут оператори Pi задовольняють спiввiдношення некомутативної
алгебри (4.4). Можемо записати

〈∆P2〉 = 〈∆P 2
1 〉+ 〈∆P 2

2 〉+ 〈∆P 2
3 〉. (4.11)

Пiднесемо (4.11) до квадрату та запишемо таку нерiвнiсть

〈∆P2〉2 ≥ 2〈∆P 2
1 〉〈∆P 2

2 〉+ 2〈∆P 2
2 〉〈∆P 2

3 〉+ 2〈∆P 2
3 〉〈∆P 2

1 〉. (4.12)

Взявши до уваги спiввiдношення невизначеностей (4.6), можемо
записати

〈∆P2〉2 ≥ ~2

2

(
η212 + η223 + η231

)
. (4.13)

Введемо позначення: ∆P =
√
〈∆P2〉.

Врахувавши (4.13), знаходимо нерiвнiсть, яка задає обмежен-
ня знизу на iмпульс у некомутативному фазовому просторi

∆P ≥
(
~2

2

(
η212 + η223 + η231

)) 1
4

. (4.14)

Отже, обмеження на величину iмпульсу визначаються параметра-
ми iмпульсної некомутативностi.

Багато робiт присвячено дослiдженням фiзичних систем у про-
сторi з некомутативнiстю координат та некомутативнiстю iмпуль-
сiв, серед них атом водню [49–52], гармонiчний осцилятор [20, 32,
49,53–55], частинка у гравiтацiйному полi [56,57] та багато iнших.

У роботах [58, 59] вивчався принцип еквiвалентностi у неко-
мутативному фазовому просторi. Автори статтi [59] прийшли до
висновку, що система координат, яка рухається з прискоренням, є
еквiвалентною до гравiтацiйного поля у випадку, коли параметери
iмпульсної некомутативностi є iзотропними (у загальному випад-
ку iснує анiзотропiя ηxy 6=ηxz 6=ηyz).

У наступному пiдроздiлi монографiї буде показано, що тра-
екторiя частинки у гравiтацiйному полi у некомутативному фа-
зовому просторi залежить вiд маси частинки навiть у випадку,
коли параметри iмпульсної некомутативностi є iзотропними. Бу-
де розглянуто шлях для вiдновлення принципу еквiвалентностi у
некомутативному фазовому просторi.
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4.2 Слабкий принцип еквiвалентностi

Розгляньмо двовимiрний некомутативний фазовий простiр
[X1, X2] = i~θ, (4.15)
[Xi, Pj ] = i~δij , (4.16)

[P1, P2] = i~η, (4.17)
тут θ, η є константами, i, j = (1, 2).

Дослiдимо для початку класичний рух частинки у однорiдно-
му гравiтацiйному полi у двовимiрному фазовому просторi та роз-
гляньмо принцип еквiвалентностi.

У класичнiй границi з комутацiйних спiввiдношень (4.15)-(4.17)
отримаємо

{X1, X2} = θ, (4.18)
{Xi, Pj} = δij , (4.19)
{P1, P2} = η. (4.20)

Запишемо гамiльтонiан частинки з масою m у однорiдному гравi-
тацiйному полi. У випадку, коли поле напрямлене вздовж осi X1,
можемо записати:

H =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
−mgX1. (4.21)

Зауважимо, що тут координати та iмпульси задовольняють спiв-
вiдношення некомутативної алгебри (4.18)-(4.20). Врахувавши це,
можемо записати такi рiвняння руху

Ẋ1 = {X1, H} =
P1

m
, (4.22)

Ẋ2 = {X2, H} =
P2

m
+mgθ, (4.23)

Ṗ1 = {P1, H} = mg + η
P2

m
, (4.24)

Ṗ2 = {P2, H} = −ηP1

m
. (4.25)

Iз рiвнянь (4.22)-(4.25) отримаємо траекторiю частинки у однорi-
дному гравiтацiйному полi у некомутативному фазовому просторi

X1(t) =
A

η
sin

η

m
t− B

η
cos

η

m
t+ C, (4.26)

X2(t) =
A

η
cos

η

m
t+

B

η
sin

η

m
t− mg

η
t+mgθt+D, (4.27)
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тут A, B, C, D є константами. Розглянувши початковi умови

X1(0) = X01, X2(0) = X02 (4.28)
Ẋ1(0) = υ01, Ẋ2(0) = υ02, (4.29)

отримаємо:

X1(t) =
mυ01
η

sin
η

m
t+

(
m2g

η2
− m2gθ

η
+
mυ02
η

)
(1−

− cos
η

m
t
)

+X01, (4.30)

X2(t) =

(
m2g

η2
− m2gθ

η
+
mυ02
η

)
sin

η

m
t− mυ01

η
(1−

− cos
η

m
t
)
− mg

η
t+mgθt+X02. (4.31)

Зауважимо, що у границi η → 0 отримаємо добре вiдомий резуль-
тат, який вiдповiдає руху частинки у однорiдному полi у звичному
просторi (θ = 0, η = 0)

X1(t) =
gt2

2
+ υ01t+X01, (4.32)

X2(t) = υ02t+X02, (4.33)

проте спiввiдношення мiж iмпульсом та швидкiстю є змiненими.
А саме, маємо такi рiвностi

P1 = mẊ1, P2 = m(Ẋ2 +mgθ). (4.34)

Наголосимо на тому, що вiдповiдно до отриманих спiввiдно-
шень (4.30)-(4.31) траекторiя частинки у однорiдному гравiтацi-
ному полi залeжить вiд її маси. Отже, слабкий принцип еквiва-
лентностi порушується у некомутативному фазовому просторi.

Зауважимо, що ми зустрiчаємося з проблемою порушення прин-
ципу еквiвалентностi, якщо припустимо, що параметри некомута-
тивностi η та θ є однаковi для частинок з рiзними масами. У за-
гальному випадку рiзнi частинки можуть вiдчувати особливостi
структури простору на планкiвських масштабах з рiзними пара-
метрами некомутативностi.

Вiдповiдно до (4.30)-(4.31) траекторiя частинки у гравiтацi-
ному полi залежить вiд mθ та η/m. Важливо зауважити, що у
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випадку, коли виконуються такi умови на параметри некомута-
тивностi

θm = γ = const, (4.35)
η

m
= α = const, (4.36)

тут γ та α – константи, якi є однаковими для частинок з рiзними
масами, отримаємо:

X1(t) =
υ01
α

sinαt+
( g
α2
− gγ

α
+
υ02
α

)
(1− cosαt) +X01, (4.37)

X2(t) =
( g
α2
− gγ

α
+
υ02
α

)
sinαt− υ01

α
(1− cosαt)−

− g
α
t+ γgt+X02. (4.38)

Отже, у випадку, коли парамтери некомутативностi θa, ηa, якi
вiдповiдають частинцi, визначаються її масою ma

θa =
γ

ma
, (4.39)

ηa = αma, (4.40)

траекторiя частинки у гравiтацiному полi у некомутативному фа-
зовому просторi (4.37)-(4.38) не залежить вiд її маси. Отже, умови
(4.39), (4.40) приводять до вiдновлення слабкого принципу еквi-
валентностi у некомуттаивному фазовому просторi. На додаток
зауважимо, що коли виконується умова (4.40), вiдповiдно до спiв-
вiдношення (4.34) отримаємо, що iмпульс є пропорцiйним до маси,
як це i мало б бути

P2 = m(Ẋ2 + γg). (4.41)

Розгляньмо бiльш загальний випадок, коли частинка руха-
ється у неоднорiдному гравiтацiйному полi у некомутативному
фазовому просторi та дослiдимо виконання принципу еквiвален-
тностi. Гамiльтонiан частинки з масою m у гравiтацiйному полi
V (X1, X2) має такий вигляд

H =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
+mV (X1, X2), (4.42)
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де координати та iмпульси задовольняють комутацiйнi спiввiдно-
шення (4.18)-(4.20). Врахувавши (4.18)-(4.20), можемо записати

Ẋ1 = {X1, H} =
P1

m
+mθ

∂V (X1, X2)

∂X2
, (4.43)

Ẋ2 = {X2, H} =
P2

m
−mθ∂V (X1, X2)

∂X1
, (4.44)

Ṗ1 = {P1, H} = −m∂V (X1, X2)

∂X1
+ η

P2

m
, (4.45)

Ṗ2 = {P2, H} = −m∂V (X1, X2)

∂X2
− ηP1

m
. (4.46)

Якщо ми припустимо, що параметри некомутативностi θ, η є
одинаковими для частинок з рiзними масами, з рiвнянь (4.43)-
(4.46) можемо зробити висновок, що швидкiсть частинки у гра-
вiтацiйному полi залежить вiд її маси. Отже, принцип еквiвален-
тностi порушується. Для вирiшення проблеми порушення прин-
ципу еквiвалентностi потрiбно розглянути залежнiсть параметрiв
некомутативностi вiд маси. У випадку, коли умови (4.39), (4.40)
задовольняються, маємо:

Ẋ1 =
P1

m
+ γ

∂V (X1, X2)

∂X2
, (4.47)

Ẋ2 =
P2

m
− γ ∂V (X1, X2)

∂X1
, (4.48)

Ṗ1 = −m∂V (X1, X2)

∂X1
+ αP2, (4.49)

Ṗ2 = −m∂V (X1, X2)

∂X2
− αP1. (4.50)

Рiвняння (4.47)-(4.50) можуть бути переписанi у такому виглядi

Ẋ1 = P ′1 + γ
∂V (X1, X2)

∂X2
, (4.51)

Ẋ2 = P ′2 − γ
∂V (X1, X2)

∂X1
, (4.52)

Ṗ ′1 = −∂V (X1, X2)

∂X1
+ αP ′2, (4.53)

Ṗ ′2 = −∂V (X1, X2)

∂X2
− αP ′1, (4.54)
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де ми використали такi позначення P ′i = Pi/m. Зауважимо, що
у рiвняння руху (4.51)-(4.54) не входить маса. Отже, їх розв’язок
Xi = Xi(t), P ′i = P ′i (t) також не залежить вiд маси. Зважаючи
на це, ми можемо зробити висновок, що у випадку, коли викону-
ються умови (4.39), (4.40), кiнематичнi характеристики частинки
залежать вiд констант γ та α та не залежать вiд її маси. Отже,
слабкий принцип еквiвалентностi є вiдновленим у некомутативно-
му фазовому просторi.

У бiльш загальному випадку необхiдно розглядати рух систе-
ми частинок у гравiтацiйному полi у некомутативному фазовому
просторi та вивчати принцип еквiвалентнсотi. Тому необхiдним
є детальне вивчення руху системи частинок в некомутативному
фазовому просторi.

4.3 Система N частинок у некомутативно-
му фазовому просторi та принцип еквi-
валентностi

Розгляньмо систему двох частинок з масамиm1 таm2 у двовимiр-
ному некомутативному фазовому просторi. У загальному випадку
рiзнi частинки можуть вiдчувати некомутативнiсть з рiзними па-
раметрами. Отже, iснує проблема опису руху центра мас системи,
яка складається з N частинок у некомутативному фазовому про-
сторi.

Розгляньмо такi комутацiйнi спiввiдношення:

[X
(a)
1 , X

(b)
2 ] = i~δabθa, (4.55)

[X
(a)
i , P

(b)
j ] = i~δabδij , (4.56)

[P
(a)
1 , P

(b)
2 ] = i~δabηa, (4.57)

тут i = (1, 2), j = (1, 2), iндекси a, b позначають частинки, θa, ηa –
параметри некомутативностi, якi вiдповiдають частинцi з масою
ma. Можемо записати вiдповiднi дужки Пуассона

{X(a)
1 , X

(b)
2 } = δabθa, (4.58)

{X(a)
i , P

(b)
j } = δabδij , (4.59)

{P (a)
1 , P

(b)
2 } = δabηa. (4.60)
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Гамiльтонiан системи частинок має вигляд

H =
(P(1))2

2m1
+

(P(2))2

2m2
+ U(|X(1) −X(2)|), (4.61)

тут U(|X(1) −X(2)|) – потенцiальна енергiя взаємодiї двох части-
нок.

Введемо координати та iмпульси центра мас, координати та
iмпульси вiдносного руху

P̃ = P(1) + P(2), (4.62)

X̃ =
m1X

(1) +m2X
(2)

m1 +m2
, (4.63)

∆P = µ1P
(2) − µ2P(1), (4.64)

∆X = X(2) −X(1), (4.65)

Можемо переписати гамiльтонiан (4.61) у такому виглядi

H =
(P̃)2

2M
+

(∆P)2

2µ
+ U(|∆X|), (4.66)

тут M = m1 + m2 – повна маса системи, µ = m1m2/(m1 + m2) –
приведена маса.

Важливо зауважити, що у некомутативному фазовому просто-
рi дужки Пуассона для iмпульсу центра мас та iмпульсу вiдносно-
го руху не дорiвнюють нулевi

{P̃1,∆P2} = −{P̃2,∆P1} = µ1η2 − µ2η1. (4.67)

Зауважимо також, що координати центра мас та координати вiд-
носного руху задовольняють такi спiввiдношення:

{X̃1,∆X2} =
m2θ2 −m1θ1
m2 +m1

. (4.68)

Отже, рух центра мас та вiдносний рух не є незалежними у неко-
мутативному фазовому просторi. У такому просторi двочастинко-
ва задача не зводиться до задачi руху центра мас та вiдносного
руху.

Зауважимо, що дужки Пуассона для iмпульсу центра мас та
iмпульсу вiдносного руху дорiвнюють нулевi

{P̃1,∆P2} = {P̃2,∆P1} = 0, (4.69)
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у випадку, коли задовольняється така умова на параметр iмпуль-
сної некомутативностi

η1
m1

=
η2
m2

= α = const, (4.70)

тут α – безрозмiрна константа, яка не залежить вiд маси.
Також важливо зауважити, що дужки Пуассона для коорди-

нат центра мас та координат вiдносного руху дорiвнюють нулевi
у випадку, коли параметри координатної некомутативностi задо-
вольняють таку умову

θ1m1 = θ2m2 = γ = const, (4.71)

тут θi – параметр координатної некомутативностi, який вiдповiдає
частинцi з масою mi, γ – константа, яка не залежить вiд маси.

Отже, задача двох частинок може бути зведена до задачi ру-
ху центра мас та вiдносного руху у випадку, коли параметри не-
комутативностi, якi вiдповiдають частинцi, визначаються їхнiми
масами вiдповiдно до рiвностей (4.70), (4.71). Важливо зауважи-
ти, що умови (4.70), (4.71) спiвпадають з умовами (4.39), (4.40),
запропонованими для вiдновлення принципу еквiвалентностi у не-
комутативному фазовому просторi.

Взявши до уваги спiввiдношення (4.58)-(4.60), (4.62), (4.63),
можемо записати

{X̃1, X̃2} = θ̃, (4.72)
{P̃1, P̃2} = η̃, (4.73)
{X̃i, P̃j} = δij , (4.74)

тут θ̃ and η̃ – ефективнi параметри координатної та iмпульсної
некомутативностi, якi визначаються як

θ̃ =
m2

1θ1 +m2
2θ2

(m1 +m2)2
, (4.75)

η̃ = η1 + η2. (4.76)

Також з (4.58)-(4.60), (4.65), (4.65) ми можемо записати дужки
Пуассона для координат та iмпульсiв вiдносного руху

{∆X1,∆X2} = ∆θ, (4.77)
{∆P1,∆P2} = ∆η, (4.78)
{∆Xi,∆Pj} = δij , (4.79)
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тут параметри ∆θ та ∆η мають такий вигляд
∆θ = θ1 + θ2, (4.80)

∆η = µ22η1 + µ21η2. (4.81)
Отже, координати та iмпульси центра мас задовольняють не-

комутативну алгебру з ефективними параметрами некомутатив-
ностi (4.75), (4.76), якi залежать вiд мас частинок, якi утворюють
систему, та параметрiв некомутативностi θi, ηi, якi вiдповiдають
частинкам складовим системи. Зауважимо, що коли задовольня-
ються умови (4.70), (4.71), ефективнi параметри некомутативностi
θ̃, η̃ залежать тiльки вiд повної маси системи та не залежать вiд
її композицiї. Маємо:

θ̃ =
γ

M
, (4.82)

η̃ = αM. (4.83)
Важливо також зауважити, що умови (4.70), (4.71) виконую-

ться для ефективних параметрiв некомутативностi θ̃, η̃ та параме-
трiв ∆θ, ∆η. Взявши до уваги (4.70), (4.71), з (4.75), (4.76), (4.80),
(4.81) отримаємо:

η̃

M
=

∆η

µ
=

η1
m1

=
η2
m2

= α = const. (4.84)

θ̃M = ∆θµ = θ1m1 = θ2m2 = γ = const. (4.85)
У бiльш загальному випадку, коли система складається з N

частинок маємо такий гамiльтонiан

H =
∑
a

(P(a))2

2ma
+

1

2

∑
a,b

a6=b

U(|X(a) −X(b)|). (4.86)

Тут координати та iмпульси задовольняють спiввiдношення (4.58)-
(4.60). Координати та iмпульси центра мас, координати та iмпуль-
си вiдносного руху мають вигляд

P̃ =
∑
a

P(a), (4.87)

X̃ =
∑
a

µaX
(a), (4.88)

∆Pa = P(a) − µaP̃, (4.89)
∆X(a) = X(a) − X̃. (4.90)
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Взявши до уваги (4.58)-(4.60), можемо записати

{X̃1, X̃2} = θ̃, {P̃1, P̃2} = η̃, (4.91)
{X̃i, P̃j} = {∆Xi,∆Pj} = δij , (4.92)

{∆X(a)
1 ,∆X

(b)
2 } = δabθa − µaθa − µbθb + θ̃, (4.93)

{∆P (a)
1 ,∆P

(b)
2 } = δabηa − µbηa − µaηb + µaµbη̃, (4.94)

Тут ефективнi параметри некомутативностi θ̃, η̃ визначаються як

θ̃ =

∑
am

2
aθa

(
∑

bmb)2
, (4.95)

η̃ =
∑
a

ηa. (4.96)

Звернiмо увагу на те, що виконуються такi спiввiдношення

{X̃1,∆X
(a)
2 } = −{X̃2,∆X

(a)
1 } = µaθa − θ̃, (4.97)

{P̃1,∆P
a
2 } = −{P̃2,∆P

a
1 } = ηa − µa

∑
b

ηb. (4.98)

Важливо зауважити, що у випадку, коли є справедливими умо-
ви (4.39), (4.40), дужки Пуассона для iмпульсiв центра мас та
iмпульсiв вiдносного руху дорiвнюють нулевi, також дорiвнюють
нулевi дужки Пуассона для координат центра мас та координат
вiдносного руху

{X̃1,∆X
(a)
2 } = −{X̃2,∆X

(a)
1 } = 0, (4.99)

{P̃1,∆P
a
2 } = −{P̃2,∆P

a
1 } = 0. (4.100)

Отже, у цьому випадку рух центра мас та вiдносний рух є незале-
жними у некомутативному фазовому просторi. Крiм цього, коли
виконуються умови (4.39), (4.40), ефективнi параметри некому-
тативностi (4.95), (4.96), якi описують рух центра мас системи
частинок, не залежать вiд її композицiї. Маємо

θ̃ = γM, η̃ = αM. (4.101)

Отже, умови (4.35), (4.36), якi запропонованi для вiдновлення
слабкого принципу еквiвалентностi, є також важливими при роз-
глядi системи частинок у некомутативному фазовому просторi.

50



Принцип еквiвалентностi 51

Використавши результати, представленi вище, розгляньмо рух
системи частинок (макроскопiчного тiла) у гравiтацiйному полi у
некомутативному фазовому просторi та дослiдимо принцип еквi-
валентностi.

Для системи частинок у гравiтацiйному полi V (X̃1, X̃2) маємо
такий гамiльтонiан

H =
P̃2

2M
+MV (X̃1, X̃2) +Hrel, (4.102)

де M – загальна маса системи, X̃i, P̃i – координати та iмпульси
центра мас, якi визначаються як (4.87), (4.88) та задовольняють
некомутативну алгебру (4.91)-(4.92) з ефективними параметрами
θ̃, η̃. Ми використали позначенняHrel для гамiльтонiану, який вiд-
повiдає вiдносному руху та залежить вiд координат та iмпульсiв
вiдносного руху.

Як було показано вище, рух центра мас системи частинок та
вiдноснi рухи є незалежними у випадку, коли виконуються умови
(4.39), (4.40). У цьому випадку{

P̃2

2M
+MV (X̃1, X̃2), Hrel

}
= 0. (4.103)

Отже, можемо записати рiвняння руху для центра мас системи
N частинок у гравiтацiйному полi у некомутативному фазовому
просторi

˙̃X1 =
P1

M
+Mθ̃

∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃2

, (4.104)

˙̃X2 =
P2

M
−Mθ̃

∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃1

, (4.105)

˙̃P1 = −M∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃1

+ η̃
P2

M
, (4.106)

˙̃P2 = −M∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃2

− η̃ P1

M
. (4.107)

Важливо звернути увагу на те, що рiвняння руху залежать вiд
ефективних параметрiв некомутативностi, якi вiдповiдно до (4.95),
(4.96) залежать вiд композицiї макроскопiчного тiла. Цей факт є

51



52 Принцип еквiвалентностi

додатковою причиною порушення принципу еквiвалентностi у не-
комутативному фазовому просторi.

Врахувавши умови (4.35), (4.36), можемо записати

˙̃X1 =
P1

M
+ γ

∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃2

, (4.108)

˙̃X2 =
P2

M
− γ ∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃1

, (4.109)

˙̃P1 = −M∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃1

+ αP2, (4.110)

˙̃P2 = −M∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃2

− αP1. (4.111)

Отже, у випадку виконання спiввiдношень (4.35), (4.36), рух
тiла у гравiтацiному полi не залежить вiд його маси та компо-
зицiї, тому слабкий принцип еквiвалентностi зберiгається у неко-
мутативному фазовому просторi. У наступному пiдроздiлi буде
показано, що цi умови можуть бути також отриманi з вимоги на
незалежнiсть кiнетичної енергiї системи частинок вiд її компози-
цiї та iз властивостi адитивностi кiнетичної енергiї.

4.4 Властивостi кiнетичної енергiї у некому-
тативному фазовому просторi та пара-
метри некомутативностi

Дослiдимо властивостi кiнетичної енергiї системи частинок у не-
комутативному фазовому просторi.

Розгляньмо систему N частинок з масами ma та параметрами
некомутативностi θa, ηa, визначеними як (4.95), (4.96). Вивчимо
випадок, коли кожна частинка у системi рухається зi швидкiстю,
яка дорiвнює швидкостi руху центра мас системи. Цей випадок
є еквiвалентним до випадку, коли макроскопiчне тiло є подiле-
не на N частин, якi можуть розглядатися, як точковi частинки.
Запишемо кiнетичну енергiю системи

T =
P̃ 2
1

2M
+
P̃ 2
2

2M
, (4.112)

тут P̃ (a)
i – iмпульс центра мас, визначений як (4.87), M =

∑
ama

– загальна маса системи.
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У випадку, коли система частинок (макроскопiчне тiло) руха-
ється у гравiтацiйному полi, врахувавши (4.104)-(4.107), можемо
записати

P̃1 = Ã cos
η̃

M
t+ B̃ sin

η̃

M
t, (4.113)

P̃2 = −Ã sin
η̃

M
t+ B̃ cos

η̃

M
t− M2g

η̃
, (4.114)

де Ã, B̃ – константи, якi визначаються як

Ã = Mυ̃01, (4.115)

B̃ = Mυ̃02 +
M2g

η̃
−M2gθ̃. (4.116)

Тут ми врахували початковi умови (4.28)-(4.29) та використали
позначення υ̃01, υ̃02 для початкових швидкостей центра мас си-
стеми ˙̃X1(0) = υ̃01,

˙̃X2(0) = υ̃02. Отже, кiнетична енергiя системи
може бути записана у такому виглядi

T = T0 + g2M3

(
1

η̃2
+
θ̃2

2
− θ̃

η̃

)
+M2gυ̃02

(
1

η̃
− θ̃
)

+

+
M2g

η̃

(
υ̃01 sin

η̃

M
t+

(
Mg

η̃
−Mgθ̃ + υ̃02

)
cos

η̃

M
t

)
, (4.117)

де T0 = M(υ̃201 + υ̃202)/2
Зауважимо, що кiнетична енергiя системи залежить вiд ефе-

ктивних параметрiв некомутативностi (4.95), (4.96). Останнi зале-
жать вiд параметрiв некомутативностi складових системи та їхнiх
мас. Отже, кiнетична енергiя системи частинок (4.117) у некому-
тативному фазовому прсоторi залежить вiд композицiї системи.
Зауважимо, що у випадку виконання умов (4.35), (4.36), кiнети-
чна енергiя системи частинок залежить вiд повної маси системи
та не залежить вiд її композицiї. Маємо

T = T0 +M

[
g2
(

1

α2
+
γ2

2
− γ

α

)
+ gυ̃02

(
1

α
− γ
)

+

+
g

α

(
υ̃01 sinαt+

( g
α
− gγ + υ̃02

)
cosαt

)]
. (4.118)
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З iншого боку, вiдповiдно до властивостi адитивностi, кiнети-
чна енергiя системи є сумою кiнетичних енергiй частинок, якi її
складають. Можемо записати

T =
∑
a

Ta =
∑
a

(P
(a)
1 )2

2ma
+

(P
(a)
2 )2

2ma
=

=
∑
a

[
T0a + g2m3

a

(
1

η2a
+
θ2a
2
− θa
ηa

)
+m2

agυ̃02

(
1

ηa
− θa

)
+

+
m2
ag

ηa

(
υ̃01 sin

ηa
ma

t+

(
mag

ηa
−magθa + υ̃02

)
cos

ηa
ma

t

)]
.

(4.119)

Тут враховано те, що швидкiсть частинки у системi є такою самою
як швидкiсть всiєї системи.

Звернiмо увагу на те, що вирази для кiнетичної енергiї (4.117),
(4.119) вiдрiзняються. Щоб вирiшити цю проблему, розгляньмо
знову умови на параметри некомутативностi (4.35), (4.36). У ви-
падку їх виконання можемо записати:

T = T0 +
∑
a

ma

[
g2
(

1

α2
+
γ2

2
− γ

α

)
+ gυ̃02

(
1

α
− γ
)

+

+
g

α

(
υ̃01 sinαt+

( g
α
− gγ + υ̃02

)
cosαt

)]
. (4.120)

Отже, при виконаннi (4.35), (4.36), вирази для кiнетичної енер-
гiї (4.118), (4.120) спiвпадають, тому зберiгається властивiсть ади-
тивностi кiнетичної енергiї.

Важливiть спiввiдношень (4.35), (4.36) є обгрунтована кiлькi-
стю проблем, якi можуть бути розв’язаними при їх виконаннi. У
цьому роздiлi показано, що таких проблем є щонайменше чотири,
а саме: проблема порушення принципу еквiвалентностi, пробле-
ма залежностi руху центра мас та вiдносного руху, порушення
властивостi адитивностi кiнетичної енергiї, залежнiсть кiнетичної
енергiї системи частинок вiд композицiї у некомутативному фазо-
вому просторi.
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Роздiл 5

Сферична симетрiя у
некомутативному просторi

У попереднiх роздiлах ми розглядали двовимiрний простiр з ка-
нонiчною некомутативнiстю координат (1.15)-(1.17), у якому си-
метрiя вiдносно поворотiв зберiгається. Розгляньмо тривимiрний
некомутативний простiр канонiчного типу, який характеризується
такими комутацiйними спiввiдношеннями

[Xi, Xj ] = i~θij , (5.1)
[Xi, Pj ] = i~δij , (5.2)

[Pi, Pj ] = 0, (5.3)

де θij є елементами сталої матрицi. Зауважимо, що у такому про-
сторi iснує проблема порушення сферичної симетрiї [21, 60]. Для
збереження сферичної симетрiї у некомутативному просторi за-
пропоновано рiзнi класи некомутативних алгебр (див., для при-
кладу, [61–63]). У лiтературi представлено сферично-симетричнi
некомутативнi алгебри, для яких комутатор координат дорiвнює
деякiй функцiї цих координат. Для прикладу, у статтях [64–67]
розглянуто таку некомутативну алгебру:

[xi, xj ] = 2iλεijkxk, (5.4)

де λ – деякий масштабний множник. У статтi [61] вивчено сферично-
симетричну некомутативну алгебру, яка характеризується такими
комутацiйними спiввiдношеннями для операторiв координат:

[xi, xj ] = iθεijkrxk, (5.5)
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56 Сферична симетрiя

де r2 = xixi, θ = const. У роботi [62] розглянуто некомутативний
простiр, у якому координати задовольняють спiввiдношення, яке
має вигляд

[xi, xj ] = iθεijkxkf(xix
i), (5.6)

де f(xix
i) – задана функцiя. У сферично-симетричному просторi

(5.6) дослiджено енергетичнi рiвнi атома водню [62].
Зауважимо, що сферично-симетричнi некомутативнi алгебри

(5.4), (5.5), (5.6) не є трансляцiйно-iнварiантними. Вiдзначимо та-
кож вiдмiннiсть некомутативних алгебр (5.4), (5.5), (5.6) вiд ал-
гебри канонiчного типу (1.1)-(1.3). Звернiмо увагу, що у випадку
алгебри (1.1)-(1.3), зважаючи на те, що θij є елементами сталої
матрицi, справедливими є такi спiввiдношення:

[Xi, θjk] = 0, (5.7)
[Pi, θjk] = 0. (5.8)

Алгебри (5.4), (5.5), (5.6) характеризуються залежнiстю θij вiд
координат. Маємо θij = 2λεijkxk для алгебри (5.4), θij = θεijkrxk
у випадку алгебри (5.5) та θij = θεijkxkf(xix

i) для алгебри (5.6).
Як наслiдок, комутатор координат та iмпульсiв iз θij не дорiвнює
нулевi. Тому алгебри (5.4), (5.5), (5.6) принципово вiдрiзняються
вiд алгебри канонiчного типу (1.1)-(1.3).

Також для побудови сферично-симетричної некомутативної ал-
гебри у статтi [63,68] представлено iдею розглядати θij , як опера-
тор некомутативностi, який комутує з оператором координати xi
та оператором iмпульсу pi

[xi, θjk] = [pi, θjk] = 0, (5.9)

та запропоновано таку сферично-симетричну алгебру:

[xi, xj ] = iθij , (5.10)
[xi, pj ] = iδij , (5.11)

[θlm, θjk] = 0, (5.12)
[θlm, πjk] = iδlmjk , (5.13)

де πij спряжений до оператора θij iмпульс, δlmjk = δljδ
m
k − δlkδmj . У

просторi (5.10)-(5.13) розглянуто гармонiчний осцилятор [63].
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У цьому роздiлi представляється некомутативна алгебра, по-
будована на основi iдеї узагальнення параметра некомутативностi.
Така алгебра є сферично-симетричною, трансляцiйно-iнварiант-
ною та еквiвалентною до некомутативної алгебри канонiчного ти-
пу [69].

5.1 Некомутативний простiр канонiчного ти-
пу з вiдновленою сферичною симетрiєю

З метою вирiшення проблеми порушення сферичної симетрiї у не-
комутативному просторi розгляньмо iдею узагальнення сталої ма-
трицi некомутативностi θij . Розгляньмо тензор некомутативностi,
визначений за допомогою додаткових координат, якi описуються
сферично-симетричною системою. Один iз простих варiантiв по-
будови тензора некомутативностi має такий вигляд:

θij =
α

~
(aibj − ajbi), (5.14)

де α – безрозмiрна константа, ai, bi – додатковi координати, якi
вiдповiдають сферично-симетричнiй системi. Для простоти роз-
гляньмо випадок, коли координати ai, bi визначаються гармонi-
чним осцилятором iз гамiльтонiаном

Hosc =
(pa)2

2m
+

(pb)2

2m
+
mω2a2

2
+
mω2b2

2
. (5.15)

Вважається, що величина параметра некомутативностi має поря-
док планкiвських масштабiв. Зважаючи на це, покладемо√

~
mω

= lP , (5.16)

де lP – довжина Планка. Незалежно вiд (5.16) ми також розгля-
даємо випадок, коли частота осцилятора ω є великою, тому та-
кож є великою вiдстань мiж енергетичними рiвнями осцилятора.
Зважаючи на це, осцилятор, який знаходиться у основному станi,
залишатиметься у ньому.

Отже, ми пропонуємо таку сферично-симетричну некомута-
тивну алгебру:

[Xi, Xj ] = iα(aibj − ajbi), (5.17)
[Xi, Pj ] = i~δij , (5.18)

[Pi, Pj ] = 0. (5.19)
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Зауважимо, що координати ai, bi та iмпульси pai , p
b
i задовольняють

звичнi комутацiйнi спiввiдношення

[ai, aj ] = 0, (5.20)
[ai, p

a
j ] = i~δij , (5.21)

[bi, bj ] = 0, (5.22)

[bi, p
b
j ] = i~δij , (5.23)

також

[ai, bj ] = [ai, p
b
j ] = [bi, p

a
j ] = [pai , p

b
j ] = 0. (5.24)

Важливо, що додатковi координати ai, bi комутують з Xi та Pi

[ai, Xj ] = [ai, Pj ] = [bi, Xj ] = [pai , Pj ] = 0. (5.25)

Зажаючи на (5.20)-(5.25), тензор некомутативностi θij , визначений
як (5.14), також комутує з Xi та Pi

[θij , Xk] = [θij , Pk] = 0. (5.26)

Отже, Xi, Pi та θij задовольняють такi самi комутацiйнi спiввiд-
ношенння як i у випадку некомутативної алгебри канонiчного ти-
пу (5.1)-(5.3). В цьому сенсi сферично-симетрична алгебра (5.17)-
(5.19) є еквiвалентною алгебрi (5.1)-(5.3).

Зауважимо, що координати Xi, якi не комутують, та iмпульси
Pi можна представити через координати xi та iмпульси pi, якi
задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення,

[xi, xj ] = 0, (5.27)
[xi, pj ] = i~δij , (5.28)

[pi, pj ] = 0. (5.29)

Легко переконатися, що координати та iмпульси, якi задовольня-
ють спiввiдношення (5.17)-(5.19) можна представити як

Xi = xi −
1

2
θijpj , (5.30)

Pi = pi, (5.31)

де θij визначається як (5.14). Зручно використати таке позначення

θ =
α

~
[a× b], (5.32)
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та переписати рiвнiсть (5.30) у виглядi

Xi = xi +
1

2
[θ × p]i. (5.33)

Зауважимо, що xi та pi комутують з ai, bi, pai та pbi

[xi, aj ] = [xi, bj ] = [xi, p
a
j ] = [xi, p

b
j ] = 0, (5.34)

[pi, aj ] = [pi, bj ] = [pi, p
a
j ] = [pi, p

b
j ] = 0. (5.35)

Звернiмо увагу, що використавши представлення (5.31), (5.33),
отримаємо такi спiввiдношення

[Xi, p
a
j ] =

iα

2
(bipj − δij(b · p)) , (5.36)

[Xi, p
b
j ] = − iα

2
(aipj − δij(a · p)) , (5.37)

[Pi, p
a
j ] = [Pi, p

b
j ] = 0. (5.38)

Отже, координати та iмпульси, якi задовольняють некомутативну
алгебру (5.17)-(5.19) можуть бути переписанi через координати та
iмпульси, що задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення
(5.27), (5.29). Це гарантує виконання тотожностi Якобi та може
бути легко перевiрено для всiх можливих трiйок операторiв.

Зауважимо, що тензор некомутативностi можна також буду-
вати тiльки за допомогою додаткових координат ak, ввiвши при
цьому з розмiрних мiркувань константу l0 з розмiрнiстю довжини

θij =
l0
~
εijkak, (5.39)

тут ak – додатковi координати, якi визначаються сферично-симе-
тричною системою, для прикладу, гармонiчним осцилятором

Hosc =
(pa)2

2m
+
mω2a2

2
. (5.40)

У цьому випадку сферично-симетрична некомутативна алгебра
буде мати вигляд

[Xi, Xj ] = il0εijkak, (5.41)
[Xi, Pj ] = i~δij , (5.42)

[Pi, Pj ] = 0. (5.43)
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Зазначимо, що у двох випадках (5.14), (5.39) у границi α → 0
ми отримаємо звичнi комутацiйнi спiввiдношення:

[Xi, Xj ] = 0, (5.44)
[Xi, Pj ] = i~δij , (5.45)

[Pi, Pj ] = 0. (5.46)

5.2 Оператор повороту у некомутативному
просторi

Алгебри (5.17)-(5.19), (5.41)-(5.43) є сферично-симетричними. Ко-
мутацiйнi спiввiдношення (5.17)-(5.19) залишаються такими сами-
ми пiсля повороту

X ′i = U(ϕ)XiU
+(ϕ), (5.47)

P ′i = U(ϕ)PiU
+(ϕ), (5.48)

a′i = U(ϕ)aiU
+(ϕ), (5.49)

b′i = U(ϕ)biU
+(ϕ), (5.50)

де оператор повороту має такий вигляд

U(ϕ) = e
i
~ϕ(n·L̃), (5.51)

тут L̃ – оператор моменту кiлькостi руху, визначений як

L̃ = [r× p] + [a× pa] + [b× pb], (5.52)

де r = (x1, x2, x3). Повернувшись до некомутативних координат
(5.31), (5.33), можемо також записати L̃ у такому виглядi

L̃ = [R×P] +
1

2
[P× [θ ×P]] + [a× pa] + [b× pb], (5.53)

тут R = (X1, X2, X3).
Пiсля повороту (5.47)-(5.50) маємо

[X ′i, X
′
j ] = iα(a′ib

′
j − a′jb′i), (5.54)

[X ′i, P
′
j ] = i~δij , (5.55)

[P ′i , P
′
j ] = 0. (5.56)
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Важливо зауважити, що L̃ задовольняє звичнi комутацiйнi спiв-
вiдношення

[Xi, L̃j ] = i~εijkXk, (5.57)

[Pi, L̃j ] = i~εijkPk, (5.58)

[ai, L̃j ] = i~εijkak, (5.59)

[pai , L̃j ] = i~εijkpak, (5.60)

[bi, L̃j ] = i~εijkbk, (5.61)

[pbi , L̃j ] = i~εijkpbk. (5.62)

Також оператор моменту кiлькостi руху L̃ комутує з r2, a2 та b2
та iз скалярними добутками

[L̃i, (a · p)] = [L̃i, (b · p)] =

= [L̃i, (a · b)] = [L̃i, (r · a)] = [L̃i, (r · b)] = 0. (5.63)

Зважаючи на це, очевидно, що L̃ комутує iз оператором довжини
R, який може бути записаний у такiй формi

R =

√∑
i

X2
i =

√(
r− α

2~
a(b · p) +

α

2~
b(a · p)

)2
. (5.64)

Отже, довжина залишається незмiнною пiсля повороту

R′ = U(ϕ)RU+(ϕ) = R. (5.65)

Розгляньмо сферично-симетричний некомутативний простiр
(5.41)-(5.43). Комутацiйнi спiввiдношення (5.41) залишаються та-
кими самими пiсля повороту

X ′i = U(ϕ)XiU
+(ϕ), (5.66)

a′i = U(ϕ)aiU
+(ϕ), (5.67)

де

U(ϕ) = e
i
~ϕ(n·L̃), (5.68)

L̃ = [r× p] + [a× pa] =

= [R×P] +
l0
2~

[P× [a×P]] + [a× pa]. (5.69)
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Маємо

[X ′i, X
′
j ] = iεijkl0a

′
k. (5.70)

Звернiмо увагу, що оператор L̃ (5.69) задовольняє звичнi комута-
цiйнi спiввiдношення

[Xi, L̃j ] = i~εijkXk, (5.71)

[Pi, L̃j ] = i~εijkPk, (5.72)

[ai, L̃j ] = i~εijkak, (5.73)

[pai , L̃j ] = i~εijkpak, (5.74)

та комутує з оператором вiдстанi

R =

√∑
i

X2
i =

√
r2 − l0

~
(a · L) +

l20
4~2

[a× p]2. (5.75)

Тут ми використали представлення (5.30), (5.31) та врахували
(5.39).

5.3 Обмеження на довжину, площу та об’єм
у сферично-симетричному некомутатив-
ному просторi

Розгляньмо середньо-квадратичне вiдхилення оператора довжини
у сферично-симетричному некомутативному просторi

〈∆R2〉 = 〈∆X2
1 〉+ 〈∆X2

2 〉+ 〈∆X2
3 〉. (5.76)

Перейдемо до координат та iмпульсiв, якi задовольняють зви-
чнi комутацiйнi спiввiдношення. Використавши (5.85) та (5.33),
отримаємо:

〈∆R2〉 = 〈x2 − (θ · L) +
1

4
[θ × p]2〉 −

∑
i

〈xi +
1

2
[θ × p]i〉2, (5.77)

де L = [x × p]. Зважаючи на те, що для побудови сферично-
симетричної некомутативної алгебри ми означили тензор некому-
тативностi (5.32) за допомогою додаткових координат, при дослi-
дженнi фiзичної системи iз гамiльтонiаном Hs у некомутативному
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просторi з вiдновленою сферичною симетрiєю необхiдно розгляда-
ти повний гамiльтонiан H iз врахуванням доданкiв, що вiдповiд-
ають гармонiчному осцилятору

H = Hs +Hosc, (5.78)

де Hosc визначається iз (5.15). Отже, при обчисленнi середнiх у
(5.77) необхiдно розглядати хвильовi функцiї, якi вiдповiдають
повному гамiльтонiану (5.78).

Розгляньмо випадок, коли хвильовi функцiї, що вiдповiдають
гамiльтонiану (5.78) можна записати у такому виглядi:

ψ(x,a,b) = ψ(x)ψa0,0,0(a)ψb0,0,0(b), (5.79)

де ψa0,0,0(a) ψb0,0,0(b) – добре вiдомi хвильовi функцiї гармонiчного
осцилятора (5.15) у основному станi.

Зауважимо, що

〈ψa0,0,0(a)ψb0,0,0(b)|θi|ψa0,0,0(a)ψb0,0,0(b)〉 = 0. (5.80)

Отже, врахувавши (5.80), маємо

〈∆R2〉 = 〈∆r2〉+
1

6
〈θ2〉ab〈p2〉, (5.81)

де ми використали таке позначення:

〈...〉ab = 〈ψa0,0,0(a)ψb0,0,0(b)|...|ψa0,0,0(a)ψb0,0,0(b)〉, (5.82)

r = (x1, x2, x3). Зауважимо, що у правiй сторонi рiвностi (5.85)
маємо середнє вiд оператора

r2 +
〈θ2〉ab

6
p2, (5.83)

який вiдповiдає гамiльтонiану гармонiчного осцилятора з масою
3/〈θ2〉ab та частотою

√
2〈θ2〉ab/

√
3. Оператори xi, pi задовольня-

ють звичнi комутацiйнi спiввiдношення (5.10)-(5.13). Отже, енер-
гiя основного стану осцилятора (5.83), має вигляд:

E0,0,0 =

√
3~2〈θ2〉ab

2
. (5.84)
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Враховуючи (5.84), можемо записати

〈∆R2〉 ≥
√

3~2〈θ2〉ab
2

− 〈r〉2 ≥
√

3~2〈θ2〉ab
2

, (5.85)

де 〈r〉 = 0.
Отже, у сферично-симетричному некомутативному просторi

мiнiмальна довжина визначається iз такої нерiвностi

∆R ≥
(

3~2〈θ2〉ab
2

) 1
4

, (5.86)

де

〈θ2〉ab = 〈θ2〉 =
3α2l4p
2~2

. (5.87)

При обчисленнi 〈θ2〉ab ми взяли до уваги (5.32).
Дослiдимо також ∆Xi∆Xj , що вiдповiдає площi, а також роз-

гляньмо ∆X1∆X2∆X3, що вiдповiдає об’єму у сферично-симе-
тричному некомутативному просторi. Врахувавши комутацiйнi спiв-
вiдношення (5.17), можемо записати

〈∆X2
i 〉〈∆X2

j 〉 ≥
~2〈θij〉2

4
. (5.88)

Зауважимо, що усереднивши за хвильовими функцiями осциля-
тора та врахувавши (5.80), маємо

〈∆X2
i 〉〈∆X2

j 〉 ≥ 0, (5.89)

звiдки

∆X1∆X2 ≥ 0. (5.90)

Iз (5.90), можемо легко отримати

∆X1∆X2∆X3 ≥ 0. (5.91)

Отже, вiдповiдно до нерiвностей (5.90), (5.91) площа та об’єм
можуть набувати як завгодно малих значень у сферично-симетри-
чному некомутативному просторi (5.17)-(5.19). Це пов’язано iз тим,
що у такому просторi 〈θij〉 = 0. Зауважимо, що у некомутативному
просторi iз вiдновленою сферичною симетрiєю (5.17)-(5.19) iснує
обмеження на довжину. Це обмеження визначається вiдповiдно
до нерiвностi (5.86) та залежить вiд 〈θ2〉 [37].
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Роздiл 6

Частинка у однорiдному
полi у некомутативному
просторi зi збереженою
сферичною симетрiєю

Задача про рух частинки у гравiтацiному полi дослiджувалася у
просторi з канонiчною некомутативнiстю координат [39,40]. Авто-
рами статей [39,40] знайдено зсув перигелiю, зумовлений некому-
тативнiстю координат та на основi порiвняння отриманих резуль-
татiв iз експериментальними даними для планети Меркурiй оцiне-
но верхню межу для параметра некомутативностi. Також розгля-
нуто систему частинок у гравiтацiйному полi у некомутативному
просторi канонiчного типу та описано рух кожної частинки систе-
ми [70]. Дослiджувалася задача про рух частинки у центральному
полi у некомутативному просторi з канонiчною некомутативнiстю
координат [11]. Частинка у гравiтацiйнiй квантовiй ямi розгляда-
лася у просторi з некомутативнiстю координат та некомутативнi-
стю iмпульсiв у статтях [9, 71].

Вивчення задачi про рух частинки у однорiдному гравiтацiй-
ному полi у сферично-симетричному просторi є цiкавим з кiлькох
мiркувань: ця задача розв’язується точно, без наближень, пов’я-
заних з тим, що величина параметра некомутативностi є малою;
дослiдження руху частинки у однорiдному полi дозволяє вияви-
ти цiкавий ефект, зумовлений некомутативнiстю, а саме: вплив
некомутативностi на масу частинки.

У роздiлi розглядається частинка у однорiдному полi у неко-
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66 Частинка у однорiдному полi

мутативному просторi зi збереженою сферичною симетрiєю (5.41)-
(5.43). Показується, що рух частинки може бути описаний за допо-
могою ефективної маси. Як приклад, дослiджується рух частинки
у однорiдному гравiтацiйному полi у сферично-симетричному не-
комутативному просторi та вивчається принцип еквiвалентностi.
Зауважимо, що у цьому роздiлi задача руху частинки у однорi-
дному полi у сферично-симетричному некомутативному просторi
(5.41)-(5.43) розв’язується точно [72].

6.1 Гамiльтонiан частинки у однорiдному по-
лi у сферично-симетричному некомута-
тивному просторi

Розгляньмо рух частинки з масоюm у однорiдному полi у сферично-
симетричному некомутативному просторi

[Xi, Xj ] = il0εijkak, (6.1)
[Xi, Pj ] = i~δij , (6.2)

[Pi, Pj ] = 0. (6.3)

Для простоти виберемо систему координат так, щоб напрям поля
збiгався iз напрямом осi X3. Отже, можемо записати гамiльтонiан
частинки

Hp =
P 2

2m
+ κX3, (6.4)

де оператори координат та iмпульсiв задовольняють спiввiдноше-
ння (6.1)-(6.3), множник κ характеризує поле. Для прикладу, у
випадку руху зарядженої частинки q в однорiдному електрично-
му полi E, напрямленому вздовж осi X3, множник κ має вигляд
κ = −qE. У випадку руху частинки з масою m в однорiдному гра-
вiтацiйному полi g, напрямленому вздовж осi X3, маємо κ = −mg.

Як вже було зазначено у попереднiх роздiлах, у сферично-
симетричному просторi (6.1)-(6.3) при записi гамiльтонiана необ-
хiдно брати до уваги додатковi доданки, що вiдповiдають гармо-
нiчному осцилятору

Ha
osc =

(pa)2

2m
+
mω2a2

2
. (6.5)
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та розглядати повний гамiльтонiан у такому виглядi

H = Hp +Ha
osc =

P 2

2m
+ κX3 +

(pa)2

2mosc
+
moscω

2a2

2
. (6.6)

Зауважимо, що координата X3 не комутує з iмпульсами pai . Спра-
ведливим є таке спiввiдношення

[X3, p
a
i ] = iε3ij

l0
2
pj . (6.7)

Перепишемо гамiльтонiан через оператори координат та iмпуль-
сiв, що задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення. Вико-
риставши представлення

Xi = xi −
l0
~
εijkakpj , (6.8)

Pi = pi, (6.9)

можемо записати

H =
p2

2m
+ κx3 +

κl0
2~

(a1p2 − a2p1) +
(pa)2

2mosc
+
moscω

2a2

2
. (6.10)

Пiсля алгебраїчних перетворень отримаємо:

H =

(
1− κ2l20m

4~2ω2mosc

)
p21
2m

+

(
1− κ2l20m

4~2ω2mosc

)
p22
2m

+
p23
2m

+

+κx3 +
(pa)2

2mosc
+
moscω

2

2

(
a1 +

κl0
2~ω2mosc

p2

)2

+

+
moscω

2

2

(
a2 −

κl0
2~ω2mosc

p1

)2

+
moscω

2a23
2

.

(6.11)

Зауважимо, що гамiльтонiан (6.11) можна переписати як

H = H̃p + H̃osc, (6.12)

де

H̃p =
p21

2meff
+

p22
2meff

+
p23
2m

+ κx3, (6.13)
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тут meff – ефективна маса

meff = m

(
1− κ2l20m

4~2ω2mosc

)−1
, (6.14)

та

H̃osc =
(pa)2

2mosc
+
moscω

2

2

(
a1 +

κl0
2~ω2mosc

p2

)2

+

+
moscω

2

2

(
a2 −

κl0
2~ω2mosc

p1

)2

+
moscω

2a23
2

. (6.15)

Звернiмо увагу на те, що оператори

q1 = a1 +
κl0

2~ω2mosc
p2, (6.16)

q2 = a2 −
κl0

2~ω2mosc
p1, (6.17)

q3 = a3, (6.18)

задовольняють такi комутацiйнi спiввiдношення

[qi, qj ] = 0, (6.19)
[qi, p

a
j ] = i~δij , (6.20)
[qi, pj ] = 0. (6.21)

Отже, гамiльтонiан H̃osc вiдповiдає гамiльтонiану тривимiрного
гармонiчного осцилятора у звичайному просторi (θij = 0)

H̃osc =
(pa)2

2mosc
+
moscω

2q2

2
. (6.22)

де q = (q1, q2, q3). Також зауважимо, що

[qi, xj ] = −iεij3
κl0

2moscω2
. (6.23)
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6.2 Вплив некомутативностi на масу частин-
ки у однорiдному полi

Знайдемо власнi значення гамiльтонiана (6.12). Зауважимо, що
оператори

H̃1 =
p21

2meff
, (6.24)

H̃2 =
p22

2meff
, (6.25)

H̃3 =
p23
2m

+ κx3, (6.26)

та H̃osc, визначений як (6.22), комутують мiж собою

[H̃1, H̃2] = [H̃1, H̃3] = [H̃2, H̃3] =

= [H̃1, H̃osc] = [H̃2, H̃osc] = [H̃3, H̃osc] = 0. (6.27)

Зважаючи на це, власнi функцiї гамiльтонiана (6.12)

H = H̃1 + H̃2 + H̃3 + H̃osc (6.28)

можуть бути записанi як

ψ(x, q̃) = Ceik1x1eik2x2ψ(3)(x3)ψ
q̃(q̃), (6.29)

де k1 та k2 – компоненти хвильового вектора, що вiдповiдає вiль-
ному руху частинки в перпендикулярних напрямках до напрямку
поля, ψ(3)(x3) – добре вiдомi власнi функцiї гамiльтонiана H̃3, що
описує рух частинки у напрямку поля, ψq̃(q̃) – власнi функцiї три-
вимiрного гармонiчного осцилятора з параметрами mosc та ω, C
– константа. Компоненти вектора q̃ мають такий вигляд

q̃1 = a1 +
κl0k2

2ω2mosc
, (6.30)

q̃2 = a2 −
κl0k1

2ω2mosc
, (6.31)

q̃3 = a3. (6.32)
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Запишемо власнi значення гамiльтонiана (6.12). Врахувавши те,
що частота осцилятора є великою та гармонiчний осцилятор зна-
ходиться у основному станi маємо

E =
~2k21

2meff
+

~2k22
2meff

+ E3 +
1

2
~ω, (6.33)

де E3 вiдповiдає гамiльтонiану H̃3.
Аналiзуючи першi два доданки у (6.33), можемо зробити ви-

сновок, що некомутативнiсть координат впливає на масу частин-
ки. Зауважимо, що некомутативнiсть змiнює по вiдношенню до
звичного випадку (θij = 0) рух частинки у напрямках, що є пер-
пендикулярними до напрямку поля. Рух частинки у напрямку по-
ля визначається гамiльтонiаном H̃3 та є таким самим як у зви-
чному просторi. Зважаючи на це, можемо зробити висновок, що
некомутативнiсть координат зумовлює анiзотропiю мас.

Звернiмо увагу, що всi результати, отриманi у даному пiдроз-
дiлi, є точними. Ми не робили наближень на основi мiркувань про
те, що параметр некомутативностi є малим.

На завершення цого пiдроздiлу важливо зауважити, що зважа-
ючи на сферичну симетрiю простору, знайденi результати можуть
бути легко узагальненi на випадок довiльного напрямку однорi-
дного поля.

У наступному пiдроздiлi, використовуючи отриманi результа-
ти, буде розглянуто рух частинки в однорiдному гравiтацiйному
полi та дослiджено принцип еквiвалентностi.

6.3 Принцип еквiвалентностi у сферично-
симетричному некомутативному просто-
рi

Розгляньмо рух частинки з масою m в однорiдному гравiтацiй-
ному полi у некомутативному просторi (6.1)-(6.3). Нехай напрям
гравiтацiйного поля збiгається з вiссю X3. У цьому випадку

κ = −mg. (6.34)

На основi результатiв, отриманих у попередньому пiдроздiлi, iз
(6.12), (6.13), (6.14) маємо:

H =
p21

2meff
+

p22
2meff

+
p23
2m
−mgx3 + H̃osc, (6.35)
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де

meff = m

(
1− l20g

2m3

4~2ω2mosc

)−1
. (6.36)

Проаналiзувавши вираз (6.36) i також (6.33), можемо зробити ви-
сновок, що, зважаючи на доданок у (6.36), пропорцiйний до m3,
слабкий принцип еквiвалентностi є порушеним у некомутативно-
му просторi (6.1)-(6.3).

Знайдемо умову для вiдновлення принципу еквiлентностi у
сферично-симетричному некомутативному просторi (5.41)-(5.43).
Iз (6.33) та (6.36) випливає, що необхiдною умовою для вiдновле-
ння принципу еквiвалентностi є пропорцiйнiсть ефективної маси
(6.36) до маси частинки. Це може бути реалiзовано, коли викону-
ється така умова:

l20m
3

ω2mosc
= A = const, (6.37)

де A – константа, яка має одинаковi значення для частинок з
рiзними масами. Зручно ввести безрозмiрну константу

Ã = A
ω2
P

l2Pm
2
P

, (6.38)

де lP , mP є довжиною Планка та масою Планка, вiдповiдно, ωP
визначається як

~ωP = EP , (6.39)

де EP – енергiя Планка.
Отже, можемо записати ефективну масу у такому виглядi

meff = m

(
1−

Ãl2Pm
2
P g

2

4~2ω2
P

)−1
. (6.40)

Звернiмо увагу, що оператори Xi залежать вiд iмпульсiв, а от-
же залежать вiд маси. А саме, для операторiв, якi задовольняють
некомутативну алгебру (6.1)-(6.3) справедливим є таке представ-
лення через координати та iмпульси, якi задовольняють звичнi
комутацiйнi спiввiдношення

Xi = xi − θijpj , (6.41)
Pi = pi, (6.42)
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де θij визначається як

θij =
l0
~
εijkak. (6.43)

Цей факт також зумовлює порушення принципу еквiвалентностi
у сферично-симетричному некомутативному просторi. Знайдемо
умову, при якiй оператори Xi не залежать вiд маси частинки. Iз
цiєю метою зручно переписати тензор некомутативностi у такому
виглядi

θij =
l0losc
~

εijkãk, (6.44)

де

losc =

√
~

moscω
, (6.45)

та ãk – безрозмiрнi координати

ãk =
ak
losc

. (6.46)

Проаналiзувавши (6.41), (6.44), можемо зробити висновок, що
оператори Xi не залежать вiд маси у випадку, коли

l0losc
l2P

= γ̃
mP

m
, (6.47)

де γ̃ – безрозмiрна константа, яка є одинаковою для частинок з
рiзними масами. Для цiєї константи ми використали позначення
γ̃ для того, щоб вiдрiзнити її вiд константи γ, яка використовува-
лася у випадку канонiчної некомутативностi координат у роздiлi
3. Беручи до уваги (6.44), очевидно, що умова (6.47) є подiбною
до умови (3.58), яка дозволяє вiдновити принцип еквiвалентностi
у двовимiрному просторi з канонiчною некомутативнiстю коорди-
нат.

Отже, умова (6.37) разом iз умовою (6.47) дають можливiсть
вiдновити принцип еквiвалентностi у сферично-симетричному не-
комутативному прострi (6.1)-(6.3).

Зауважимо, що iз (6.37), (6.47), використовуючи (6.38) та (6.45),
ми отримаємо

ω =
γ̃2

Ã
ωP

m

mP
. (6.48)
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Отже, обидвi умови (6.37), (6.47) задовольняються у випадку, ко-
ли частота гармонiчного осцилятора є пропорцiйною до маси ча-
стинки. Врахувавши (6.45), (6.47) та (6.48), отримаємо, що losc, l0
є обернено пропорцiйними до

√
m, а саме:

losc = lP

√
Ãm2

P

γ̃2moscm
, (6.49)

l0 = lP

√
γ̃4mosc

Ãm
. (6.50)

Оцiнимо можливi значення констант Ã та γ̃. З цiєю метою
припустим, що для електрона l0 = lP , losc = lP та ω = ωP . У
цьому випадку, беручи до уваги (6.45), маємо: mosc = mP . Як
наслiдок, iз (6.37) та (6.38), можемо знайти

Ã =
m3
e

m3
P

= 7.3× 10−68, (6.51)

де me – маса електрона. Також iз (6.47) отримаємо:

γ̃ =
me

mP
= 4.2× 10−23. (6.52)

Зауважимо, що вплив некомутативностi координат на масу ча-
стинки спостерiгається у випадку скiнченної границi для ω, у гра-
ницi ω →∞ вплив некомутативностi на масу частинки прямує до
нуля.

Звернiмо увагу на те, що, фiксуючи параметри ω, l0 losc для
електрона

ω = ωP , (6.53)
l0 = lP , (6.54)
losc = lP (6.55)

iз (6.48), (6.49), (6.50) ми можемо обчислити цi параметри для
частинки з масою mi, а саме:

ω(i) =
ωPmi

me
, (6.56)

l(i)osc = lP

√
me

mi
, (6.57)

l
(i)
0 = lP

√
me

mi
. (6.58)
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Важливо зауважити, що отриманi рiвностi (6.37), (6.47) узго-
джуються з умовою (3.58), яка дозволяє вiдновити принцип еквi-
валентностi у некомутативному просторi з канонiчною некомута-
тивнiстю координат (2.1)-(2.3).
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Атом водню у
сферично-симетричному
некомутативному просторi

Дослiдженню атома водню у некомутативному просторi придiля-
лося багато уваги. У випадку канонiчної некомутативностi коор-
динат атом водню вивчено у роботах [21–28]. Авторами дослiдже-
но вплив некомутативностi координат на енергетичнi рiвнi цього
атома [21–23,25]. Розглянуто енергетичнi рiвнi атома водню у еле-
ктричному полi у просторi з некомутативнiстю координат [21,24].
Вивчено задачу атома водню у магнiтному полi у некомутативно-
му просторi [21]. Отримано поправки до зсуву Лемба, зумовленi
некомутативнiстю координат [21]. Розглянуто рiвняння Клейна-
Гордона [26] та рiвнiння Дiрака [27, 28] для атома водню у неко-
мутативному просторi канонiчного типу.

У цьому роздiлi атом водню дослiджується у сферично-симе-
тричному некомутативному просторi канонiчного типу. Ми зна-
ходимо поправки до енергетичних рiвнiв атома, зумовленi неко-
мутативнiстю координат з точнiстю до другого порядку за пара-
метром некомутативностi. Порiвнюються поправки до енергети-
чних рiвнiв атома водню у рiзних випадках визначення тензора
некомутативностi (5.14) та (5.39) [73]. На основi порiвняння ре-
зультатiв для поправок до ns енергетичних рiвнiв атома водню з
експериментальними даними знаходиться верхня межа для пара-
метра некомутативностi [69,72,74].
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7.1 Гамiльтонiан атома водню у некомута-
тивному просторi з вiдновленою сфери-
чною симетрiєю

Розгляньмо атом водню у сферично-симетричному некомутатив-
ному просторi (5.17)-(5.19). Припустимо, що гамiльтонiан у не-
комутативному просторi має таку саму форму як i в звичайному
просторi (θij = 0) iз замiною координат, якi комутують, на коорди-
нати, що задовольняють спiввiдношення некомутативної алгебри.
Отже, гамiльтонiан атома водню у некомутативному просторi має
вигляд

Hh =
P 2

2M
− e2

R
, (7.1)

де

R =

√∑
i

X2
i , (7.2)

координати Xi та iмпульси Pi задовольняють некомутативну ал-
гебру (5.17)-(5.19).

Оскiльки тензор некомутативностi побудовано за допомогою
додаткових координат (5.14), у сферично-симетричному некому-
тативному просторi при записi гамiльтонiану необхiдно брати до
уваги також додатковi доданки, що вiдповiдають гармонiчному
осцилятору, та розглядати повний гамiльтонiан

H = Hh +Hosc, (7.3)

де Hosc має вигляд (5.15).
Знайдемо збурення, зумовлене некомутативнiстю координат. З

цiєю метою розкладемо гамiльтонiан (7.3) в ряд за θ, визначеним
як (5.32). Для початку знайдемо розклад для R (7.2) з точнiстю
до другого порядку за θ. Використавши представлення (5.33), мо-
жемо записати

R =

√
(r +

1

2
[θ × p])2 =

√
r2 − (θ · L) +

1

4
[θ × p]2, (7.4)

де r =
√∑

i x
2
i та L = [r×p]. Зауважимо, що оператори пiд коре-

нем квадратним не комутують мiж собою, оператор r2 не комутує
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з оператором [θ × p]2/4. Отже, необхiдно знайти розклад для ко-
реня квадратного вiд суми некомутативних операторiв. Запишемо
розклад для R у звичному виглядi (як у випадку, коли оператори
пiд коренем квадратним комутують), проте iз невiдомою функцi-
єю f(r), а саме:

R = r − 1

2r
(θ · L)− 1

8r3
(θ · L)2 +

+
1

16

(
1

r
[θ × p]2 + [θ × p]2

1

r
+ θ2f(r)

)
. (7.5)

Для знаходження невiдомої функцiї f(r) пiднесемо до квадрату
лiву i праву частину рiвностi (7.5). З точнiстю до другого порядку
за параметром некомутативностi отримаємо:

r2 − (θ · L) +
1

4
[θ × p]2 = r2 − (θ · L) +

+
1

16

(
2[θ × p]2 + r[θ × p]2

1

r
+

1

r
[θ × p]2r + 2rθ2f(r)

)
. (7.6)

Рiвняння (7.6) можемо записати у бiльш простому виглядi:

~2

r4
[θ × r]2 − rθ2f(r) = 0. (7.7)

Остаточно, з (7.7) знаходимо:

θ2f(r) =
~2

r5
[θ × r]2. (7.8)

Врахувавши результат для функцiї f(r) (7.8), можемо записа-
ти:

R = r − 1

2r
(θ · L)− 1

8r3
(θ · L)2 +

+
1

16

(
1

r
[θ × p]2 + [θ × p]2

1

r
+

~2

r5
[θ × r]2

)
. (7.9)

Знаючи розклад для оператора R (7.9), можна знайти розклад в
ряд за θ для оператора R−1

1

R
=

1

r
+

1

2r3
(θ · L) +

3

8r5
(θ · L)2 −

− 1

16

(
1

r2
[θ × p]2

1

r
+

1

r
[θ × p]2

1

r2
+

~2

r7
[θ × r]2

)
. (7.10)
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Отже, врахувавши (7.10), перепишемо гамiльтонiан (7.3) у та-
кому виглядi:

H = H0 + V, (7.11)

де

H0 =
p2

2M
− e2

r
+Hosc, (7.12)

та V – збурення, зумовлене некомутативнiстю координат

V = − e2

2r3
(θ · L)− 3e2

8r5
(θ · L)2 +

+
e2

16

(
1

r2
[θ × p]2

1

r
+

1

r
[θ × p]2

1

r2
+

~2

r7
[θ × r]2

)
. (7.13)

У наступному пiдроздiлi, використовуючи отриманий вираз
для гамiльтонiана (7.11), будуть знайденi поправки до енергети-
чних рiвнiв атома водню, зумовленi некомутативнiстю координат.

7.2 Енергетичнi рiвнi атома водню у
сферично-симетричному некомутативно-
му просторi

Розгляньмо енергетичнi рiвнi атома водню у сферично-симетричному
некомутативному просторi (5.17)-(5.19). Знайдемо поправки до
енергетичних рiвнiв атома з точнiстю до другого порядку за па-
раметром некомутативностi. Iз цiєю метою застосуємо теорiю збу-
рень.

Зауважимо, що гамiльтонiан H0 (7.12) є сумою гамiльтонiана
атома водню у звичному просторi (θij = 0)

H̃h =
p2

2M
− e2

r
, (7.14)

та гамiльтонiана тривимiрного гармонiчного осцилятораHosc (5.15),
записаного також у звичному просторi. Оператори H̃h та Hosc ко-
мутують[

p2

2M
− e2

r
,
(pa)2

2m
+

(pb)2

2m
+
mω2a2

2
+
mω2b2

2

]
= 0. (7.15)
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Отже, можемо записати власнi значення та власнi функцiї гамiль-
тонiана H0 (7.12) у такому виглядi

E
(0)

n,{na},{nb} = − e2

2aBn2
+ ~ω(na1 + na2 + na3 + nb1 + nb2 + nb3 + 3),

(7.16)

ψ
(0)

n,l,m,{na},{nb} = ψn,l,mψ
a
na1 ,n

a
2 ,n

a
3
ψb
nb1,n

b
2,n

b
3
,

(7.17)

де aB – радiус Бора, ψn,l,m – добре вiдомi власнi функцiї атома
водню. ψana1 ,na2 ,na3 , ψ

b
nb1,n

b
2,n

b
3
– власнi функцiї тривимiрного гармонi-

чного осцилятора.
Вiдповiдно до теорiї збурень у першому порядку за V маємо:

∆E
(1)
n,l = 〈ψ(0)

n,l,m,{0},{0}|V |ψ
(0)
n,l,m,{0},{0}〉 =

=

〈
ψ
(0)
n,l,m,{0},{0}

∣∣∣∣− e2

2r3
(θ · L)− 3e2

8r5
(θ · L)2

∣∣∣∣ψ(0)
n,l,m,{0},{0}

〉
+

+
e2

16

〈
ψ
(0)
n,l,m,{0},{0}

∣∣∣∣ 1

r2
[θ × p]2

1

r
+

1

r
[θ × p]2

1

r2
+

+
~2

r7
[θ × r]2

∣∣∣∣ψ(0)
n,l,m,{0},{0}

〉
,(7.18)

де ми врахували те, що осцилятор Hosc знаходиться у основному
станi ({na} = {0}, {nb} = {0}). Для знаходження поправок (7.18)
обчислимо вiдповiднi iнтеграли.

Зауважимо, що

〈ψa0,0,0ψb0,0,0|θi|ψa0,0,0ψb0,0,0〉 = 0. (7.19)

Отже, поправки до енергетичних рiвнiв атома водню у першому
порядку за θ дорiвнюють нулевi. Маємо

〈ψ(0)
n,l,m,{0},{0}|

e2

2r3
(θ · L)|ψ(0)

n,l,m,{0},{0}〉 = 0. (7.20)

Щоб знайти поправки, зумовленi доданком 3e2(θ · L)2/8r5 у
гамiльтонiанi (7.11), використаємо вiдомi результати для середнiх,
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представленi, наприклад, у [75], а саме:〈
ψn,l,m

∣∣∣∣ 1

r5

∣∣∣∣ψn,l,m〉 =

=
4(5n2 − 3l(l + 1) + 1)

a5Bn
5l(l + 1)(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

. (7.21)

Зауважимо, що

〈ψa0,0,0ψb0,0,0|θiθj |ψa0,0,0ψb0,0,0〉 =
1

2

( α

mω

)2
δij =

1

3
〈θ2〉δij . (7.22)

Також

〈ψa0,0,0ψb0,0,0|θiθj |ψa0,0,0ψb0,0,0〉 =
1

3
〈θ2〉δij , (7.23)

тут

θ2 =
∑
i

θ2i =
α2

~2
∑
i

[a× b]2i , (7.24)

〈θ2〉 = 〈ψa0,0,0ψb0,0,0|θ2|ψa0,0,0ψb0,0,0〉 =
3

2

( α

mω

)2
=

3α2l4p
2~2

. (7.25)

Отже, врахувавши (7.21) та (7.23), отримаємо:〈
ψ
(0)
n,l,m,{0},{0}

∣∣∣∣3e28r5
(θ · L)2

∣∣∣∣ψ(0)
n,l,m,{0},{0}

〉
=

=
~2e2(5n2 − 3l(l + 1) + 1)〈θ2〉

2a5Bn
5(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

. (7.26)

Останнi три доданки у (7.13) зручно переписати у такому виглядi:

1

r2
[θ × p]2

1

r
+

1

r
[θ × p]2

1

r2
+

~2

r7
[θ × r]2 = θ2

1

r2
p2

1

r
+

+θ2
1

r
p2

1

r2
+ θ2

~2

r5
− 1

r2
(θ · p)2

1

r
− 1

r
(θ · p)2

1

r2
− ~2

r7
(θ · r)2. (7.27)

Тодi, використавши (7.23), знайдемо〈
ψa0,0,0ψ

b
0,0,0

∣∣∣∣ 1

r2
(θ · p)2

1

r
+

1

r
(θ · p)2

1

r2
+

~2

r7
(θ · r)2

∣∣∣∣ψa0,0,0ψb0,0,0〉 =

=
1

3

(
1

r2
p2

1

r
+

1

r
p2

1

r2
+

~2

r5

)
〈θ2〉.

(7.28)
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У результатi можемо спростити три останнi iнтеграли у (7.18) та
записати як

〈
ψ
(0)
n,l,m,{0},{0}

∣∣∣∣ 1

r2
[θ × p]2

1

r
+

1

r
[θ × p]2

1

r2
+

+
~2

r7
[θ × r]2

∣∣∣∣ψ(0)
n,l,m,{0},{0}

〉
=

2

3

〈
ψn,l,m

∣∣∣∣ 1

r2
p2

1

r
+

+
1

r
p2

1

r2
+

~2

r5

∣∣∣∣ψn,l,m〉 〈θ2〉. (7.29)

Оператор 1
r2
p2 1r + 1

rp
2 1
r2

+ ~2
r5

можемо переписати як

1

r2
p2

1

r
+

1

r
p2

1

r2
+

~2

r5
=

1

r3
p2 + p2

1

r3
+

5~2

r5
. (7.30)

Отже, маємо

〈
ψn,l,m

∣∣∣∣ 1

r2
p2

1

r
+

1

r
p2

1

r2
+

~2

r5

∣∣∣∣ψn,l,m〉 =

= − 2~2

a2Bn
2

〈
ψn,l,m

∣∣∣∣ 1

r3

∣∣∣∣ψn,l,m〉+
4~2

aB

〈
ψn,l,m

∣∣∣∣ 1

r4

∣∣∣∣ψn,l,m〉+

+5~2
〈
ψn,l,m

∣∣∣∣ 1

r5

∣∣∣∣ψn,l,m〉 . (7.31)
Використовуючи вiдомi результати для середнiх, представленi,
для прикладу, у [75]

〈
ψn,l,m

∣∣∣∣ 1

r3

∣∣∣∣ψn,l,m〉 =
2

a3Bn
3l(l + 1)(2l + 1)

, (7.32)〈
ψn,l,m

∣∣∣∣ 1

r4

∣∣∣∣ψn,l,m〉 =
4(3n2 − l(l + 1))

a4Bn
5l(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)(2l − 1)

, (7.33)

знайдемо явний вигляд для поправок, зумовлених останнiми трьо-
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ма доданками у (7.13), а саме:〈
ψ
(0)
n,l,m,{0},{0}

∣∣∣∣ 1

r2
[θ × p]2

1

r
+

1

r
[θ × p]2

1

r2
+

+
~2

r7
[θ × r]2

∣∣∣∣ψ(0)
n,l,m,{0},{0}

〉
= −~2e2〈θ2〉

a5Bn
5

(
1

6l(l + 1)(2l + 1)
−

− 6n2 − 2l(l + 1)

3l(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)(2l − 1)
−

−5

6

5n2 − 3l(l + 1) + 1

l(l + 1)(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

)
.(7.34)

Остаточно, врахувавши отриманi результати, можемо записати
поправки до енергетичних рiвнiв атома водню, зумовленi неко-
мутативнiстю координат, у першому порядку теорiї збурень

∆E
(1)
n,l = −~2e2〈θ2〉

a5Bn
5

(
5n2 − 3l(l + 1) + 1

2(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)
−

− 6n2 − 2l(l + 1)

3l(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)(2l − 1)
+

1

6l(l + 1)(2l + 1)
−

−5

6

5n2 − 3l(l + 1) + 1

l(l + 1)(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

)
.(7.35)

У другому порядку теорiї збурень маємо

∆E
(2)
n,l,m,{0},{0} =

∑
n′,l′,m′,{na},{nb}

∣∣∣〈ψ(0)

n′,l′,m′,{na},{nb} |V |ψ
(0)
n,l,m,{0},{0}

〉∣∣∣2
E

(0)
n − E(0)

n′ − ~ω(na1 + na2 + na3 + nb1 + nb2 + nb3)
,

(7.36)

де набiр чисел n′, l′, m′, {na}, {nb} не спiвпадає iз набором n, l,
m, {0}, {0}, та E(0)

n – енергетичнi рiвнi атома водню у звичайному
просторi

E(0)
n = − e2

2aBn2
. (7.37)
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Зауважимо, що матричнi елементи〈
ψ
(0)

n′,l′,m′,{na},{nb} |V |ψ
(0)
n,l,m,{0},{0}

〉
(7.38)

не залежать вiд частоти осцилятора ω, оскiльки виконується рiв-
нiсть (5.16). Отже, у границi ω →∞ отримаємо

lim
ω→∞

∆E
(2)
n,l,m,{0},{0} = 0. (7.39)

Як наслiдок, врахувавши (7.35), (7.39), запишемо поправки до
енергетичних рiвнiв атома водню з точнiстю до другого поряд-
ку за параметром некомутативностi

∆En,l = −~2e2〈θ2〉
a5Bn

5

(
5n2 − 3l(l + 1) + 1

2(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)
−

− 6n2 − 2l(l + 1)

3l(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)(2l − 1)
+

1

6l(l + 1)(2l + 1)
−

−5

6

5n2 − 3l(l + 1) + 1

l(l + 1)(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

)
.(7.40)

Зазначимо, що результат (7.40) може бути отриманим, розгля-
даючи ефективний гамiльтонiан, побудований у такому виглядi

Heff = 〈ψa0,0,0ψb0,0,0|H|ψa0,0,0ψb0,0,0〉. (7.41)

Iз (7.1), (7.10), (7.19), маємо

Heff
h = 〈ψa0,0,0ψb0,0,0|Hh|ψa0,0,0ψb0,0,0〉 =

p2

2M
− e2

r
− e2L2

8r5
〈θ2〉+

+
e2

24

(
1

r2
p2

1

r
+

1

r
p2

1

r2
+

~2

r5

)
〈θ2〉.

(7.42)
Звернiмо увагу на те, що ефективний гамiльтонiан (7.42) є сферично-
симетричним. Використавши теорiю збурень, отримаємо поправ-
ки до енергетичних рiвнiв атома водню у такому виглядi

∆Eeffn,l = −~2e2〈θ2〉
a5Bn

5

(
5n2 − 3l(l + 1) + 1

2(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)
−

− 6n2 − 2l(l + 1)

3l(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)(2l − 1)
+

1

6l(l + 1)(2l + 1)
−

−5

6

5n2 − 3l(l + 1) + 1

l(l + 1)(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

)
.(7.43)
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Зазначимо, що результат (7.43) збiгається з (7.40).
Важливо зауважити, що у випадках, коли l = 0 чи l = 1 по-

правки (7.40) є розбiжнi. Це означає, що для обчислень поправок
до ns та np енергетичних рiвнiв ми не можемо використовувати
розклад для 1/R (7.10). Щоб оцiнити верхню межу для параме-
тра некомутативностi ми зацiкавленi в обчисленнi поправок до
ns енергетичних рiвнiв. Зважаючи на це, у наступному пiдроздiлi
буде розглянута задача знаходження поправок до енергетичних
рiвнiв атома водню у випадку, коли l = 0.

7.3 Поправки до ns енергетичних рiвнiв ато-
ма водню

Для знаходження поправок до ns енергетичних рiвнiв перепише-
мо збурення, зумовлене некомутативнiстю координат, у такому
виглядi:

V = −e
2

R
+
e2

r
= − e2√

r2 − (θ · L) + 1
4 [θ × p]2

+
e2

r
. (7.44)

Зауважимо, що у (7.44) ми не використовували розклад за па-
раметром некомутативностi (7.10). Вiдповiдно до теорiї збурень
можемо записати

∆Ens =

=

〈
ψ
(0)
n,0,0,{0},{0}

∣∣∣∣∣∣e
2

r
− e2√

r2 − (θ · L) + 1
4 [θ × p]2

∣∣∣∣∣∣ψ(0)
n,0,0,{0},{0}

〉
.

(7.45)

Звернiмо увагу на те, що

[(θ · L), [θ × p]2] = 0, (7.46)
[(θ · L), r2] = 0. (7.47)

Також важливо зауважити, що

(θ · L)ψ
(0)
n,0,0,{0},{0} = 0, (7.48)
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оскiльки хвильова функцiя ψ(0)
n,0,0,{0},{0} не залежить вiд кутiв. От-

же, перепишемо (7.45) у такому виглядi

∆Ens =

〈
ψ
(0)
n,0,0,{0},{0}

∣∣∣∣∣∣e
2

r
− e2√

r2 + 1
4 [θ × p]2

∣∣∣∣∣∣ψ(0)
n,0,0,{0},{0}

〉
.(7.49)

З точнiстю до лiнiйних флуктуацiй [θ × p]2 можемо записати

∆Ens =

〈
ψn,0,0

∣∣∣∣∣∣e
2

r
− e2√

r2 + 1
6〈θ2〉p2

∣∣∣∣∣∣ψn,0,0
〉
. (7.50)

Зауважимо, що для ns енергетичних рiвнiв виконується така
рiвнiсть:

∆Ens =

〈
ψn,0,0

∣∣∣∣∣∣e
2

r
− e2√

r2 + 1
6〈θ2〉p2

∣∣∣∣∣∣ψn,0,0
〉

=

=

〈
Rn,0

∣∣∣∣∣∣e
2

r
− e2√

r2 + 1
6〈θ2〉p2r

∣∣∣∣∣∣Rn,0
〉
, (7.51)

де

pr = −i~1

r

∂

∂r
r, (7.52)

Rn,0 – радiальнi хвильовi функцiї атома водню

Rn,0 =

√
4

a3Bn
5
e
− r
naB L1

n−1

(
2r

aBn

)
(7.53)

тут L1
n−1

(
2r
aBn

)
– узагальненi полiноми Лаґера

Lαn (x) =
1

n!
exx−α

(
d

dx

)n
xn+αe−x. (7.54)
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Для початку знайдемо поправки до 1s енергетичних рiвнiв. Зру-
чно ввести безрозмiрнi координати

ρ = r

(
6

~2〈θ2〉

) 1
4

. (7.55)

Отже, можемо записати поправки до 1s енергетичних рiвнiв у
такому виглядi

∆E1s =

〈
R1,0

∣∣∣∣∣∣e
2

r
− e2√

r2 + 1
6〈θ2〉p2r

∣∣∣∣∣∣R1,0

〉
=

=
4e2β2

aB

∫ ∞
0

dρρ2e−βρ

1

ρ
− 1√

ρ2 + p2ρ

 e−βρ, (7.56)

де

pρ = −i1
ρ

∂

∂ρ
ρ, (7.57)

β =

(
~2〈θ2〉
6a4B

) 1
4

. (7.58)

Для обчислення iнтеграла у (7.56) розкладемо e−βρ в ряд за вла-
сними функцiями оператора ρ2 +p2ρ, якi позначимо як φk. А саме,
можемо записати

e−βρ =
∞∑
k=0

Ckφk, (7.59)

де Ck – коефiцiєнти розкладу. Власнi функцiї та власнi значення
оператора ρ2 + p2ρ мають такий вигляд (див., для прикладу, [76])

φk =

√
2k!

Γ(k + 3
2)
e−

ρ2

2 L
1
2
k (ρ2), (7.60)

λk = 2

(
2k +

3

2

)
. (7.61)

У результатi, взявши до уваги (7.60) та (7.59), можемо знайти
коефiцiєнти розкладу
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Ck =

√
2k!

Γ(k + 3
2)

∫ ∞
0

dρρ2e−
ρ2

2
−βρL

1
2
k

(
ρ2
)
. (7.62)

Отже, другий доданок у (7.56) перепишеться так∫ ∞
0

dρρ2e−βρ
1√

ρ2 + p2ρ

e−βρ =
∞∑
k=0

C2
k√
λk
. (7.63)

Аналогiчно можемо записати перший доданок у (7.56) у такому
виглядi∫ ∞

0
dρρe−2βρ =

∞∑
k=0

Ck

∫ ∞
0

dρρe−βρφk =

∞∑
k=0

CkIk, (7.64)

де

Ik =

√
2k!

Γ(k + 3
2)

∫ ∞
0

dρρe−
ρ2

2
−βρL

1
2
k

(
ρ2
)
. (7.65)

Врахувавши (7.63) та (7.64), поправки до 1s енергетичних рiвнiв
можуть бути записаними у виглядi такого ряду

∆E1s =
4e2β2

aB

∞∑
k=0

(
CkIk −

C2
k√
λk

)
=
e2β2

aB
S1s(β), (7.66)

де ми використали позначення

S1s(β) = 4

∫ ∞
0

dρρ2e−βρ

1

ρ
− 1√

ρ2 + p2ρ

 e−βρ =

= 4
∞∑
k=0

(
CkIk −

C2
k√
λk

)
. (7.67)

Важливо зауважити, що ряд S1s(β) має скiнченне значення при
β = 0

S1s(0) = 16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!

(
2F1

(
−k, 1

2
;
3

2
; 2

)
−

−
√

π

8k + 6

)
= 1.72006, (7.68)
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де 2F1

(
−k, 12 ; 3

2 ; 2
)
– гiпергеометрична функцiя.

Результат S1s(0) = 1.72006 отримано за допомогою таких мiр-
кувань. Два ряди у S1s(0), а саме:

16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!
2F1

(
−k, 1

2
;
3

2
; 2

)
, (7.69)

16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!

√
π

8k + 6
,

(7.70)
є розбiжними. Незважаючи на це, їх сума S1s(0) має скiнченне
значення. Щоб розглядати ряди (7.69) та (7.70) окремо, викори-
стаємо додатковий множник ηk (η < 1)

16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!
2F1

(
−k, 1

2
;
3

2
; 2

)
ηk, (7.71)

16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!

√
π

8k + 6
ηk. (7.72)

Поклавши η = 1 у (7.71) та (7.72) ми отримаємо (7.69), (7.70),
вiдповiдно.

Спершу розглянемо ряд (7.72). Зауважимо, що√
π

k + 3
4

= 2

∫ ∞
0

dze−(k+
3
4
)z2 . (7.73)

Також справедливою є така рiвнiсть
∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!
tk =

√
π

2(1− t)
3
2

.

(7.74)
В результатi, врахувавши (7.73) та (7.74), отримаємо

16
√

2
∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!
√

8k + 6
ηk =

= 16

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!
√
π

ηk
∫ ∞
0

dze−(k+
3
4
)z2 = 8

∫ ∞
0

dz
e−

3
4
z2

(1− ηe−z2 )
3
2

.

(7.75)
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Розгляньмо ряд (7.71). Гiпергеометрична функцiя 2F1(−k, 12 ; 3
2 ; 2)

може бути представлена у такому виглядi

2F1

(
−k, 1

2
;
3

2
; 2

)
=

k∑
q=0

(−1)qCqk2q

2q + 1
, (7.76)

де Cqk – бiномiальнi коефiцiєнти. Очевидно, що виконується рiв-
нiсть

1

2q + 1
=

∫ 1

0
dzz2q. (7.77)

Отже, використавши (7.76) та (7.77), отримаємо

2F1

(
−k, 1

2
,
3

2
, 2

)
=

k∑
q=0

∫ 1

0
dzCqk(−2)qz2q. (7.78)

Зауважимо, що

k∑
q=0

Cqk(−2)qz2q = (1− 2z2)k. (7.79)

Отже, маємо:

2F1

(
−k, 1

2
,
3

2
, 2

)
=

∫ 1

0
dz(1− 2z2)k. (7.80)

Остаточно, врахувавши (7.74) та (7.80), можемо переписати (7.71)
у такому виглядi

16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!
2F1

(
−k, 1

2
,
3

2
, 2

)
ηk =

= 16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!
ηk
∫ 1

0
dz(1− 2z2)k =

= 8
√

2

∫ 1

0

dz

(1− η(1− 2z2))
3
2

. (7.81)
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Розiб’ємо iнтеграл (7.81) на два iнтеграли∫ 1

0

dz

(1− η(1− 2z2))
3
2

= I1(η) + I2(η), (7.82)

де

I1(η) =

∫ 1√
2

0

dz

(1− η(1− 2z2))
3
2

, (7.83)

I2(η) =

∫ 1

1√
2

dz

(1− η(1− 2z2))
3
2

. (7.84)

Звернiмо увагу, що iнтеграл I2(η) при η = 1 має скiнченне значе-
ння. Поклавши η = 1 у (7.84), отримаємо

I2(1) =

√
2

8
. (7.85)

Перепишемо (7.83) у формi, яка є близькою до (7.75). Викори-
ставши пiдстановку e−t2 = 1− 2z2, маємо:

I1(η) =

√
2

2

∫ ∞
0

dt
te−t

2

(1− e−t2)
1
2 (1− ηe−t2)

3
2

. (7.86)

Отже, врахувавши (7.75), (7.81), (7.82), (7.85) та (7.86), знайдемо

16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!
2F1

(
−k, 1

2
;
3

2
; 2

)
ηk− (7.87)

−16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!

√
π

8k + 6
ηk =

= 8
√

2I2(η) + 8

∫ ∞
0

dt
te−t

2 − e−
3
4
t2(1− e−t2)

1
2

(1− e−t2)
1
2 (1− ηe−t2)

3
2

. (7.88)

Зазначимо, що iнтеграл (7.88) має скiнченне значення при η =
1. Як наслiдок, поклавши η = 1 у (7.88), та врахувавши (7.85),
знайдемо

S1s(0) = 2 + 8

∫ ∞
0

dt
te−t

2 − e−
3
4
t2
√

1− e−t2

(1− e−t2)2
= 1.72006 . . . (7.89)
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Отже, маємо таку асимптотику для ∆E1s у випадку, коли β →
0 (θ → 0 )

∆E1s =
e2β2

aB
S1s(0). (7.90)

Використавши (7.58), отримаємо

∆E1s =
e2

a3B

√
~2〈θ2〉

6
S1s(0). (7.91)

Подiбним способом можемо знайти поправки до збуджених s
рiвнiв атома водню

∆Ens =
e2β2

aBn5
Sns(β), (7.92)

де

Sns(β) = 4

∫ ∞
0

dρρ2e−
βρ
n L1

n−1

(
2βρ

n

)(
1

ρ
−

− 1√
ρ2 + p2ρ

 e−
βρ
n L1

n−1

(
2βρ

n

)
. (7.93)

Зауважимо, що

Sns(0) = S1s(0)n2 ' 1.72n2. (7.94)

Отже, отримаємо такi поправки до ns енергетичних рiвнiв ато-
ма водню

∆Ens =
e2

a3Bn
3

√
~2〈θ2〉

6
S1s(0). (7.95)

Результат (7.95) знайдено з точнiстю до лiнiйних флуктуацiй
[θ×p]2. У iнтегралi (7.50) було зроблено замiну 〈f(A)〉 −→ f(〈A〉).
А саме така замiна була розглянута〈

1√
r2 + [θ × p]2

〉
a,b

−→ 1√
r2 + 〈[θ × p]2〉a,b

, (7.96)
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де використано позначення

〈...〉a,b = 〈ψa0,0,0(a)ψb0,0,0(b)|...|ψa0,0,0(a)ψb0,0,0(b)〉a,b. (7.97)

Знайдемо поправки до ns енергетичних рiвнiв атома водню
точно. Повернемося до iнтегралу (7.49). Для зручностi введемо
безрозмiрнi координати

a′ =
a

lP
, (7.98)

b′ =
b

lP
. (7.99)

Отже, можемо записати θ у такому виглядi

θ =
αl2p
~

θ′, (7.100)

де

θ′ = [a′ × b′]. (7.101)

Також використаємо позначення

r′ =

√
2

α

r

lp
. (7.102)

Як наслiдок, перепишемо поправки до ns рiвнiв атома водню ∆Ens
як

∆Ens =
χ2e2

aB
Ins(χ), (7.103)

де

Ins(χ) =

∫
da′ψ̃a0,0,0(a

′)

∫
db′ψ̃b0,0,0(b

′)

∫
dr′ψ̃n,0,0(χr

′)

(
1

r′
−

− 1√
(r′)2 + [θ′ × p′]2

)
ψ̃n,0,0(χr

′)ψ̃a0,0,0(a
′)ψ̃b0,0,0(b

′),

(7.104)
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тут параметр χ визначається як

χ =

√
α

2

lp
aB

. (7.105)

Функцiї ψ̃a0,0,0(a′), ψ̃b0,0,0(b′) – безрозмiрнi власнi функцiї гармонi-
чного осцилятора

ψ̃a0,0,0(a
′) = π−

3
4 e−

(a′)2
2 , (7.106)

ψ̃b0,0,0(b
′) = π−

3
4 e−

(b′)2
2 . (7.107)

Функцiї ψ̃n,0,0(χr′) – безрозмiрнi власнi функцiї атома водню

ψ̃n,0,0(χr
′) =

√
1

πn5
e−

χr′
n L1

n−1

(
2χr′

n

)
, (7.108)

де L1
n−1

(
2χr′

n

)
– полiноми Лагера.

Звернiмо увагу на те, що при χ = 0 iнтеграл (7.104) має скiн-
ченне значення. Зважаючи на це, головний член асимптотичного
розкладу ∆Ens при χ→ 0 (α→ 0) можемо записати як

∆Ens =
χ2e2

aB
Ins(0). (7.109)

Знайдемо Ins(0) точно. Iз цiєю метою, для початку розглянемо
такий iнтеграл

Ins(χ,θ
′) =

∫
dr′ψ̃n,0,0(χr

′)

(
1

r′
−

− 1√
(r′)2 + [θ′ × p′]2

)
ψ̃n,0,0(χr

′). (7.110)

Зазначимо, що

Ins(0) =

=

∫
da′ψ̃a0,0,0(a

′)

∫
db′ψ̃b0,0,0(b

′)Ins(0, θ
′)ψ̃a0,0,0(a

′)ψ̃b0,0,0(b
′) =

= 〈Ins(0, θ′)〉a′,b′ .(7.111)
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Для розрахунку (7.110) зручно перейти до iмпульсного представ-
лення

Ins(χ,θ
′) =

1

χ6

∫
dp′ψ̃n,0,0

(
p′

χ

) 1√
−∇2

p′

−

− 1√
−∇2

p′ + [θ′ × p′]2

 ψ̃n,0,0

(
p′

χ

)
,

(7.112)

тут

∇2
p′ =

∑
i

∂2

(∂p′i)
2
. (7.113)

Важливо звернути увагу, що iнтеграл Ins(χ,θ
′) не залежить вiд

напрямку θ′. Тому справедливою є така рiвнiсть

Ins(χ,θ
′) =

1

4π

∫
dΩIns(χ,θ

′) = Ins(χ, θ
′). (7.114)

де

θ′ = |θ′|, (7.115)
dΩ = sin ΘdΘdΦ, (7.116)

тут Θ – кут мiж векторами θ′ та p′. Iнтеграл Ins(χ, θ′) має такий
вигляд

Ins(χ,θ
′) = Ins(χ, θ

′).
1

4πχ6

∫
dΩ

∫
dp′ψ̃n,0,0

(
p′

χ

) 1√
−∇2

p′

−

− 1√
−∇2

p′ + [θ′ × p′]2

 ψ̃n,0,0

(
p′

χ

)
=

(7.117)
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=
1

4πχ6

∫
dΩ

∫
dp′ψ̃n,0,0

(
p′

χ

) 1√
−∇2

p′

−

− 1√
−∇2

p′ + (θ′)2(p′)2 sin2 Θ

 ψ̃n,0,0

(
p′

χ

)
.

(7.118)

Використавши замiну

p̃ = κp′, (7.119)

де

κ =
√
θ′ sin Θ, (7.120)

та повернувшись до координатного представлення, можемо запи-
сати

Ins(χ, θ
′) =

θ′

2

∫ π

0
dΘ sin2 Θ

∫
dr̃ψ̃n,0,0(κχr̃)

(
1

r̃
−

− 1√
r̃2 + p̃2

)
ψ̃n,0,0(κχr̃) (7.121)

Зауважимо, що для ns рiвнiв iнтеграл (7.121) можемо спростити
та записати як

Ins(χ, θ
′) =

=
θ′

2

∫ π

0
dΘ sin2 Θ

∫ ∞
0

dr̃r̃2R̃n,0(κχr̃)

1

r̃
− 1√

r̃2 + p2r̃

 R̃n,0(κχr̃),

(7.122)

де

R̃n,0(κχr̃) =

√
4

n5
e−

κχr̃
n L1

n−1

(
2κχr̃

n

)
(7.123)

радiальнi власнi функцiї атома водню, pr̃ визначається як

pr̃ = −i1
r̃

∂

∂r̃
r̃. (7.124)
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Зручно використати таке позначення

Sns(κχ) = 4

∫ ∞
0

dr̃r̃2e−
κχr̃
n L1

n−1

(
2κχr̃

n

)(
1

r̃
−

− 1√
r̃2 + p2r̃

 e−
κχr̃
n L1

n−1

(
2κχr̃

n

)
, (7.125)

та переписати Ins(χ, θ′) у виглядi

Ins(χ, θ
′) =

θ′

2n5

∫ π

0
dΘ sin2 ΘSns(κχ). (7.126)

Для χ = 0 маємо:

Ins(0, θ
′) =

θ′

2n5

∫ π

0
dΘ sin2 ΘSns(0) =

πθ′

4n5
Sns(0). (7.127)

Повертаючись до (7.109) та врахувавши (7.111), (7.127), отри-
маємо вираз для поправок до ns енергетичних рiвнiв у такому
виглядi

∆Ens =
π〈θ′〉χ2e2

4aBn5
Sns(0), (7.128)

де

〈θ′〉 = 〈ψ̃a0,0,0(a′)ψ̃b0,0,0(b′)|
√∑

i

(θ′i)
2|ψ̃a0,0,0(a′)ψ̃b0,0,0(b′)〉 = 1.

(7.129)

Зауважимо, що результат 〈θ′〉 = 1 є очiкуваним, зважаючи на
вигляд безрозмiрних координат a′, b′.

Звернiмо увагу, що Sns(0) та S1s(0) пов’язанi таким спiввiдно-
шенням

Sns(0) = S1s(0)n2. (7.130)

Iз (7.128), (7.129), (7.130), отримаємо вираз для головного чле-
на асимтотичного розкладу поправок до ns рiвнiв атома водню

∆Ens =
πχ2e2

4aBn3
S1s(0). (7.131)
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Обчислимо S1s(0)

S1s(0) = 4

∫ ∞
0

dr̃r̃2

1

r̃
− 1√

r̃2 + p2r̃

 . (7.132)

Iз цiєю метою розкладемо одиницю в ряд за власними функцiями
оператора r̃2 + p2r̃

1 =
∞∑
k=0

Ckφk, (7.133)

де φk – власнi функцiї r̃2 + p2r̃ , Ck – коефiцiєнти розкладу

Ck =

√
2k!

Γ(k + 3
2)

∫ ∞
0

dr̃r̃2e−
r̃2

2 L
1
2
k

(
r̃2
)

= (−1)k

√
4Γ(k + 3

2)

k!
.

(7.134)

Отже, використавши (7.133), можемо записати другий доданок
у (7.132) як ∫ ∞

0
dr̃r̃2

1√
r̃2 + p2r̃

=
∞∑
k=0

C2
k√
λk
, (7.135)

де λk – власнi значення оператора r̃2 + p2r̃ .
Перший доданок у (7.132) може бути представлений у такому

виглядi ∫ ∞
0

dr̃r̃ =

∞∑
k=0

CkIk, (7.136)

де

Ik =

√
2k!

Γ(k + 3
2)

∫ ∞
0

dr̃r̃e−
r̃2

2 L
1
2
k

(
r̃2
)

=

= (−1)k

√
8k!

πΓ(k + 3
2)

2F1

(
−k, 1

2
;
3

2
; 2

)
, (7.137)
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тут 2F1

(
−k, 12 ; 3

2 ; 2
)
– гiпергеометрична функцiя.

Отже, врахувавши (7.135) та (7.136), маємо

S1s(0) = 4
∞∑
k=0

(
CkIk −

C2
k√
λk

)
=

= 16

√
2

π

∞∑
k=0

Γ(k + 3
2)

k!

(
2F1

(
−k, 1

2
;
3

2
; 2

)
−
√

π

8k + 6

)
=

1.72006....(7.138)

де ми використали результат (7.89). Взявши до уваги (7.138), мо-
жемо записати

∆Ens ' 1.72
πχ2e2

4aBn3
. (7.139)

Перепишемо поправки до ns рiвнiв через параметр некомута-
тивностi, а саме, iз (7.100), (7.105), маємо:

∆Ens ' 1.72
~〈θ〉πe2

8a3Bn
3
, (7.140)

де

〈θ〉 = 〈ψa0,0,0(a)ψb0,0,0(b)|
√∑

i

θ2i |ψ
a
0,0,0(a)ψb0,0,0(b)〉 =

αl2p
~
, (7.141)

та вектор θ заданий як (5.32).
Зауважимо, що

〈θ〉 =

√
2〈θ2〉

3
. (7.142)

Отже, точний та наближений результати для поправок до ns енер-
гетичних рiвнiв атома водню (7.140), (7.95), вiдповiдно, вiдрiзня-
ються множником π/4.

7.4 Енергетичнi рiвнi атома водню та тензор
некомутативностi

Цiкаво порiвняти результати для поправок до енергетичних рiв-
нiв атома водню у випадках рiзних виглядiв для тензора некому-
тативностi та, вiдповiдно, рiзних сферично-симетричних алгебр
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(5.17)-(5.19), (5.41)-(5.43). Знайдемо поправки до енергетичних рiв-
нiв атома водню у випадку, коли сферично-симетрична некому-
тативна алгебра побудована як (5.41)-(5.43). Розгляньмо повний
гамiльтонiан

Ha = Hh +Ha
osc, (7.143)

де

Hh =
P 2

2M
− e2

R
, (7.144)

Ha
osc =

(pa)2

2mosc
+
moscω

2a2

2
, (7.145)

тут R =
√∑

iX
2
i та координати Xi задовольняють (5.41).

Використаємо таке представлення

Xi = xi −
l0
2~
εijkakpj , (7.146)

Pi = pi, (7.147)

де θij визначений як (5.39). Координати xi та iмпульси pi задо-
вольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення (5.27)-(5.29) та ко-
мутують iз ai, pai . Координати Xi (7.146) зручно переписати у
такому виглядi

Xi = xi +
l0
2~

[a× p]i. (7.148)

Зауважимо, що для координат Xi та iмпульсiв paj виконується
спiввiдношення

[Xi, p
a
j ] = iεijk

l0
2
pk. (7.149)

Знайдемо розклад для гамiльтонiана Ha з точнiстю до другого
порядку за l0a/~. Використавши (7.148), маємо:

R =

√∑
i

X2
i =

√
r2 − l0

~
(a · L) +

l20
4~2

[a× p]2, (7.150)
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де r =
√∑

i x
2
i та L = [r×p]. Оскiльки оператори пiд квадратним

коренем не комутують, запишемо розклад для R у такому виглядi:

R = r − l0
2~r

(a · L)− l20
8~2r3

(a · L)2 +

+
l20

16~2

(
1

r
[a× p]2 + [a× p]2

1

r
+ a2f(r)

)
, (7.151)

де f(r) – невiдома функцiя. Пiднесемо до квадрату лiву та праву
частини рiвностi (7.151)

~2

r4
[a× r]2 − ra2f(r) = 0. (7.152)

Iз (7.152) легко отримати

a2f(r) =
~2

r5
[a× r]2. (7.153)

Отже, врахувавши (7.151) та (7.153), знайдемо розклад для
R−1

1

R
=

1

r
+

l0
2~r3

(a · L) +
3l20

8~2r5
(a · L)2 −

− l20
16~2

(
1

r2
[a× p]2

1

r
+

1

r
[a× p]2

1

r2
+

~2

r7
[a× r]2

)
. (7.154)

В результатi, можемо записати гамiльтонiан (7.143) у такому
виглядi

Ha = Ha
0 + V a, (7.155)

де

Ha
0 = H

(0)
h +Ha

osc. (7.156)

Тут V – збурення, зумовлене некомутативнiстю координат

V a = − l0e
2

2~r3
(a · L)− 3l20e

2

8~2r5
(a · L)2 +

+
l20e

2

16~2

(
1

r2
[a× p]2

1

r
+

1

r
[a× p]2

1

r2
+

~2

r7
[a× r]2

)
, (7.157)
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та H(0)
h – гамiльтонiан атома водню у звичайному просторi.

Знайдемо поправки до енергетичних рiвнiв атома водню, зу-
мовленi некомутативнiстю координат (5.41). Зауважимо, що H(0)

h
комутує з Ha

osc[
p2

2M
− e2

r
,
(pa)2

2m
+
mω2a2

2

]
= 0. (7.158)

Отже, власнi функцiї та власнi значення, що вiдповiдають Ha
0 ,

(7.156) мають такий вигляд

E
(0)
n,{na} = − e2

2aBn2
+ ~ω

(
na1 + na2 + na3 +

3

2

)
, (7.159)

ψ
(0)
n,l,m,{na} = ψn,l,mψ

a
na1 ,n

a
2 ,n

a
3
, (7.160)

де ψn,l,m – власнi функцiї атома водню у звичайному просто-
рi (θij = 0), ψana1 ,na2 ,na3 – власнi функцiї гармонiчного осцилятора
(7.145).

Вiдповiдно до теорiї збурень, у випадку, коли гармонiчний
осциляторHa

osc знаходиться в основному станi, маємо такi поправ-
ки до енергетичних рiвнiв атома водню, зумовленi некомутатив-
нiстю координат (5.41)

∆E
a,(1)
n,l = 〈ψ(0)

n,l,m,{0}|V |ψ
(0)
n,l,m,{0}〉 =

= − l
2
0

~2
~2e2〈a2〉
a5Bn

5

(
5n2 − 3l(l + 1) + 1

2(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)
−

− 6n2 − 2l(l + 1)

3l(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)(2l − 1)
+

1

6l(l + 1)(2l + 1)
−

−5

6

5n2 − 3l(l + 1) + 1

l(l + 1)(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

)
, (7.161)

де 〈a2〉 визначається як

〈a2〉 = 〈ψa0,0,0|a2|ψa0,0,0〉 =
3

2

(
~
mω

)
=

3

2
l2P . (7.162)

Тут ми використали результати обчислень вiдповiдних iнтегралiв
(7.26), (7.34).
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У другому порядку теорiї збурень можемо записати

∆E
(2)
n,l,m,{0} =

∑
n′,l′,m′,{na}

∣∣∣〈ψ(0)
n′,l′,m′,{na} |V |ψ

(0)
n,l,m,{0}

〉∣∣∣2
E

(0)
n − E(0)

n′ − ~ω(na1 + na2 + na3)
, (7.163)

де набiр чисел n′, l′, m′, {na} не спiвпадає iз n, l, m, {0}, E(0)
n =

−e2/(2aBn2). У границi ω →∞ отримаємо:

lim
ω→∞

∆E
(2)
n,l,m,{0} = 0. (7.164)

Отже, поправки до енергетичних рiвнiв атома водню у сферично-
симетричному некомутативному просторi (5.41)-(5.43) мають та-
кий вигляд

∆En,l = − l
2
0

~2
~2e2〈a2〉
a5Bn

5

(
5n2 − 3l(l + 1) + 1

2(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)
−

− 6n2 − 2l(l + 1)

3l(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)(2l − 1)
+

1

6l(l + 1)(2l + 1)
−

−5

6

5n2 − 3l(l + 1) + 1

l(l + 1)(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

)
.

(7.165)

Звернiмо увагу, що у випадку, коли l = 0 чи l = 1 поправки
(7.165) є розбiжними. Знайдемо поправки до ns енергетичних рiв-
нiв атома водню. Iз цiєю метою перепишемо збурення, зумовлене
некомутативнiстю координат (5.41), у такому виглядi

V = −e
2

R
+
e2

r
= − e2√

r2 − l0
~ (a · L) +

l20
4~2 [a× p]2

+
e2

r
. (7.166)

Як наслiдок, вiдповiдно до теорiї збурень можемо записати вираз
для поправок до ns енергетичних рiвнiв

∆Ens =

〈
ψ
(0)
n,0,0,{0}

∣∣∣∣e2r −
− e2√

r2 − l0
~ (a · L) +

l20
4~2 [a× p]2

∣∣∣∣∣∣ψ(0)
n,0,0,{0}

〉
. (7.167)
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Зауважимо, що (a · L) комутує з [a× p]2 та r2

[(a · L), [a× p]2] = 0, (7.168)
[(a · L), r2] = 0. (7.169)

Також звернiмо увагу на те, що

(a · L)ψ
(0)
n,0,0,{0} = 0. (7.170)

Отже, можемо переписати поправки (7.167) як

∆Ens =

〈
ψ
(0)
n,0,0,{0}

∣∣∣∣∣∣e
2

r
− e2√

r2 +
l20
4~2 [a× p]2

∣∣∣∣∣∣ψ(0)
n,0,0,{0}

〉
=

=
χ2e2

aB
Ians(χ̃),(7.171)

де ми використали таке позначення

Ians(χ̃) =

∫
da′ψ̃a0,0,0(a

′)

∫
dr′ψ̃n,0,0(χ̃r

′)

(
1

r′
−

− 1√
(r′)2 + [a′ × p′]2

)
ψ̃n,0,0(χ̃r

′)ψ̃a0,0,0(a
′), (7.172)

тут

χ̃ =

√
l0lP
2a2B

, (7.173)

r′ = r

√
2

l0lP
, (7.174)

функцiї ψ̃n,0,0(χ̃r′) та ψ̃a0,0,0(a′) визначаються як (7.108), (7.106),
вiдповiдно.

Зазначимо, що у випадку χ̃ = 0 iнтеграл (7.172) має скiнченне
значення. Отже, у границi χ̃ → 0 головний член асимптотичного
розкладу ∆Ens має вигляд

∆Ens =
χ̃2e2

aB
Ins(0). (7.175)
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Щоб знайти Ians(0), розглянемо для початку такий iнтеграл

Ins(χ̃,a
′) =

∫
dr′ψ̃n,0,0(χ̃r

′)

(
1

r′
−

− 1√
(r′)2 + [a′ × p′]2

)
ψ̃n,0,0(χ̃r

′). (7.176)

У випадку, коли χ̃ = 0, на основi результатiв попереднiх обчислень
iнтеграла (7.127) маємо

Ians(0,a
′) ' 1.72

πa′

4n3
, (7.177)

тут a′ = |a′|. Зауважимо, що

Ians(0) = 〈Ians(0,a′)〉a′ , (7.178)

де 〈...〉a′ позначає 〈ψ̃a0,0,0(a′)|...|ψ̃a0,0,0(a′)〉. Отже, врахувавши (7.173),
(7.175), (7.177), (7.178) та повернувшись до a = lPa

′, запишемо
головний член асимптотичного розкладу поправок до ns енерге-
тичних рiвнiв

∆Ens ' 1.72
~〈θ〉πe2

8a3Bn
3
, (7.179)

де

〈θ〉 =
l0
~
〈ψa0,0,0|

√∑
i

a2i |ψ
a
0,0,0〉 =

2l0lP√
π~

. (7.180)

Порiвнявши результати для поправок до енергетичних рiвнiв
атома водню у сферично-симетричному некомутативному просто-
рi (5.41)-(5.43) та (5.17)-(5.19), можемо зробити висновок, що ви-
рази для поправок у двох випадках є однаковими. Вiдрiзняються
тiльки вирази для середнiх тензора некомутативностi, що пов’я-
зано з рiзними способами його побудови.

Звернiмо увагу на те, що у двох випадках побудови сферично-
симетричної некомутативної алгебри (5.41)-(5.43) та (5.17)-(5.19)
поправки до ns енергетичних рiвнiв є пропорцiйними до 〈θ〉 =√

2〈θ2〉/
√

3. Для енергетичних рiвнiв iз l > 1 поправки пропор-
цiйнi до 〈θ2〉. Отже, можемо зробити висновок, що ns енергетичнi
рiвнi є бiльш чутливими до некомутативностi координат.
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7.5 Оцiнка верхньої межi параметра неко-
мутативностi на основi поправок до ns
рiвнiв атома водню

Знайдемо оцiнку для верхньої межi параметра некомутативностi,
порiвнявши результати для поправок до енергетичних рiвнiв ато-
ма водню, отриманi у попередньому пiдроздiлi, iз експерименталь-
ними даними.

У статтi [77] представлено такий результат для частоти пере-
ходу

f1s−2s = 2466061413187018(11)Гц, (7.181)

точнiсть якого 4.5× 10−15.
Використавши (7.140) та (7.142) можемо записати поправки до

енергiї переходу 1s− 2s, зумовленi некомутативнiстю координат

∆1,2 = ∆E2s −∆E1s = − 7

32
√

6a3B

√
〈θ2〉~πe2S1s(0). (7.182)

Тут S1s(0) = 1.72006... (7.89). Знайдемо вiдношення ∆1,2/(E
(0)
2 −

E
(0)
1 ) де E(0)

n – енергетичнi рiвнi атома водню у звичному випадку
(θij = 0)

E(0)
n = − e2

2aBn2
. (7.183)

Iз (7.182), (7.183) маємо

∆1,2

E
(0)
2 − E

(0)
1

= − 7

12
√

6a2B
π~S1s(0)

√
〈θ2〉. (7.184)

З метою оцiнки верхньої межi для параметра некомутативностi
припустимо, що поправки, зумовленi некомутативнiстю коорди-
нат, знаходяться в межах точностi експериментальних даних. При-
пустивши, що |∆1,2|/(E(0)

2 − E
(0)
1 ) не перевищує 4.5× 10−15

|∆1,2|
E

(0)
2 − E

(0)
1

≤ 4.5× 10−15, (7.185)
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маємо:

7

12
√

6a2B
π~S1s(0)

√
〈θ2〉 ≤ 4.5× 10−15. (7.186)

Отже, iз (7.186) отримаємо верхню межу для параметра некому-
тативностi

~
√
〈θ2〉 ≤ 7.7× 10−36 м2. (7.187)

Важливо зауважити, що отриманий результат для верхньої ме-
жi (7.187) покращує результати, представленi у лiтературi, оскiль-
ки отримана нерiвнiсть (7.187) накладає сильнiшi обмеження на
величину параметра некомутативностi нiж результат, знайдений
у [21] на основi даних про зсув Лемба.

Використовуючи (7.187) та врахувавши (7.25), ми також мо-
жемо оцiнити величину константи α

α ≤ 2.4× 1034, (7.188)

де константа α означена в (5.14).
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Роздiл 8

Система двох частинок у
некомутативному просторi
зi збереженою сферичною
симетрiєю

У загальному випадку у сферично-симетричному просторi з кано-
нiчною некомутативнiстю координат (5.41)-(5.43) рiзним частин-
кам можуть вiдповiдати рiзнi тензори некомутативностi. Отже,
iснує проблема опису руху центра мас системи частинок у неко-
мутативному просторi зi збереженою сферичною симетрiєю.

У роздiлi вивчається система двох частинок у сферично-симе-
тричному некомутативному просторi канонiчного типу. Знаходи-
ться вираз для ефективного тензора некомутативностi, який опи-
сує рух центра мас системи частинок. Як приклад двочастинкової
системи розглядається атом водню [78].

8.1 Iмпульс та координати центра мас дво-
частинкової системи

Розгляньмо систему двох частинок m1, m2, якi взаємодiють мiж
собою у сферично-симетричному некомутативному просторi.

[Xi, Xj ] = i~θij , (8.1)
[Xi, Pj ] = i~δij , (8.2)

[Pi, Pj ] = 0, (8.3)
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108 Система двох частинок у некомутативному просторi

де тензор некомутативностi θij визначений як

θij =
αl2P
~
εijkãk. (8.4)

Тут α – безрозмiрна константа, lP – довжина Планка, ãi – дода-
тковi координати, якi описуються гармонiчним осцилятором

Hosc = ~ω
(

(p̃a)2

2
+
ã2

2

)
. (8.5)

У загальному випадку координати рiзних частинок можуть за-
довольняти некомутативну алгебру з рiзними тензорами некому-
тативностi. Припустимо, що координати, якi вiдповiдають рiзним
частинкам комутують. Отже, можемо записати таку алгебру

[X
(n)
i , X

(m)
j ] = i~θ(n)ij δnm, (8.6)

[X
(n)
i , P

(m)
j ] = i~δijδnm, (8.7)

[P
(n)
i , P

(m)
j ] = 0. (8.8)

де iндекси n, m позначають частинки, θ(n)ij – тензор некомутатив-

ностi, який вiдповiдає частинцi з масою mn. Координати X(n)
i та

iмпульси P (n)
i можуть бути представленi як

X
(n)
i = x

(n)
i −

1

2
θ
(n)
ij p

(n)
j , (8.9)

P
(n)
i = p

(n)
i , (8.10)

Важливо зауважити, що вiдповiдно до (8.9), оператори X(n)
i зале-

жать вiд iмпульсiв p(n)i i тому залежать вiд маси mn. Координати
X

(n)
i не залежать вiд маси та можуть бути розглянутi як кiнема-

тичнi змiннi у випадку, коли тензор некомутитавностi є пропор-
цiйним до 1/mn, а саме коли виконується така умова

αn = γ̃
mP

mn
, (8.11)

де γ̃ – безрозмiрна константа, яка не залежить вiд маси, mP –
маса Планка.
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Взявши до уваги умову (8.11), можемо записати

θ
(n)
ij = γ̃

l2PmP

~mn
εijkãk. (8.12)

Гамiльтонiан, який вiдповiдає системi, має такий вигляд:

Hs =
(P (1))2

2m1
+

(P (2))2

2m2
+ V (|X(1) −X(2)|), (8.13)

де V (|X(1)−X(2)|) – потенцiальна енергiя взаємодiї частинок. Ко-
ординати X(n)

i задовольняють некомутативну алгебру (8.6)-(8.8).
У сферично-симетричному некомутативному просторi, зважа-

ючи на визначення тензора некомутативностi (8.4), при записi га-
мiльтонiану потрiбно брати до уваги додатковi доданки, якi вiдпо-
вiдають гармонiчному осцилятору. Тому ми розглядаємо повний
гамiльтонiан у такому виглядi

H =
(P (1))2

2m1
+

(P (2))2

2m2
+ V (|X(1) −X(2)|)

+~ω
(

(p̃a)2

2
+
ã2

2

)
. (8.14)

Знайдемо iмпульс центра мас, як iнтеграл руху у сферично-
симетричному некомутативному просторi, та введемо координати
центра мас. Звернiмо увагу на те, що iмпульс центра мас Pc, ви-
значений традицiйним способом

Pc = P(1) + P(2) (8.15)

задовольняє таке спiввiдношення

[Pc, H] = 0. (8.16)

Отже, iмпульс центра мас (8.15) є iнтегралом руху у сферично-
симетричному некомутативному просторi. Спряженi до нього ко-
ординати центра мас мають вигляд

Xc =
m1X

(1) +m2X
(2)

m1 +m2
. (8.17)
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Звернiмо увагу на те, що координати центра мас Xc
i задовольня-

ють некомутативну алгебру з ефективним тензором некомутатив-
ностi θ̃ij . Iз (8.6), (8.12) та (8.17) отримаємо:

[Xc
i , X

c
j ] = i~θ̃ij , (8.18)

де ефективний тензор некомутативностi визначений як

θ̃ij =
m2

1θ
(1)
ij +m2

2θ
(2)
ij

M2
= γ̃

l2PmP

~M
εijkãk, (8.19)

тут M = m1 +m2.
Координати та iмпульси, якi вiдповiдають вiдносному руху мо-

жуть також бути означенi традицiйним чином

Xr = X(2) −X(1), (8.20)
Pr = µ1P

(2) − µ2P(1), (8.21)

тут µi = mi/M .
Координати Xr

i та iмпульси P ri задовольняють такi спiввiдно-
шення

[Xr
i , X

r
j ] = i~(θ

(1)
ij + θ

(2)
ij ) = i~θµij , (8.22)

[Xr
i , P

r
j ] = i~δij , (8.23)

[P ri , P
r
j ] = 0. (8.24)

Отже, кординати вiдносного руху задовольняють некомутативну
алгебру з ефективним тензором некомутативностi, який визнача-
ється як

θµij = γ̃
l2PmP

~µ
εijkãk. (8.25)

Важливо пiдкреслити, що координати центра мас та координа-
ти вiдносного руху комутують, оскiльки виконується умова (8.11).
Маємо:

[Xc
i , X

r
j ] = i

~
M

(
m2θ

(2)
ij −m1θ

(1)
ij

)
= 0. (8.26)

Гамiльтонiан двочастинкової системи Hs буде мати вигляд

Hs =
(P c)2

2M
+

(P r)2

2µ
+ V (|Xr|), (8.27)
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тут µ = m1m2/(m1 +m2) – приведена маса.
На завершення цього пiдроздiлу зауважимо, що у випадку, ко-

ли маси частинок системи є одинаковимиm1 = m2, та θ
(1)
ij = θ

(2)
ij =

θij , вiдповiдно до (8.19), отримаємо:

θ̃ij =
θij
2
. (8.28)

Також iз (8.25) маємо

θµij = 2θij . (8.29)

Отже, вiдносний рух є бiльш чутливий до некомутативностi коор-
динат у порiвняннi до руху окремих частинок.

8.2 Атом водню, як двочастинкова система
у сферично-симетричному некомутатив-
ному просторi

Розгляньмо атом водню, як двочастинкову систему, у некомута-
тивному просторi зi збереженою сферичною симетрiєю (8.6)-(8.8).
Запишемо повний гамiльтонiан

H =
(P (1))2

2mp
+

(P (2))2

2me
− e2

|X(1) −X(2)|
+

+~ω
(

(p̃a)2

2
+
ã2

2

)
, (8.30)

тут me та mp – маси електрона та протона, вiдповiдно. Викори-
ставши результати, представленi у попередньому пiдроздiлi, мо-
жемо переписати гамiльтонiан (8.30) у такому виглядi

H =
(P c)2

2M
+

(P r)2

2µ
− e2

Xr
+ ~ω

(
(p̃a)2

2
+
ã2

2

)
,

(8.31)

тут використано такi позначення:

M = me +mp, (8.32)

µ =
memp

(me +mp)
, (8.33)

Xr = |Xr|. (8.34)
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Знайдемо поправки до енергетичних рiвнiв атома водню з точнi-
стю до другого порядку за параметром некомутативностi Взявши
до уваги (8.9) та (8.10), легко показати, що координати Xr

i та iм-
пульси P ri можуть бути представленi як

Xr
i = xri +

γ̃mP l
2
P

2~µ
[ã× pr]i, (8.35)

P ri = pri , (8.36)

тут

xri = x
(2)
i − x

(1)
i , (8.37)

pri = µ1p
(2)
i − µ2p

(1)
i . (8.38)

Координати xri та iмпульси pri задовольняють звичнi комутацiйнi
спiввiдношення

[xri , x
r
j ] = 0, (8.39)

[pri , p
r
j ] = 0, (8.40)

[xri , p
r
j ] = i~δij . (8.41)

Використовуючи представлення (8.35), (8.36), можемо переписати
гамiльтонiан (8.31) як

H =
(pc)2

2M
+

(pr)2

2µ
− e2∣∣∣xr +

γ̃mP l
2
P

2~µ [ã× pr]
∣∣∣ +

+~ω
(

(p̃a)2

2
+
ã2

2

)
, (8.42)

тут pc = p(1) + p(2).
Запишемо розклад для H з точнiстю до другого порядку за

параметром

θµ = γ̃
l2PmP

~µ
ã. (8.43)

Щоб це зробити, для початку знайдемо розклад для оператора
Xr.

Xr =

∣∣∣∣xr +
γ̃mP l

2
P

2~µ
[ã× pr]

∣∣∣∣ =

=

√
(xr)2 − (θµ · Lr) +

1

4
[θµ × pr]2, (8.44)
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тут

Lr = [xr × pr]. (8.45)

Звернiмо увагу, що оператори пiд коренем квадратним не ко-
мутують. Тому запишемо розклад для Xr iз невiдомою функцiєю
f(xr)

Xr = xr − 1

2xr
(θµ · Lr)− 1

8(xr)3
(θµ · Lr)2 +

+
1

16

(
1

xr
[θµ × pr]2 + [θµ × pr]2

1

xr
+ (θµ)2f(xr)

)
.

(8.46)

Щоб знайти Функцiю f(xr), пiднесемо до квадрату лiву i праву
частину рiвностi (8.46). Маємо

~2

(xr)4
[θµ × xr]2 − xr(θµ)2f(xr) = 0. (8.47)

Отже, iз рiвняння (8.47) можемо записати

(θµ)2f(xr) =
~2

(xr)5
[θµ × xr]2. (8.48)

На основi отриманих рiвностей (8.46), (8.48) легко знайти роз-
клад для 1/Xr та записати розклад для гамiльтонiану (8.42) з
точнiстю до другого порядку за параметром θµ

H = H0 + V, (8.49)

H0 = H
(0)
h +Hosc, (8.50)

тут

H
(0)
h =

(pc)2

2M
+

(pr)2

2µ
− e2

xr
(8.51)

є гамiльтонiаном атома водню у звичному просторi (θµ = 0) та
гамiльтонiан Hosc визначений як (8.5). Збурення, зумовлене неко-

113
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мутатинiстю, V запишеться як

V = − e2

2(xr)3
(θµ · Lr)− 3e2

8(xr)5
(θµ · Lr)2 +

+
e2

16

(
1

(xr)2
[θµ × pr]2

1

xr
+

1

xr
[θµ × pr]2

1

(xr)2
+

+
~2

(xr)7
[θµ × xr]2

)
. (8.52)

Знайдiмо поправки до енергетичних рiвнiв атома водню, вико-
ристовуючи теорiю збурень. Звернiмо увагу на те, що iмпульс цен-
тра мас pc є iнтегралом руху. Оператор pc комутує з H(0)

h та Hosc,
тому можна замiнити оператор pc на його власнi значення. Отже,
можемо розглянути проблему для знаходження власних значень
для такого гамiльтонiану

H̃0 =
(pr)2

2µ
− e2

xr
+Hosc. (8.53)

Гамiльтонiан, який вiдповiдає за вiдносний рух, комутує з гамiль-
тонiаном осцилятора

[
(pr)2

2µ
− e2

xr
, Hosc] = 0. (8.54)

Отже, можемо записати власнi значення та власнi функцiї для H̃0

E
(0)
n,{na} = − e2

2a∗Bn
2

+ ~ω
(
na1 + na2 + na3 +

3

2

)
, (8.55)

ψ
(0)
n,l,m,{na} = ψn,l,mψ

a
na1 ,n

a
2 ,n

a
3
, (8.56)

тут ψn,l,m – добре вiдомi хвильовi функцiї атома водню у звично-
му просторi, ψana1 ,na2 ,na3 – власнi функцiї тривимiрного гармонiчного
осцилятора Hosc та a∗B – радiус Бора

a∗B =
~2

µc2
. (8.57)
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У випадку, коли гармонiчний осцилятор знаходиться у основ-
ному станi, вiдповiдно до теорiї збурень можемо записати

∆E
(1)
n,l = 〈ψ(0)

n,l,m,{0}|V |ψ
(0)
n,l,m,{0}〉 =

= −~2e2〈(θµ)2〉
(a∗B)5n5

(
1

6l(l + 1)(2l + 1)
−

− 6n2 − 2l(l + 1)

3l(l + 1)(2l + 1)(2l + 3)(2l − 1)
+

+
5n2 − 3l(l + 1) + 1

2(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)
−

−5

6

5n2 − 3l(l + 1) + 1

l(l + 1)(l + 2)(2l + 1)(2l + 3)(l − 1)(2l − 1)

)
. (8.58)

тут 〈(θµ)2〉 визначається як

〈(θµ)2〉 = 〈ψa0,0,0|θ2µ|ψa0,0,0〉 =
3

2

(
γ̃mP l

2
P

~µ

)2

. (8.59)

У другому порядку теорiї збурень маємо

∆E
(2)
n,l,m,{0} =

=
∑

n′,l′,m′,{na}

∣∣∣〈ψ(0)
n′,l′,m′,{na} |V |ψ

(0)
n,l,m,{0}

〉∣∣∣2
E

(0)
n − E(0)

n′ − ~ω(na1 + na2 + na3)
, (8.60)

тут набiр квантових чисел n′, l′, m′, {na} не спiвпадає з n, l, m,
{0}. Ми також використали позначення E

(0)
n для енергетичних

рiвнiв атома водню у випадку вiдсутностi збурення, зумовленого
некомутативнiстю

E(0)
n = − e2

2a∗Bn
2
. (8.61)

У випадку, коли ω →∞, маємо

lim
ω→∞

∆E
(2)
n,l,m,{0} = 0. (8.62)
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Отже, поправки до енергетичних рiвнiв з точнiстю до другого
порядку за параметром некомутативностi мають такий вигляд

∆En,l = ∆E
(1)
n,l . (8.63)

Отриманий результат (8.63) є розбiжним для ns та np енергети-
чних рiвнiв. Це означає те, що розклад 1/Xr у ряд за параметром
некомутативностi не може бути використаним для обчислення по-
правок до ns та np енергетичних рiвнiв. Тому необхiдно записати
поправки до ns енергетичних рiвнiв атома водню як

∆Ens =

〈
ψ
(0)
n,0,0,{0}

∣∣∣∣ e2xr − e2

Xr

∣∣∣∣ψ(0)
n,0,0,{0}

〉
, (8.64)

тут Xr визначається як (8.63). Звернiмо увагу, що тут ми не ви-
користовуємо розклад в ряд за малим параметром некомутатив-
ностi. Зауважимо, що (θµ · Lr) комутує з [θµ × pr]2 та (xr)2.

[(θµ · Lr), [θµ × pr]2] = [(θµ · Lr), (xr)2] = 0. (8.65)

Також важливо, що

(θµ · Lr)ψ(0)
n,0,0,{0} = 0. (8.66)

Отже, ми можемо переписати поправки (8.64) у такому виглядi

∆Ens =〈
ψ
(0)
n,0,0,{0}

∣∣∣∣∣∣ e
2

xr
− e2√

(xr)2 + 1
4 [θµ × pr]2

∣∣∣∣∣∣ψ(0)
n,0,0,{0}

〉

=
χ2e2

aB
Ins(χ),

(8.67)

де ми використали позначення

Ins(χ) =

∫
dãψ̃a0,0,0(ã)

∫
d(x̃r)ψ̃n,0,0(χx̃

r)

(
1

x̃r
−

− 1√
(x̃r)2 + [ã× p̃r]2

)
ψ̃n,0,0(χx̃

r)ψ̃a0,0,0(ã),

(8.68)
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тут

χ =

√
γ̃mP

2µ

lP
a∗B

. (8.69)

Функцiї ψ̃n,0,0(χx̃r) є хвильовими функцiями атома водню

ψ̃n,0,0(χx̃
r) =

√
1

πn5
e−

χx̃r

n L1
n−1

(
2χx̃r

n

)
(8.70)

де L1
n−1

(
2χx̃r

n

)
– узагальненi полiноми Лагера. Функцiї

ψ̃a0,0,0(ã) = π−
3
4 e−

ã2

2 (8.71)

є хвильовими функцiями гармонiчного осцилятора

x̃r =

√
2µ

γ̃mP l2P
xr. (8.72)

Iнтеграл (8.68) має скiнченне значення у випадку, коли χ = 0. Як
наслiдок, для χ → 0 можемо записати головний член асимптоти-
чного розкладу для ∆Ens

∆Ens =
χ2e2

a∗B
Ins(0) =

χ2e2

a∗B
〈Ins(0, ã)〉ã, (8.73)

тут 〈...〉ã позначає 〈ψ̃a0,0,0(ã)|...|ψ̃a0,0,0(ã)〉. Розгляньмо iнтеграл

Ins(χ, ã) =

∫
d(x̃r)ψ̃n,0,0(χx̃

r)

(
1

x̃r
−

− 1√
(x̃r)2 + [ã× p̃r]2

)
ψ̃n,0,0(χx̃

r). (8.74)

Для χ = 0 маємо

Ins(0, ã) ' 1.72
πã

4n3
, (8.75)

тут ã = |ã|.
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Отже, взявши до уваги (8.69), (8.73), (8.75), можемо записа-
ти головний член асимптотичного розкладу для поправок до ns
енергетичних рiвнiв за малим параметром некомутативностi

∆Ens ' 1.72
~〈θµ〉πe2

8(a∗B)3n3
, (8.76)

де

〈θµ〉 = 〈ψa0,0,0|θµ|ψa0,0,0〉 =
2γ̃mP l

2
P√

π~µ
. (8.77)

Важливо зауважити, що ns енергетичнi рiвнi є дуже чутливi
до некомутативностi координат. Поправки до цих рiвнiв є пропор-
цiними до 〈θµ〉 (8.76). Для поправок до енергетичних рiвнiв з l > 1
ми отримали, що вони пропорцiйнi до 〈(θµ)2〉 (8.63).
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