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Передмова

Рiзнi деформованi алгебри було запропоновано для опису кванто-
ваного простору (простору з мiнiмальною довжиною). Цi алгебри
можуть бути подiленi на три типи, а саме: некомутативнi алгебри
канонiчного типу (комутатори координат та комутатори iмпуль-
сiв дорiвнюють константам), некомутативнi алгебри типу Лi (ко-
мутатори координат та iмпульсiв дорiвнюють лiнiйним функцiям
координат та iмпульсiв) та нелiнiйнi деформованi алгебри (кому-
татори координат та iмпульсiв дорiвнюють нелiнiйним функцiям
координат та iмпульсiв).

Дослiдження деформованих комутацiйних спiввiдношень з мi-
нiмальною довжиною та їх класичних границь (~ → 0) набуло в
останнiй час значної популярностi. Першi кроки в цьому напрямi
зробив Снайдер, який розглядав цю iдею як спосiб регуляриза-
цiї розбiжностей у квантовiй теорiї поля [1–3]. Алгебра Снайдера
характеризується такими спiввiдношеннями:

[Xµ, Xµ] = i~βJµν , (1)
[Xi, Pj ] = i~(ηµν + βPµPν), (2)

[Pµ, Pν ] = 0, (3)

де Jµν – генератори Лоренца; β – константа (β > 0); ν, µ = (0, 1, 2, 3);
ηµν – метричний тензор [ηµν ] = diag(−1, 1, 1, 1). У нерелятивiст-
ському випадку алгебра Снайдера має такий вигляд:

[Xi, Xj ] = i~β(PjXi − PiXj), (4)
[Xi, Pj ] = i~(δij + βPiPj), (5)

[Pi, Pj ] = 0. (6)

Тут i, j = (1, 2, 3) (див., наприклад, [4–8]).
За останнi десятилiття зацiкавленiсть у гiпотезi мiнiмальної

довжини вiдродилася завдяки дослiдженням у теорiї струн i кван-
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товiй гравiтацiї [9–11]. Вони привели до висновку про узагальне-
ний принцип невизначеностi, який виглядає так:

∆X ≥ ~
2

(
1

∆P
+ β∆P

)
. (7)

Тут вводиться фундаментальна мiнiмальна довжина ∆Xmin =
~
√
β. Припускається, що мiнiмальна довжина та довжина Планка

lp =
√

~G/c3 = 1.6 · 10−35 м є величинами одного порядку.
Кемпф та iншi дослiдники зробили висновок, що мiнiмальна

довжина може бути досягнута в квантовiй механiцi шляхом мо-
дифiкацiї звичайних канонiчних комутацiйних вiдношень [12–15].
Для одновимiрного простору деформованi комутацiйнi спiввiдно-
шення мають вигляд:

[X̂, P̂ ] = i~(1 + βP̂ 2). (8)

У випадку бiльш високих розмiрностей простору, такi деформацiї
можна узагальнити за допомогою таких спiввiдношень:

[X̂i, P̂j ] = i~[(1 + βP̂ 2)δij + β′P̂iP̂j ],

[X̂i, X̂j ] = i~
2β − β′ + (2β + β′)βP̂ 2

1 + βP̂ 2
(P̂iX̂j − P̂jX̂i), (9)

[P̂i, P̂j ] = 0.

Тут β та β′ – два невiд’ємнi параметри.
Варто зазначити, що деформованi комутацiйнi спiввiдношен-

ня, запропонованi Кемпфом, не є лоренц-коварiантними. Лоренц-
коварiантна версiя таких спiввiдношень була запропонована у пра-
цi [16] i може розглядатися як узагальнення алгебри, запропоно-
ваної Снайдером.

Гiпотезу мiнiмальної довжини було застосовано до рiзних про-
блем квантової механiки, таких як гармонiчний осцилятор [13,17–
20], осцилятор Дiрака [16, 21], атом водню [22–26], гравiтацiйна
квантова яма [27, 28], частинка в дельта-потенцiалi [29, 30], одно-
вимiрна задача кулонiвського типу [29,31,32], частинка в потенцi-
алi 1/X2 [33,34], ефект Казимира [35], розсiювання частинок [36]
та iн.

Вплив квантування простору вивчено на класичному рiвнi для
таких проблем: кеплерiвськi орбiти, статистична фiзика, складенi
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системи та iншi [37–43]. Є також кiлька дослiджень, що розгля-
дають класичнi системи з лоренц-коварiантними типами дефор-
мацiй. Наприклад, в [44] була дослiджена класична система взає-
модiючих релятивiстських частинок у некомутативному просторi
Снайдера. Також в [45] розглянуто питання порушення принци-
пу еквiвалентностi, що спричинене некомутативним простором-
часом.

Багато фiзичних проблем вивчали у просторi з канонiчною не-
комутативнiстю координат та некомутативнiстю iмпульсiв (кван-
тованому фазовому просторi канонiчного типу), серед них: вiльна
частинка [46], система вiльних частинок [47], атом водню [46, 48–
50], гармонiчний осцилятор [46, 51–58], нейтрони в гравiтацiйнiй
квантовiй ямi [59, 60], гравiтацiйнi хвилi [61], задача Ландау [58],
задачi квантової iнформацiї [62,63] та iн. Такi дослiдження необхi-
днi для з’ясування впливу некомутативностi координат та некому-
тативностi iмпульсiв на властивостi фiзичних систем, для оцiнки
мiнiмальної довжини, мiнiмального iмпульсу.

Деформована алгебра Гайзенберга дає змогу феноменологiчно
описати квантований простiр. Але водночас це зумовлює фунда-
ментальнi проблеми, серед яких проблема порушення слабкого
принципу еквiвалентностi [64].

Слабкий принцип еквiвалентностi стверджує, що траєкторiя
руху частинки в гравiтацiйному полi залежить лише вiд її поча-
ткового положення та швидкостi, i не залежить вiд маси, складу
та структури частинки. Цей принцип також вiдомий як унiвер-
сальнiсть вiльного падiння або принцип еквiвалентностi Галiлея
i може розглядатися як пiдтвердження еквiвалентностi iнерцiй-
ної та гравiтацiйної мас. Принцип еквiвалентностi перевiрили з
точнiстю до 10−14 за допомогою супутника MICROSCOPE [65].

Як зазначено в [64], у межах деформованої алгебри з мiнi-
мальною довжиною порушується принцип слабкої еквiвалентно-
стi. Ця проблема виникає через припущення про однаковiсть па-
раметра деформацiї для елементарних частинок i макроскопiчних
тiл. Однак у працях [43,64] було введено зв’язок мiж параметром
деформацiї та масою β = γ/m2, де γ – фундаментальна констан-
та для всiх частинок. Ця iдея вiдновлює принцип еквiвалентно-
стi в деформованому просторi з мiнiмальною довжиною та веде
до отримання iнших важливих результатiв, таких як збереження
адитивностi кiнетичної енергiї системи частинок i незалежнiсть
кiнетичної енергiї вiд складу системи. Також це спiввiдношення
вiдновлює незалежнiсть перетворення Галiлея та Лоренца у де-
формованому просторi [42].

У просторi з некомутативнiстю координат принцип еквiвален-
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тностi дослiджували у [66,67]. У [67] знайдено, що слабкий прин-
цип еквiвалентностi вiдновлюється у двовимiрному просторi з не-
комутативнiстю координат у випадку, коли параметри координа-
тної некомутативностi обернено пропорцiйнi до маси. У просто-
рi з некомутативнiстю координат i некомутативнiстю iмпульсiв
проблему порушення принципу еквiвалентностi вивчали у [60,68].
Автори [68] дiйшли висновку, що порушення принципу еквiвален-
тностi зумовлює анiзотропiя параметрiв некомутативностi.

Незважаючи на велику кiлькiсть дослiджень гiпотези мiнiмаль-
ної довжини, перевiрка гiпотези все ще потрiбна. Одним з важли-
вих аспектiв, пов’язаних з гiпотезою мiнiмальної довжини, є роз-
робка методiв для її експериментальної перевiрки. Стаття [69] мi-
стить аналiз верхнiх меж мiнiмальної довжини, отриманих з ви-
вчення властивостей рiзних систем. Проте головна мета полягає
не лише в оцiнцi верхньої межi мiнiмальної довжини, а у пiдтвер-
дженнi чи спростуваннi гiпотези про її iснування шляхом порiв-
няння з експериментальними даними. Це потребує достовiрної те-
оретичної моделi та точних вимiрiв. Особливо важливо дослiдити
вплив мiнiмальної довжини на системи з потенцiальною енергiєю
в якiй наявна сингулярнiсть, оскiльки очiкується, що такi системи
будуть особливо чутливими до ефектiв квантованостi простору. З
цього погляду, задача Кеплера становить особливий iнтерес.

Важливим є розв’язання проблеми опису руху макроскопiчних
систем у некомутативному фазовому просторi, визначення осо-
бливостей опису руху центра мас багаточастинкової системи з
врахуванням некомутативностi координат i некомутативностi iм-
пульсiв частинок, якi входять до її складу. У просторi з канонi-
чною некомутативнiстю координат задачу багатьох частинок до-
слiджували у [70]. Автори [71] вивчали систему двох заряджених
частинок у некомутативному просторi (просторi з некомутатив-
нiстю координат). Також систему двох частинок розглядали у
просторi з некомутативнiстю координат i некомутативнiстю iм-
пульсiв [46]. Особливостi опису руху системи багатьох частинок у
двовимiрному просторi з некомутативнiстю координат канонiчно-
го типу описано у [67].

Звичнi комутацiйнi спiввiдношення для операторiв координат
та операторiв iмпульсiв [xi, xj ] = 0, [xi, pj ] = i~δij , [pi, pj ] = 0
є iнварiантними вiдносно iнверсiї часу [72]. Врахувавши те, що
у квантовiй механiцi перетворення iнверсiї часу включають ком-
плексне спряження (див., наприклад, [72]) та при iнверсiї часу
координати та iмпульси перетворюються як xi → xi, pi → −pi,
отримаємо, що при перетвореннi iнверсiї часу комутацiйнi спiв-
вiдношення для операторiв координат та операторiв iмпульсiв за-
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лишаються незмiнними. Припущення про те, шо комутатори для
координат та для iмпульсiв дорiвнюють константам, зумовлює по-
рушення симетрiї вiдносно iнверсiї часу [57, 73]. Некомутативна
алгебра канонiчного типу не є iнварiантною вiдносно iнверсiї ча-
су. Розглядаючи перетворення для некомутативних координат та
некомутативних iмпульсiв при iнверсiї часу, аналогiчнi як у зви-
чному просторi Xi → Xi, Pi → −Pi, отримаємо, що спiввiдношен-
ня, наприклад, двовимiрної некомутативної алгебри

[X1, X2] = i~θ, (10)
[X1, P1] = [X2, P2] = i~(1 + σ), (11)

[P1, P2] = i~η (12)

переходять у такi рiвностi:

[X1, X2] = −i~θ, (13)
[X1, P1] = [X2, P2] = i~(1 + σ), (14)

[P1, P2] = −i~η. (15)

Отже, iз (13)-(15) випливає, що при iнверсiї часу алгебра (10)-
(12) трансформується у некомутативну алгебру з параметрами
некомутативностi −θ, −η.

Проблема порушення симетрiї вiдносно iнверсiї часу у неко-
мутативному просторi канонiчного типу мало дослiджена. У [73]
звернено увагу на iснування цiєї проблеми у просторi з некомута-
тивнiстю координат. Автори працi [73] з’ясували, що гамiльтонiан
гармонiчного осцилятора у некомутативному просторi не є iнва-
рiантним вiдносно iнверсiї часу. У [57] дослiджено гармонiчний
осцилятор у магнiтному полi у просторi з некомутативнiстю коор-
динат та з’ясовано, що за певного вибору параметра координатної
некомутативностi (при певнiй залежностi цього параметра вiд ма-
си, частоти осцилятора, а також вiд величини магнiтного поля)
симетрiя вiдносно iнверсiї часу вiдновлюється.

Монографiя має таку структуру. У першому роздiлi розгля-
даються рiзнi типи деформованих алгебр, якi дають змогу опи-
сати особливостi структури простору. А саме, вивчаються неко-
мутативнi алгебри канонiчного типу, алгебри типу Лi, нелiнiйнi
деформованi алгебри.

У другому роздiлi дослiджено систему частинок у просторi
з деформованою алгеброю Гайзенберга. Знайдено оцiнку для мi-
нiмальної довжини на пiдставi порiвняння теоретичного резуль-
тату для змiщення перигелiю Меркурiю, отриманого з врахува-
нням особливостей опису руху макроскопiчного тiла у просторi
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з мiнiмальною довжиною, та даних спостереження. Розглянуто
лоренц-коварiантну гамiльтонову механiку. Вивчено вплив мiнi-
мальної довжини на лоренц-коварiантну гамiльтонову механiку.
Дослiджено релятивiстську частинку у центральному потенцiалi
у просторi з мiнiмальною довжиною. Розглянуто задачу Кепле-
ра в рамках загальної теорiї вiдносностi. Дослiджено вплив на
таку задачу мiнiмальної довжини. Також у роздiлi вивчено прин-
цип еквiвалентностi. Результати, поданi в роздiлi, опублiковано
в [43,74,75].

У третьому роздiлi наведено аналiз особливостей опису руху
системи багатьох частинок у некомутативному фазовому просто-
рi канонiчного типу. Дослiджено рух планети Меркурiй, системи
Сонце-Земля Мiсяць i запропоновано умову на параметр iмпуль-
сної некомутативностi при якiй розв’язується проблема порушен-
ня слабкого принципу еквiвалентностi у квантованому фазовому
просторi. На основi дослiдження змiщення перигелiю Меркурiю
знайдено оцiнки для параметрiв координатної та iмпульсної неко-
мутативностi. Результати, поданi у роздiлi, опублiковано у [76–78].

У четвертому роздiлi дослiджується проблема неiнварiантно-
стi некомутативної алгебри вiдносно iнверсiї часу. Як приклад для
дослiдження симетрiї вiдносно iнверсiї часу вивчається рух по ко-
лу. Ми знаходимо, що перiод колової орбiти частинки у гравiта-
цiйному полi у просторi з некомутативнiстю координат та неко-
мутативнiстю iмпульсiв канонiчного типу залежить вiд напряму
руху. Для вiдновлення симетрiї вiдносно iнверсiї часу, а також
сферичної симетрiї пропонуємо будувати тензори координатної
та iмпульсної некомутативностей за допомогою iмпульсiв, якi вiд-
повiдають сферично-симетричнiй системi. Результати, наведенi у
цьому роздiлi, опублiковано у [79,80].

Монографiя завершується висновками та списком використа-
них джерел.



Роздiл 1

Опис квантованостi
простору за допомогою
деформованих алгебр

1.1. Алгебра з некомутативнiстю координат
i некомутативнiстю iмпульсiв
канонiчного типу та мiнiмальна
довжина

Некомутативна алгебра канонiчного типу є найпростiщою алге-
брою, яка описує iснування мiнiмiльної довжини, кванта просто-
ру. У двовимiрному випадку така алгебра характеризується та-
кими спiввiдношеннями для операторiв координат та операторiв
iмпульсiв:

[X1, X2] = i~θ, (1.1)
[X1, P1] = [X2, P2] = i~, (1.2)

[P1, P2] = [X1, P2] = [X2, P1] = 0, (1.3)

де θ – константа, яку називають параметром координатної неко-
мутативностi, [81–85]. Величина ~θ має розмiрнiсть площi. Iз (1.1)
випливає спiввiдношення невизначеностей для координат

∆X1∆X2 ≥
~|θ|
2
, (1.4)
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де використано позначення

∆Xi =
√

⟨∆X2
i ⟩. (1.5)

У просторi з некомутативними координатами iснує мiнiмальна
довжина

√
~|θ| та мiнiмальна площа ~|θ| [86, 87].

Координати та iмпульси, якi задовольняють комутацiйнi спiв-
вiдношення (1.1)-(1.3), можуть бути представленi через координа-
ти та iмпульси xi, pi, для яких виконуються звичнi комутацiйнi
спiввiдношення:

[xi, xj ] = 0, (1.6)
[xi, pj ] = i~δij , (1.7)

[pi, pj ] = 0, (1.8)

i, j = (1, 2). Це представлення має такий вигляд:

X1 = x1 − q̃θp2, (1.9)
X2 = x2 + (1− q̃)θp1, (1.10)

P1 = p1, P2 = p2, (1.11)

де q̃ – константа, яка може бути вибрана довiльно. Зручно вико-
ристовувати симетричне представлення. А саме у випадку, коли
q̃ = 1/2, маємо

X1 = x1 −
θ

2
p2, (1.12)

X2 = x2 +
θ

2
p1. (1.13)

Важливо зазначити, що некомутативнiсть координат виникає
у задачi про рух частинки у сильному магнiтному полi. А саме,
частинка з зарядом e у сильному магнiтному полi B, напрям якого
збiгається з вiссю X3, B = (0, 0, B), рухається на некомутативнiй
площинi. Координати частинки задовольняють спiввiдношення

[X1, X2] = −i~ c

eB
. (1.14)

Тут c – швидкiсть свiтла [3, 88–91].
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У бiльш загальному випадку, спiввiдношення некомутативної
алгебри мають такий вигляд:

[Xi, Xj ] = i~θij , (1.15)
[Xi, Pj ] = i~(δij + σij), (1.16)

[Pi, Pj ] = i~ηij , (1.17)

де θij , ηij – елементи сталих антисиметричних матриць, якi на-
зивають параметрами координатної некомутативностi та параме-
трами iмпульсної некомутативностi, вiдповiдно, σij – константи,
i, j = (1, 2, 3) [46,48–51,53,54,56,57,60,92]. Параметри σij залежать
вiд параметрiв некомутативностi θij , ηij , що випливає з тотожно-
стi Якобi.

Розглянувши симетричне представлення для координат та iм-
пульсiв, якi задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (3.1), (3.3),
а саме:

Xi = xi −
1

2

∑
j

θijpj , (1.18)

Pi = pi +
1

2

∑
j

ηijpj , (1.19)

(координати xi та iмпульси pi задовольняють звичнi комутацiй-
нi спiввiдношення (1.6), (1.8)) та обчисливши комутатор [Xi, Pj ],
отримаємо [50,93]

σij =
∑
k

θikηjk
4

. (1.20)

У некомутативному фазовому просторi, який характеризує-
ться спiввiдношеннями (1.15)-(1.17), є додатковi обмеження на
довжину. Врахувавши (1.15)-(1.17), можемо записати такi спiв-
вiдношення невизначеностей:

⟨∆X2
i ⟩⟨∆X2

j ⟩ ≥
~2θ2ij
4

, (1.21)

⟨∆P 2
i ⟩⟨∆P 2

j ⟩ ≥
~2η2ij
4

, (1.22)

⟨∆X2
i ⟩⟨∆P 2

j ⟩ ≥
~2(δij + 2σijδij + σ2ij)

4
. (1.23)
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Зауважимо, що у (1.23) немає пiдсумовування за iндексами i та j.
Знайдемо та дослiдимо обмеження на довжину у фазовому

просторi з некомутативнiстю координат та некомутативнiстю iм-
пульсiв канонiчного типу. Для початку розглянемо довжину, ви-
значену у координатному просторi:

∆R =
√

⟨∆R2⟩ =

=
√

⟨∆X2
1 ⟩+ ⟨∆X2

2 ⟩+ ⟨∆X2
3 ⟩. (1.24)

Вираз для мiнiмальної довжини може бути отриманий iз спiв-
вiдношень невизначеностей, а також на основi результатiв для
власних значень оператора квадрата довжини. У працi [94] зi спiв-
вiдношень невизначеностей (1.21) було тримано таку нерiвнiсть:

∆R ≥ 4

√
~2
2

(
θ212 + θ223 + θ231

)
. (1.25)

Знайдемо також вираз для мiнiмальної довжини на основi розв’яз-
ку задачi на власнi значення оператора квадрата довжини у не-
комутативному просторi

R2 =
∑
i

X2
i , (1.26)

де координатиXi задовольняють комутацiйнi спiввiдношення (1.15),
i = 1, 2, 3.

Для початку розглянемо двовимiрний випадок. Оператор ква-
драта довжини має вигляд:

R2
12 = X2

1 +X2
2 . (1.27)

Оператори X1, X2 у (1.27) не комутують [X1, X2] = i~θ12 та мо-
жуть бути представленi за допомогою координат та iмпульсiв xi,
pi, якi задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення (1.6),
(1.8) як

X1 = x1 −
1

2
θ12p2, (1.28)

X2 = x2 +
1

2
θ12p1, (1.29)
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(див., наприклад, [95]). Отже, можемо переписати оператор R2
12 у

такому виглядi:

R2
12 = x21 + x22 +

θ212
4

(
p21 + p22

)
− θ12(x1p2 − x2p1). (1.30)

Власнi значення оператора (1.27) (чи (1.30)) були знайденi у працi
[86] та визначаються як

r2n12
= 2~|θ12|

(
n12 +

1

2

)
. (1.31)

Тут n12 – квантове число, n12 = 0, 1, 2, .... Отже, врахувавши
(1.31), ми можемо записати такi нерiвностi:

⟨∆R2
12⟩ ≥ ~|θ12|, (1.32)

∆R12 ≥
√

~|θ12|, (1.33)

де

⟨∆R2
12⟩ = ⟨∆X2

1 ⟩+ ⟨∆X2
2 ⟩, (1.34)

∆R12 =
√

⟨∆R2
12⟩ (1.35)

та ⟨X1⟩ = ⟨X2⟩ = 0. Аналогiчно для операторiв

R2
23 = X2

2 +X2
3 , (1.36)

R2
31 = X2

3 +X2
1 , (1.37)

де координати Xi, Xj задовольняють спiввiдношення (1.15), мо-
жемо записати власнi значення

r2n23
= 2~|θ23|

(
n23 +

1

2

)
, (1.38)

r2n31
= 2~|θ31|

(
n31 +

1

2

)
. (1.39)

Тут n23, n31 – квантовi числа, n23 = 0, 1, 2, ..., n31 = 0, 1, 2, ....
Отже, виконуються такi нерiвностi:

⟨∆R2
23⟩ ≥ ~|θ23|, (1.40)

∆R23 ≥
√

~|θ23|, (1.41)
⟨∆R2

31⟩ ≥ ~|θ31|, (1.42)

∆R31 ≥
√

~|θ31|, (1.43)
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де ⟨X1⟩ = ⟨X2⟩ = ⟨X3⟩ = 0,

⟨∆R2
ij⟩ = ⟨∆X2

i ⟩+ ⟨∆X2
j ⟩, (1.44)

∆Rij =
√

⟨∆R2
ij⟩. (1.45)

За результатами (1.32), (1.41), (1.42), можемо зробити висно-
вок, що некомутативнiсть координат зумовлює обмеження на дов-
жину. Важливо зауважити, що у загальному випадку

|θ12| ̸= |θ23| ̸= |θ31|. (1.46)

Отже, обмеження на довжину є анiзотропними. Додавши нерiв-
ностi (1.32), (1.41), (1.42), отримаємо

⟨∆R2⟩ = ⟨∆X2
1 ⟩+ ⟨∆X2

2 ⟩+ ⟨∆X2
3 ⟩ ≥

~
2
(|θ12|+ |θ23|+ |θ31|),(1.47)

та

∆R ≥
√

~
2
(|θ12|+ |θ23|+ |θ31|). (1.48)

Знайдемо власнi значення оператора R2 (1.26) у тривимiрному
випадку. Використавши представлення

Xi = xi −
1

2

∑
j

ηijpj , (1.49)

(див., наприклад, [50]) перепишемо оператор квадрата довжини у
такому виглядi:

R2 =
∑
i

xi − 1

2

∑
j

θijpj

2

=

= x2 +
1

4
[θ × p]2 − (θ · L) =

= x2 +
1

4
θ2p2 − 1

4
(θ · p)2 − (θ · L), (1.50)

де x = (x1, x2, x3), p = (p1, p2, p3),

L = [x× p], (1.51)
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компоненти вектора θ визначаються як

θk =
1

2

∑
i,j

εijkθij . (1.52)

Звернiмо увагу, що першi два доданки у (1.50) iнварiантнi вiд-
носно поворотiв. Отже, зручно вибрати систему координат з на-
прямком осi x3, який збiгається з напрямком вектора θ. У цьому
випадку можемо записати

R2 = x21 + x22 + x23 +
1

4
θ2p21 +

1

4
θ2p22 − θ(x1p2 − x2p1), (1.53)

де ми використали такi самi позначення для координат xi у ви-
бранiй системi координат

θ = |θ| =
√
θ212 + θ223 + θ231. (1.54)

Зауважимо, що x23 комутує з R2

[x23, x
2
1 + x22 + x23 − θ(x1p2 − x2p1) +

1

4
(θ2p21 + θ2p22)] = 0. (1.55)

Отже, поворотом системи координат задачу на власнi значення
оператора квадрата довжини у тривимiрному просторi зведено
до задачi на власнi значення оператора квадрата довжини, ви-
значеної на площинi. Врахувавши (1.31), можемо записати власнi
значення оператора R2 у такому виглядi:

R2 = 2~θ
(
n+

1

2

)
+ r23, (1.56)

де r23 – власнi значення оператора x23, n – квантовi числа (n =
0, 1, 2...). Використавши власнi значення для оператора квадрата
довжини (1.56), можемо записати:

⟨∆R2⟩ ≥ ~θ. (1.57)

Отже, для ∆R =
√

⟨∆R2⟩ отримаємо нерiвнiсть:

∆R ≥ 4

√
~2
(
θ212 + θ223 + θ231

)
, (1.58)
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яка накладає обмеження на довжину в координатному просторi.
Дослiдимо отриманi нерiвностi. Порiвняємо результати (1.25),

(1.48), (1.58) та знайдемо нерiвнiсть, яка накладає найсильнiше
обмеження на довжину. Легко бачити, що нижня межа

4

√
~2
(
θ212 + θ223 + θ231

)
, (1.59)

яка представлена у нерiвностi (1.58), бiльша за межу з нерiвностi
(1.25)

4

√
~2
(
θ212 + θ223 + θ231

)
2

. (1.60)

Отже, нерiвнiсть (1.58) накладає сильнiше обмеження на величи-
ну ∆R. Щоб порiвняти результати (1.48) та (1.58), запишемо:

~2(θ212 + θ223 + θ231)−

−~2

4
(|θ12|+ |θ23|+ |θ31|)2 =

=
~2

4
(|θ12| − |θ23| − |θ31|)2 +

~2

4
(|θ23| − |θ12|−

−|θ31|)2 +
~2

4
(|θ31| − |θ23| − |θ12|)2 ≥ 0. (1.61)

Отже, нерiвнiсть (1.58), записана на основi виразiв для власних
значень оператора квадрата довжини, накладає сильнiше обмеже-
ння на ∆R у некомутативному просторi порiвняно з нерiвностями
(1.48) та (1.25)

4

√
~2
(
θ212 + θ223 + θ231

)
≥
√

~
2
(|θ12|+ |θ23|+ |θ31|). (1.62)

Мiнiмальна довжина у координатному просторi визначається па-
раметрами координатної некомутативностi θij та має такий ви-
гляд:

∆Rmin =

√
~
2
(|θ12|+ |θ23|+ |θ31|). (1.63)

Дослiдимо мiнiмальну довжину, визначену в iмпульсному про-
сторi. У двовимiрному випадку оператор квадрата довжини має
вигляд

P 2
12 = P 2

1 + P 2
2 , (1.64)
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де iмпульси P1, P2 задовольняють спiввiдношення [P1, P2] = i~η12.
Використавши представлення:

P1 = p1 +
1

2
η12x2, (1.65)

P2 = p2 −
1

2
η12x1 (1.66)

(див., наприклад, [96]) де координати xi та iмпульси pi задоволь-
няють звичнi спiввiдношення, маємо

P 2
12 = p21 + p22 +

η212
4

(
x21 + x22

)
− η12(x1p2 − x2p1). (1.67)

Енергетичнi рiвнi вiльної частинки у некомутативному фазовому
просторi канонiчного типу було знайдено у [46]. На основi резуль-
татiв статтi [46], власнi значення оператора (1.77) (чи еквiвален-
тно (1.67)) можемо записати у такому виглядi:

p2m12
= 2~|η12|

(
m12 +

1

2

)
, (1.68)

де m12 – квантовi числа m12 = 0, 1, 2, 3, .... Отже, отримаємо такi
нерiвностi:

⟨∆P 2
1 ⟩+ ⟨∆P 2

2 ⟩ ≥ ~|η12|, (1.69)

∆P12 ≥
√

~|η12|. (1.70)

Тут ⟨P1⟩ = ⟨P2⟩ = 0 та ∆P12 =
√

⟨∆P 2
12⟩. Аналогiчно на основi

розв’язкiв на власнi значення операторiв P 2
ij = P 2

i +P
2
j отримаємо:

∆Pij ≥
√

~|ηij |, (1.71)

∆Pij =
√

⟨∆P 2
ij⟩. (1.72)

Оскiльки

|η12| ̸= |η23| ̸= |η31|, (1.73)

то, використавши нерiвнiсть (1.71), можемо зробити висновок, що
некомутативнiсть iмпульсiв зумовлює анiзотропiю мiнiмальної дов-
жини в iмпульсному просторi.
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На основi результату (1.71) знайдемо:

⟨∆P2⟩ ≥ ~
2
(|η12|+ |η23|+ |η31|) , (1.74)

∆P ≥
√

~
2
(|η12|+ |η23|+ |η31|). (1.75)

У тривимiрному випадку, використавши представлення

Pi = pi +
1

2

∑
j

ηijxj , (1.76)

(див., наприклад, [50]), оператор

P2 = P 2
1 + P 2

2 + P 2
3 (1.77)

може бути записаний у такому виглядi:

P2 = p2 +
1

4
η2p2 − 1

4
(η · x)2 − (η · L). (1.78)

Координати та iмпульси xi, pi задовольняють звичнi комутацiй-
нi спiввiдношення. Компоненти вектора η визначаються як ηk =∑

i,j εijkηij/2. Модуль вектора η має такий вигляд:

η = |η| =
√
η212 + η223 + η231. (1.79)

Першi два доданки у (1.78) сферично-симетричнi. Отже, вибрав-
ши систему координат, в якiй вiсь x3 збiгається з напрямком ве-
ктора η, отримаємо

P2 = p2 +
1

4
[η × x]2 − η(x1p2 − x2p1) = (1.80)

= p21 + p22 + p23 +
1

4
η2x21 +

1

4
η2x22 −

−η(x1p2 − x2p1). (1.81)

Оператор p23 комутує з P2, [p23,P2] = 0. Отже, задачу знаходжен-
ня власних значень оператора квадрата довжини, означеного в
тривимiрному iмпульсному просторi, зведено до двох незалежних
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задач на знаходження власних значень оператора квадрата дов-
жини, означеного в двовимiрному iмпульсному просторi, та опе-
ратора p23. Можемо записати власнi значення оператора P2

P 2 = 2~η
(
m+

1

2

)
+ ~2k2. (1.82)

Тут m – квантовi числа, m = 0, 1, 2..., та ~2k2 – власнi значення
оператора p23. На основi виразу для власних значень (1.82) маємо
таку нижню межу для довжини у тривимiрному некомутативному
iмпульсному просторi

∆P ≥
√
~η, (1.83)

∆P =
√

⟨∆P2⟩ (1.84)

(тут ми розглядаємо ⟨Pi⟩ = 0).
Отже, мiнiмальна довжина у тривимiрному некомутативному

iмпульсному просторi визначається параметрами iмпульсної неко-
мутативностi та має вигляд

∆Pmin = 4

√
~2(η212 + η223 + η231). (1.85)

Дослiдiмо загальний випадок, а саме розглянемо оператор ква-
драта довжини у фазовому просторi визначений як

Q2 = α2
∑
i

P 2
i + β2

∑
i

X2
i , (1.86)

де α, β – константи. Iз мiркувань розмiрностей, константа β є без-
розмiрною, константа α має розмiрнiсть c/кг. Координати Xi та
iмпульси Pi задовольняють спiввiдношення некомутативної алге-
бри (1.15)-(1.17).

У двовимiрному випадку, використавши представлення (1.28),
(1.29), оператор квадрата довжини може бути записаний як

Q2
12 = α2(P 2

1 + P 2
2 ) + β2(X2

1 +X2
2 ) =

=

(
α2 +

β2

4
θ2
)(

p21 + p22
)
+

(
β2 +

α2

4
η2
)(

x21 + x22
)
−

−(α2η + β2θ)(x1p2 − x2p1). (1.87)
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Власнi значення оператора Q2
12 набувають такого вигляду:

Q2
12,n1n2

=

= ~(

√(
2α2 +

θ212β
2

2

)(
2β2 +

η212α
2

2

)
+ η12α

2 + θ12β
2) (n1 + 1) +

+~(

√√√√(2α2 +
θ2ijβ

2

2

)(
2β2 +

η212α
2

2

)
− η12α

2 − θijβ
2)n2.

(1.88)

Тут ми врахували, що оператор (1.86) вiдповiдає оператору Га-
мiльтона для гармонiчного осцилятора з масою 1/2α2 та частотою
2αβ у некомутативному фазовому просторi. Вплив некомутатив-
ностi на енергетичнi рiвнi двовимiрного гармонiчного осцилятора
добре дослiджений [46,53,56,57,83,97–110]. Використавши (1.88),
можемо записати таку нерiвнiсть:

∆Q12 ≥

√√√√√~

√√√√(2α2 +
θ2ijβ

2

2

)(
2β2 +

η212α
2

2

)
+ ~η12α2 + ~θijβ2,

(1.89)

де

∆Q12 =
√
⟨∆Q2

12⟩ =

=
√
α2⟨∆P 2

i ⟩+ α2⟨∆P 2
j ⟩+ β2⟨∆X2

i ⟩+ β2⟨∆X2
j ⟩, (1.90)

⟨Xi⟩ = 0, ⟨Pi⟩ = 0, i, j = (1, 2). Отже, мiнiмальна довжина у
чотиривимiрному фазовому просторi визначається як

∆Qmin
12 =√√√√~

√(
2α2 +

θ212β
2

2

)(
2β2 +

η212α
2

2

)
+ ~η12α2 + ~θ12β2. (1.91)

У шестивимiрному фазовому просторi (тривимiрному координа-
тному та тривимiрному iмпульсному просторi), використавши пред-
ставлення для некомутативних координат i некомутативних iм-
пульсiв (1.49), (4.105), запишемо оператор квадрата довжини у
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такому виглядi:

Q2 =

(
α2 +

β2

4
θ2
)
p2 +

(
β2 +

α2

4
η2
)
x2 −

−α
2

4
(η · x)2 − β2

4
(θ · p)2 − α2(η · L)− β2(θ · L). (1.92)

Для зручностi виберемо систему координат так, щоб напрям осi
x3 збiгався з напрямком вiсi α2η+β2θ. Розгляньмо також вектори
θ, η як такi, що мають однаковий напрям

θ∥η. (1.93)

У цьому випадку оператор квадрата довжини може бути перепи-
саний як

Q2 =

(
α2 +

β2

4
θ2
)(

p21 + p22
)
+

(
β2 +

α2

4
η2
)(

x21 + x22
)
+

+α2p23 + β2x23 − (α2η + β2θ)(x1p2 − x2p1). (1.94)

Тут ми залишили тi самi позначення для координат та iмпульсiв у
новiй системi координат. Звернiмо увагу, що оператор α2p23+β

2x23
комутує з оператором Q2. Зауважимо, що доданки

(
α2 +

β2

4
θ2
)(

p21 + p22
)
+

(
β2 +

α2

4
η2
)(

x21 + x22
)
−

−(α2η + β2θ)(x1p2 − x2p1) (1.95)

вiдповiдають гамiльтонiану двовимiрного гармонiчного осцилято-
ра з масою 1/2α2 та частотою 2αβ у некомутативному фазовому
просторi (див. (1.87)). Отже, задачу на знаходження власних зна-
чень оператора квадрата довжини у шестивимiрному некомута-
тивному фазовому просторi зведено до задачi знаходження вла-
сних значень оператора квадрата довжини у чотиривимiрному
некомутативному фазовому просторi. Врахувавши (1.88), маємо
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такий вираз для власних значень оператора Q2:

Q2
n1n2n3

=

~

(√(
2α2 +

θ2β2

2

)(
2β2 +

η2α2

2

)
+ ηα2 + θβ2

)
n1 +

~

(√(
2α2 +

θ2β2

2

)(
2β2 +

η2α2

2

)
− ηα2 − θβ2

)
n2 +

~

√(
2α2 +

θ2β2

2

)(
2β2 +

η2α2

2

)
+ 2~αβ

(
n3 +

1

2

)
(1.96)

та можемо записати такy нерiвнiсть:

⟨∆Q2⟩ ≥ ~

√(
2α2 +

θ2β2

2

)(
2β2 +

η2α2

2

)
+ ~ηα2 + ~θβ2 + ~αβ.

(1.97)

Отже, мiнiмальна довжина у шестивимiрному некомутативному
фазовому просторi визначається величинами параметрiв коорди-
натної та iмпульсної некомутативностей θij , ηij i має такий вигляд:

∆Qmin =

=

(
~
(
2α2 +

(θ212 + θ223 + θ231)β
2

2

) 1
2
(
2β2 +

(η212 + η223 + η231)α
2

2

) 1
2

+

+~α2(η212 + η223 + η231)
1
2 + ~β2(θ212 + θ223 + θ231)

1
2 + ~αβ

) 1
2
,

(1.98)

∆Q =
√

⟨∆Q2⟩.
Зауважимо, що при β = 0 маємо мiнiмальну довжину у коор-

динатному просторi ∆Qmin = ∆Rmin, що узгоджується з виразом
(1.63). У випадку α = 0 з використанням результату (1.98) отри-
маємо мiнiмальну довжину у iмпульсному просторi, що вiдповiдає
результату (1.85).
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1.2. Алгебри з некомутативнiстю типу Лi

Некомутативнi алгебри типу Лi характеризуються такими спiв-
вiдношеннями:

[Xi, Xj ] = i~θkijXk, (1.99)

де константи θkij антисиметричнi за нижнiми iндексами параметри
некомутативностi [111–121].

Залежно вiд вибору констант θkij , розрiзняють випадки, коли
комутатор координат пропорцiйний часу

[Xi, Xj ] =
i~t
κ

(δiρδjτ − δiτδjρ) , (1.100)

[Xi, Pj ] = i~δij , (1.101)
[Pi, Pj ] = 0, (1.102)

(iндекси ρ, τ є фiксованi та рiзнi i, j = (1, 2, 3), κ – параметр [111,
122]), комутатор координат пропорцiйний координатi

[Xk, Xγ ] = i~
Xl

κ̃
, [Xl, Xγ ] = −i~Xk

κ̃
, (1.103)

[Pk, Xγ ] = i~
Pl

κ̃
, [Pl, Xγ ] = −i~Pk

κ̃
, (1.104)

[Xi, Pj ] = i~δij , [Xγ , Pγ ] = i~, (1.105)
[Xk, Xl] = [Pm, Pn] = 0 (1.106)

(iндекси k, l, γ є фiксованi та рiзнi k, l, γ = (1, 2, 3), i ̸= γ, j ̸= γ,
m,n = (1, 2, 3), κ̃ – константа [111]).

У бiльш загальному випадку некомутативна алгебра типу Лi
характеризується такими спiввiдношеннями:

[Xi, Xj ] = i~(θ0ijt+ θkijXk), (1.107)

[Xi, Pj ] = i~(δij + θ̄kijXk + θ̃kijPk), (1.108)
[Pi, Pj ] = 0, (1.109)

де i, j, k = (1, 2, 3). Параметри θ0ij , θ
k
ij , θ̄

k
ij , θ̃

k
ij – антисиметричнi сто-

совно нижнiх iндексiв параметри некомутативностi. Зауважимо,
що комутатор для часу i координат дорiвнює нулю [115]. Парамет-
ри θ0ij , θ

k
ij , θ̄

k
ij , θ̃

k
ij не є довiльними, що пов’язано з тотожнiстю
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Якобi. Дослiджуючи обмеження на параметри θ0ij , θ
k
ij , θ̄

k
ij , θ̃

k
ij , якi

випливають з тотожностi Якобi, у [115] запропоновано два типи
некомутативних алгебр. Перша характеризується такими спiввiд-
ношеннями:

[Xk, Xγ ] = i~
(
− t

κ
+
Xl

κ̃

)
, (1.110)

[Xl, Xγ ] = i~
(
t

κ
− Xk

κ̃

)
, (1.111)

[Xk, Xl] = i~
t

κ
, (1.112)

[Pk, Xγ ] = i~
Pl

κ̃
, (1.113)

[Pl, Xγ ] = −i~Pk

κ̃
, (1.114)

[Xi, Pj ] = i~δij , (1.115)
[Xγ , Pγ ] = i~, [Pm, Pn] = 0. (1.116)

Алгебра другого типу має такий вигляд:

[Xk, Xγ ] = i~
(
− t

κ
+
Xl

κ̃

)
, (1.117)

[Xl, Xγ ] = i~
(
t

κ
− Xk

κ̃

)
, (1.118)

[Pk, Xγ ] = i~
(
Xl

κ̄
+
Pl

κ̃

)
, (1.119)

[Pl, Xγ ] = i~
(
Xk

κ̄
− Pk

κ̃

)
, (1.120)

[Xi, Pj ] = i~δij , (1.121)
[Xγ , Pγ ] = i~, (1.122)

[Xk, Xl] = [Pm, Pn] = 0, (1.123)

де iндекси k, l, γ – рiзнi та фiксованi. Алгебру (1.111)-(1.116) мо-
жна отримати, прийнявши

θ0kl = −θ0kγ =
1

κ
, θ0lγ =

1

κ
(1.124)

θlkγ = −θklγ = θ̃lkγ = −θ̃klγ =
1

κ̃
. (1.125)
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Алгебра (1.118)-(1.123) вiдповiдає випадку

θ0lγ = −θ0kγ =
1

κ
, (1.126)

θlkγ = −θklγ =
1

κ̃
, (1.127)

θ̃lkγ = −θ̃klγ = θ̄lkγ = −θ̄klγ =
1

κ̄
. (1.128)

1.3. Алгебри з нелiнiйною деформацiєю

Узагальнене спiввiдношення невизначеностей (7), де

∆X =
√

⟨∆X2⟩, ∆P =
√

⟨∆P 2⟩, (1.129)

можна отримати, розглянувши деформацiю комутацiйних спiввiд-
ношень для операторiв координати та iмпульсу

[X,P ] = i~(1 + βP 2). (1.130)

Параметр β називають параметром деформацiї [123–125]. У гра-
ницi β → 0 спiввiдношення (1.130) переходить у звичне комута-
цiйне спiввiдношення [X,P ] = i~.

Координати та iмпульси, якi задовольняють деформоване спiв-
вiдношення (1.130), можуть бути представленi через координа-
ти та iмпульси x, p для яких використовується звична рiвнiсть
[x, p] = i~. Тобто справджується таке представлення:

X = x, (1.131)

P =
1√
β
tan(

√
βp). (1.132)

Бiльш загальна деформацiя комутацiйних спiввiдношень

[X,P ] = i~(1 + αX2 + βP 2) (1.133)

(де α, β – константи, α ≥ 0, β ≥ 0, αβ < ~−2) приводить до
мiнiмальних невизначеностей координати та iмпульсу [125–129]

∆X0 = ~

√
β

1− ~2αβ
, (1.134)

∆P0 = ~
√

α

1− ~2αβ
. (1.135)
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Важливо зауважити, що алгебра (1.133) пов’язана з q-деформованою
алгеброю для операторiв знищення a та породження a+

[a, a+]q = aa+ − qa+a = 1. (1.136)

Алгебра (1.133) вiдповiдає алгебрi (1.136) з параметром

q =
1 + ~

√
αβ

1− ~
√
αβ

. (1.137)

[130]. У випадку β = 0 алгебра (1.133), а також бiльш загальна
алгебра

[X,P ] = i~g(X) (1.138)

(g(X) – функцiя деформацiї) описують частинку з масою зале-
жною вiд координати [128,131,132].

Одновимiрна деформована алгебра (1.130) була узагальнена
Кемпфом на випадки бiльших вимiрностей

[Xi, Xj ] = i~
(2β − β′) + (2β + β′)βP 2

1 + βP 2
(PiXj − PjXi), (1.139)

[Xi, Pj ] = i~(δij(1 + βP 2) + β′PiPj), (1.140)
[Pi, Pj ] = 0. (1.141)

Тут β ≥ 0, β′ ≥ 0 – параметри деформацiї [133] (див. також [133–
143]). Деформацiя комутацiйних спiввiдношень (1.139)-(1.141) при-
водить до iснування мiнiмальної довжини, яка визначається вели-
чинами параметрiв деформацiї ~

√
β + β′.

Алгебру (1.139)-(1.141) можна переписати у бiльш загальному
виглядi

[Xi, Xj ] = G(P 2)(XiPj −XjPi), (1.142)
[Xi, Pj ] = f(P 2)δij + F (P 2)PiPj , (1.143)

[Pi, Pj ] = 0. (1.144)

Функцiї G(P 2), F (P 2), f(P 2) задовольняють спiввiдношення

f(F −G)− 2f ′(f + FP 2) = 0, (1.145)

f ′ =
∂f

∂P 2
, (1.146)

яке випливає з тотожностi Якобi [144].
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Варто зазначити, що для опису квантованого простору бу-ло 
розглянуто рiзнi функцiї деформацiй [145–151]. Наприклад, 
прийнявши f = 1 + βP 2, F = β′, отримаємо, що спiввiдношен-
ня (1.142)-(1.144) вiдтворюють спiввiдношен- ня алгебри (1.139)-
(1.141). Якщо f = 1, F = β алгебра (1.142)-(1.144) вiдповiдає
нерелятивiстськiй алгебрi Снайдера (4)-(6). Розглянувши фукцiї,
f =

√
1 + βP 2, F = β

√
1 + βP 2 побудуємо алгебру з комутатив-

ними координатами та комутативними iмпульсами [152]

[Xi, Xj ] = [Pi, Pj ] = 0, (1.147)

[Xi, Pj ] = i~
√

1 + βP 2(δij + βPiPj). (1.148)

Зауважимо, що алгебру з комутативними координатами та кому-
тативними iмпульсами можна отримати з спiввiдношень (1.139)-
(1.141), прийнявши β′ = 2β та записавши їх з точнiстю до першого
порядку за параметрами деформацiї. Алгебра має такий вигляд:

[Xi, Xj ] = [Pi, Pj ] = 0, (1.149)
[Xi, Pj ] = i~(δij(1 + βP 2) + 2βPiPj). (1.150)

[22, 153]. Алгебри (1.147)-(1.148), (1.149)-(1.150) на вiдмiну вiд
(1.142)-(1.144) є iнварiантними вiдносно трансляцiй у координат-
ному просторi.

На завершення цього роздiлу також варто зазначити, що у лi-
тературi вiдомi алгебри, якi зумовлюють iснування максимальної
довжини та мiнiмального iмпульсу. Наприклад, зважаючи на ко-
смологiчний горизонт частинок, у працi [154] розглянуто дефор-
мовану алгебру

[X,P ] = i~
1

1− αX2
, (1.151)

яка зумовлює iснування максимальної довжини 1/
√
α, та мiнi-

мального iмпульсу 3
√
3~

√
α/4.

Автори роботи [155] вивели деформовану алгебру

σ(X)XP − PX = iλ(X), (1.152)

розглянувши µ-деформовану модель темної матерiї. Алгебра зу-
мовлює iснування мiнiмальних i максимальних довжин та iмпуль-
сiв. У спiввiдношеннi (1.152) функцiї σ(X), λ(X) дiйснi для 0 <
µ < 0.5 та прямують до 1 у границi µ→ 0.
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1.4. Лоренц-коварiантна деформована
алгебра

Розгляньмо лоренц-коварiантну деформовану алгебру, породже-
ну координатами X̂µ та iмпульсами P̂ ν , якi задовольняють такi
комутацiйнi спiввiдношення:

[X̂µ, P̂ ν ] = −i~[1− β(P̂ρP̂
ρ −m2c2)]gµν ,

[X̂µ, X̂ν ] = 2i~β(X̂νP̂µ − X̂µP̂ ν), (1.153)
[P̂µ, P̂ ν ] = 0,

де µ, ν = 0, 1, 2, 3, β — малий невiд’ємний параметр; m — маса
частинки; c — швидкiсть свiтла; gµν— метричний тензор

gµν = gµν = diag(1,−1,−1,−1). (1.154)

Деформована алгебра (1.153) є окремим випадком загальної алге-
бри, наведеної в [114], i може розглядатися як узагальнення (9) з
β′ = 0 на релятивiстський випадок. Координати та iмпульси, якi
задовольняють спiввiдношення (1.153), можуть бути представленi
як

X̂µ = [1− β(p̂ρp̂
ρ −m2c2)]x̂µ + i~γp̂µ, (1.155)

P̂µ = p̂µ,

де xµ and pν задовольняють недеформовану алгебру

[x̂µ, p̂ν ] = −i~gµν ,
[x̂µ, x̂ν ] = 0, (1.156)
[p̂µ, p̂ν ] = 0.

Константа γ є довiльна дiйсна константа, яка не впливає на ко-
мутацiйнi спiввiдношення (1.153). Iншими словами, (1.155) пред-
ставляє набiр представлень, параметризованих через γ.

Можна показати, що оператори X̂µ та P̂µ, визначенi в (1.155),
є ермiтовими по вiдношенню до модифiкованого скалярного до-
бутку, який в iмпульсному просторi має вигляд

⟨ψ|ϕ⟩ =
∫

d3p

[1− β(pρpρ −m2c2)]α
ψ∗(pµ)ϕ(pµ), (1.157)
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з

α =
β − γ

β
. (1.158)

Легко бачити, що якщо дозволити енергiї E = cP 0 = cp0, набува-
ти дуже великих значень, то вагова функцiя в (1.157) стає розбi-
жною. Це свiдчить про те, що стани з такими енергiями мають бу-
ти вiдкинутi як нефiзичнi. Тому ми обмежуємося розглядом станiв
з енергiями, якi задовольняють умову 1−β((p0)2−p2−m2c2) > 0,
для всiх можливих значень iмпульсу p. Ця умова призводить до
такої вимоги для енергiй фiзично прийнятних станiв:

β[(p0)2 −m2c2] < 1. (1.159)

Важливо наголосити, що при виконаннi умови (1.159), ваго-
ва функцiя в (1.157) не мiстить розбiжностей i не залежить вiд
вибору γ у представленнi (1.155). Також варто зазначити, що в
працi [16] було виявлено, що спектр (1 + 1)-вимiрного осцилятора
Дiрака з лоренц-коварiантною деформованою алгеброю є обмеже-
ним. Наш результат сумiсний з аналогiчною умовою (1.159), яку
отримали в [16].

Отже, запропонована лоренц-коварiантна деформована алге-
бра вiдповiдає принципу мiнiмальної довжини та призводить до
iзотропної мiнiмальної невизначеностi координат, яка виражена
такою формулою:

∆Xmin = ~
√

3β (1− β [(p0)2 −m2c2]). (1.160)

Доведення цього результату є аналогiчним до того, що було про-
ведено в [16].

Алгебра (1.153) має цiкаву особливiсть. Якщо припустити, що
параметр деформацiї можна записати так:

β =
κ

c2
, (1.161)

де κ – це параметр, який не залежить вiд швидкостi свiтла c,
алгебра (1.153) у нерелятивiстськiй границi (c → ∞) перейде у
недеформовану

[x̂j , p̂k] = −i~gjk, [x̂j , x̂k] = 0, [p̂j , p̂k] = 0.

Тут iндекси j та k позначають просторовi вимiри. Цей факт мо-
жна легко довести, якщо врахувати дiю деформованих операторiв
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X̂j та P̂ j на хвильову функцiю частинки масою m, представленої
як

Ψ(q, t) = e−
i
h
mc2tψ(q, t). (1.162)

Справдi, ми отримаємо такi формули:

X̂jΨ(q, t) = x̂j [1− β(p̂ρp̂
ρ −m2c2)]Ψ(q, t) =

= e−
i
h
mc2tx̂j [1− κ

c2
p̂ρp̂

ρ]ψ(q, t), (1.163)

P̂ jΨ(q, t) = e−
i
h
mc2tp̂jψ(q, t), (1.164)

якi в границi c→ ∞ дають{
X̂jψ(q, t) = x̂jψ(q, t),

P̂ jψ(q, t) = p̂jψ(q, t).
(1.165)

Важливо наголосити, що фазовий множник exp(−imc2t/~) у
релятивiстському виразi скорочується. У пiдсумку в нерелятивiст-
ськiй границi деформованi оператори X̂j та P̂ j зводяться до неде-
формованих, що свiдчить про те, що алгебра (1.153) у цiй границi
переходить до канонiчної алгебри.

Це означає, що деформовану алгебру (1.153) можна розгля-
дати як ефект, який проявляється лише в релятивiстському кон-
текстi. Варто зазначити, що порiвняно з алгеброю Снайдера [1]
чи релятивiстською узагальненою алгеброю Кемпфа [16], запро-
понована алгебра (1.153) має важливий аспект – вона має нереля-
тивiстську границю.

Розглянемо симетрiйнi властивостi деформованої алгебри (1.153).
Розпочнемо з нескiнченно малих перетвореннь Лоренца. Можна
показати, що цi перетворення, записанi як

X̂
′µ = X̂µ + δX̂µ, (1.166)
δX̂µ = δωµ

ν X̂
ν , (1.167)

P̂
′µ = P̂µ + δP̂µ, (1.168)
δP̂µ = δωµ

ν P̂
ν , (1.169)

з

δωµν = −δωνµ ∈ R (1.170)
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залишають деформовану алгебру (1.153) незмiнною.
Щоб довести це, пiдставимо (1.166) у перше комутацiйне спiв-

вiдношення з (1.153). Отримаємо

[X̂ ′µ, P̂ ′ν ] = [X̂µ, P̂ ν ] + [δX̂µ, P̂ ν ] +

+[X̂µ, δP̂ ν ] = [X̂µ, P̂ ν ] + δωµ
ρ [X̂

ρ, P̂ ν ] + δων
ρ [X̂

µ, P̂ ρ].

Згiдно з (1.170), останнi два доданки дають нуль

δωµ
ρ [X̂

ρ, P̂ ν ] + δων
ρ [X̂

µ, P̂ ρ] =

= −i~[1− β(P̂ρP̂
ρ −m2c2)](δωµ

ν + δων
µ) = 0. (1.171)

Отже, ми отримуємо

[X̂ ′µ, P̂ ′ν ] = [X̂µ, P̂ ν ] = −i~[1− β(P̂ρP̂
ρ −m2c2)]gµν , (1.172)

що може бути переписане як

[X̂ ′µ, P̂ ′ν ] = −i~[1− β(P̂ ′
ρP̂

′ρ −m2c2)]gµν , (1.173)

оскiльки P̂ ′
ρP̂

′ρ = P̂ρP̂
ρ. Можна провести аналогiчне доведення

для двох iнших комутацiйних спiввiдношень. Це дає змогу пiд-
твердити незмiннiсть нашої деформованої алгебри пiд дiєю пере-
творень Лоренца. Генератори цих перетворень, що задовольняють
властивостi

δX̂µ =
i

2~
δωαβ [L̂αβ , X̂

µ], (1.174)

δP̂µ =
i

2~
δωαβ [L̂αβ , P̂

µ] (1.175)

задаються як

L̂αβ = [1− β(P̂ρP̂
ρ −m2c2)]−1

(
X̂αP̂β − X̂βP̂α

)
. (1.176)

Також можемо показати, що нескiнченно малi трансляцiйнi
перетворення повиннi бути деформованi

X̂
′µ = X̂µ + δX̂µ, δX̂µ = −δaµ − g(P̂ 2)δaνP̂

νP̂µ, (1.177)

P̂
′µ = P̂µ + δP̂µ, δP̂µ = 0, (1.178)
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де g(P̂ 2) = 2β

1−β(P̂ρP̂ ρ−m2c2)
.

Генератори трансляцiї набувають вигляду

Π̂α = [1− β(P̂ρP̂
ρ −m2c2)]−1P̂α (1.179)

i наступнi спiввiдношення виконуються

δX̂µ =
i

~
δaα[Π̂α, X̂

µ] δP̂µ =
i

~
δaα[Π̂α, P̂

µ]. (1.180)

Важливо зазначити, що алгебра деформованих генераторiв пере-
творень Лоренца та трансляцiї залишається недеформованою:

[L̂αβ , L̂ρσ] = −i~(gαρL̂βσ − gασL̂βρ − gβρL̂ασ + gβσL̂αρ),

[Π̂α, Π̂β] = 0, (1.181)

[L̂αβ , Π̂ρ] = −i~(gαρΠ̂β − gβρΠ̂α).

Для порiвняння див. працi [16, 91], де були розглянутi дефор-
мованi симетрiї iнших лоренц-коварiантних деформованих алгебр.

При переходi вiд квантової до класичної механiки, треба зро-
бити замiну 1/(i~)[Â, B̂] ⇒ {A,B}. Отже, дужки Пуассона для
канонiчних змiнних, що вiдповiдають комутацiйним спiввiдноше-
нням (1.153), записуються

{Xµ, P ν} = −[1− β(PρP
ρ −m2c2)]gµν ,

{Xµ, Xν} = 2(PµXν − P νXµ), (1.182)
{Pµ, P ν} = 0.

Дужки Пуассона повиннi мати тi самi властивостi, що i квантово-
механiчний комутатор. А саме, вони повиннi бути антисиметрич-
ними, бiлiнiйними, i задовольняти правила Лейбнiца та тотожно-
стi Якобi. Цi вимоги дають змогу вивести загальну форму дужок
Пуассона для довiльних функцiй координат та iмпульсiв як

{F,G} =

(
∂F

∂Xµ

∂G

∂P ν
− ∂F

∂P ν

∂G

∂Xµ

)
{Xµ, P ν}+

+
∂F

∂Xµ

∂G

∂Xν
{Xµ, Xν}. (1.183)

Цей результат було опублiковано вперше в [37] та доведено
в [40] для нерелятивiстських версiй деформованих алгебр. Уза-
гальнення на релятивiстський випадок є очевидним.



Роздiл 2

Задача Кеплера в просторi
з деформованими
дужками Пуассона з
мiнiмальною довжиною

2.1. Система частинок у
нерелятивiстському деформованому
просторi з узагальненим
спiввiдношенням невизначеностей
Гайзенберга

У цьому пiдроздiлi ми вводимо внутрiшнi та зовнiшнi ступенi вiль-
ностей для N частинок у деформованому просторi з узагальненим
спiввiдношенням невизначеностей Гайзенберга. Також дослiджує-
мо поведiнку макроскопiчного тiла у просторi з мiнiмальною дов-
жиною. Деталi дослiджень можна знайти у [43].

Припускаємо, що гамiльтонiан для N частинок у деформова-
ному просторi має такий самий вигляд, як i у недеформованому
просторi. Тобто, можемо записати:

HN =
∑
i

P 2
i

2mi
+

1

2

∑
i ̸=j

V (|Xi −Xj|) + Vext, (2.1)

де оператори координат Xµ
i та iмпульсiв P ν

i для частинки з iндек-
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сом i задовольняють комутацiйнi спiввiдношення

[Xµ
i , P

ν
i ] = i~(δµν(1 + βiP

2
i ) + β′iP

µ
i P

ν
i ), (2.2)

[Pµ
i , P

ν
i ] = 0, (2.3)

[Xµ
i , X

ν
i ] =

= i~
(2βi − β′i) + (2βi + β′i)βP

2
i

1 + βP 2
i

(Pµ
i X

ν
i − P ν

i X
µ
i ). (2.4)

Тут µ, ν = 1, 2, 3(x, y, z), βi, β′
i ≥ 0. Оператори, якi вiдповiдають

рiзним частинкам, комутують.
У лiнiйному наближеннi за параметрами деформацiї у випадку

β′i = 2βi матимемо

[Xµ
i , P

ν
i ] = i~(δµν(1 + βP 2

i ) + 2βiP
µ
i P

ν
i ), (2.5)

[Pµ
i , P

ν
i ] = [Xµ

i , X
ν
i ] = 0.

Зображення для цих операторiв, якi задовольняють деформовану
алгебру, має такий вигляд:

Pµ
i = (1 + βip

2
i )p

µ
i , (2.6)

Xµ
i = xµi , (2.7)

де оператори xµi , pµi вiдповiдають недеформованому простору i
задовольняють недеформовану алгебру Гайзенберга.

Для зворотного перетворення отримаємо

pµ = (1− βP 2)Pµ, (2.8)
xµ = Xµ. (2.9)

Вводимо в недеформованому просторi ступенi вiльностей, ви-
значенi звично

p0 =
∑
i

pi, (2.10)

x0 =
∑
i

µixi. (2.11)

А також розглядаємо внутрiшнi ступенi вiльностей у такому ви-
глядi:

∆pi = pi − µip0, (2.12)
∆xi = xi − x0, (2.13)
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де µi = mi/
∑

imi. Легко перевiрити, що оператори внутрiшнiх
ступенiв вiльностей комутують з операторами зовнiшнiх ступенiв
вiльностей. Оператори внутрiшнiх ступенiв вiльностей задоволь-
няють такi умови: ∑

i

∆pi = 0, (2.14)∑
i

µi∆xi = 0. (2.15)

Це означає, що у нас є 3(N − 1) незалежних внутрiшнiх ступе-
нiв вiльностей, як i має бути. Зауважимо також, що у випадку
Vext = 0 повний iмпульс у недеформованому просторi p0 комутує
з гамiльтонiаном i є iнтегралом руху.

Для N частинок кiнетична енергiя може бути записана у та-
кому виглядi:

TN =
P 2
0

2m
+
∑
i

∆P 2
i

2mi
+∆T, (2.16)

де

∆T =
1

m

∑
i

βi[2µiP
2
0 (∆Pi)

2 + 4µi(P0∆Pi)
2 +

++ 4µ2iP
2
0 (P0∆Pi) + 4∆Pi(P0∆Pi)]. (2.17)

Оператори повного iмпульсу та iмпульсу вiдносного руху в дефор-
мованому просторi набувають вигляду

Pµ
0 = (1 + β̃0p

2
0)p

µ
0 , (2.18)

∆Pµ
i = (1 + βi∆p

2
i )∆p

µ
i . (2.19)

Оператор повного iмпульсу разом iз спряженими координатами
задовольняє вiдповiдну деформовану алгебру, але з ефективним
параметром деформацiї

β̃0 =
∑
i

µ3iβi. (2.20)

Перший доданок у (2.16) – це кiнетична енергiя руху центру мас
з повною масою m =

∑
imi, другий доданок – кiнетична енергiя
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вiдносного руху, третiй доданок наявний лише в деформованому
просторi й описує вплив вiдповiдного руху на рух центра мас i
навпаки.

Гамiльтонiан для N частинок набуває вигляду

HN = H0 +H +∆T, (2.21)

де

H0 =
P 2
0

2m
+ Vext(X0), (2.22)

H =
∑
i

∆P 2
i

2mi
+

1

2

∑
i ̸=j

V (|∆Xi −∆Xj |). (2.23)

Гамiльтонiан H0 включає зовнiшнiй ступiнь вiльностi та вiдповiд-
ає руху центра мас, H описує внутрiшнiй рух, ∆T призводить
до залежностi мiж зовнiшнiми та внутрiшнiми ступенями вiльно-
стi, i цей член зникає, коли деформацiї немає. Ми припускаємо,
що зовнiшнiй потенцiал дуже повiльно змiнюється на вiдстанях
порядку розмiру системи. Тодi ми можемо не враховувати вну-
трiшню структуру системи, i отже, зовнiшнiй потенцiал залежить
лише вiд центра мас N частинок.

Варто звернути увагу на таку властивiсть ефективного пара-
метра деформацiї. Роздiлимо складну систему на двi пiдсистеми:
i = 1, 2, ..., N1 для першої i i = N1 + 1, N1 + 2, ..., N для другої.
Можемо окремо обчислити ефективний параметр деформацiї для
кожної пiдсистеми:

β̃1 =

N1∑
j=1

βj

(
mj∑N1
i=1mi

)3

, (2.24)

β̃2 =

N∑
j=N1+1

βj

(
mj∑N

i=N1+1mi

)3

. (2.25)

Тодi ефективний параметр деформацiї системи, що складається з
двох пiдсистем, набуде такого вигляду:

β̃0 = β̃1

(∑N1
j=1mi∑N
i=1mi

)3

+ β̃2

(∑N
j=Ni+1mi∑N

i=1mi

)3

. (2.26)
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Пiдставивши (2.24) в (2.26), отримуємо, що β̃0 дорiвнює ефектив-
ному параметру деформацiї, обчисленому для всiєї системи.

Розглянемо систему, яка складається з N частинок з однако-
вими масами та однаковими параметрами деформацiї

m1 = m2 = ... = mN , (2.27)
β1 = β2 = ... = βN = β. (2.28)

У цьому випадку з (2.20) отримуємо, що ефективний параметр
деформацiї дорiвнює

β̃0 =
β

N2
. (2.29)

Отже, для системи, яка складається з великої кiлькостi части-
нок, ефективний параметр деформацiї суттєво менший, нiж для
частинок, з яких складається ця система.

2.2. Оцiнка мiнiмальної довжини на основi
дослiджень змiщення перигелiю
Меркурiю

Розглянемо макроскопiчне тiло у деформованому просторi, що
вiдповiдає N → ∞. Цiкавимося дослiдженням руху центра мас
у зовнiшньому потенцiалi. Для макроскопiчної системи зовнiшнi
ступенi вiльностi змiнюються у часi повiльнiше, нiж внутрiшнi.
Має сенс припускати, що система частинок перебуває в рiвнова-
жному станi, i внутрiшнi ступенi вiльностi розподiленi вiдповiдно
до exp(−H/kBT )/Z, де Z – статистична сума; T – температура;
kB – константа Больцмана.

Пiсля усереднення по внутрiшнiм ступеням вiльностi отриму-
ємо ефективний гамiльтонiан, який вiдповiдає центру мас i має
такий вигляд:

⟨HN ⟩ = H0 + ⟨∆T ⟩+ ⟨H⟩ = H̃0 + ⟨H⟩, (2.30)

де ⟨H⟩ – внутрiшня енергiя системи, яка є функцiєю температури
i не залежить вiд зовнiшнiх ступенiв вiльностi. Отже, ця величина
щодо руху центра мас може розглядатися як константа. Ефектив-
ний гамiльтонiан, що описує рух центра мас, набуває вигляду

H̃0 = H0 + ⟨∆T ⟩. (2.31)
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Пiсля усереднення отримаємо

⟨∆T ⟩ = 10kBTP
2
0

∑
i

βiµ
2
i . (2.32)

Тут, пiд час розрахунку, використовуємо той факт, що

⟨∆Pµ
i ∆P

ν
i ⟩ = δµν

1

3
⟨∆P2

i ⟩, (2.33)

i що середнi значення добуткiв непарних степенiв внутрiшнiх iм-
пульсiв дорiвнюють нулю

⟨(P0∆Pi)⟩ = 0, ⟨∆P2
i (P0∆Pi)⟩ = 0. (2.34)

Беручи до уваги зв’язок середньої кiнетичної енергiї частинки з
температурою, знайдемо

⟨∆P2
i ⟩ = 2mi⟨

∆P2
i

2mi
⟩ = 3mikBT. (2.35)

Важливо зауважити, що ∆T пропорцiйний параметрам деформа-
цiї. Тому пiд час усереднення цiєї величини можемо використо-
вувати недеформований простiр у всiх розрахунках. Врештi, ефе-
ктивний гамiльтонiан для центра мас у деформованому просторi
можна записати у такому виглядi:

H̃0 =
P 2
0

2m∗ + Vext(X0), (2.36)

де ефективна маса

m∗ =
m

1 + 20kBTm
∑

i βiµ
2
i

. (2.37)

Наголосимо, що Xµ
0 та P ν

0 задовольняють спiввiдношення дефор-
мованої алгебри Гайзенберга з ефективним параметром деформа-
цiї, який визначається як (2.20).

Для опису руху макроскопiчного тiла можемо використовува-
ти класичну границю, де квантово-механiчнi комутатори опера-
торiв замiнюються дужками Пуассона для вiдповiдних класичних
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змiнних через [..., ...]/i~ ⇒ {..., ...}. У нашому випадку для алгебри
(2.5) маємо

{Xµ, P ν} = δµν(1 + βP 2) + 2βP µP ν , (2.38)
{Xµ, Xν} = {Pµ, P ν} = 0. (2.39)

У працi [136] дослiджували вплив деформацiї (2.2) на класичнi
орбiти частинок у полi центральної сили. У першому порядку за
параметром деформацiї знайдено змiщення перигелiю, зумовлене
мiнiмальною довжиною. На основi порiвння отриманих резуль-
татiв з даними спостереження змiщення перигелiю для Мерку-
рiю [136] було отримано надзвичайно малу оцiнку для мiнiмальної
довжини

~
√
β < 2.3× 10−68м. (2.40)

Отриманий результат на 33 порядки менший за довжину Планка.
Такий результат отримали через те, що автори припустили, що
параметри деформацiї для Меркурiю такi самi, як i для елемен-
тарних частинок. Насправдi, в (2.40) замiсть β треба використо-
вувати ефективний параметр деформацiї β̃0 для Меркурiю як для
системи, яка складається з елементарних частинок. Отже, замiсть
(2.40) для Меркурiю отримаємо

~
√
β̃0 < 2.3× 10−68м, (2.41)

де ефективний параметр деформацiї для системи пов’язаний з па-
раметрами деформацiї елементарних частинок (2.20).

Щоб знайти ефективний параметр деформацiї для Меркурiю,
спочатку оцiнимо кiлькiсть елементарних частинок у ньому. Основ-
ний внесок у масу Меркурiю вносять нуклони (нейтрони та про-
тони). Отже, врахувавши масу Меркурiю M = 3.3× 1023 та масу
нуклона mnuc = 1.67×10−27, отримуємо кiлькiсть нуклонiв у Мер-
курiю

Nnuc = 2× 1050. (2.42)

Кiлькiсть електронiв в Меркурiї дорiвнює кiлькостi протонiв, що
приблизно вдвiчi менше за кiлькiсть нуклонiв

Ne = Np ≃
Nnuc

2
≃ 1050. (2.43)
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Тепер, використовуючи (2.20), можемо пов’язати ефективний па-
раметр деформацiї для Меркурiю з параметрами деформацiї ну-
клонiв βnuc та електронiв βe

β̃0 = Nnucβnuc

(mnuc

M

)3
+Neβe

(me

M

)3
. (2.44)

Тут ми припускаємо, що протон i нейтрон мають однаковий па-
раметр деформацiї

βp = βn = βnuc. (2.45)

Припускаючи, що другий член у (2.44) можна опустити, отри-
маємо

β̃0 =
β

N2
. (2.46)

Пiдставивши це в (2.41), маємо

~
√
βnuc < Nnuc × 2.3× 10−68м = 4.6× 10−18м (2.47)

i для верхньої межi мiнiмальної довжини нуклона отримаємо ро-
зумний результат

∆Xnuc
min = ~

√
3βnuc < 8.0× 10−18м. (2.48)

Детальнiший аналiз ефективного параметра деформацiї ви-
явив, що для збереження принципу еквiвалентностi ефективний
параметр деформацiї є обернено пропорцiйний до маси частинок

β =
γ

m2
. (2.49)

Тут γ – константа, яка однакова для всiх частинок (див. [152,156]).
Зауважимо, що тодi другий доданок у (2.44) можна опустити.

Зазаначимо про важливiсть результату щодо ефективного па-
раметра деформацiї. Множник 1/N2 ∼ 1/m2 пояснює дивно ма-
лий результат для мiнiмальної довжини, отриманий у [136] на
основi дослiдження впливу деформацiї дужок Пуассона на рух
планет. У лiнiйному порядку за параметром деформацiї автори
виводять поправку до кута прецесiї планети, зумовлену деформа-
цiєю. Порiвнюючи отриманий результат iз спостережуваною пре-
цесiєю перигелiю Меркурiю, автори оцiнили верхню межу для
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параметра деформацiї або мiнiмальної довжини (в позначеннях
автора) ~

√
β < 2, 3 × 10−68м. Цей дивно малий результат отри-

мали через неявне припущення, зроблене авторами, а саме, що
параметри деформацiї для Меркурiю такi самi, як i для елемен-
тарних частинок. Насправдi, результат, отриманий у [136], є пра-
вильним, але його варто розглядати як верхню межу для мiнi-
мальної довжина Меркурiю в деформованому просторi. Основ-
ний внесок в ефективний параметр деформацiї вносять нуклони
β̃0 = βnuc/N

2
nuc, де кiлькiсть нуклонiв у Меркурiї Nnuc = 2 ×

1050. Пiдставляючи замiсть β ефективний параметр деформацiї
β̃0, отримуємо верхню межу мiнiмальної довжини для нуклонiв
∆Xnuc

min = ~
√
3βnuc < 8, 0× 10−18м, яка все ще далека вiд планкiв-

ських масштабiв. Розглядаючи нуклони як частинку, яка склада-
ється з трьох кваркiв, також оцiнюємо верхню межу мiнiмальної
довжини для кваркiв 2, 4 × 10−17, яка виявляється близькою до
отриманої для електрона з дослiдження атома водню.

2.3. Лоренц-коварiантна гамiльтонова
механiка

Розглянемо заряд e масою m в електромагнiтному полi в неде-
формованому випадку. Дiя цiєї системи може бути записана як

S = −mc
∫ √

gµνdxµdxν −
e

c

∫
Aµdx

µ, (2.50)

де Aµ — компоненти електромагнiтного (3+1)-потенцiалу. Для то-
го, щоб зберегти коварiантну форму опису, зобразимо дiю у ви-
глядi

S =

∫
dτ
(
−mc

√
gµν ẋµẋν −

e

c
Aµẋ

µ
)
. (2.51)

Тут точкою позначено похiдну по параметру еволюцiї τ . Вираз у
дужках у (2.51) iнтерпретуємо як функцiю Лагранжа

L = −mc
√
gµν ẋµẋν −

e

c
Aµẋ

µ. (2.52)

Введемо (3 + 1) – iмпульс згiдно з означенням

pµ = − ∂L

∂ẋµ
=

mcẋµ√
ẋµẋµ

+
e

c
Aµ = πµ +

e

c
Aµ, (2.53)
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де πµ позначає кiнематичний iмпульс. Гамiльтонiан системи до-
рiвнює нулевi

H = −pµẋµ − L = 0, (2.54)

але компоненти (3 + 1)-iмпульсу задовольнять умову(
pµ − e

c
Aµ
)(

pµ − e

c
Aµ

)
= m2c2. (2.55)

Введемо повний гамiльтонiан для нашої системи, що враховує
в’язь (2.55)

HT = λ
[(
pµ − e

c
Aµ
)(

pµ − e

c
Aµ

)
−m2c2

]
, (2.56)

де λ невiдомий множник Лагранжа. Тепер ми готовi записати рiв-
няння Гамiльтона

ẋµ = {xµ, HT } = −2λ
(
pµ − e

c
Aµ
)
, (2.57)

ṗµ = {pµ,HT } = −2λ
e

c

∂Aν

∂xµ

(
pν −

e

c
Aν

)
=
e

c

∂Aν

∂xµ
ẋν .(2.58)

Використовуючи (2.53) i (2.57), отримаємо множник Лагранжа

λ = − 1

2mc

√
ẋµẋµ = − 1

2mc

ds

dτ
. (2.59)

З формули (2.57) i (2.58) виведемо вираз для τ -похiдної кiнематич-
ного iмпульсу

π̇ρ =
e

c

(
∂Aµ

∂xρ
− ∂Aρ

∂xµ

)
ẋµ. (2.60)

Якщо ми iнтерпретуємо iнварiантний параметр τ як iнтервал s,
то рiвняння (2.60) зводиться до звичайного рiвняння руху заряду
у (3 + 1)-вимiрнiй формi.

2.4. Лоренц-коварiантна гамiльтонова
механiка з деформованими дужками
Пуассона

Вважатимемо, що у випадку деформованих лоренц-коварiантних
дужок Пуассона (1.182) загальний гамiльтонiан для зарядженої
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частинки в електромагнiтному полi має такий самий вигляд, як у
недеформованому випадку

HT = λ
[(
Pµ − e

c
Aµ
)(

Pµ − e

c
Aµ

)
−m2c2

]
, (2.61)

з тiєю лише рiзницею, що Xµ i Pµ задовольняють деформовану
алгебру Пуассона.

Рiвняння руху можна записати як

Ẋ µ =

= 2λ
(
Pν −

e

c
Aν

)(
{Xµ, P ν} − e

c

∂Aν

∂Xµ′ {Xµ, Xµ′}
)
, (2.62)

Ṗµ = 2λ
e

c

∂Aν

∂Xµ′

(
Pν −

e

c
Aν

)
{Pµ, Xµ′}. (2.63)

З рiвняння (2.62) просто отримати iнтеграл руху для постiй-
ного електромагнiтного потенцiалу

P 0 = const. (2.64)

Цiкаво, що у випадку вiльної релятивiстської частинки (Aµ =
0) вплив деформацiї зникає, бо отриманi в цьому випадку рiвня-
ння

Ẋµ = −2λPµ, (2.65)
Ṗµ = 0, (2.66)

вiдповiдають руху з постiйною швидкiстю.

2.5. Релятивiстська частинка 
в кулонiвському потенцiалi з
з деформованими дужками Пуассона

Розглянемо притягальний кулонiвський потенцiал в (3 + 1) - ви-
мiрному просторi-часi з деформованими дужками Пуассона (1.182).
Гамiльтонiан системи набуває вигляду
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HT = λ

[(
P 0 +

1

c

α

R

)2

− P 2 −m2c2

]
. (2.67)

Тут α є константою взаємодiї, R =
√∑3

i=1(X
i)2, P 2 =

∑3
i=1 (P

i)2

i координати Xµ та iмпульси P ν задовольняють деформовану ал-
гебру Пуассона (1.182). У разi гравiтацiйної взаємодiї константа
взаємодiї дорiвнює α = GmM, з G i M – гравiтацiйною констан-
тою та масою притягального центру, вiдповiдно.

Використовуючи класичний аналог зображення (1.155){
Xµ = xµ[1− β

(
pρp

ρ −m2c2
)
],

Pµ = pµ,
(2.68)

де xµ та pν задовольняють канонiчнi дужки Пуассона

{xµ, pν} = −gµν , (2.69)

запишемо повний гамiльтонiан системи

HT = H0T + 2λβ
α

cr

(
p0 +

α

cr

)((
p0
)2 − p2 −m2c2

)
. (2.70)

Тут

H0T = λ

[(
p0 +

1

c

α

r

)2

− p2 −m2c2

]
(2.71)

та r =
√∑3

i=1(x
i)2, p2 =

∑3
i=1(p

i)2. Ми розглядаємо деформацiю
та релятивiстськi ефекти як збурення орбiти Кеплера. Цi ефе-
кти спричиняють прецесiю перигелiю елiптичної орбiти. Зручно
пiдрахувати швидкiсть прецесiї з використанням вектора Гамiль-
тона, швидкiсть прецесiї якого збiгається зi швидкiстю прецесiї
перигелiю [38]. Вектор Гамiльтона має вигляд

u⃗ =
p⃗

m
− α

L

[L⃗× r⃗]

Lr
(2.72)

i пов’язаний iз вектором Лапласа-Рунге-Лунца

A⃗ =

[
p⃗

m
× L⃗

]
− αr⃗

r
(2.73)
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через

A⃗ = [u⃗× L⃗], (2.74)

де L⃗ = [r⃗ × p⃗] є вектором моменту iмпульсу. Швидкiсть прецесiї
вектора Гамiльтона становить

ω⃗τ =
[u⃗× ˙⃗u]

u2
, (2.75)

де

˙⃗u = {u⃗,HT }. (2.76)

Використовуючи гамiльтонiан (2.70), ми отримали, що вектор
Гамiльтона вже не є iнтегралом руху, на вiдмiну вiд недеформо-
ваного нерелятивiстського випадку

˙⃗u =
2λαr⃗

r3
f(r, p). (2.77)

Тут ми використали позначення

f(r, p) =

=

[(
p0

mc
+

α

mc2r
− 1

)
+ β

(
(p0)2 − p2 −m2c2

)( p0

mc
+

2α

mc2r
)

)
−

−2β

(
αp0

cr
+

α2

c2r2

)]
.

(2.78)

Швидкiсть прецесiї вектора Гамiльтона може бути записана як

ωτ =
2λα2

Lu2r2

(
1− R0

r

)
f(r, p), (2.79)

де R0 = L2/mα – фокальний параметр незбуреної класичної орбi-
ти.

Кут прецесiї можна знайти як

∆Θ =

∫
ωτdτ. (2.80)
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Тут τ змiнюється в межах одного оберту. Зручно зробити замiну
змiнних в останньому iнтегралi вiд еволюцiйного параметра τ до
часу в системi вiдлiку спостерiгача t, а потiм до полярного кута
φ

∆Θ =

∫ T

0
ωτ
dτ

dt
dt =

∫ 2π

0
ωτ
dτ

dt

(
dφ

dt

)−1

dφ. (2.81)

Похiдну dτ/dt можна отримати з необхiдною точнiстю за до-
помогою (2.59)

dτ

dt
= − 1

2λ

c√
m2c2 + p2

. (2.82)

У цьому ж наближеннi кутова швидкiсть дорiвнює

dφ

dt
=

L

mr2
. (2.83)

Iнтегруючи (2.81) з точнiстю до першого порядку за параметра-
ми збурення, можемо використовувати спiввiдношення незбуреної
кеплерiвської орбiти. З розрахункiв кута прецесiї системи, що опи-
сується гамiльтонiаном (2.70), отримаємо

∆Θ =
πmα

R0

(
1

m2c2
− 4β

)
. (2.84)

Пiдставивши у (2.84) вираз для константи взаємодiї α = GmM ,
отримуємо

∆Θ =
πGM

c2R0

(
1− 4βm2c2

)
. (2.85)

Тут доданок пропорцiйний 1/c2 є загальновiдомим кутом прецесiї
у спецiальнiй теорiї вiдносностi. Нагадаємо, що загальна теорiя
вiдносностi передбачає для кута прецесiї у шiсть разiв бiльший
доданок, нiж згаданий. Iнший доданок зумовлений деформацiєю
дужок Пуассона.
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2.6. Задача Кеплера в загальнiй теорiї
вiдносностi

Розглянемо рух планети в просторi-часi з метрикою Шварцшиль-
да

ds2 = gµνdx
µdxν =

(
1− rs

r

)
cdt−

(
1− rs

r

)−1
dr2 − r2dΩ2. (2.86)

Тут xµ = (ct, r⃗), r = |r⃗| =
√∑3

i=1(x
i)2, Ω позначає тiлесний кут, а

rs = 2GM/c2 – гравiтацiйний радiус.
Гамiльтонiан системи запишемо у виглядi

H0 = λ(gµνpµpν −m2c2) =

= λ

[(
1− rs

r

)−1
p20 − (1− rs

r
)p2r −

L2

r2
−m2c2

]
, (2.87)

де λ — множник Лагранжа i pµ = (p0,−p⃗), p2 =
∑3

i=1 p
2
i . Врахо-

вуючи, що

p2r = p2 − L2

r2
, (2.88)

де L⃗ = [r⃗ × p⃗] є вектором орбiтального моменту, перепишемо га-
мiльтонiан як

H0 = λ

[(
1− rs

r

)−1
p20 − (1− rs

r
)p2 − rsL

2

r3
−m2c2

]
. (2.89)

Розглядатимемо вплив загальної теорiї вiдносностi як збурен-
ня кеплерiвських орбiт. Цей ефект зумовлює прецесiю перигелiю
елiптичної орбiти. Зручно обчислювати прецесiю орбiти, спостерi-
гаючи за прецесiєю вектора Гамiльтона, оскiльки швидкостi пре-
цесiї орбiти та вектора Гамiльтона збiгаються [38]. Вектор Гамiль-
тона набуває вигляду

u⃗ =
p⃗

m
− α

L

[L⃗× r⃗]

Lr
. (2.90)

Швидкiсть прецесiї вектора Гамiльтона становить

ω⃗0
τ =

[u⃗× ˙⃗u]

u2
, (2.91)
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де
˙⃗u = {u⃗,H0}. (2.92)

Швидкiсть прецесiї вектора Гамiльтона в лiнiйному наближеннi
за малим параметром 1/c2 можна записати як

ω0
τ =

λrsL

mr3u2

(
αr

L2
− 1

m

)(
2rsp

2
0

r
+ 3p2 − 3L2

r2

)
−

− 2αλrs
mLu2r2

(
p2 − L2

r2

)
. (2.93)

Нарештi, кут прецесiї можна отримати за допомогою

∆ΘGR =

∫
ω0
τdτ, (2.94)

де τ змiнюється в межах одного оберту. В останньому iнтегралi
зручно перейти вiд iнтегрування по параметру еволюцiї τ до iн-
тегрування по часу t, а потiм до iнтегрування за полярним кутом
φ

∆ΘGR =

∫ T

0
ω0
τ

dτ

dt
dt =

∫ 2π

0
ω0
τ

dτ

dt

(
dφ

dt

)−1

dφ. (2.95)

Похiдну dτ/dt можна отримати з необхiдною точнiстю як

dτ

dt
= − 1

2mλ
, (2.96)

а кутова швидкiсть руху становить

dφ

dt
=

L

mr2
. (2.97)

Iнтегруючи(2.95), в лiнiйному наближеннi за 1/c2 можемо вико-
ристовувати спiввiдношення, якi справджуються для незбуреної
кеплерiвської орбiти. Розрахунок кута орбiтальної прецесiї систе-
ми описується гамiльтоновим (2.87) виходом

∆ΘGR =
6πGM

c2R0
. (2.98)

Тут R0 = L2/mα та α = GmM позначають фокальний параметр
незбуреної класичної орбiти та константу зв’язку, вiдповiдно. Цей
результат добре вiдомий вираз для кута прецесiї в загальнiй теорiї
вiдносностi.
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2.7. Задача Кеплера з деформованими
дужками Пуассона

Розглянемо рух планети в просторi-часi Шварцшильда з дефор-
мованими дужками Пуассона (1.182). Гамiльтонiан системи запи-
шемо у виглядi

H = λ

[(
1− rs

R

)−1
P 2
0 − (1− rs

R
)P 2 − rsL̃

2

R3
−m2c2

]
. (2.99)

Тут R =
√∑3

i=1(X
i)2, P 2 =

∑3
i=1 P

2
i i L⃗ = [R⃗ × R⃗]. Координати

Xµ та iмпульси Pν задовольняють деформовану алгебру Пуассона
(1.182).

Використовуючи зображення (1.155), запишемо гамiльтонiан

H = H0 +∆Hβ, (2.100)

де H0 задано в (2.89), а доданок спричинений деформацiєю має
вигляд

∆Hβ = λβ(p20 − p2 −m2c2)
rsp

2
0

r
. (2.101)

Розглядатимемо вплив деформацiї та релятивiстськi ефекти як
збурення кеплерiвських орбiт. Цi ефекти зумовлюють прецесiю
перигелiю елiптичної орбiти. Подiбно до недеформованого випад-
ку обчислюємо швидкiсть прецесiї вектора Гамiльтона

ω⃗τ =
[u⃗× ˙⃗u]

u2
, (2.102)

де

˙⃗u = {u⃗,H}. (2.103)

Швидкiсть прецесiї вектора Гамiльтона можна записати як

ωτ = ω0
τ + ωβ

τ (2.104)

з ω0
τ задано (2.93) i

ωβ
τ = −4λβαrsm

2c2
L

r4u2

(
αr

L2
− 1

m

)
. (2.105)
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Кут прецесiї можна отримати так само, як i в недеформованому
випадку φ

∆Θ =

∫ 2π

0
ωτ
dτ

dt

(
dφ

dt

)−1

dφ. (2.106)

Похiднi dτ/dt i dϕ/dt з необхiдною точнiстю поданi в (2.96) i (2.97).
Iнтегрування кута прецесiї орбiти системи, що описується гамiль-
тонiаном (2.100) дає

∆Θ = ∆ΘGR +∆Θβ, (2.107)

де ∆ΘGR є кутом прецесiї спричиненим загальною теорiєю вiднос-
ностi та визначається (2.98), а ∆Θβ є кутом прецесiї, викликаним
деформацiєю та визначається такою формулою:

∆Θβ = −4βπmα

R0
=

4πβm2GM

R0
. (2.108)

Цiкавим є той факт, що поправки до кута прецесiї орбiти спри-
чиненi ефектами квантованостi простору обчисленi в рамках спе-
цiальної та загальної теорiї вiдносностi збiгаються.

2.8. Оцiнка мiнiмальної довжини, принцип
еквiвалентностi та залежна вiд маси
мiнiмальна довжина

У попереднiх роздiлах ми отримали вирази для кута орбiтальної
прецесiї релятивiстської частинки в гравiтацiйному потенцiалi з
деформованими лоренц-коварiантними дужками Пуассона, що ве-
дуть до мiнiмальної довжини. Важливо зауважити, що поправки
до кута прецесiї орбiти спричиненi ефектами квантованостi про-
стору обчисленi в рамках спецiальної та загальної теорiї вiдно-
сностi збiгаються. Порiвнюючи експериментальнi данi для кута
прецесiї перигелiю Меркурiю [157] з теоретичними передбачення-
ми, ми можемо накласти обмеження на параметри деформацiї.
Спостережуваний зсув перигелiю Меркурiю, що не може бути по-
яснений ньютонiвськими планетарними збуреннями, сплющенням
та обертанням Сонця [157]

∆Θobs = 42, 9799± 0, 0009 кутовi секунди/столiття
= 2π(7, 98730± 0, 00017)× 10−8 rad/rev. (2.109)
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Цю рiзницю зазвичай пояснюють гравiтоелектричним ефектом
[157]. Ми спробуємо пояснити цей ефект за допомогою стандар-
тної загальної теорiї вiдносностi та ефектiв квантованостi просто-
ру. Загальна теорiя вiдносностi передбачає [136]

∆ΘGR = 2π
3GM

c2R0
= 2π(7, 98744× 10−8) rad/rev. (2.110)

Подiбно до [37] ми порiвнюємо зсув перигелiю, зумовлений мiнi-
мальною довжиною (2.108) з рiзницею

∆Θobs −∆ΘGR =

= 2π(−0, 00014± 0, 00017)× 10−8 rad/rev, (2.111)

i отримуємо нижню межу для ∆Θβ , яка з точнiстю 3σ дорiвнює

−2π(0, 65× 10−11)rad/rev < ∆Θβ = −2π
2mα

~2R0
(~
√
β)2. (2.112)

Отже, обмеження на мiнiмальну довжину становить

~
√
β < 1.2× 10−68м. (2.113)

Зазначимо, що це дивно малий результат (на 33 порядки мен-
ший нiж довжина Планка) описує, як Меркурiй вiдчуває дефор-
мацiю простору-часу. Подiбний результат було отримано у нереля-
тивiстському випадку [136]. Однак у [25] отримано кiлькiсно iншу
оцiнку мiнiмальної довжини, що базується на порiвняннi експери-
ментальних даних з теоретичними передбаченнями для реляти-
вiстського атома водню у деформованому просторi. Верхня межа
мiнiмальної довжини, що знайдена в [25], становить 10−19 м. От-
же, маємо суттєве незбiгання оцiнок для мiнiмальної довжини, що
походять з аналiзу рiзних фiзичних систем.

Зауважимо, що у нас також є iнша проблема. З (2.85) видно,
що кут прецесiї залежить вiд маси частинки. Це свiдчить про те,
що траєкторiя руху частинки в гравiтацiйному полi залежить вiд
її маси, порушуючи слабкий принцип еквiвалентностi у дефор-
мованому просторi з мiнiмальною довжиною. Однак ми можемо
вiдновити принцип еквiвалентностi, припустивши, що параметр
деформацiї залежить вiд маси, як β = γ/m2. Враховуючи (1.161),
можемо записати

β =
δ

m2c2
, (2.114)
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де параметр δ не залежить анi вiд m, анi вiд c.
Цiкаво, що можемо узгодити результати оцiнок мiнiмальної

довжини, якi випливають з дослiдження руху планет та спектра
атомiв водню, за умови, що параметр деформацiї (2.114) залежить
вiд маси частинки m. Ця умова означає, що сприйняття модифi-
кованих комутацiйних спiввiдношень вiдрiзняється для Меркурiю
i електрона. З (2.113) можемо отримати обмеження на безрозмiр-
ний параметр δ < 1.3× 10−4. Припускаючи, що параметр δ одна-
ковий для рiзних частинок, можемо розрахувати обмеження для
мiнiмальної довжини для електрона

~
√
βe < 4.3× 10−15м. (2.115)

Це обмеження, звiсно ж, є меншим за отримане в [25] завдя-
ки високiй точностi вимiрювань спектра атома водню. Отже, ми
приходимо до збiгу оцiнок мiнiмальної довжини, якi отримали з
рiзних вимiрювань, що стосуються спектра атомiв водню та руху
планет.

Iдея залежностi мiнiмальної довжини вiд маси була розгляну-
та ранiше для нерелятивiстських алгебр в [43,64], щоб розв’язати
фундаментальнi проблеми, що виникають через мiнiмальну дов-
жину, такi як проблема порушення принципу еквiвалентностi та
проблема залежностi кiнетичної енергiї вiд композицiї. Як ми ба-
чили, залежнiсть мiнiмальної довжини вiд маси також пояснює
дивний малий результат для мiнiмальної довжини, отриманий че-
рез порiвняння теоретичних передбачень iз спостережуваною пре-
цесiєю перигелiю Меркурiю. У [42] з’ясували, що перетворення
Галiлея та Лоренца у просторi з деформованими дужками Пуас-
сона залежать вiд маси. Це свiдчить про те, що цi перетворення
не можна трактувати як перетворення координат простору-часу.
Однак, якщо застосувати iдею залежностi мiнiмальної довжини
вiд маси, то перетворення стають однаковими для тiл рiзної маси.

Також можна поставити питання, якщо мiнiмальна довжина
залежить вiд маси, то чи є це властивiсть простору чи якась хара-
ктеристика, пов’язана з частинкою? На наш погляд, це все ж таки
властивiсть простору. Однак сприйняття цiєї властивостi просто-
ру частинками з рiзною масою може бути рiзним. Ця iдея може
стати бiльш зрозумiлою за допомогою такої аналогiї: припусти-
мо, що у нас є колесо, яке котиться по нерiвнiй дорозi. У цьому
випадку менше колесо вiдчуває нерiвностi дороги сильнiше, нiж
колесо з бiльшим радiусом, хоча геометрiя дороги однакова для
обох колiс.



Роздiл 3

Рух макроскопiчного тiла
у некомутативному
фазовому просторi та
задача Кеплера

3.1. Проблема кiнематичних змiнних i
параметри некомутативностi

Розглянемо чотиривимiрний некомутативний фазовий простiр ка-
нонiчного типу, який характеризується такими комутацiйними спiв-
вiдношеннями для операторiв координат та операторiв iмпульсiв

[X1, X2] = i~θ, (3.1)
[Xi, Pj ] = i~δij(1 + σ), (3.2)

[P1, P2] = i~η. (3.3)

Тут θ, η, σ – константи. Дослiдимо спочатку випадок, коли σ = 0,
i комутацiйнi спiввiдношення для координат та iмпульсiв є звич-
ними [Xi, Pj ] = i~δij .

Координати Xi та iмпульси Pi, якi задовольняють некомута-
тивну алгебру (3.1)-(3.3) з σ = 0, можуть бути зображенi через
координати та iмпульси xi, pi, якi задовольняють звичнi комута-
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цiйнi спiввiдношення (1.6)-(1.8). Зображення має такий вигляд:

X1 = ε(x1 −
1

2
θ′p2), (3.4)

X2 = ε(x2 +
1

2
θ′p1), (3.5)

P1 = ε(p1 +
1

2
η′x2), (3.6)

P2 = ε(p2 −
1

2
η′x1), (3.7)

де

ε =
1√

1 + θ′η′

4

, (3.8)

та θ′, η′ – константи [158]. Параметри θ′, η′ пов’язанi з θ, η як

θ =
θ′

1 + θ′η′

4

, (3.9)

η =
η′

1 + θ′η′

4

. (3.10)

Iз (3.9), (3.10) отримаємо

θ′ =
2

η
(1±

√
1− θη), (3.11)

η′ =
2

θ
(1±

√
1− θη). (3.12)

Врахувавши (3.4)-(3.7), (3.11), (3.12), можемо записати

X1 =

√
θη

2(1±
√
1− θη)

(
x1 −

1

η

(
1±

√
1− θη

)
p2

)
, (3.13)

X2 =

√
θη

2(1±
√
1− θη)

(
x2 +

1

η

(
1±

√
1− θη

)
p1

)
, (3.14)

P1 =

√
θη

2(1±
√
1− θη)

(
p1 +

1

θ

(
1±

√
1− θη

)
x2

)
, (3.15)

P2 =

√
θη

2(1±
√
1− θη)

(
p2 −

1

θ

(
1±

√
1− θη

)
x1

)
. (3.16)
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Отже, маємо два зображення, якi вiдповiдають вибору знака “+”
чи “-” у виразах (3.13)-(3.16). Цi зображення пов’язанi такими ка-
нонiчними перетвореннями:

X
(−)
1 = −

√
θ

η
P

(+)
2 , (3.17)

X
(−)
2 =

√
θ

η
P

(+)
1 , (3.18)

P
(−)
1 =

√
η

θ
X

(+)
2 , (3.19)

P
(−)
2 = −

√
η

θ
X

(+)
1 , (3.20)

де використали позначення X
(+)
i , P (+)

i , X(−)
i , P (−)

i для коорди-
нат та iмпульсiв, якi означенi як (3.13)-(3.16) з вибором знака “+”
та “-”, вiдповiдно. Зауважимо, що iснування зображення для ко-
ординат та iмпульсiв Xi, Pi, якi задовольняють спiввiдношення
некомутативної алгебри через координати та iмпульси xi, pi, якi
задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення, гарантує ви-
конання тотожностi Якобi для будь-якої трiйки операторiв.

У границi θ → 0, η → 0 iз (3.13)-(3.16) отримаємо:

X
(−)
i = xi, (3.21)

P
(−)
i = pi, (3.22)

де координати та iмпульси xi, pi задовольняють звичнi комута-
цiйнi спiввiдношення. У випадку вибору знака “+” у (3.13)-(3.16)
у границi θ → 0, η → 0 отримаємо

X
(+)
1 = −

√
θ

η
p2, (3.23)

X
(+)
2 =

√
θ

η
p1, (3.24)

P
(+)
1 =

√
η

θ
x2, (3.25)

P
(+)
2 = −

√
η

θ
x1. (3.26)
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Важливо зауважити, що вiдповiдно до виразiв (3.13)-(3.16) не-
комутативнi координати залежать вiд iмпульсiв pi, тому залежать
вiд маси. Отже, координати у некомутативному фазовому просто-
рi канонiчного типу не можна розглядати як кiнематичнi змiннi.

У загальному випадку спiввiдношення некомутативної алгебри
для координат та iмпульсiв рiзних частинок можуть мати рiзнi
параметри. Зауважимо, що якщо параметри некомутативної ал-
гебри, якi вiдповiдають частинцi з масою m, залежать вiд її маси
як

mθ = γ = const, (3.27)
η

m
= α = const, (3.28)

де γ, α – константи, якi не залежать вiд маси, зображення (3.13)-
(3.16) може бути переписане у такому виглядi:

X1 =

√
αγ

2(1±
√
1− αγ)

(
x1 −

1

α

(
1±

√
1− αγ

) p2
m

)
, (3.29)

X2 =

√
αγ

2(1±
√
1− αγ)

(
x2 +

1

α

(
1±

√
1− αγ

) p1
m

)
, (3.30)

P1 =

√
αγ

2(1±
√
1− αγ)

(
p1 +

m

γ

(
1±

√
1− αγ

)
x2

)
, (3.31)

P2 =

√
αγ

2(1±
√
1− αγ)

(
p2 −

m

γ

(
1±

√
1− αγ

)
x1

)
. (3.32)

Звернемо увагу, що координати Xi не залежать вiд маси та мо-
жуть бути розглянутi як кiнематичнi змiннi. Зауважимо також,
що у випадку, коли виконуються умови (3.27), (3.28), маємо, що
iмпульси (3.31), (3.32) є пропорцiйними до маси, як це є у звично-
му просторi (просторi зi звичними спiввiдношеннями для коорди-
нат та iмпульсiв θ = η = 0).

На завершення пiдроздiлу дослiдiмо також випадок, коли кон-
станти у спiввiдношеннях (3.4)-(3.7) вибранi як

ε = 1, η′ = η, θ′ = θ. (3.33)

Такий вибiр констант розглядали у [158]. У цьому випадку зобра-
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ження має простiший вигляд

X1 = x1 −
1

2
θp2, (3.34)

X2 = x2 +
1

2
θp1, (3.35)

P1 = p1 +
1

2
ηx2, (3.36)

P2 = p2 −
1

2
ηx1, (3.37)

проте комутатор для координат та iмпульсiв є деформованим. Iз
спiввiдношень (3.34)-(3.37) матимемо

[Xi, Pj ] = i~δij
(
1 +

θη

4

)
. (3.38)

Величину

~eff = ~
(
1 +

θη

4

)
(3.39)

називають ефективною сталою Планка [158]. У випадку, коли ви-
конуються спiввiдношення (3.27), (3.28), зображення (3.34)-(3.37)
можна переписати як

X1 = x1 −
1

2
γ
p2
m
, (3.40)

X2 = x2 +
1

2
γ
p1
m
, (3.41)

P1 = p1 +
1

2
αmx2, (3.42)

P2 = p2 −
1

2
αmx1. (3.43)

Зауважимо, що некомутативнi координати не залежать вiд маси,
та некомутативнi iмпульси пропорцiйнi до маси, як це є у звич-
ному просторi (θ = η = 0). Також у разi виконання умов (3.27),
(3.28) комутатор для координат та iмпульсiв не залежить вiд маси.
Маємо

[Xi, Pj ] = i~eff = iδij~
(
1 +

αγ

4

)
. (3.44)
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У наступних пiдроздiлах буде з’ясовано, що спiввiдношення
(3.27), (3.28) також важливi для розв’язання проблеми опису руху
системи частинок, для збереження властивостей кiнетичної енер-
гiї та для вiдновлення принципу еквiвалентностi у некомутатив-
ному фазовому просторi канонiчного типу.

3.2. Система вiльних частинок у
чотиривимiрному некомутативному
фазовому просторi

Дослiдiмо особливостi руху системи вiльних частинок у чотириви-
мiрному некомутативному фазовому просторi (3.1)-(3.3) з σ = 0.
У класичнiй границi ~ → 0 на основi спiввiдношень (3.1)-(3.3) з
σ = 0 можемо записати такi деформованi дужки Пуассона

{X1, X2} = θ, (3.45)
{Xi, Pj} = δij(1 + σ), (3.46)

{P1, P2} = η. (3.47)

Для початку розглянемо вiльну частинку з масою m. Запише-
мо гамiльтонiан вiльної частинки у традицiйному виглядi

H =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
. (3.48)

Звернемо увагу, що дужки Пуассона для iмпульсiв P1, P2 не дорiв-
нюють нулю (3.47). Врахувавши спiввiдношення некомутативної
алгебри (3.45)-(3.47), (3.48), можемо записати такi рiвняння руху:

Ẋ1 =
P1

m
, (3.49)

Ẋ2 =
P2

m
, (3.50)

Ṗ1 = η
P2

m
, (3.51)

Ṗ2 = −ηP1

m
. (3.52)

Розв’язки рiвнянь з початковими умовами

X1(0) = X01, X2(0) = X02, (3.53)
Ẋ1(0) = υ01, Ẋ2(0) = υ02, (3.54)
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(X0i, υ0i – початковi координати та швидкостi частинки) мають
такий вигляд:

X1(t) = υ01
m

η
sin

η

m
t− υ02

m

η
cos

η

m
t+ υ02

m

η
+X01, (3.55)

X2(t) = υ02
m

η
sin

η

m
t+ υ01

m

η
cos

η

m
t− υ01

m

η
+X02, (3.56)

Ẋ1(t) = υ01 cos
η

m
t+ υ02 sin

η

m
t, (3.57)

Ẋ2(t) = υ02 cos
η

m
t− υ01 sin

η

m
t. (3.58)

Зауважимо, що через iмпульсну некомутативнiсть траєкторiя та
швидкiсть частинки (3.55)-(3.58) залежать вiд її маси та параме-
тра iмпульсної некомутативностi η. У границi η → 0, що вiдпо-
вiдає звичному простору, з рiвнянь (3.55), (3.56) отримаємо добре
вiдомi результати

X1(t) = υ01t+X01, (3.59)
X2(t) = υ02t+X02. (3.60)

Для дослiдження особливостей руху системи вiльних частинок
запишемо спiввiдношення некомутативної алгебри для координат
та iмпульсiв рiзних частинок. Ми пропонуємо таке узагальнення
алгебри з некомутативнiстю координат та некомутативнiстю iм-
пульсiв канонiчного типу:

[X
(a)
1 , X

(b)
2 ] = i~δabθa, (3.61)

[X
(a)
i , P

(b)
j ] = i~δabδij , (3.62)

[P
(a)
1 , P

(b)
2 ] = i~δabηa, (3.63)

де iндекси a, b позначають частинки; X(a)
i , P (a)

i – координати та
iмпульси частинки з iндексом a, θa, ηa – параметри некомутатив-
ностi, якi описують вплив квантованостi простору на частинку a,
i = (1, 2), j = (1, 2). У класичнiй границi ~ → 0 з спiввiдношень
(3.114)-(3.116) отримаємо деформованi дужки Пуассона

{X(a)
1 , X

(b)
2 } = δabθa, (3.64)

{X(a)
i , P

(b)
j } = δab, (3.65)

{P (a)
1 , P

(b)
2 } = δabηa. (3.66)
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Розглянемо систему вiльних частинок з масами m1, m2,...,mN
i гамiльтонiаном

H =
∑
a

(P(a))2

2ma
=

P̃2

2M
+
∑
a

(∆P(a))2

2ma
. (3.67)

Координати X
(a)
i та iмпульси P

(a)
i частинок задовольняють спiв-

вiдношення (3.64)-(3.66). У (3.67) ми використали позначення P̃i,
∆P

(a)
i для iмпульсiв центра мас та iмпульсiв вiдносного руху, озна-

чених традицiйно

P̃ =
∑
a

P(a), (3.68)

∆Pa = P(a) − µaP̃, (3.69)

µa =
ma

M
, M =

∑
a

ma. (3.70)

Звернемо увагу, що iмпульси центра мас та iмпульси вiдносного
руху задовольняють такi спiввiдношення:

{P̃1, P̃2} = η̃, (3.71)

{∆P (a)
1 ,∆P

(b)
2 } = −{∆P (a)

2 ,∆P
(b)
1 } =

= δabηa − µbηa − µaηb + µaµbη̃, (3.72)

де параметри η̃ мають вигляд:

η̃ =
∑
a

ηa. (3.73)

Отже, дужки Пуассона для iмпульсiв центра мас дорiвнюють па-
раметру некомутативностi, який визначається, як сума параме-
трiв iмпульсної некомутативностi частинок системи. Величина па-
раметра iмпульсної некомутативностi збiльшується зi збiльшен-
ням кiлькостi частинок у системi. У випадку, коли µa = 1/N (маси
частинок однаковi), iз (3.73) отримаємо

η̃ = Nη. (3.74)

Iз (3.72) маємо, що дужки Пуассона для iмпульсiв вiдносного
руху залежать вiд параметрiв iмпульсної некомутативностi части-
нок системи, а також вiд мас частинок. Важливо також зазначи-
ти, що дужки Пуассона для iмпульсiв центра мас та iмпульсiв
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вiдносного руху не дорiвнюють нулевi. Врахувавши (3.68), (3.69)
та (3.66), отримаємо:

{P̃1,∆P
(a)
2 } = −{P̃2,∆P

(a)
1 } = ηa − µa

∑
b

ηb. (3.75)

Iз спiввiдношення (3.75) випливає, що у просторi з некомутатив-
нiстю iмпульсiв не можемо розглядати рух центра мас незалежно
вiд вiдносного руху. Вiдносний рух впливає на рух центра мас, та
навпаки.

Навiть у випадку системи вiльних частинок рух центра мас
системи залежний вiд вiдносного руху. Важливо звернути увагу
на ефект розлiтання системи вiльних частинок у просторi з неко-
мутативнiстю iмпульсiв. Вiдомо, що у звичному просторi (θ = 0,
η = 0) вiльнi частинки з однаковими початковими швидкостями
рухаються разом, вiдноснi координати частинок не залежать вiд
часу. У некомутативному фазовому просторi навiть у випадку рiв-
ностi початкових швидкостей частинок з масами m1, m2, ..., mN
в початковий момент часу

Ẋ
(a)
1 (0) = υ01, (3.76)

Ẋ
(a)
2 (0) = υ02, (3.77)

a = (1...N), маємо

Ẋ
(a)
1 (t) ̸= Ẋ

(b)
1 (t), (3.78)

Ẋ
(a)
2 (t) ̸= Ẋ

(b)
2 (t) (3.79)

для a ̸= b. На основi результатiв (3.57), (3.58) можемо записати

Ẋ
(a)
1 (t) = υ01 cos

ηa
ma

t+ υ02 sin
ηa
ma

t, (3.80)

Ẋ
(a)
2 (t) = υ02 cos

ηa
ma

t− υ01 sin
ηa
ma

t. (3.81)

Тут ηa – параметр iмпульсної некомутативностi, який вiдповiдає
частинцi з масою ma, a = (1..N).

Траєкторiя центра мас системи вiльних частинок має вигляд

X̃1(t) =
∑
a

µaX
(a)
1 (t) =

∑
a

(
υ01

m2
a

Mηa
sin

ηa
ma

t−

−υ02
m2

a

Mηa
cos

ηa
ma

t+ υ02
m2

a

Mηa
+
ma

M
X

(a)
01

)
, (3.82)
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X̃2(t) =
∑
a

µaX
(a)
1 (t) =

∑
a

(
υ02

m2
a

Mηa
sin

ηa
ma

t+

+υ01
m2

a

Mηa
cos

ηa
ma

t− υ01
m2

a

Mηa
+
ma

M
X

(a)
02

)
. (3.83)

Зауважимо, що вiдноснi координати не є константами, вони зале-
жать вiд часу як:

∆Xa
1 (t) = X

(a)
1 (t)− X̃1(t) =

= υ01
ma

ηa
sin

ηa
ma

t− υ02
ma

ηa
cos

ηa
ma

t+ υ02
ma

ηa
+X

(a)
01 −

−
∑
b

(
υ01

m2
b

Mηb
sin

ηb
mb

t− υ02
m2

b

Mηb
cos

ηb
mb

t+

+υ02
m2

b

Mηb
+
mb

M
X

(b)
01

)
, (3.84)

∆Xa
2 (t) = X

(a)
2 (t)− X̃2(t) =

= υ02
ma

ηa
sin

ηa
ma

t+ υ01
ma

ηa
cos

ηa
ma

t− υ01
ma

ηa
+X

(a)
02 −

−
∑
b

(
υ02

m2
b

Mηb
sin

ηb
mb

t+ υ01
m2

b

Mηb
cos

ηb
mb

t−

−υ01
m2

b

Mηb
+
mb

M
X

(b)
02

)
. (3.85)

З (3.80), (3.81), (3.84), (3.85) можемо зробити висновок, що через
iмпульсну некомутативнiсть частинки не рухаються разом. Систе-
ма вiльних частинок у некомутативному фазовому просторi роз-
лiтається навiть у випадку, коли початковi швидкостi частинок
однаковi.

Зауважимо, що коли виконується умова для параметра iмпуль-
сної некомутативностi (3.28), отримаємо

{P̃1,∆P
(a)
2 } = 0, (3.86)

та з (3.80), (3.81) отримаємо, що частинки рухаються з однаковою
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швидкiстю, яка дорiвнює швидкостi руху центра мас системи

Ẋ
(a)
1 (t) =

∑
a

µaẊ
(a)
1 (t) = υ01 cosαt+ υ02 sinαt, (3.87)

Ẋ
(a)
2 (t) =

∑
a

µaẊ
(a)
2 (t) = υ02 cosαt− υ01 sinαt. (3.88)

Вiдноснi координати не залежать вiд часу. Врахувавши (3.28), з
(3.84), (3.85) отримаємо

∆X
(a)
1 = X

(a)
01 −

∑
b

µbX
(b)
01 , (3.89)

∆X
(a)
2 = X

(a)
02 −

∑
b

µbX
(b)
02 . (3.90)

Також траєкторiї вiльних частинок не залежать вiд їхнiх мас. Ви-
користавши (3.28), (3.55), (3.56), можемо записати

X
(a)
1 (t) =

υ01
α

sinαt− υ02
α

cosαt+
υ02
α

+X
(a)
01 , (3.91)

X
(a)
2 (t) =

υ02
α

sinαt+
υ01
α

cosαt− υ01
α

+X
(a)
02 , (3.92)

де

X
(a)
01 = X

(a)
1 (0), (3.93)

X
(a)
02 = X

(a)
2 (0). (3.94)

Частинки з однаковими швидкостями в початковий момент часу
рухаються разом, як це є у звичному просторi.

Отже, у випадку, коли параметр некомутативностi, який вiдпо-
вiдає частинцi, залежить вiд її маси як (3.28), траєкторiя i швид-
кiсть вiльної частини не залежать вiд маси, рух центра мас сис-
теми вiльних частинок не залежить вiд вiдносного руху, система
вiльних частинок з однаковими початковими швидкостями не роз-
лiтається (кожна частинка системи рухається зi швидкiстю, яка
дорiвнює швидкостi центра мас) у просторi з некомутативнiстю
iмпульсiв канонiчного типу.

Координати та iмпульси частинок, якi задовольняють спiввiд-
ношення алгебри (3.64)-(3.66), можуть бути представленi через
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координати та iмпульси x(a)i , p(a)i , якi задовольняють звичнi спiв-
вiдношення

{x(a)i , x
(b)
j } = {p(a)i , p

(b)
j } = 0, (3.95)

{x(a)i , p
(b)
j } = δijδab. (3.96)

Iндекси a, b позначають частинки. На основi результатiв, отри-
маних в пiдроздiлi 3.2, можемо записати зображення у такому
виглядi:

X
(a)
1 =

√
θaηa

2(1±
√
1− θaηa)

×

×
(
x
(a)
1 − 1

ηa

(
1±

√
1− θaηa

)
p
(a)
2

)
, (3.97)

X
(a)
2 =

√
θaηa

2(1±
√
1− θaηa)

×

×
(
x
(a)
2 +

1

ηa

(
1±

√
1− θaηa

)
p
(a)
1

)
, (3.98)

P
(a)
1 =

√
θaηa

2(1±
√
1− θaηa)

×

×
(
p
(a)
1 +

1

θa

(
1±

√
1− θaηa

)
x
(a)
2

)
, (3.99)

P
(a)
2 =

√
θaηa

2(1±
√
1− θaηa)

×

×
(
p
(a)
2 − 1

θa

(
1±

√
1− θaηa

)
x
(a)
1

)
. (3.100)

Використавши вирази (3.97)-(3.100), а також означення для коор-
динат та iмпульсiв центра мас

X̃i =
∑
a

ma

M
Xa

i (3.101)
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(3.68), запишемо зображення для них. Маємо

X̃1 =
∑
a

ma

M

√
θaηa

2(1±
√
1− θaηa)

×

×
(
x
(a)
1 − 1

ηa

(
1±

√
1− θaηa

)
p
(a)
2

)
(3.102)

X̃2 =
∑
a

ma

M

√
θaηa

2(1±
√
1− θaηa)

×

×
(
x
(a)
2 +

1

ηa

(
1±

√
1− θaηa

)
p
(a)
1

)
, (3.103)

P̃1 =
∑
a

√
θaηa

2(1±
√
1− θaηa)

×

×
(
p
(a)
1 +

1

θa

(
1±

√
1− θaηa

)
x
(a)
2

)
, (3.104)

P̃2 =
∑
a

√
θaηa

2(1±
√
1− θaηa)

×

×
(
p
(a)
2 − 1

θa

(
1±

√
1− θaηa

)
x
(a)
1

)
, (3.105)

де ma – маси частинок, якi формують систему, системи, M – пов-
на маса системи. Зауважимо, що вiдповiдно до (3.104), (3.105) зо-
браження не може бути переписане через координати та iмпульси
центра мас

x̃i =

∑
amax

(a)
i

M
, (3.106)

p̃i =
∑
a

p
(a)
i . (3.107)

Також звернемо увагу, що iмпульси центра мас (3.104), (3.105) не
пропорцiйнi до маси системи.

У разi виконання умови на параметр iмпульсної некомутатив-
ностi (3.28), а також умови, (3.27), яка пов’язує параметр коорди-



68 Рух макроскопiчного тiла у некомутативному просторi...

натної некомутативностi з масою, зображення (3.102)-(3.105) на-
буває такого вигляду:

X̃1 =

√
αγ

2(1±
√
1− αγ)

×

×
(
x̃1 −

1

α

(
1±

√
1− αγ

) p̃2
M

)
, (3.108)

X̃2 =

√
αγ

2(1±
√
1− αγ)

×

×
(
x̃2 +

1

α

(
1±

√
1− αγ

) p̃1
M

)
, (3.109)

P̃1 =

√
αγ

2(1±
√
1− αγ)

×

×
(
p̃1 +

M

γ

(
1±

√
1− αγ

)
x̃2

)
, (3.110)

P̃2 =

√
αγ

2(1±
√
1− αγ)

×

×
(
p̃2 −

M

γ

(
1±

√
1− αγ

)
x̃1

)
, (3.111)

де координати та iмпульси x̃i, p̃i визначаються як (3.106), (3.107)
та задовольняють звичнi спiввiдношення

{x̃i, x̃j} = {p̃i, p̃j} = 0, (3.112)
{x̃i, p̃j} = δij . (3.113)

Отже, у разi виконання умов (3.27), (3.28) координати та iм-
пульси центра мас X̃i, P̃i, якi задовольняють спiввiдношення не-
комутативної алгебри, можуть бути зображенi через координати
та iмпульси центра мас x̃i, p̃i, якi задовольняють звичнi спiввiд-
ношення (3.112), (3.113). Також, якщо задовольняються рiвностi
(3.27), (3.28), то матимемо, що у некомутативному фазовому про-
сторi iмпульси центра мас (3.104), (3.105) пропорцiйнi до повної
маси системи, як це є у звичному просторi (θ = η = 0).

Такий самий висновок можна зробити у випадку симетрично-
го зображення (3.34)-(3.37) для координат та iмпульсiв, якi за-
довольняють спiввiдношення некомутативної алгебри (3.1)-(3.3) з
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σ = θη/4. Запишемо алгебру (3.1)-(3.3) з σ = θη/4 для коорди-
нат та iмпульсiв частинок. У класичнiй границi вiдповiднi дужки
Пуассона мають такий вигляд:

{X(a)
1 , X

(b)
2 } = δabθ

(a), (3.114)

{X(a)
i , P

(b)
j } = δabδij

(
1 +

θaηa
4

)
, (3.115)

{P (a)
1 , P

(b)
2 } = δabη

(a). (3.116)

Некомутативнi координати та некомутативнi iмпульси X
(a)
i , P (a)

i
можуть бути зображенi як

X̃1 = x
(a)
1 − 1

2
θap

(a)
2 , (3.117)

X̃2 = x
(a)
2 +

1

2
θap

(a)
1 , (3.118)

P̃1 = p
(a)
1 +

1

2
ηax

(a)
2 , (3.119)

P̃2 = p
(a)
2 − 1

2
ηax

(a)
1 , (3.120)

де координати та iмпульси x
(a)
i , p(a)i задовольняють звичнi спiв-

вiдношення (3.95), (3.96).
На основi означень для координат та iмпульсiв центра мас, а

також виразiв (3.121)-(3.124) у випадку, коли виконуються рiвнос-
тi (3.27), (3.28), матимемо:

X̃1 =
∑
a

ma

M

(
x
(a)
1 − 1

2
θap

(a)
2

)
= x̃1 −

1

2
θ̃p̃2, (3.121)

X̃2 =
∑
a

ma

M

(
x
(a)
2 +

1

2
θap

(a)
1

)
= x̃2 +

1

2
θ̃p̃1, (3.122)

P̃1 =
∑
a

(
p
(a)
1 +

1

2
ηax

(a)
2

)
= p̃1 +

Mα

2
x̃2, (3.123)

P̃2 =
∑
a

(
p
(a)
2 − 1

2
ηax

(a)
1

)
= p̃2 −

Mα

2
x̃1. (3.124)
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Отже, у випадку виконання умов (3.27), (3.28) iмпульси центра
мас пропорцiйнi до повної маси системи та координати й iмпульси
центра мас у некомутативному просторi X̃1, P̃1 можуть бути зо-
браженi через координати та iмпульси центра мас (3.112), (3.113),
якi задовольняють звичнi спiввiдношення.

3.3. Iмпульс центра мас як iнтеграл руху у
чотиривимiрному некомутативному
фазовому просторi

У некомутативному фазовому просторi (3.64)-(3.66) iмпульс цен-
тра мас (3.68), визначений традицiйно, не є iнтегралом руху. Роз-
глянемо систему N частинок, яка описується гамiльтонiаном

H =
∑
a

(P(a))2

2ma
+ U(|X(1) −X(2)|). (3.125)

Врахувавши (3.68), отримаємо

{P̃1,H} =

{
P̃1,
∑
a

(P(a))2

2ma

}
= η̃

P̃2

M
+

+
∑
a

∆P
(a)
2

ma
(ηa − µaη̃) , (3.126)

{P̃2,H} =

{
P̃2,
∑
a

(P(a))2

2ma

}
= −η̃ P̃1

M
−

−
∑
a

∆P
(a)
1

ma
(ηa − µaη̃) . (3.127)

У випадку, коли задовольняються умови на параметри некомута-
тивностей (3.27), (3.28), можемо записати

{P̃1,H} =
P̃2

M
η̃ (3.128)

{P̃2,H} = − P̃1

M
η̃. (3.129)
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Отже, через некомутативнiсть iмпульсiв iмпульс центра мас, ви-
значений як сума iмпульсiв частинок системи, не зберiгається у
некомутативному фазовому просторi.

Знайдемо iмпульс центра мас як iнтеграл руху. З цiєю метою
розглянемо випадок, коли система складається з N частинок з
однаковими масами та параметрами некомутативностi

m1 = m2 = ... = mN = m, (3.130)
θ1 = θ2 = ... = θN = θ, (3.131)
η1 = η2 = ... = ηN = η. (3.132)

Звернемо увагу, що у цьому випадку iмпульси визначенi як

P̃ ′
1 =

∑
a

P
(a)
1 − η

∑
a

X
(a)
2 , (3.133)

P̃ ′
2 =

∑
a

P
(a)
2 + η

∑
a

X
(a)
1 , (3.134)

задовольняють спiввiдношення

{P̃ ′
1,H} = {P̃ ′

2,H} = 0. (3.135)

Тут H визначається як (3.125). Отже, iмпульси (3.133), (3.134)
є iнтегралами руху i можуть розглядатися як iмпульси центра
мас у некомутативному фазовому просторi. У границi η → 0 з
(3.133), (3.134) отримаємо повний iмпульс, визначений традицiйно
(як сума iмпульсiв частинок системи).

Узагальнимо запропоноване означення iмпульсу центра мас на
випадок системи N частинок з рiзними масами ma i параметрами
некомутативностi θa, ηa. Iмпульси центра мас означенi як

P̃ ′
1 = P̃1 − η̃X̃2, (3.136)
P̃ ′
2 = P̃2 + η̃X̃1, (3.137)

(тут P̃i, X̃i, η̃ визначаються виразами (3.101), (3.68), (3.73)) задо-
вольняють рiвностi {P̃ ′

1,H} = {P̃ ′
2,H} = 0 та є iнтегралами руху

у випадку, коли виконуються спiввiдношення (3.27), (3.28). Звер-
немо увагу, що для системи N частинок з однаковими масами та
параметрами некомутативностi η, θ, маємо X̃i =

∑
aX

(a)
i /N . Та-

кож, врахувавши (3.73), можемо записати η̃ = Nη. Отже, з (3.136),
(3.137) отримаємо (3.27), (3.28).
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Означимо координати центра мас X̃ ′
i як координати спряженi

до P̃ ′
i . Можемо переконатися, що координати визначенi як

X̃ ′
i =

∑
a µaX

(a)
i

1− η̃θ̃
=

X̃i

1− η̃θ̃
, (3.138)

задовольняють

{X̃ ′
i, P̃

′
j} = δij . (3.139)

Також виконуються такi спiввiдношення:

{X̃ ′
1, X̃

′
2} =

θ̃

(1− θ̃η̃)2
, (3.140)

{P̃ ′
1, P̃

′
2} = η̃(θ̃η̃ − 1). (3.141)

Отже, у випадку, коли параметри координатної та iмпульсної
некомутативностей залежать вiд маси як (3.27), (3.28), iмпульси
центра мас можуть бути означенi як iнтеграли руху у некомута-
тивному фазовому просторi канонiчного типу.

Зауважимо, що iмпульси вiльної частинки не зберiгаються у
некомутативному фазовому просторi. На основi означень (3.136),
(3.137) для вiльної частинки iнтегралами руху є iмпульси визна-
ченi як

P ′
1 = P1 − ηX2, (3.142)
P ′
2 = P2 + ηX1. (3.143)

Для них виконується рiвнiсть {P ′
1,H} = {P ′

2,H} = 0, де H зада-
ється як (3.48). Перепишемо гамiльтонiан частинки (3.48) через
iмпульси P ′

i , якi є iнтегралами руху, та спряженi до них коорди-
нати

X ′
i =

Xi

(1− ηθ)
. (3.144)

Маємо

H =
1

2m

(
P ′
1 + η(1− ηθ)X ′

2

)2
+

1

2m

(
P ′
2 − η(1− ηθ)X ′

1

)2
. (3.145)
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Зауважимо, що гамiльтонiан (3.145) вiдповiдає гамiльтонiану за-
рядженої частинки у магнiтному полi B(0, 0, B) у некомутативно-
му фазовому просторi, який характеризується спiввiдношеннями
(3.139), (3.140), (3.141), якщо

eB

c
= η(1− ηθ), (3.146)

тут e – заряд частинки; c – швидкiсть свiтла.

3.4. Проблема опису руху
багаточастинкової системи у
шестивимiрному квантованому
фазовому просторi канонiчного типу

Дослiдимо проблему опису руху макроскопiчного тiла у шестиви-
мiрному (3D конфiгурацiйного та 3D iмпульсного простору) кван-
тованому фазовому просторi канонiчного типу (1.15)-(1.17). Про-
понуємо таке узагальнення спiввiдношень некомутативної алгебри
(1.15)-(1.17) для коорднат та iмпульсiв рiзних частинок:

[X
(a)
i , X

(b)
j ] = i~δabθ

(a)
ij , (3.147)

[X
(a)
i , P

(b)
j ] = i~(δabδij + δabσ

(a)
ij ), (3.148)

[P
(a)
i , P

(b)
j ] = i~δabη

(a)
ij , (3.149)

де параметри θ
(a)
ij , η(a)ij , σ(a)ij вiдповiдають частинцi з iндексом a.

У класичнiй границi з комутацiйних спiввiдношень (3.147)-(3.149)
отримаємо дужки Пуассона, якi мають такий вигляд:

{X(a)
i , X

(b)
j } = δabθ

(a)
ij , (3.150)

{X(a)
i , P

(b)
j } = δabδij + δabσ

(a)
ij , (3.151)

{P (a)
i , P

(b)
j } = δabη

(a)
ij . (3.152)

Розглянемо симетричне зображення для координат та iмпуль-
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сiв, якi задовольняють спiввiдношення (4.9), (4.12)

X
(a)
i = x

(a)
i − 1

2

∑
j

θ
(a)
ij p

(a)
j , (3.153)

P
(a)
i = p

(a)
i +

1

2

∑
j

η
(a)
ij x

(a)
j . (3.154)

Коордианти та iмпульси x(a)i , p(a)i у (3.153), (3.154) задовольняють
звичнi комутацiйнi спiввiдношення (3.95), (3.96). Iз (3.153), (3.154)
випливає, що

σ
(a)
ij =

∑
k

θ
(a)
ik η

(a)
jk

4
. (3.155)

Обчислимо дужки Пуассона для координат та iмпульсiв цен-
тра мас, визначених звично (3.101), (3.68). Отримаємо

{X̃i, X̃j} = θ̃ij , (3.156)

{X̃i, P̃j} = δij +
∑
a

µaσ
(a)
ij , (3.157)

{P̃i, P̃j} = η̃ij , (3.158)

де

θ̃ij =
∑
a

µ2aθ
(a)
ij , (3.159)

η̃ij =
∑
a

η
(a)
ij . (3.160)

Важливо зазначити, що дужки Пуассона (3.156)-(3.158) не вiдтво-
рюють спiввiдношення некомутативної алгебри (3.1)-(3.3). Маємо∑

a

µaσ
(a)
ij =

∑
a

µa
∑
k

θ
(a)
ik η

(a)
ik

4
̸=
∑
k

θ̃ikη̃
c
jk

4
. (3.161)

Звернiмо також увагу, що для координат та iмпульсiв центра мас
(3.101), (3.68), координат та iмпульсiв вiдносного руху

∆X
(a)
i = X

(a)
i − X̃i, (3.162)

∆P
(a)
j = P

(a)
i − µaP̃i, (3.163)
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виконуються такi спiввiдношення:

{X̃i,∆X
(a)
j } = µaθ

(a)
ij −

∑
b

µ2bθ
(b)
ij , (3.164)

{P̃i,∆P
(a)
j } = η

(a)
ij − µa

∑
b

η
(b)
ij , (3.165)

{∆X(a)
i , P̃j} = σ

(a)
ij −

∑
b

µbσ
(b)
ij , (3.166)

{X̃i,∆P
(a)
j } = µa(σ

(a)
ij −

∑
b

µbσ
(b)
ij ). (3.167)

Розглянувши такi залежностi параметрiв некомутативностi θ(a)ij ,

η
(a)
ij вiд маси

θ
(a)
ij ma = γij = const, (3.168)

η
(a)
ij

ma
= αij = const, (3.169)

(тут γij , αij – константи, якi не залежать вiд маси та є однако-
вi для рiзних частинок) отримаємо, що дужки Пуассона (3.164)-
(3.167) дорiвнюють нулю

{X̃i,∆X
(a)
j } = {P̃i,∆P

(a)
j } = 0, (3.170)

{∆X(a)
i , P̃j} = {X̃i,∆P

(a)
j } = 0, (3.171)

та параметри σ(n)ij однаковi для рiзних частинок

σ
(a)
ij =

∑
k

γikαjk

4
=
∑
k

θ̃ikη̃jk
4

=
∑
k

θ
(a)
ik η

(a)
jk

4
= σij . (3.172)

Дужки Пуассона для координат та iмпульсiв центра мас

{X̃i, X̃j} = θ̃ij , (3.173)

{X̃i, P̃j} = δij +
∑
k

θ̃ikη̃jk
4

, (3.174)

{P̃i, P̃j} = η̃ij (3.175)
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вiдтворюють спiввiдношення некомутативної алгебри з параме-
трами

θ̃ij =
γij
M
, (3.176)

η̃ij =Mαij . (3.177)

На додаток, якщо спiввiдношення (3.168), (3.169) задовольня-
ються, то рух вiльної частинки у некомутативному фазовому про-
сторi не залежить вiд її маси . Рiвняння руху вiльної частинки у
некомутативному фазовому просторi (4.9)-(4.12) мають такий ви-
гляд:

Ẋi =
∑
j

(δij + σij)
Pj

m
, (3.178)

Ṗi =
∑
j

ηij
Pj

m
, (3.179)

тут m – маса частинки. Iз рiвнянь (3.178), (3.179) отримаємо

Ẋi(t) = Ai1 cos

(
η̃

m
t

)
+Ai2 sin

(
η̃

m
t

)
+Ai3, (3.180)

η̃ =
√
η212 + η223 + η231, (3.181)

де Aij – елементи матрицi

Â = (1 + σ̂)×

×


C2η31η̃−C1η12η23

η223+η231
−C1η31η̃+C2η12η23

η223+η231

C3η23
η12

−C2η23η̃+C1η12η31
η223+η231

C1η23η̃−C2η12η31
η223+η231

C3η23
η12

C1 C2 C3

 . (3.182)

Константи Ci визначаються початковими швидкостями υ0i

(1 + σ̂)B̂Ĉ = υ̂0, (3.183)

B̂ =


−η12η23
η223+η231

η31η̃
η223+η231

η23
η12

−η12η31
η223+η231

− η23η̃
η223+η231

η31
η12

1 0 1

 (3.184)

Ĉ =

(
C1
C2
C3

)
υ̂0 =

(
υ01
υ02
υ03

)
. (3.185)
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Елементи матрицi σ̂ мають вигляд (4.54). Звернемо увагу, що рух
вiльної частинки не залежить вiд її маси, якщо виконуються спiв-
вiдношення (3.168), (3.169). У цьому випадку можемо переписати
(3.178), (3.179) як

Ẋi =
∑
j

(δij + σij)
Pj

m
, (3.186)

Ṗi

m
=
∑
j

αij
Pj

m
. (3.187)

Iз (3.186), (3.187) випливає, що траєкторiя вiльної частинки Xi(t)
не залежить вiд маси. У пiдсумку для системи вiльних частинок
маємо, що швидкiсть руху центра мас дорiвнює швидкостям руху
частинок, якi утворюють систему. У разi виконання умови (3.169)
ми можемо записати

η̄(n)

mn
=

√
(η

(n)
12 )2 + (η

(n)
23 )2 + (η

(n)
31 )2

mn
=

=
√
α2
12 + α2

23 + α2
31, (3.188)

а також

A
(n)
ij = Aij . (3.189)

Тому швидкiсть руху центра мас системи вiльних частинок може
бути записана як

Ẋc
i (t) =

∑
n

µnẊ
(n)
i (t) =

∑
n

µn

(
A

(n)
i1 cos

(
η̄(n)

mn
t

)
+

+A
(n)
i2 sin

(
η̄(n)

mn
t

)
+A

(n)
i3

)
=

= Ai1 cos

(√
α2
12 + α2

23 + α2
31t

)
+

+Ai2 sin

(√
α2
12 + α2

23 + α2
31t

)
+Ai3 = Ẋ

(n)
i (t). (3.190)
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Вiдноснi швидкостi дорiвнюють нулю

∆Ẋi(t) = Ẋ
(n)
i (t)− Ẋc

i (t) = 0. (3.191)

Як i у звичному просторi (θij = ηij = 0) система вiльних частинок
з однаковими початковими швидкостями не розлiтається.

Отже, запропонованi умови на параметри некомутативної ал-
гебри (3.168), (3.169) дають змогу розв’язати проблему залежнос-
тi руху вiльної частинки у некомутативному фазовому просто-
рi вiд маси, розглядати для координат та iмпульсiв центра мас
спiввiдношення некомутативної алгебри, вивчати рух центра мас
i вiдносний рух як незалежнi.

3.5. Вiльне падiння тiла в однорiдному
гравiтацiйному полi у
некомутативному фазовому просторi

Розглянемо частинку з масою m в однорiдному гравiтацiйному
полi у просторi, який характеризується спiввiдношеннями (3.64)-
(3.66). Знайдемо та проаналiзуємо траєкторiю вiльного падiння
частинки у некомутативному фазовому просторi. Запишемо га-
мiльтонiан

H =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
−mgX1. (3.192)

Зауважимо, що тут координати та iмпульси задовольняють спiв-
вiдношення некомутативної алгебри (3.64)-(3.66). Врахувавши це,
можемо записати такi рiвняння руху:

Ẋ1 =
P1

m
, Ẋ2 =

P2

m
+mgθ, (3.193)

Ṗ1 = mg + η
P2

m
, Ṗ2 = −ηP1

m
. (3.194)

Iз рiвнянь (3.193)-(3.194) отримаємо, що траєкторiя частинки в
однорiдному гравiтацiйному полi у некомутативному фазовому
просторi має такий вигляд:

X1(t) =
A

η
sin

η

m
t− B

η
cos

η

m
t+ C, (3.195)

X2(t) =
A

η
cos

η

m
t+

B

η
sin

η

m
t− mg

η
t+mgθt+D. (3.196)
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ТутA,B, C,D – константи. Розглянувши початковi умовиX1(0) =

X01, X2(0) = X02, Ẋ1(0) = υ01, Ẋ2(0) = υ02, отримаємо

X1(t) =
mυ01
η

sin
η

m
t+

(
m2g

η2
− m2gθ

η
+
mυ02
η

)
(1−

− cos
η

m
t
)
+X01, (3.197)

X2(t) =

(
m2g

η2
− m2gθ

η
+
mυ02
η

)
sin

η

m
t− mυ01

η
(1−

− cos
η

m
t
)
− mg

η
t+mgθt+X02. (3.198)

Зауважимо, що у границi η → 0 iз (3.197), (3.198) знайдемо добре
вiдомий результат, який вiдповiдає руху частинки в однорiдному
полi у звичному просторi

X1(t) =
gt2

2
+ υ01t+X01, (3.199)

X2(t) = υ02t+X02, (3.200)

проте зв’язок мiж iмпульсом i швидкiстю змiнений. А саме, маємо
такi рiвностi:

P1 = mẊ1, (3.201)
P2 = m(Ẋ2 +mgθ). (3.202)

Звернемо увагу на те, що вiдповiдно до отриманих спiввiд-
ношень (3.197)-(3.198), траєкторiя частинки в однорiдному гравi-
тацiйному полi є рiзною для частинок з рiзними масами. Отже,
у некомутативному фазовому просторi iснує проблема порушення
слабкого принципу еквiвалентностi. Ще однiєю фундаментальною
проблемою, яка зумовлена некомутативнiстю iмпульсiв, є поруше-
ння адитивностi кiнетичної енергiї та її залежнiсть вiд композицiї.
Щоб це пiдтвердити, розглянемо рух тiла в однорiдному гравiта-
цiйному полi у просторi, який характеризується спiввiдношення-
ми (3.197)-(3.198). Для тiла в гравiтацiйному полi, врахувавши
(3.249) та (3.197), (3.198), можемо записати

P̃1 = Ã cos
η̃

M
t+ B̃ sin

η̃

M
t, (3.203)

P̃2 = −Ã sin
η̃

M
t+ B̃ cos

η̃

M
t− M2g

η̃
, (3.204)
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де P̃i – iмпульс центра мас, визначений як (3.68); M =
∑

ama –
повна маса системи; η̃ – ефективний параметр iмпульсної неко-
мутативностi, який описує рух центра мас; Ã, B̃ – константи, якi
визначаються як

Ã =Mυ̃01, (3.205)

B̃ =Mυ̃02 +
M2g

η̃
−M2gθ̃. (3.206)

Тут ми взяли до уваги початковi умови (3.53)-(3.54) та викорис-
тали позначення υ̃01, υ̃02 для початкових швидкостей центра мас
системи ˙̃X1(0) = υ̃01,

˙̃X2(0) = υ̃02.
Отже, кiнетична енергiя системи може бути записана у такому

виглядi:

T =
P̃ 2
1

2M
+
P̃ 2
2

2M
=

= T0 + g2M3

(
1

η̃2
+
θ̃2

2
− θ̃

η̃

)
+M2gυ̃02

(
1

η̃
− θ̃

)
+

+
M2g

η̃

(
υ̃01 sin

η̃

M
t+

(
Mg

η̃
−Mgθ̃ + υ̃02

)
cos

η̃

M
t

)
, (3.207)

де

T0 =
M(υ̃201 + υ̃202)

2
. (3.208)

З iншого боку, вiдповiдно до властивостi адитивностi, кiнети-
чна енергiя тiла є сумою кiнетичних енергiй частинок, якi входять
до його складу. Нехай тiло складається з N частинок (подiлене
на N частин) з масами ma i параметрами некомутативностi θa,
ηa. Отже, вiдповiдно до властивостi адитивностi можемо записа-
ти кiнетичну енергiю тiла у такому виглядi:

T =
∑
a

Ta =
∑
a

(P
(a)
1 )2

2ma
+

(P
(a)
2 )2

2ma
=

=
∑
a

[
T0a + g2m3

a

(
1

η2a
+
θ2a
2

− θa
ηa

)
+m2

agυ̃02

(
1

ηa
− θa

)
+

m2
ag

ηa

(
υ̃01 sin

ηa
ma

t+

(
mag

ηa
−magθa + υ̃02

)
cos

ηa
ma

t

)]
.

(3.209)
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Тут враховано те, що швидкостi частинок у системi є такими са-
мими, як швидкiсть всiєї системи. Звернемо увагу на те, що ви-
рази для кiнетичної енергiї (3.207), (3.209) вiдрiзняються. Отже,
фундаментальна властивiсть кiнетичної енергiї, а саме адитив-
нiсть, порушується у просторi з некомутативнiстю координат i
некомутативнiстю iмпульсiв. Звiдси випливає порушення закону
збереження енергiї. Тому необхiдо шукати можливостi вiдновлен-
ня властивостей кiнетичної енергiї у просторi з некомутативнiстю
координат та некомутативнiстю iмпульсiв.

Зауважимо, що у виразах (3.197), (3.198) маса частинки мiсти-
ться тiльки у виглядi добуткiв mθ та η/m. Тому у випадку, коли
виконуються умови на параметри некомутативностi (3.27), (3.28),
отримаємо, що траєкторiя частинки у гравiтацiйному полi у неко-
мутативному фазовому просторi (3.210)-(3.211) не залежить вiд її
маси

X1(t) =
υ01
α

sinαt+
( g
α2

− gγ

α
+
υ02
α

)
(1− cosαt) +X01, (3.210)

X2(t) =
( g
α2

− gγ

α
+
υ02
α

)
sinαt− υ01

α
(1− cosαt)−

− g

α
t+ γgt+X02.(3.211)

Отже, умови (3.27), (3.28) дають змогу вiдновити слабкий прин-
цип еквiвалентностi у некомутативному фазовому просторi. Та-
кож зауважимо, що коли виконується умова (3.27), вiдповiдно до
спiввiдношення (3.202), знаходимо, що iмпульс пропорцiйний до
маси

P2 = m(Ẋ2 + γg), (3.212)

як це є у звичному просторi (простiр з θ = η = 0). Крiм того,
у випадку виконання рiвностей (3.27), (3.28) iз виразiв (3.207),
(3.209) отримаємо, що кiнетична енергiя тiла є адитивною та не
залежить вiд композицiї

T = T0 +
∑
a

ma

[
g2
(

1

α2
+
γ2

2
− γ

α

)
+ gυ̃02

(
1

α
− γ

)
+

+
g

α

(
υ̃01 sinαt+

( g
α
− gγ + υ̃02

)
cosαt

)]
=

= T0 +M

[
g2
(

1

α2
+
γ2

2
− γ

α

)
+ gυ̃02

(
1

α
− γ

)
+

+
g

α

(
υ̃01 sinαt+

( g
α
− gγ + υ̃02

)
cosαt

)]
. (3.213)
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Отже, умови на параметри некомутативної алгебри (3.27), (3.28)
дають змогу розв’язати проблему порушення принципу еквiвален-
тностi, а також зберегти властивостi кiнетичної енергiї у кванто-
ваному фазовому просторi канонiчного типу.

3.6. Оцiнка мiнiмального iмпульсу на
основi дослiджень зсуву перигелiю
Меркурiю

У [159] дослiджено зсув перигелiю орбiти частинки у гравiта-
цiйному полi у некомутативному просторi (3.1)-(3.3). З точнiстю
до першого порядку за параметрами некомутативностi для час-
тинки з масою m у гравiтацiйному полi −k/X (k – константа,

X =
√∑

iX
2
i ) отримано такий результат для зсуву перигелiю,

зумовлений некомутативнiстю координат та некомутативнiстю iм-
пульсiв [159]

∆ϕnc = 2π

(√
m2k

a3(1− e2)3
θ +

2

e2

√
a3(1− e2)3

m2k
η

)
, (3.214)

де a – велика пiввiсь; e – ексцентриситет; θ = θ3, η = η3, θi =
ϵijkθjk/2, ηi = ϵijkηjk/2. Автори [159] припустили, що параметри
некомутативностi для Меркурiю є такими самими як i для еле-
ментарних частинок та, порiвнявши отриманий результат (3.214)
з даними спостережень, одержали верхню межу для мiнiмальної
довжини, яка близька до планкiвської

√
~θ ≤ 6.3 · 10−33м. (3.215)

Другим доданком у (3.214) автори [159] знехтували, вважаючи
його малим.

Зауважимо, що дослiдження зсуву перигелiю Меркурiю з вра-
хуванням особливостей опису макроскопiчних тiл у некомутатив-
ному просторi дають змогу переобчислити результат (3.215) та
оцiнити верхню межу для мiнiмальної довжини, яка узгоджує-
ться з результатами, поданими у лiтературi. Також на основi та-
ких дослiджень можна отримати обмеження на величину iмпуль-
су у некомутативному фазовому просторi, яке суттєво покращує
результати, поданi у лiтературi. Розглянемо це детально.
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На основi результатiв, наведених у попереднiх пiдроздiлах,
знаємо, що рух макроскопiчного тiла у некомутативному фазово-
му просторi описується параметрами некомутативностi, визначе-
ними як (3.159), (3.160). Врахувавши це та використавши резуль-
тат (3.214), можемо записати вираз для зсуву перигелiю планети
Меркурiй

∆ϕnc = ∆ϕθ +∆ϕη, (3.216)

∆ϕθ = 2π

√
GM2MS

a3(1− e2)3
θ̃, (3.217)

∆ϕη =
4π

e2

√
a3(1− e2)3

GM2MS
η̃. (3.218)

Тут M – маса планети Меркурiй, θ̃ = θ̃3, η̃ = η̃3,

θ̃i = ϵijk
θ̃jk
2
, η̃i = ϵijk

η̃jk
2
, (3.219)

θ̃ij , η̃ij визначаються як (3.159), (3.160). Також ми врахували, що
k = GMS , G – гравiтацiйна константа, MS – маса Сонця. Запису-
ючи (3.216), припустили, що вплив вiдносного руху на рух центра
мас Меркурiю незначний.

Порiвнявши результат для змiщення перигелiю, зумовленого
некомутативнiстю координат та некомутативнiстю iмпульсiв, з ве-
личиною

∆ϕobs −∆ϕGR =

= 2π(−0.00049± 0.00017) · 10−8rad/rev, (3.220)

та припустивши, що

|∆ϕnc| ≤ |∆ϕobs −∆ϕGR| (3.221)

в межах 3σ можемо записати

|∆ϕnc| ≤ 2π · 10−11rad/rev. (3.222)

Оскiльки один iз доданкiв ∆ϕθ, ∆ϕη у виразi для ∆ϕnc може
дорiвнювати нулю, що вiдповiдає випадкам θ ̸= 0, η = 0 та θ = 0,
η ̸= 0, то можемо записати

|∆ϕθ| ≤ 2π · 10−11rad/rev, (3.223)
|∆ϕη| ≤ 2π · 10−11rad/rev. (3.224)
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Отже, використавши (3.217), (3.218), знайдемо

~|θ̃| ≤ 3.6 · 10−63м2, (3.225)
~|η̃| ≤ 6.5 · 10−30кг2м2/с2. (3.226)

Переобчислимо отриманий результат для параметрiв некому-
тативностi, якi вiдповiдають електронам i нуклонам. Врахувавши
спiввiдношення (3.168), (3.169), (3.176), (3.177), матимемо

θ̃ =
θeme

M
=
θnucmnuc

M
, (3.227)

η̃ =
ηeM

me
=
ηnucM

mnuc
. (3.228)

Отже, використавши (3.225), (3.226), для параметрiв некомута-
тивностi, якi вiдповiдають нуклонам, маємо такi нерiвностi:

~|θnuc| ≤ 7.2 · 10−13м2, (3.229)
~|ηnuc| ≤ 3.3 · 10−80кг2м2/с2. (3.230)

Для параметрiв некомутативностi, що вiдповiдають електронам,
знаходимо

~|θe| ≤ 1.3 · 10−9м2, (3.231)
~|ηe| ≤ 1.8 · 10−83кг2м2/с2. (3.232)

Важливо також оцiнити величини констант γ = γ12, α = α12 iз
спiввiдношень (3.168), (3.169), оскiльки вони однаковi для рiзних
частинок, тому вiдiграють роль фундаментальних констант. На
основi результатiв (3.225), (3.226) отримаємо такi оцiнки:

|γ| ≤ 1.1 · 10−5s = 2.1 · 1038TP (3.233)
|α| ≤ 1.9 · 10−19s−1 = 10−62T−1

P . (3.234)

Тут TP – час Планка.
Результат для параметра координатної некомутативностi (3.229)

узгоджується з результатом, отриманим на основi дослiджень ней-
тронiв у гравiтацiйнiй квантовiй ямi у некомутативному просто-
рi [160]. У [160] отримано верхню межу ~|θnuc| ≤ 0.771 · 10−13м2.
Нерiвнiсть (3.231) не накладає сильне обмеження на величину па-
раметра координатної некомутативностi для електронiв. Це по-
яснюється тим, що ефективний параметр координатної некому-
тативностi, який описує рух системи частинок, зменшується зi
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збiльшенням кiлькостi частинок у системi, що випливає з (3.159)
чи (3.176). Тому для отримання строгих оцiнок на величину пара-
метра коордиантної некомутативностi на основi дослiджень руху
макроскопiчних тiл необхiдно мати експериментальнi данi з дуже
великими точностями.

Результати для параметрiв iмпульсної некомутативностi (3.230),
(3.232) накладають достатньо строгi обмеження на його величину.
Верхня межа (3.230) на 13 порядкiв менша нiж отримана на основi
дослiджень нейтронiв у гравiтацiйнiй квантовiй ямi [59] (у стат-
тi отримано ~|ηnuc| ≤ 1.76 · 10−61кг2м2/с2). Результат (3.232) на
17 порядкiв менший нiж отриманий на основi дослiджень впливу
некомутативностi на енергетичнi рiвнi атома водню [161] (автори
статтi знайшли ~|ηe| ≤ 1.45 · 10−66кг2м2/с2).

На основi нерiвностi (3.232) можемо отримати верхню межу
для мiнiмального iмпульсу у некомутативному фазовому просторi√

~|ηe| ≤ 4.2 · 10−42кг · м/с = 6.5 · 10−43EP /c, (3.235)

де EP – енергiя Планка. Проаналiзуймо цей результат. Для цього
порiвняймо його з вiдомими величинами. Iз спiввiдношення неви-
значеностей Гайзенберга матимемо

∆P ≥ ~
2∆X

. (3.236)

Для вiдстаней порядку дiаметра видимого Всесвiту 8.8·1026м [162]
отримаємо

∆P ≥ 6 · 10−62кг · м/с. (3.237)

Результат (3.235) на багато порядкiв менший нiж ця величина.
Маємо √

~|ηe|
∆P

= 7 · 1019. (3.238)

Звернемо увагу, що якщо припустити, що параметри некому-
тативностi однаковi для рiзних частинок i макроскопiчних тiл, то
вираз для змiщення перигелiю Меркурiю (3.214) залежить вiд ма-
си планети. Принцип еквiвалентностi порушується у некомутатив-
ному фазовому просторi. У наступному роздiлi буде дослiджено
цю проблему та буде з’ясовано, що рух частинки (макроскопiчно-
го тiла) у гравiтацiйному полi та змiщення перигелiю її орбiти
не залежить вiд маси, якщо виконуються спiввiдношення (3.168),
(3.169).
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3.7. Вплив некомутативностi координат i
некомутативностi iмпульсiв на рух
системи Сонце-Земля-Мiсяць та
слабкий принцип еквiвалентностi

Дослiдимо вплив некомутативностi на рух Землi та Мiсяця у гра-
вiтацiйному полi Сонця. Розглянемо такий гамiльтонiан:

H =
(PE)2

2mE
+

(PM )2

2mM
−G

mEmS

RES
−G

mMmS

RMS
−G

mMmE

REM
.(3.239)

Тут mS , mE , mM – маса Сонця, Землi, Мiсяця, вiдповiдно; G –
гравiтацiйна стала. Записавши гамiльтонiан (3.239), припускаємо,
що вплив вiдносного руху частинок, якi утворюють макроскопiчнi
тiла, на рух центрiв мас є незначним.

Вибравши початок системи координат у центрi мас Сонця, мо-
жемо записати вiдстанi вiд Землi до Сонця, вiд Мiсяця до Сонця,
вiд Землi до Мiсяця як

RES =
√

(XE
1 )2 + (XE

2 )2, (3.240)

RMS =
√

(XM
1 )2 + (XM

2 )2, (3.241)

REM =
√
(XE

1 −XM
1 )2 + (XE

2 −XM
2 )2, (3.242)

де XE
i , XM

i – координати Мiсяця та Землi, i = (1, 2). Координа-
ти та iмпульси XE

i , PE
i , XM

i , PM
i задовольняють спiввiдношення

некомутативної алгебри

{XE
1 , X

E
2 } = θE , {PE

1 , P
E
2 } = ηE , {XE

i , P
E
j } = δij , (3.243)

{XM
1 , XM

2 } = θM , {PM
1 , PM

2 } = ηM , {XM
i , PM

j } = δij , (3.244)

{XM
i , XE

j } = {PM
i , PE

j } = 0, (3.245)

де θE , ηE , θM , ηM параметри некомутативностi, якi описують рух
Землi та Мiсяця.

Взявши до уваги деформацiю дужок Пуассона (4.123)-(3.245),
отримаємо такi рiвняння руху:

ẊE
1 =

PE
1

mE
+ θE

GmEmSX
E
2

R3
ES

+ θE
GmEmM (XE

2 −XM
2 )

R3
EM

, (3.246)

ẊE
2 =

PE
2

mE
− θE

GmEmSX
E
1

R3
ES

− θE
GmEmM (XE

1 −XM
1 )

R3
EM

, (3.247)
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ṖE
1 = ηE

PE
2

mE
− GmEmSX

E
1

R3
ES

− GmEmM (XE
1 −XM

1 )

R3
EM

,(3.248)

ṖE
2 = −ηE

PE
1

mE
− GmEmSX

E
2

R3
ES

− GmEmM (XE
2 −XM

2 )

R3
EM

,(3.249)

ẊM
1 =

PM
1

mM
+ θM

GmMmSX
M
2

R3
MS

− θM
GmEmM (XE

2 −XM
2 )

R3
EM

,(3.250)

ẊM
2 =

PM
2

mM
− θM

GmMmSX
E
1

R3
MS

+ θM
GmEmM (XE

1 −XM
1 )

R3
EM

,(3.251)

ṖM
1 = ηM

PM
2

mM
− GmMmSX

M
1

R3
MS

+
GmEmM (XE

1 −XM
1 )

R3
EM

,(3.252)

ṖM
2 = −ηM

PM
1

mM
− GmMmSX

M
2

R3
MS

+
GmEmM (XE

2 −XM
2 )

R3
EM

.

(3.253)

Варто зазначити, що через доданки у рiвняннях руху (3.300)-
(3.253), якi зумовленi некомутативнiстю координат i некомутатив-
нiстю iмпульсiв, швидкiсть макроскопiчного тiла у гравiтацiйно-
му полi залежить вiд його маси. Також, врахувавши вирази для
параметрiв некомутативної алгебри (3.159), (3.160), якi описують
рух макроскопiчного тiла у некомутативному фазовому просторi,
можемо стверджувати, що швидкостi руху Землi та Мiсяця зале-
жать вiд їхньої композицiї.

Вiдповiдно до експерименту з лазерної далекометрiї Мiсяця
[163], принцип еквiвалентностi виконується з точнiстю

∆a

a
=

2(aE − aM )

aE + aM
= (−0.8± 1.3) · 10−13, (3.254)

де aE , aM – прискорення вiльного падiння Землi та Мiсяця в на-
прямку на Сонце, коли Земля та Мiсяць є на однаковiй вiдста-
нi вiд Сонця. Використаємо цей результат для аналiзу слабкого
принципу еквiвалентностi у некомутативному фазовому просторi.

На основi рiвняннь (3.300)-(3.253) можемо записати вирази для
прискорень Землi та Мiсяця. З точнiстю до першого порядку за
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параметрами некомутативностi θM , ηM , θE , ηE матимемо

ẌE
1 = −GmSX

E
1

R3
ES

− GmM (XE
1 −XM

1 )

R3
EM

+ ηE
ẊE

2

mE
+

+θE
GmSmEẊ

E
2

R3
ES

+ θE
GmMmE

R3
EM

(ẊE
2 − ẊM

2 )− θE
3GmSmE

R5
ES

×

×(RES · ṘES)X
E
2 − θE

3GmMmE

R5
EM

(REM · ṘEM )(XE
2 −XM

2 ),

(3.255)

ẌM
1 = −GmSX

M
1

R3
MS

+
GmE(X

E
1 −XM

1 )

R3
EM

+ ηM
ẊM

2

mM
+

+θM
GmSmMẊ

M
2

R3
MS

− θM
GmMmE

R3
EM

(ẊE
2 − ẊM

2 )− θM
3GmSmM

R5
MS

×

×(RMS · ṘMS)X
M
2 + θM

3GmMmE

R5
EM

(REM · ṘEM )(XE
2 −XM

2 ),

(3.256)

де RES(X
E
1 , X

E
2 ), RMS(X

M
1 , XM

2 ), REM (XE
1 −XM

1 , XE
2 −XM

2 ).
Порiвняємо прискорення Мiсяця та Землi в напрямку на Сон-

це, у випадку, коли RMS = RES = R. Виберемо для зручностi
систему координат з вiссю X1, яка проходить через середину век-
тора REM та перпендикулярна до нього, вiсь X2 паралельна век-
тору REM . Нагадаємо, що центр системи координат збiгається з
центром мас Сонця. Тодi, врахувавши що REM/R ∼ 10−3, маємо:

XE
1 = XM

1 = R

√
1−

R2
EM

4R2
≃ R, (3.257)

XE
2 = −XM

2 =
REM

2
. (3.258)

Отже, прискорення Землi та Мiсяця мають вигляд:

aE = ẌE
1 = −GmS

R2
+ ηE

υE
mE

+

(3.259)
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+θE
GmSmEυE

R3

(
1− 3REM

2υER2
(RES · ṘES)

)
, (3.260)

aM = ẌM
1 = −GmS

R2
+ ηM

υE
mM

+

+θM
GmSmMυE

R3

(
1 +

3REM

2υER2
(RMS · ṘMS)

)
, (3.261)

де використали те, що

ẊE
2 = ẊM

2 = υE , (3.262)
ẊE

1 = 0, ẊM
1 = υM . (3.263)

Тут υE – орбiтальна швидкiсть Землi: υE – орбiтальна швидкiсть
Мiсяця. Звернемо увагу, що REM/R ∼ 10−3, υM/υE ∼ 10−2. Зва-
жаючи на це, останнiми доданками у (3.260), (3.261) можемо зне-
хтувати,

3REM (RES · ṘES)

2υER2
∼ 10−6, (3.264)

3REM (RMS · ṘMS)

2υER2
∼ 10−5. (3.265)

Отже, вираз для параметра Етвеша набуде такого вигляду:

∆a

a
=

∆aη

a
+

∆aθ

a
(3.266)

∆aη

a
=
υER

2

GmS

(
ηE
mE

− ηM
mM

)
, (3.267)

∆aθ

a
=
υE
R

(θEmE − θMmM ) . (3.268)

Проаналiзуємо отриманий результат. Звернемо увагу, що па-
раметр Етвеша не дорiвнює нулевi навiть у випадку, коли гравiта-
цiйна маса та iнерцiйна маса рiвнi. У виразi (3.266) маємо доданок,
зумовлений некомутативнiстю iмпульсiв ∆aη/a, який пропорцiй-
ний до рiзницi (ηE/mE−ηM/mM ), та доданок, зумовлений некому-
тативнiстю координат, ∆aθ/a, пропорцiйний до (θEmE − θMmM ).
Параметри θE , ηE , θM , ηE – ефективнi параметри некомутатив-
ної алгебри, якi визначаються як (3.159), (3.160) (θE = θE12, ηE =
ηE12, θM = θM12, ηE = ηE12) та залежать вiд композицiї тiл. Отже,
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навiть у випадку, коли маси двох тiл однаковi, проте їхнi компо-
зицiї рiзнi, принцип еквiвалентностi порушується.

Результат (3.266) можна використати для оцiнки величин αE−
αM , γE − γM , де

ηE
mE

= αE , (3.269)

ηM
mM

= αM , (3.270)

θEmE = γE , (3.271)
θMmM = γM . (3.272)

З цiєю метою ми припускаємо, що ефект некомутативностi на рух
Землi та Мiсяця, який зумовлює порушення слабкого принципу
еквiвалентностi менший за точнiсть виконання цього принципу.
Отже, ми можемо записати таку нерiвнiсть:∣∣∣∣∆aθ +∆aη

a

∣∣∣∣ ≤ 2.1 · 10−13, (3.273)

де 2.1 · 10−13 найбiльше значення |∆a|/|a|, яке отримали на основi
експерименту з лазерної далекометрiї Мiсяця [163].

Для оцiнки величин

∆α = αE − αM , ∆γ = γE − γM , (3.274)

розглянемо такi нерiвностi:∣∣∣∣∆aθa
∣∣∣∣ ≤ 2.1 · 10−13, (3.275)∣∣∣∣∆aηa
∣∣∣∣ ≤ 2.1 · 10−13. (3.276)

Записуючи (3.275), (3.276), ми врахували те, що можуть реалi-
зовуватися випадки θ ̸= 0, η = 0 (простiр з некомутативнiстю
координат) i θ = 0, η ̸= 0 (простiр з некомутативнiстю iмпульсiв).
Використавши (3.267), (3.268), отримаємо

∆α ≤ 10−20c−1, (3.277)
∆γ ≤ 10−7c. (3.278)
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Щоб проаналiзувати отриманий результат, треба оцiнити ве-
личини констант α, γ. У [164], на основi дослiджень атома водню
у просторi з некомутативнiстю координат, отримано оцiнку верх-
ньої межi для параметра координатної некомутативностi

~θe ≤ 10−33м2. (3.279)

На основi цього результату можемо оцiнити порядок константи
γ. Маємо

γ = meθe ≤ 10−29c. (3.280)

У [59], дослiджуючи вплив некомутативностi iмпульсiв на енерге-
тичнi рiвнi нейтронiв у гравiтацiйнiй ямi, автори отримали такий
результат для параметра iмпульсної некомутативностi

~|η| ≤ 2.4× 10−67кг2м2/с2. (3.281)

На основi цього результату отримаємо

α =
η

mn
≤ 10−6с−1 (3.282)

(mn – маса нейтрона). У попередньому пiдроздiлi ми з’ясували,
що бiльш сильне обмеження на величину параметра iмпульсної
некомутативностi та константи α можна отримати, дослiджую-
чи рух планети Меркурiй у некомутативному фазовому просторi.
Врахувавши (3.234), маємо

∆α

α
≤ 5. (3.283)

Отже, результати (3.277), (3.278) не накладають сильнi обме-
ження на величини ∆α, ∆γ. Для покращення цих результатiв не-
обхiднi є данi спостережень з бiльш високою точнiстю.

На завершення пiдроздiлу зазначимо, що у випадку, коли па-
раметри некомутативностi залежать вiд маси як (3.168), (3.169),
отримаємо

αE = αM , (3.284)
γE = γM , (3.285)

тому параметр Етвеша (3.266) дорiвнює нулю та виконується слаб-
кий принцип еквiвалентностi.
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Також у випадку виконання рiвностей (3.168), (3.169) траєкто-
рiя та швидкiсть частинки (макроскопiчного тiла) у гравiтацiйно-
му полi не залежать вiд його маси та композицiї. Гамiльтонiан
частинки з масою m у гравiтацiйному полi V (X1, X2) має такий
вигляд:

H =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
+mV (X1, X2), (3.286)

де координати та iмпульси задовольняють комутацiйнi спiввiдно-
шення (3.64)-(3.66). Врахувавши (3.64)-(3.66), можемо записати

Ẋ1 = {X1,H} =
P1

m
+mθ

∂V (X1, X2)

∂X2
, (3.287)

Ẋ2 = {X2,H} =
P2

m
−mθ

∂V (X1, X2)

∂X1
, (3.288)

Ṗ1 = {P1,H} = −m∂V (X1, X2)

∂X1
+ η

P2

m
, (3.289)

Ṗ2 = {P2,H} = −m∂V (X1, X2)

∂X2
− η

P1

m
. (3.290)

Якщо припустимо, що параметри некомутативностi θ, η одна-
ковi для частинок з рiзними масами, з рiвнянь (3.287)-(3.290) мо-
жемо зробити висновок, що швидкiсть частинки у гравiтацiйному
полi залежить вiд її маси. У випадку, коли виконуються умови
(3.168), (3.169), маємо:

Ẋ1 =
P1

m
+ γ

∂V (X1, X2)

∂X2
, (3.291)

Ẋ2 =
P2

m
− γ

∂V (X1, X2)

∂X1
, (3.292)

Ṗ1 = −m∂V (X1, X2)

∂X1
+ αP2, (3.293)

Ṗ2 = −m∂V (X1, X2)

∂X2
− αP1. (3.294)

Рiвняння (3.291)-(3.294) можуть бути переписанi у такому вигля-
дi:

Ẋ1 = P ′
1 + γ

∂V (X1, X2)

∂X2
, (3.295)
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Ẋ2 = P ′
2 − γ

∂V (X1, X2)

∂X1
, (3.296)

Ṗ ′
1 = −∂V (X1, X2)

∂X1
+ αP ′

2, (3.297)

Ṗ ′
2 = −∂V (X1, X2)

∂X2
− αP ′

1, (3.298)

де ми використали позначення P ′
i = Pi/m. Зауважимо, що у рiв-

няння руху (3.295)-(3.298) не входить маса. Отже, їхнiй розв’язок
Xi = Xi(t), P ′

i = P ′
i (t) також не залежить вiд маси. Зважаючи

на це, можемо зробити висновок, що у випадку, коли виконую-
ться рiвностi (3.168), (3.169), траєкторiя та швидкiсть частинки
у неоднорiному полi залежать вiд констант γ та α i не залежать
вiд її маси. Отже, слабкий принцип еквiвалентностi виконується
у квантованому фазовому просторi канонiчного типу.

Розглянемо рух системи частинок (макроскопiчного тiла) у
гравiтацiйному полi у некомутативному фазовому просторi та до-
слiдимо принцип еквiвалентностi. Знайдемо рiвняння руху та про-
аналiзуємо виконання слабкого принципу еквiвалентностi. Для
сис- теми частинок у гравiтацiйному полi V (X̃1, X̃2) маємо такий
гамiльтонiан

H =
P̃2

2M
+MV (X̃1, X̃2) +Hrel, (3.299)

де M – повна маса системи; X̃i, P̃i – координати та iмпульси цен-
тра мас, якi визначаються як (3.101), (3.68) та задовольняють не-
комутативну алгебру з ефективними параметрами θ̃, η̃. Ми вико-
ристали позначення Hrel для гамiльтонiана, який вiдповiдає вiд-
носному руху та залежить вiд координат та iмпульсiв вiдносного
руху.

Як було з’ясовано в пiдроздiлi 3.7, рух центра мас системи ча-
стинок i вiдносний рух незалежнi, коли виконуються умови (3.168),
(3.169). У цьому випадку

{
P̃2/2M +MV (X̃1, X̃2), Hrel

}
= 0.

Отже, можемо записати такi рiвняння руху для центра мас си-
стеми N частинок у гравiтацiйному полi у некомутативному фа-
зовому просторi:

˙̃X1 =
P1

M
+Mθ̃

∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃2

, (3.300)
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˙̃X2 =
P2

M
−Mθ̃

∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃1

, (3.301)

˙̃P1 = −M∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃1

+ η̃
P2

M
, (3.302)

˙̃P2 = −M∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃2

− η̃
P1

M
. (3.303)

Важливо звернути увагу на те, що рiвняння руху залежать вiд
ефективних параметрiв некомутативностi, якi вiдповiдно до (3.159),
(3.160) залежать вiд композицiї макроскопiчного тiла. Цей факт
є додатковою причиною порушення принципу еквiвалентностi у
некомутативному фазовому просторi. Врахувавши умови (3.168),
(3.169), маємо

˙̃X1 =
P1

M
+ γ

∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃2

, ˙̃X2 =
P2

M
− γ

∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃1

, (3.304)

˙̃P1 = −M∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃1

+ αP2, (3.305)

˙̃P2 = −M∂V (X̃1, X̃2)

∂X̃2

− αP1. (3.306)

Отже, у випадку виконання спiввiдношень (3.168), (3.169), рух
тiла у гравiтацiному полi не залежить вiд його маси та композицiї,
тому слабкий принцип еквiвалентностi зберiгається у некомута-
тивному фазовому просторi. Цей висновок можна узагальнити на
випадок шестивимiрного квантованого фазового простору канонi-
чного типу (3.1)-(3.3). Для частинки (тiла) з масою m у гравiта-
цiйному полi V (X), врахувавши (3.168), (3.169), можемо записати

H =
P 2

2m
+mV (X), (3.307)

Ẋi =
∑
j

(δij + σij)P
′
j +

∑
j

γij
∂V

∂Xj
, (3.308)

Ṗ ′
i = −

∑
j

(δij + σij)
∂V

∂Xj
+
∑
j

αijP
′
j . (3.309)

Iз (3.308), (3.309) випливає, що Xi(t), P ′
i (t) не залежать вiд маси.

Тому слабкий принцип еквiвалентностi зберiгається.



Роздiл 4

Змiщення перигелiю у
квантованому просторi зi
збереженими симетрiєю
вiдносно iнверсiї часу та
сферичною симетрiєю

4.1. Симетрiя вiдносно iнверсiї часу у
просторi з некомутативнiстю
координат та некомутативнiстю
iмпульсiв канонiчного типу

Через неiнварiантнiсть некомутативної алгебри канонiчного типу
(3.1)-(3.3) вiдносно iнверсiї часу, трансформацiяXi, Pi вiдносно iн-
версiї часу залежить вiд зображення. Координати та iмпульси, якi
задовольняють спiввiдношення (3.1)-(3.3) можуть бути зображе-
нi через координати та iмпульси xi, pi, якi задовольняють звичнi
спiввiдношення. Тобто, для координат та iмпульсiв, якi задоволь-
няють (3.1)-(3.3), можемо записати

X1 = ε
(
x1 − θ′1p2

)
, (4.1)

X2 = ε
(
x2 + θ′2p1

)
, (4.2)

P1 = ε
(
p1 + η′1x2

)
, (4.3)

P2 = ε
(
p2 − η′2x1

)
, (4.4)
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де ε, θ′1, θ
′
2, η

′
2, η

′
2 – константи. Пiсля iнверсiї часу, розглянувши

перетворення xi → xi, pi → −pi, отримаємо

X1 → X ′
1 = ε

(
x1 + θ′1p2

)
, (4.5)

X2 → X ′
2 = ε

(
x2 − θ′2p1

)
, (4.6)

P1 → −P ′
1 = ε

(
−p1 + η′1x2

)
, (4.7)

P2 → −P ′
2 = ε

(
−p2 − η′2x1

)
. (4.8)

Отже, перетворення (4.5)-(4.8) залежать вiд параметрiв ε, θ′1, θ′2,
η′2, η′2, у пiдсумку вони залежать вiд зображення.

Параметри ε, θ′1, θ′2, η′2, η′2, можуть бути вибранi рiзними спосо-
бами. Врахувавши (4.1)-(4.4), матимемо

[X1, X2] = i~ε2(θ′1 + θ′2), (4.9)
[X1, P1] = i~ε2(1 + θ′1η

′
1) (4.10)

[X2, P2] = i~ε2(1 + θ′2η
′
2), (4.11)

[P1, P2] = i~ε2(η′1 + η′2). (4.12)

Порiвнявши спiввiдношення (4.9)-(4.12) та (3.1)-(3.3), можемо за-
писати такi рiвняння:

ε2 = 1, θ′1η
′
1 = θ′2η

′
2 = σ, (4.13)

θ′1 + θ′2 = θ, (4.14)
η′1 + η′2 = η, (4.15)

з яких отримаємо

θ′1 =
1

2

(
θ ±

√
θ2 − 4

θσ

η

)
, (4.16)

θ′2 =
1

2

(
θ ∓

√
θ2 − 4

θσ

η

)
, (4.17)

η′1 =
1

2

(
η ∓

√
η2 − 4

ησ

θ

)
, (4.18)

η′2 =
1

2

(
η ±

√
η2 − 4

ησ

θ

)
, (4.19)
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та

σ ≤ θη

4
. (4.20)

Звернемо увагу, що, вибравши знак у (4.76)-(4.77), отримаємо два
рiзнi зображення для некомутативних координат i некомутатив-
них iмпульсiв, а тому два рiзних перетворення при iнверсiї часу
(4.5)-(4.8).

Добре вiдомим є симетричне зображення, яке характеризує-
ться такими параметрами ε = 1, θ′1 = θ′2 = θ/2, η′1 = η′2 = η/2.
У цьому випадку координати та iмпульси Xi, Pi задовольняють
(3.1)-(3.3) з σ = θη/4 [158].

При σ = 0 комутатор координат та iмпульсiв (1.15) дорiвнює
i~, як у звичному просторi. Порiвнявши (4.9)-(4.12) та (3.1)-(3.3)
при σ = 0, можемо записати

ε2 =
1

1 + θ′1η
′
1

, (4.21)

θ′1η
′
1 = θ′2η

′
2, (4.22)

ε2(θ′1 + θ′2) = θ, (4.23)
ε2(η′1 + η′2) = η. (4.24)

Зауважимо, що маємо чотири рiвняння (4.21)-(4.24) i п’ять па-
раметрiв ε, θ′1, θ′2, η′1, η′2. Отже, вибравши один iз них, отримає-
мо рiзнi зображення для координат та iмпульсiв, якi задоволь-
няють спiввiдношення (3.1)-(3.3) з σ = 0 та, вiдповiдно, рiзнi
перетворення(4.5)-(4.8).

Наприклад, обравши θ′2 = 0 iз (4.21)-(4.24), отримаємо ε = 1,
η′1 = 0, η′2 = η, θ′1 = θ та зображення набуде вигляду

X1 = x1 − θp2, (4.25)
X2 = x2, (4.26)

P1 = p1, (4.27)
P2 = p2 − ηx1. (4.28)

У цьому випадку маємо звичнi перетворення для координати X2
та iмпульсу P1

X2 → X2, P1 → −P1, (4.29)
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проте для X1, P2 отримаємо

X1 → X ′
1 = x1 + θp2, (4.30)

P2 → −P ′
2 = −p2 − ηx1. (4.31)

Також можемо записати два симетричнi зображення (4.1)-(4.4)
з параметрами

ε = (1 + θ′η′)−
1
2 , (4.32)

θ′1 = θ′2 =
1±

√
1− θη

η
, (4.33)

η′1 = η′2 =
1±

√
1− θη

θ
(4.34)

[76, 158] i також, вiдповiдно, отримаємо два рiзнi перетворення
для координат та iмпульсiв при iнверсiї часу (3.13)-(3.16). Таке
зображення розглядали у пiдроздiлi 2.2.

На завершення цього пiдроздiлу зазначимо, що висновки, по-
данi у пiдроздiлi 2.3, можуть бути узагальненi на випадок, коли
зображення для координат та iмпульсiв має вигляд (4.1)-(4.4), де
константи ε, θ′1, θ′2, η′2, η′2 задовольняють спiввiдношення (4.21)-
(4.24). У випадку, коли параметр координатної некомутативностi
θ обернено пропорцiйний до маси (3.27), та, вiдповiдно, θ′1, θ′2 обер-
нено пропорцiйнi до маси, а також параметри iмпульсної некому-
тативностi пропорцiйнi до маси (3.28) (константи η′2, η′2 обернено
пропорцiйнi до маси), вiдповiдно до (4.21) параметри ε не зале-
жать вiд маси. Звiдси випливає, що некомутативнi координати
(4.1), (4.2) не залежать вiд маси та можуть розглядатися як кi-
нематичнi змiннi, некомутативнi iмпульси (4.3), (4.4) пропорцiйнi
до маси.

4.2. Рух по колу у некомутативному
фазовому просторi канонiчного типу

Для дослiдження симетрiї вiдносно iнверсiї часу у некомутативно-
му фазовому просторi канонiчного типу розглянемо рух по колу.
Зауважимо, що вплив некомутативностi на такий рух залежить
вiд його напряму. Розгляньмо двовимiрний некомутативний про-
стiр канонiчного типу (3.1)-(3.3) та такий гамiльтонiан:

H =
P 2
1

2m
+
P 2
2

2m
− k

X
. (4.35)
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Тут

X =
√
X2

1 +X2
2 . (4.36)

У класичнiй границi ~ → 0 з (3.1)-(3.3) отримаємо такi дужки
Пуассона:

{X1, X2} = θ, (4.37)
{X1, P1} = {X2, P2} = 1 + γ, (4.38)

{P1, P2} = η. (4.39)

Врахувавши, що координати та iмпульси Xi, Pi в (4.35) задоволь-
няють (4.37)-(4.39), знаходимо такi рiвняння руху:

Ẋ1 =
P1

m
(1 + γ) +

kθX2

X3
, (4.40)

Ẋ2 =
P2

m
(1 + γ)− kθX1

X3
, (4.41)

Ṗ1 =
ηP2

m
− kX1

X3
(1 + γ) , (4.42)

Ṗ2 = −ηP1

m
− kX2

X3
(1 + γ) . (4.43)

Розв’язки цих рiвнянь мають такий вигляд:

X1(t) = R0 cos(ωt), (4.44)
X2(t) = R0 sin(ωt), (4.45)
P1(t) = −P0 sin(ωt), (4.46)
P2(t) = P0 cos(ωt) (4.47)

та описують рух по колу з радiусом R0, iмпульсом

P0 =
mωR3

0 + kmθ

R2
0 (1 + γ)

, (4.48)

та частотою

ω =
1

2

√ 4k

mR3
0

((1 + σ)2 − θη) +

(
kθ

R3
0

+
η

m

)2

− η

m
− kθ

R3
0

 .

(4.49)
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Перiод руху має такий вигляд:

T = 4π

√ 4k

mR3
0

((1 + σ)2 − θη) +

(
kθ

R3
0

+
η

m

)2

− η

m
− kθ

R3
0

−1

.

(4.50)

Розглянемо рух по колу R0 в зворотному напрямi

X1(t) = R0 cos(ωt), (4.51)
X2(t) = −R0 sin(ωt), (4.52)
P1(t) = P ′

0 sin(ωt), (4.53)
P2(t) = P ′

0 cos(ωt). (4.54)

Вирази (4.51), (4.54) вiдповiдають виразам (4.44), (4.47) з −t. В
(4.54) ми використали позначення P ′

0, щоб вiдрiзнити iмпульс,
який вiдповiдає руху в зворотному напрямi. Пiдставивши (4.51),
(4.54) в (4.40)-(4.157), отримаємо

ω′ =
1

2

√ 4k

mR3
0

((1 + σ)2 − θη) +

(
kθ

R3
0

+
η

m

)2

+
η

m
+
kθ

R3
0

 ,

(4.55)

T ′ = 4π

√ 4k

mR3
0

((1 + σ)2 − θη) +

(
kθ

R3
0

+
η

m

)2

+
η

m
+
kθ

R3
0

−1

,

(4.56)

та

P ′
0 = −mω

′R3
0 − kmθ

R2
0 (1 + γ)

. (4.57)

Важливо зауважити, що отриманi вирази для частоти (4.55) та
перiоду (4.56) не збiгаються з виразами (4.49), (4.50). Маємо

∆ω = ω′ − ω =
η

m
+
kθ

R3
0

. (4.58)

Отже, у некомутативному фазовому просторi канонiчного типу
(4.37)-(4.39) перiод частота руху по колу радiуса R0 залежать вiд
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напрямку руху. Порiвняно з (4.49), (4.50) вирази для ω′, T ′ мi-
стять параметри некомутативностi з протилежними знаками. Та-
кож маємо, що P ′

0 ̸= −P0 (зауважимо, що у звичному просторi
виконується така рiвнiсть P ′

0 = −P0, що вiдповiдає руху в зво-
ротному напрямi). Невiдповiднiсть виразiв (4.49), (4.50) та (4.55),
(4.56) є наслiдком неiнварiантностi некомутативної алгебри (3.1)-
(3.3) вiдносно iнверсiї часу.

Зауважимо, що результати (4.55), (4.56) можуть бути отрима-
нi врахувавши, що рух в зворотньому напрямi вiдповiдає iнверсiї
часу та пiсля iнверсiї часу некомутативна алгебра набуває вигля-
ду (13)-(15). Тому вирази для ω′, T ′ (4.55), (4.56) можуть бути
отриманi змiною знакiв перед параметрами некомутативностi у
виразах (4.49), (4.50) (замiнивши θ на −θ та η на −η). Також
змiнивши знаки перед параметрами некомутативностi у P ′

0 (4.57),
отримаємо −P0 (4.48).

4.3. Некомутативна алгебра канонiчного
типу зi збереженою симетрiєю вiдносно
iнверсiї часу та сферичною симетрiєю

Для збереження симетрiї вiдносно iнверсiї часу тензори некому-
тативностей θij , ηij мають перетворюватися як

θij → −θij , (4.59)
ηij → −ηij . (4.60)

Найпростiшi вирази для тензорiв некомутативностi, за яких
виконується (4.59), (4.60), мають вигляд

θij =
c̄θ
~
∑
k

εijkp
a
k, (4.61)

ηij =
c̄η
~
∑
k

εijkp
b
k, (4.62)

де c̄θ, c̄η – константи; pai , p
b
i – додатковi iмпульси. Для збереже-

ння також сферичної симетрiї ми розглядаємо випадок, коли до-
датковi iмпульси вiдповiдають сферично-симетричним системам,
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наприклад, гармонiчним осциляторам

Ha
osc =

(pa)2

2mosc
+
moscω

2
osca

2

2
, (4.63)

Hb
osc =

(pb)2

2mosc
+
moscω

2
oscb

2

2
(4.64)

з великими частотами ωosc та довжиною
√
~/√moscωosc, яка до-

рiвнює довжинi Планка.
Iз виразiв (1.20), (4.61), (4.62) отримаємо, що σij залежить вiд

додаткових iмпульсiв i має такий вигляд:

σij =
l0p0
4~2

(
(a · pb)δij − ajp

b
i

)
. (4.65)

Отже, ми пропонуємо розв’язати проблему порушення симе-
трiї вiдносно iнверсiї часу та сферичної симетрiї у некомутативно-
му фазовому просторi, побудувавши алгебру з некомутативнiстю
координат та некомутативнiстю iмпульсiв, в якiй залученi дода-
тковi iмпульси:

[Xi, Xj ] = ic̄θ
∑
k

εijkp
a
k, (4.66)

[Xi, Pj ] = i~
(
δij +

c̄θ c̄η
4~2

(pa · pb)δij −
c̄θ c̄η
4~2

pajp
b
i

)
, (4.67)

[Pi, Pj ] = ic̄η
∑
k

εijkp
b
k. (4.68)

[ai, p
a
j ] = [bi, p

b
j ] = i~δij , (4.69)

[ai, aj ] = [bi, bj ] = [ai, bj ] = [pai , p
a
j ] = [pbi , p

b
j ] = [pai , p

b
j ] = 0 (4.70)

[ai, p
b
j ] = [bi, p

a
j ] = [ai, Xi] = [pbi , Xi] = [ai, Pi] = [pbi , Pi] = 0. (4.71)

Варто зауважити, що як наслiдок iнварiантностi алгебри (4.66)-
(4.67) при iнверсiї часу, незалежно вiд зображення отримаємо, що
перетворення для некомутативних координат та iмпульсiв мають
вигляд

Xi → Xi, (4.72)
Pi → −Pi. (4.73)
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Наприклад, координати та iмпульси, якi задовольняють (4.66)-
(4.67), можуть бути представленi як

Xi = xi +
c̄θ
2~

[pa × p]i = xi +
1

2
[θ × p]i, (4.74)

Pi = pi +
c̄η
2~

[x× pb]i = pi −
1

2
[η × x]i, (4.75)

де x = (x1, x2, x3), p = (p1, p2, p3), xi, pi задовольняють звичнi
cпiввiдношення (1.6)-(1.8) та комутують з ai, pai , bi, p

b
i .

Компоненти векторiв θ, η визначаються як

θi = εijk
θjk
2

=
c̄θ
~
pai , (4.76)

ηi = εijk
ηjk
2

=
c̄η
~
pbi . (4.77)

Пiсля iнверсiї часу маємо

xi → xi, (4.78)
pi → −pi, (4.79)
pai → −pai , (4.80)
pbi → −pbi (4.81)

та, врахувавши (4.74), (4.75), отримаємо, що некомутативнi коор-
динати i некомутативнi iмпульси перетворюються як

Xi → Xi, (4.82)
Pi → −Pi. (4.83)

Окрiм iнварiантностi вiдносно iнверсiї часу, алгебра ((4.66)-(4.67)
також iнварiантна вiдносно поворотiв. Тобто, пiсля повороту ко-
ординати й iмпульси Xi, Pi, pai , p

b
i будуть мати вигляд

X ′
i = U(φ)XiU

+(φ), (4.84)
P ′
i = U(φ)PiU

+(φ), (4.85)
pa′i = U(φ)paiU

+(φ), (4.86)
pb′i = U(φ)pbiU

+(φ), (4.87)

де оператор U(φ) визначається як

U(φ) = e
i
~φ(n·[x×p])e

i
~φ(n·[a×pa])e

i
~φ(n·[b×pb]). (4.88)
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Комутацiйнi спiввiдношення для X ′
i, P

′
i

[X ′
i, X

′
j ] = ic̄θ

∑
k

εijkp
a′
k , (4.89)

[X ′
i, P

′
j ] = i~

(
δij +

c̄θ c̄η
4~

(pa′ · pb′)δij −
c̄θ c̄η
4~

pa′j p
b′
i

)
, (4.90)

[P ′
i , P

′
j ] = ic̄η

∑
k

εijkp
b′
k (4.91)

вiдповiдають спiввiдношенням некомутативної алгебри (4.66)-(4.67).
Отже, запропонована некомутативна алгебра (4.66)-(4.67) є iн-

варiантною вiдносно поворотiв та iнверсiї часу. Алгебра (4.66)-
(4.67) еквiвалентна до некомутативної алгебри канонiчного типу
(1.15)-(1.17), оскiльки для тензорiв координатної та iмпульсної не-
комутативностi θij , ηij , а також для операторiв координат та iм-
пульсiв Xi, Pi, якi задовольняють (4.66)-(4.67), виконуються спiв-
вiдношення:

[θij , ηij ] = [σij , θij ] = [σij , ηij ] = 0, (4.92)
[θij , Xk] = [θij , Pk] = [ηij , Xk] = [ηij , Pk] = 0 (4.93)

[σij , Xk] = [σij , Pk] = 0. (4.94)

Спiввiдношення (4.92)-(4.94) характернi для алгебри канонiчного
типу (1.15)-(1.17) з θij , ηij , σij константами.

Важливо зауважити, що запропонована алгебра сумiсна. А са-
ме, тотожнiсть Якобi задовольняється для будь-якої трiйки опе-
раторiв, оскiльки для координат та iмпульсiв, що задовольняють
алгебру, iснує явне зображення через координати та iмпульси, що
задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення (4.74), (4.75).

Розглянемо особливостi некомутативної алгебри для коорди-
нат та iмпульсiв центра мас системи частинок. Ми розглядаємо
випадок, коли тензори некомутативностi залежать вiд маси i ви-
значаються як

θ
(n)
ij =

c
(n)
θ

~
∑
k

εijkp
a
k, (4.95)

η
(n)
ij =

c
(n)
η

~
∑
k

εijkp
b
k, (4.96)
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де константи c(n)θ , c(n)η задовольняють такi спiввiдношення:

c
(n)
θ mn = γ̃, (4.97)

c
(n)
η

mn
= α̃. (4.98)

Тут γ̃, α̃ — константи, якi залежать вiд маси. Додатковi коор-
динати ai, bi i додатковi iмпульси pai , p

b
i вiдповiдають за некому-

тативнiсть фазового простору. Частинки належать тому самому
некомутативному фазовому простору. Тому ми розглядаємо випа-
док, коли додатковi iмпульси pai , p

b
i в (4.96) однаковi для рiзних

частинок. Iз умов (4.97), (4.98) випливає, що вплив некомутатив-
ностi на частинки з рiзними масами рiзний.

Зауважимо, що якщо виконуються умови (4.97), (4.98), то спiв-
вiдношення для координат i iмпульсiв центра мас Xc =

∑
n µnX

(n),
Pc =

∑
nP

(n) (тут µn = mn/M , M =
∑

nmn) вiдтворюють спiв-
вiдношення некомутативної алгебри (4.66)-(4.67)

[Xc
i , X

c
j ] = i~θcij , (4.99)

[P c
i , P

c
j ] = i~ηcij , (4.100)

[Xc
i , P

c
j ] = i~(δij +

∑
k

θcikη
c
jk

4
). (4.101)

Тут ефективнi тензори некомутативностi θcij , η
c
ij визначаються як

θcij =
∑
n

µ2nθ
(n)
ij =

γ̃

~M
∑
k

εijkp
a
k, (4.102)

ηcij =
∑
n

η
(n)
ij =

α̃M

~
∑
k

εijkp
b
k. (4.103)

Координати та iмпульси, якi задовольняють спiввiдношення
(4.66)-(4.67), можемо зобразити як

X
(n)
i = x

(n)
i +

1

2
[θ(n) × p(n)]i, (4.104)

P
(n)
i = p

(n)
i − 1

2
[η(n) × x(n)]i. (4.105)
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Для координат x(n)i та iмпульсiв p(n)i виконуються такi рiвностi:

[x
(n)
i , x

(m)
j ] = [p

(n)
i , p

(m)
j ] = 0, (4.106)

[x
(n)
i , p

(m)
j ] = i~δijδmn. (4.107)

Зауважимо, що вiдповiдно до (4.105) координати залежать вiд
iмпульсiв i отже, залежать вiд маси. Якщо виконуються умови
(4.97), (4.98), то некомутативнi координати не залежать вiд маси,
а некомутативнi iмпульси пропорцiйнi масi, як i має бути. Врахо-
вуючи (4.97), (4.98), (4.105), можна написати

X
(n)
i = x

(n)
i +

γ̃

2~
[pa × p(n)

mn
]i, (4.108)

P
(n)
i = p

(n)
i − mnα̃

~
[pb × x(n)]i. (4.109)

У наступних пiдроздiлах цi висновки використовуються для
дослiдження впливу некомутативностi на рух Меркурiю та для
оцiнки верхнiх меж для параметрiв некомутативностi.

4.4. Вплив некомутативностi координат та
некомутативностi iмпульсiв на
змiщення перигелiю

Розглянемо частинку з масою m у гравiтацiйному полi −k/X
(X = |X|, k - константа) у некомутативному фазовому просторi зi
збереженими сферичною симетрiєю та симетрiєю вiдносно iнверсiї
часу (4.66)-(4.67). Знайдемо змiщення перигелiю її орбiти, зумов-
лене некомутативнiстю координат i некомутативнiстю iмпульсiв.
Через залучення додаткових iмпульсiв для побудови тензорiв не-
комутативностi ми повиннi дослiджувати гамiльтонiан, який є су-
мою гамiльтонiана, що вiдповiдає частинцi, i гамiльтонiана, що
вiдповiдає гармонiчним осциляторам

H = Hp +Ha
osc +Hb

osc, (4.110)

Hp =
P 2

2m
− mk

X
. (4.111)
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Тут Xi, Pi задовольняють спiввiдношення (4.66)-(4.67), доданки
Ha

osc, Hb
osc вiдповiдають гамiльтонiанам гармонiчних осциляторiв.

Зручно переписати повний гамiльтонiан так:

H = H0 +∆H, (4.112)

H0 =

= ⟨Hp⟩ab +Ha
osc +Hb

osc =
p2

2m
− mk

x
+

⟨η2⟩x2

12m
− ⟨θ2⟩mkL2

8x5
+

+
⟨θ2⟩mk

24

(
1

x2
p2

1

x
+

1

x
p2

1

x2
+

~2

x5

)
+Ha

osc +Hb
osc,

(4.113)

∆H = H −H0 =

= Hp − ⟨Hp⟩ab = −(η · L)
2m

+
[η × x]2

8m
− mk

2x3
(θ · L)−

−⟨η2⟩x2

12m
+
mkL2⟨θ2⟩

8x5
+

+
mk

16

(
1

x2
[θ × p]2

1

x
+

1

x
[θ × p]2

1

x2
+

~2

x7
[θ × x]2

)
−

−3mk

8x5
(θ · L)2 − mk⟨θ2⟩

24

(
1

x2
p2

1

x
+

1

x
p2

1

x2
+

~2

x5

)
.

(4.114)

Тут L = [x × p], x = |x|, ⟨...⟩ab позначає усереднення за власни-
ми функцiями ψa

0,0,0, ψb
0,0,0 гармонiчних осциляторiв Ha

osc, Hb
osc в

основних станах. Також у (4.113), (4.114) використовуємо такi по-
значення:

⟨θ2⟩ =
∑
i

⟨θ2i ⟩ =
∑
i

c2θ
~2

⟨ψa
0,0,0|(pai )2|ψa

0,0,0⟩ =
3c2θ
2l2P

, (4.115)

⟨η2⟩ =
∑
i

⟨η2i ⟩ =
∑
i

c2η
~2

⟨ψb
0,0,0|(pbi)2|ψb

0,0,0⟩ =
3c2η
2l2P

. (4.116)

Вирази (4.113), (4.114) записанi з точнiстю до другого порядку
за параметрами некомутативностi. Деталi обчислень, якi потрiбнi
для запису (4.113), (4.114), можна знайти в [165,166].
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До другого порядку теорiї збурень поправки до спектра га-
мiльтонiана H, зумовленi ∆H, дорiвнюють нулю (див. [167]. Тому
з точнiстю до другого порядку за ∆H можемо дослiджувати га-
мiльтонiан H0. Отже, врахувавши вираз для ∆H (4.114), маємо,
що до другого порядку за параметрами некомутативностi можна
розглядати гамiльтонiан H0 (4.113). Зауважимо також, що Ha

osc i
Hb

osc комутують з ⟨Hp⟩ab. Отже, до другого порядку за параметра-
ми некомутативностi для дослiдження класичного руху частинки
в кулонiвському потенцiалi в некомутативному фазовому просторi
(4.66)-(4.67) можна розглянути такий гамiльтонiан:

⟨Hp⟩ab =
p2

2m
− mk

x
+

⟨η2⟩x2

12m
− ⟨θ2⟩mkL2

8x5
+

⟨θ2⟩mkp2

12x3
. (4.117)

Через доданки в (4.117), зумовленi некомутативнiстю координат i
некомутативнiстю iмпульсiв, орбiта частинки прецесує. Знайдемо
швидкiсть прецесiї перигелiю орбiти, зумовлену некомутативнi-
стю. Для цього розглянемо вектор Гамiльтона, визначений як

u =
p

m
− mk[L× x]

xL2
, (4.118)

й обчислимо швидкiсть його прецесiї

Ω =
[u× u̇]

u2
. (4.119)

Маємо {
u,

p2

2m
− mk

x

}
= 0, (4.120)

а для u̇ знайдемо

u̇ =

{
u,

⟨η2⟩x2

12m
− ⟨θ2⟩mkL2

8x5
+

⟨θ2⟩mkp2

12x3

}
=

= −⟨η2⟩x
6m2

− k⟨θ2⟩
4

(
(x · p)p
x5

− 2p2x

x5
+

5L2x

2x7

)
+

+
m2k2⟨θ2⟩[L× p]

12L2x4
− m2k2⟨θ2⟩(x · p)[L× x]

12L2x6
. (4.121)



Змiщення перигелiю у квантованому просторi 109

Врахувавши, що у звичному просторi (просторi, в якому коорди-
нати й iмпульси комутують θij = ηij = 0) u2 = m2k2e2/L2, де e є
ексцентриситетом орбiти, знаходимо

Ω =

= ⟨θ2⟩
(

5L4

8km3x7e2
− p2L2

2m3x5ke2
+

p2

4me2x4
− 7L2

24mx6e2
− mk

12x5e2

)
L+

+⟨η2⟩
(

L2

6m5k2e2
− x

6m3ke2

)
L.

(4.122)

З точнiстю до другого порядку за параметрами некомутативностi
змiщення перигелiю за один оберт має вигляд

∆ϕp =

∫ T

0
Ωdt =

∫ 2π

0

Ω

ϕ̇
dϕ =

= ⟨θ2⟩πkm
2(4 + e2)

8a3(1− e2)3
− ⟨η2⟩πa

3
√
1− e2

2m2k
. (4.123)

Тут a – велика пiввiсь; ϕ – полярний кут. Пiд час обчислення
(4.123) ми використали те, що у звичному просторi

L = mx2ϕ̇, (4.124)

x =
a(1− e2)

(1 + e cosϕ)
, (4.125)

p2

2m
− mk

x
= −mk

2a
. (4.126)

Зауважимо, що внаслiдок порушення принципу еквiвалентностi в
некомутативному фазовому просторi (4.66)-(4.67) зсув перигелiю
залежить вiд маси частинки m. Важливо звернути увагу на те,
що якщо виконуються умови

⟨θ2⟩m2 =
3γ̃2

2l2P
= A, (4.127)

⟨η2⟩
m2

=
3α̃2

2l2P
= B, (4.128)

то константи A, B однаковi для частинок з рiзними масами. От-
же, пiдставляючи (4.127), (4.128) у вираз (4.123), отримуємо, що
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змiщення перигелiю не залежить вiд маси частинки

∆ϕp = A
πk(4 + e2)

8a3(1− e2)3
−B

πa3
√
1− e2

2k
. (4.129)

Умови (4.127), (4.128) важливi для вiдновлення слабкого принци-
пу еквiвалентностi в некомутативному фазовому просторi (4.66)-
(4.67). Детальнi дослiдження виконання цього принципу в рам-
ках сферично-симетричної некомутативної алгебри можна знайти
в [166].

Узагальнимо отриманий результат на випадок руху системи
багатьох частинок (макроскопiчного тiла) у гравiтацiйному полi.
Розглянемо такий гамiльтонiан:

Hs = Hcm +Hrel, (4.130)

Hcm =
(P c)2

2M
− Mk

Xc
. (4.131)

Тут M – повна маса системи; Xc
i , P

c
i – координати та iмпульси

центра мас, гамiльтонiан Hrel вiдповiдає вiдносному руху i зале-
жить вiд вiдносних координат. У разi виконання рiвностей (4.97),
(4.98) координати та iмпульси центра мас задовольняють спiв-
вiдношення некомутативної алгебри (4.99), (4.101) i можуть бути
зображенi як

Xc
i = xci −

θcijp
c
j

2
, (4.132)

P c
i = pci +

ηcijx
c
j

2
, (4.133)

де θcij , η
c
ij визначають як (4.102), (4.103). Отже, подiбно до того,

як було розглянуто вище, для частинки в гравiтацiйному полi у
випадку руху системи багатьох частинок з точнiстю до другого
порядку за параметрами некомутативностi можна розглядати та-
кий гамiльтонiан:

H0 = ⟨Hs⟩ab +Ha
osc +Hb

osc =
(pc)2

2M
− Mk

xc
+

⟨(ηc)2⟩(xc)2

12M
−

−⟨(θc)2⟩Mk(Lc)2

8(xc)5
+

+
⟨(θc)2⟩Mk

24

(
1

(xc)2
(pc)2

1

xc
+

1

xc
(pc)2

1

(xc)2
+

~2

(xc)5

)
+
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+⟨Hrel⟩ab +Ha
osc +Hb

osc,

(4.134)

де

Lc = [xc × pc]. (4.135)

Беручи до уваги означення для вiдносних координат i вiдносних
iмпульсiв

∆X(n) = X(n) −Xc, (4.136)
∆P(n) = P(n) − µnP

c, (4.137)

i використовуючи (4.97), (4.98), (4.105), можна записати

∆X
(n)
i = ∆x

(n)
i −

θ
(n)
ij ∆p

(n)
j

2
, (4.138)

∆P
(n)
i = ∆p

(n)
i +

η
(n)
ij ∆x

(n)
j

2
, (4.139)

де ∆x(n) = x(n)−xc, ∆p(n) = p(n)−µnpc задовольняють звичнi ко-
мутацiйнi спiввiдношення. Звернемо увагу, що ⟨Hrel⟩ab залежить
вiд координат ∆x(n) та iмпульсiв ∆p(n) i комутує з H0. Отже, для
дослiдження класичного руху центра мас макроскопiчного тiла в
полi тяжiння в некомутативному фазовому просторi можна роз-
глядати такий гамiльтонiан:

⟨Hcm⟩ab =
(pc)2

2M
− Mk

xc
+

⟨(ηc)2⟩(xc)2

12M
−

−⟨(θc)2⟩Mk(Lc)2

8(xc)5
+

⟨(θc)2⟩Mk(pc)2

12(xc)3
. (4.140)

На пiдставi результатiв, отриманих для частинки (4.123), периге-
лiєвий зсув орбiти макроскопiчного тiла в некомутативному фа-
зовому просторi набуває вигляду

∆ϕnc = ⟨(θc)2⟩πkM
2(4 + e2)

8a3(1− e2)3
− ⟨(ηc)2⟩πa

3
√
1− e2

2M2k
, (4.141)
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де

⟨(θc)2⟩ = 3γ̃2

2l2PM
2
=

A

M2
, (4.142)

⟨(ηc)2⟩ = 3α̃2M2

2l2P
= BM2. (4.143)

4.5. Оцiнка верхнiх меж для параметрiв
некомутативностi

Для оцiнки верхнiх меж для параметрiв некомутативностi вико-
ристаємо результати, отриманi у попередньому пiдроздiлi та за-
стосуємо їх для планети Меркурiй. Як i в попередньому роздiлi,
припустивши, що |∆ϕnc| менше |∆ϕobs−∆ϕGR| в межах 3σ, мати-
мемо

|∆ϕnc| ≤ 2π · 10−11rad/rev, (4.144)

де ∆ϕnc визначається як (4.141) з k = GM⊙ (G – гравiтацiйна
стала, M⊙ – маса Сонця). Оскiльки θcij або ηcij можуть дорiвню-
вати нулю, то для оцiнки порядкiв параметрiв некомутативностi
достатньо розглянути такi нерiвностi:∣∣∣∣⟨(θc)2⟩πGM⊙M

2(4 + e2)

8a3(1− e2)3

∣∣∣∣ ≤ 2π · 10−11rad/rev, (4.145)∣∣∣∣∣⟨(ηc)2⟩πa3
√
1− e2

2GM⊙M2

∣∣∣∣∣ ≤ 2π · 10−11rad/rev, (4.146)

(тут M – маса Меркурiя; a, e – параметри його орбiти), з яких
знаходимо

~
√
⟨(θc)2⟩ < 2.3 · 10−57м2, (4.147)

~
√

⟨(ηc)2⟩ < 1.8 · 10−22кг2м2/с2. (4.148)

Отже, знайдемо

~
√
⟨(θc)2⟩ < 2.3 · 10−57м2, (4.149)

~
√

⟨(ηc)2⟩ < 1.8 · 10−22кг2м2/с2. (4.150)
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На основi спiввiдношень (4.128), (4.142), (4.143) можна запи-
сати

⟨(θc)2⟩M2 = ⟨(θ(n))2⟩m2
n, (4.151)

⟨(ηc)2⟩
M2

=
⟨(θ(n))2⟩
m2

n

, (4.152)

де ⟨(θ(n))2⟩, ⟨(η(n))2⟩ вiдповiдають частинцi з масою mn. Зауважи-
мо, що спiввiдношення (4.151), (4.152) випливає зi слабкого прин-
ципу еквiвалентностi [166].

Отже, використовуючи (4.149), (4.150) та врахувавши рiвно-
стi (4.151), (4.152), можна оцiнити верхнi межi для параметрiв
некомутативностi, що вiдповiдають частинкам. Верхнi межi для
параметрiв некомутативностi, що вiдповiдають електрону

~
√

⟨(θ(e))2⟩ < 8.3 · 10−4м2 (4.153)

~
√

⟨(η(e))2⟩ < 5.1 · 10−76кг2м2/с2. (4.154)

Отримана верхня межа для параметра координатної некомута-
тивностi не накладає сильне обмеження на його величину. Це по-
яснюється тим, що параметр некомутативностi, який вiдповiдає
макроскопiчному тiлу ⟨(θc)2⟩, є меншим порiвняно з параметра-
ми ⟨(θ(n))2⟩, що вiдповiдають окремiй частинцi. Тобто, з (4.151)
отримаємо

⟨(θc)2⟩ = ⟨(θ(n))2⟩m2
n

M2
. (4.155)

Зауважимо, що у випадку, коли тiло з масою M складається з N
частинок з однаковими масами m, можемо написати

⟨(θc)2⟩ = ⟨θ2⟩
N2

, (4.156)

де ⟨θ2⟩ вiдповiдає частинцi. Тому вплив некомутативностi коор-
динат на рух макроскопiчних тiл менший, нiж на рух частинок.
Отже, щоб знайти сильне обмеження для величини параметрiв ко-
ординатної некомутативностi, вивчаючи рух макроскопiчних тiл у
некомутативному фазовому просторi, необхiднi експериментальнi
данi з дуже високою точнiстю.
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Верхня межа для параметра iмпульсної некомутативностi (4.154)
накладає сильне обмеження на його величину. Вона щонайменше
на десять порядкiв менша, нiж отримана на основi дослiджень
атома водню в некомутативному фазовому просторi без збереже-
ння сферичної симетрiї [161], а також на основi дослiджень атомiв
водню та екзотичних атомiв у сферично-симетричному некомута-
тивному фазовому просторi [167, 168]. Врахувавши (4.154), для
мiнiмального iмпульсу можемо записати таку нерiвнiсть

pmin =
4

√
3~2⟨(η(e))2⟩

2
< 2, 5 · 10−38кг · м/c. (4.157)

У (4.157) використали вираз для мiнiмального iмпульсу у сферично-
симетричному некомутативному просторi, отриманий у [169].

Аналогiчно, на основi результату (4.150) ми можемо оцiнити
верхню межу для параметра iмпульсної некомутативностi, що вiд-
повiдає нуклонам. Врахувавши, що

⟨(ηc)2⟩
M2

=
⟨(θ(nuc))2⟩
m2

nuc

(4.158)

(тут mnuc – маса нуклона), знаходимо

~
√

⟨(η(nuc))2⟩ < 9.3 · 10−73кг2м2/с 2. (4.159)

Цей результат не накладає такi сильнi обмеження на величину
параметра iмпульсної некомутативностi, як той, що отримано при
дослiдженнях зсуву перигелiю планети Меркурiй у некомутатив-
ному фазовому просторi канонiчного типу (верхня межа (4.159)
на 7 порядкiв бiльша, нiж подана в попередньому роздiлi ). Це
пояснюється тим, що на вiдмiну вiд некомутативного фазового
простору канонiчного типу, у сферично-симетричному некомута-
тивному просторi вираз для зсуву перигелiю Меркурiю (4.141) не
мiстить членiв першого порядку за параметрами некомутативно-
стi (цi члени зникають пiсля усереднення за власними функцiями
гармонiчних осциляторiв, див. (4.113)). Важливо також зазначи-
ти, що верхня межа (4.159) на 6 порядкiв менша, нiж межi отри-
манi на основi дослiджень нейтронiв у гравiтацiйнiй квантовiй ямi
в некомутативному фазовому просторi канонiчного типу [59].



Роздiл 5

Висновки

Модифiкацiя звичних комутацiйних спiввiдношень для операторiв
координат та операторiв iмпульсiв дає змогу описати структуру
простору на планкiвських масштабах (iснування кванта просто-
ру). Вiдомi рiзнi типи деформованих алгебр.

Розглянуто основнi алгебри, в яких комутатори для операторiв 
координат та операторiв iмпульсiв дорiвнюють константi. Цi ал-
гебри вiдомi як алгебри канонiчного типу. Дослiджено мiнiмаль-
ну довжину, визначену у координатному, iмпульсному та фазово-
му просторi. Такi дослiдження виконано на основi узагальнених 
спiввiдношень невизначеностей для координат та iмпульсiв, якi 
випливають iз спiввiдношень алгебри, а також на основi розв’яз-
кiв задачi на власнi значення оператора квадрата довжини. З’я-
совано, що мiнiмальна довжина у координатному просторi визна-
чається параметрами координатної некомутативностi. Мiнiмальна 
довжина в iмпульсному просторi залежить вiд параметрiв iмпуль-
сної некомутативностi.

Також розглянуто клас некомутативних алгебр, який вiдо-
мий як некомутативнi алгебри типу Лi. У випадку таких алгебр
комутатори для координат та iмпульсiв пропорцiйнi координа-
там та iмпульсам. Вивчено основнi типи нелiнiйних деформова-
них алгебр, у яких комутатори дорiвнюють нелiнiйним функцi-
ям координат та iмпульсiв. Серед них нерелятивiстська алгебра
Снайдера, алгебра Кемпфа та їхнi узагальнення. Також у роздiлi
розглянуто лоренц-коварiантну деформовану алгебру, яка описує
простiр з мiнiмальною довжиною. Запропонована алгебра у не-
релятивiстськiй границi переходить до недеформованої алгебри.
Важливо зауважити, що iншi вiдомi алгебри з мiнiмальною дов-
жиною, зокрема алгебра Снайдера, чи алгебра, яка розглядалася
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у працi [16], такою властивiстю не характеризуються.
Дослiджено особливостi опису системи частинок у просторi з

мiнiмальною довжиною. Знайдено, що рух центра мас описується
за допомогою ефективного параметра деформацiї, який визнача-
ється параметрами деформацiї частинок системи та їхнiми ма-
сами. На основi отриманого результату пояснено екстримально-
малу оцiнку для мiнiмальної довжини, отриману на основi дослi-
дження змiщення перигелiю Меркурiю у працi [136].

Запропоновано лоренц-коварiантну деформовану алгебру з мi-
нiмальною довжиною, яка у нерелятивiстськiй границi перехо-
дить до недеформованої алгебри. Таку поведiнку можна розгля-
дати як ефект, який виявляється лише в релятивiстському кон-
текстi. Iншi вiдомi алгебри з мiнiмальною довжиною, такi як ал-
гебра Снайдера або та, що була запропонована у [16], не мають
такої властивостi. З цього погляду, наша запропонована алгебра
є особливо цiкавою.

У класичнiй границi запропонована лоренц-коварiантна де-
формована алгебра призводить до деформованих дужок Пуассо-
на. Важливо зазначити, що ця деформацiя дужок Пуассона не
порушує рiвнянь руху вiльної частинки. Це означає, що у про-
сторi, де дiють такi деформованi дужки Пуассона, вiльний рух
залишається вiльним.
Ми розглянули задачу Кеплера у просторi з лоренц-коварiантними
деформованими дужками Пуассона з мiнiмальною довжиною в
рамках спецiальної та загальної теорiї вiдносностi. В обох випад-
ках отримано вирази для кута прецесiї частинки. Цiкавим є той
факт, що поправки до кута прецесiї орбiти спричиненi ефектами
квантованостi простору, обчисленi в рамках спецiальної та загаль-
ної теорiї вiдносностi, збiгаються.

Також було отримано, що кут прецесiї залежить вiд маси час-
тинки. Це свiдчить про те, що слабкий принцип еквiвалентностi
порушується в просторi-часi з деформованими дужками Пуассо-
на та мiнiмальною довжиною. Проте цей принцип можна легко
вiдновити, якщо ввести iдею, що параметр деформацiї залежить
вiд маси частинки, згiдно з

β =
δ

m2c2
. (5.1)

Цей висновок свiдчить про те, що рiзнi частинки з рiзною масою
сприймають квантування простору-часу по-рiзному. Це може ма-
ти значення при дослiдженнях масивних тiл у рамках квантовано-
го простору-часу. Крiм того, згадана формула вводить безрозмiр-
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ний параметр δ, який можна розглядати як нову фундаментальну
константу.

Шляхом порiвняння експериментальних даних щодо кута пре-
цесiї перигелiю Меркурiю з теоретичними передбаченнями, ми
отримали обмеження на значення мiнiмальної довжини простору-
часу. Це обмеження може бути узгоджене з результатами дослi-
дження спектра атома водню, якщо припустити, що параметр де-
формацiї δ залежить вiд маси частинки m.

Важливим завданням є дослiдження калiбрувальної iнварiан-
тностi в розглянутому квантованому просторi-часi. Пiд калiбру-
вальною iнварiантнiстю розумiють збереження фiзичних законiв
при калiбрувальних перетвореннях. Дослiдження деформованих
дужок Пуассона та їхньої iнварiантностi при калiбрувальних пере-
твореннях є важливим аспектом подальших дослiджень. Розгляд
впливу мiнiмальної довжини на рiвняння електромагнiтного поля
та калiбрувальнi перетворення може розкрити новi аспекти кван-
тованого простору-часу. Цi питання можуть потребувати окремо-
го дослiдження [170].

У пiдсумку запропонована iдея залежностi параметра дефор-
мацiї вiд маси частинки виявилася успiшною в описi впливу кван-
тованостi простору на властивостi фiзичних систем. Це вiдкриває
новi перспективи для дослiдження рiзних фiзичних явищ у кон-
текстi квантованого простору-часу.

Розглянуто простiр з некомутативнiстю координат i некому-
тативнiстью iмпульсiв канонiчного типу. Дослiджено особливостi
опису руху системи багатьох частинок у такому просторi. Знайде-
но, що якщо параметри некомутативної алгебри залежать вiд ма-
си, а саме якщо виконуються умови (3.168)-(3.172), то рух центра
мас багаточастинкової системи не залежить вiд вiдносного руху,
система вiльних частинок з однаковими початковими швидкостя-
ми не розлiтається, слабкий принцип еквiвалентностi вiдновлює-
ться.

Дослiджено змiщення перигелiю Меркурiю з урахуванням осо-
бливостей опису руху макроскопiчного тiла в некомутативному
фазовому просторi. На основi результатiв цих дослiджень i ре-
зультатiв спостережень прецесiї перигелiю Меркурiю за даними
MESSENGER ми оцiнили верхню межу параметрiв некомутатив-
ностi, що вiдповiдають нуклонам. Ми дiйшли висновку, що враху-
вання виразiв для ефективних параметрiв некомутативностi, що
вiдповiдають планетi Меркурiй, дає змогу отримати верхню ме-
жу для параметра координатної некомутативностi (3.229), яка на
вiдмiну вiд результатiв статтi не потребує пояснень. Також ми
знайшли, що на основi дослiджень змiщення перигелiю Мерку-
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рiю можна знайти досить строгу верхню межу параметра iмпуль-
сної некомутативностi. А саме для параметра iмпульсної некому-
тативностi, що вiдповiдає нуклонам, ми знайшли таке обмеження
10−80кг2м2/с2 . Цей результат на багато порядкiв менший, нiж
результат, який отримали на основi дослiджень нейтронiв у полi
тяжiння та на основi дослiджень атома водню в некомутативному
фазовому просторi.

Проаналiзовано вплив квантованостi простору на рух систе-
ми Сонце-Земля-Мiсяць. Знайдено поправки до параметра Етве-
ша для Землi та Мiсяця, зумовленi квантованiстю простору. Ми
знайшли, що модифiкацiя дужок Пуассона для координат та iм-
пульсiв зумовлює порушення слабкого принципу еквiвалентностi.
Важливо зауважити, що слабкий принцип еквiвалентностi вiднов-
люється у некомутативному фазовому просторi, коли параметри
некомутативної алгебри залежать вiд маси (3.168), (3.169).

Розглянули некомутативний фазовий простiр канонiчного ти-
пу зi збереженими сферичною симетрiєю та симетрiєю вiдносно 
iнверсiї часу. Сферично-симетрична некомутативна алгебра кано-
нiчного типу, яка не зумовлює порушення симетрiї вiдносно iн-
версiї часу, побудована на основi iдеї про узагальнення параме-
трiв некомутативностей до тензорiв. Знайдено вплив некомута-
тивностi координат i некомутативностi iмпульсiв на змiщення пе-
ригелiю орбiти частинки в кулонiвському потенцiалi з точнiстю 
до другого порядку за параметрами некомутативностi. Ми дослi-
дили змiщення перигелiю Меркурiю у сферично-симетричному, 
iнварiантному вiдносно iнверсiї часу некомутативному просторi, 
врахувавши особливостi опису руху макроскопiчного тiла в неко-
мутативному фазовому просторi. Було оцiнено верхню межу для 
ефективних параметрiв некомутативностi координати та iмпульсу 
(4.149), (4.150). На основi отриманих результатiв одержано верхнi 
межi для параметрiв некомутативностi, що вiдповiдають електро-
нам i нуклонам. Для параметрiв iмпульсної некомутативностi та 
для мiнiмального iмпульсу ми отримали нерiвностi, якi наклада-
ють сильнi обмеження на їхню величину (4.154), (4.159), (4.157). 
Результат для параметра iмпульсної некомутативностi, що вiдпо-
вiдає електронам (4.154), щонайменше на 10 порядкiв менший, 
нiж отриманий на основi дослiджень атома водню в сферично-
симетричному некомутативному фазовому просторi [168] i в неко-
мутативному фазовому просторi без збереження сферичної симет-
рiї [161].
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Phys. Rev. D. — 2017. — Vol. 96, no. 10. — Art. 105008. — 6 p.

[115] Miao, Y.-G. Classical mechanics on noncommutative space with
Lie-algebraic structure / Y.-G. Miao, X.-D. Wang, S.-J. Yu //
Ann. Phys. — 2011. — Vol. 326, no. 8. — Pp. 2091 – 2107.

[116] Amelino-Camelia, G. Coproduct and star product in fi-
eld theories on Lie-algebra noncommutative space-times /
G. Amelino-Camelia, M. Arzano // Phys. Rev. D. — 2002. —
Vol. 65, no. 8. — Art. 084044. — 8 p.

[117] Banerjee, R. Lie algebraic noncommutative gravity /
R. Banerjee, P. Mukherjee, S. Samanta // Phys. Rev. D. —
2007. — Vol. 75, no. 12. — Art. 125020. — 7 p.

[118] Twisted classical Poincare algebras / J. Lukierski, H. Ruegg,
V. N. Tolstoy, A. Nowicki // J. Phys. A: Math. Gen. — 1994. —
Vol. 27, no. 7. — Pp. 2389–2399.

[119] Lukierski, J. New quantum Poincare algebra and κ-deformed
field theory / J. Lukierski, A. Nowicki, H. Ruegg // Phys. Lett.
B. — 1992. — Vol. 293, no. 3. — Pp. 344 – 352.



Список використаних джерел 131

[120] More about the q-deformed Poincare algebra / S. Giller, P. Kosi-
nski, M. Majewski et al. // Phys. Lett. B. — 1992. — Vol. 286,
no. 1. — Pp. 57 – 62.

[121] Daszkiewicz, M. The Henon–Heiles system defined on Lie-
algebraically deformed Galilei spacetime / M. Daszkiewicz //
Mod. Phys. Lett. A. — 2017. — Vol. 32, no. 13. — Art. 1750075.
— 11 p.

[122] Daszkiewicz, M. Canonical and Lie-algebraic twist deformations
of Galilei algebra / M. Daszkiewicz // Mod. Phys. Lett. A. —
2008. — Vol. 23, no. 07. — Pp. 505–517.

[123] Kempf, A. Hilbert space representation of the minimal length
uncertainty relation / A. Kempf, G. Mangano, R. B. Mann //
Phys. Rev. D. — 1995. — Vol. 52, no. 2. — Pp. 1108–1118.

[124] Kempf, A. Noncommutative geometric regularization /
A. Kempf // Phys. Rev. D. — 1996. — Vol. 54, no. 8. — Pp. 5174–
5178.

[125] Hinrichsen, H. Maximal localization in the presence of mini-
mal uncertainties in positions and in momenta / H. Hinrichsen,
A. Kempf // J. Math. Phys. — 1996. — Vol. 37. — Pp. 2121 –
2137.

[126] Kempf, A. Uncertainty relation in quantum mechanics with
quantum group symmetry / A. Kempf // J. Phys. A: Math.
Gen. — 1994. — Vol. 35, no. 9. — Pp. 4483–4496.

[127] Quesne, C. Harmonic oscillator with nonzero minimal uncertai-
nties in both position and momentum in a SUSYQM
framework / C. Quesne, V. M. Tkachuk // J. Phys. A: Math.
Gen. — 2003. — Vol. 36, no. 41. — Pp. 10373–10389.

[128] Quesne, C. Deformed algebras, position-dependent effecti-
ve masses and curved spaces: an exactly solvable Coulomb
problem / C. Quesne, V. M. Tkachuk // J. Phys. A: Math.
Gen. — 2004. — Vol. 37, no. 14. — Pp. 4267–4281.

[129] Quesne, C. Generalized deformed commutation relations with
nonzero minimal uncertainties in position and/or momentum
and applications to quantum mechanics / C. Quesne,
V. M. Tkachuk // SIGMA. — 2007. — Vol. 3 — Art. 016. —
18 p.



132 Список використаних джерел

[130] Quesne, C. Maths-type q-deformed coherent states for q>1 /
C. Quesne, K. Penson, V. Tkachuk // Phys. Lett. A. — 2003. —
Vol. 313, no. 1. — Pp. 29 – 36.

[131] Deformed shape invariance and exactly solvable hamiltoni-
ans with position-dependent effective mass / B. Bagchi,
A. Banerjee, C. Quesne, V. M. Tkachuk // J. Phys. A: Math.
Gen. — 2005. — Vol. 38, no. 13. — Pp. 2929–2945.

[132] Hamiltonians with position-dependent mass, deformations
and supersymmetry / C. Quesne, B. Bagchi, A. Banerjee,
V. M. Tkachuk // Bulg. J. Phys. — 2006. — Vol. 33, no. 4. —
Pp. 308–318.

[133] Kempf, A. Non-pointlike particles in harmonic oscillators /
A. Kempf // J. Phys. A: Math. Gen. — 1997. — Vol. 30, no. 6. —
Pp. 2093–2101.

[134] Kempf, A. Hilbert space representation of the minimal length
uncertainty relation / A. Kempf, G. Mangano, R. B. Mann //
Phys. Rev. D. — 1995. — Vol. 52, no. 2. — Pp. 1108–1118.

[135] Hydrogen-atom spectrum under a minimal-length hypothesis /
S. Benczik, L. N. Chang, D. Minic, T. Takeuchi // Phys. Rev.
A. — 2005. — Vol. 72, no. 1. — Art. 012104. — 4 p.

[136] Short distance versus long distance physics: The classical li-
mit of the minimal length uncertainty relation / S. Benczik,
L. N. Chang, D. Minic et al. // Phys. Rev. D. — 2002. — Vol. 66,
no. 2. — Art. 026003. — 11 p.

[137] Exact solution of the harmonic oscillator in arbitrary dimensi-
ons with minimal length uncertainty relations / L. N. Chang,
D. Minic, N. Okamura, T. Takeuchi // Phys. Rev. D. — 2002. —
Vol. 65, no. 12. — Art. 125027. — 8 p.

[138] Effect of the minimal length uncertainty relation on the density
of states and the cosmological constant problem / L. N. Chang,
D. Minic, N. Okamura, T. Takeuchi // Phys. Rev. D. — 2002. —
Vol. 65, no. 12.— Art. 125028. — 7 p.
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