
Мiнiстерство освiти i науки України

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

О.I. Григорчак, М.I. Самар

ОСНОВИ ВЕКТОРНОГО I ТЕНЗОРНОГО
АНАЛIЗУ В ЗАДАЧАХ I ПРИКЛАДАХ

Методичнi вказiвки

Львiв
2023



УДК [514.742.4+514.743.4](075.8)
Г 83

Рекомендувала до друку кафедра теоретичної фiзики
iменi професора Iвана Вакарчука, протокол № 6 вiд 10.04.2023

Г 83

Григорчак О. I., Самар М. I.
Основи векторного i тензорного аналiзу у задачах i прикла-

дах : методичнi вказiвки / О. I. Григорчак., М. I. Самар. — Львiв :
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, 2023.
— 72 с.

Методичнi вказiвки з курсу “Основи векторного i тензорного ана-
лiзу” складаються з семи роздiлiв та списку лiтератури. Кожен роздiл
мiстить теоретичний матерiал, приклади розв’язування вибраних за-
дач з вiдповiдної теми, якi супроводжуються детальним поясненням
методики та пiдходiв до вирiшення типових задач, а також завдання
для самостiйного опрацювання.

Для студентiв та аспiрантiв фiзико-математичних спецiальностей
унiверситетiв.

УДК [514.742.4+514.743.4](075.8)

© Григорчак О. I., Самар М. I., 2023

© Львiвський нацiональний унiверситет
iменi Iвана Франка, 2023



Змiст

Перелiк позначень 4

1. Основи векторної алгебри 5

2. Скалярне поле. Градiєнт 15

3. Векторне поле. Дивергенцiя i ротор 23

4. Потiк. Циркуляцiя. Iнтегральнi теореми 31

5. Косокутнi системи координат 39

6. Полiлiнiйнi форми. Тензори 47

7. Криволiнiйнi системи координат 61

Лiтература 72



Перелiк позначень

i, j, k — орти тривимiрної декартової системи координат;

r — радiус-вектор (вектор, проведений з початку координат);

r = |r| — модуль радiус-вектора;

x, y, z — координати точки у тривимiрнiй декартовiй системi
координат;

e1, e2, . . . , ei, . . . , en — масштабнi вектори n-вимiрної косокутної
системи координат;

e1, e2, . . . , ei, . . . , en — дуальнi вектори n-вимiрної косокутної
системи координат;

x1, x2, . . . , xi, . . . , xn — узагальненi складовi радiус-вектора у
n-вимiрнiй косокутнiй системi координат;

x1, x2, . . . , xi, . . . , xn — узагальненi проекцiї радiус-вектора у n-
вимiрнiй косокутнiй системi координат;

n — одиничний вектор нормалi до елемента площi;

τ — одиничний вектор, дотичний до елемента довжини;

δki — дельта-символ Кронекера, який рiвний 1, коли i = j i нулю,
коли i ̸= j;

gij — коварiантнi складовi метричного тензора;

gij — контраварiантнi складовi метричного тензора;

ξ1, ξ2, . . . , ξi, . . . , ξn — сукупнiсть координат, якi задають поло-
ження точки у n-вимiрнiй криволiнiйнiй системi координат;



Роздiл 1

Основи векторної алгебри

Скаляр — математичний об’єкт, який характеризується одним
числом. При змiнi системи координат скаляр залишається незмiн-
ним.

Вектор — математичний об’єкт, для характеристики якого по-
трiбно принаймнi два поняття, а саме: довжина i напрям.

Якщо в просторi задана система координат, то вектор однозна-
чно задається набором своїх координат. Тому часто упорядкований
набiр чисел теж називають вектором. Для векторiв є означенi пра-
вила додавання векторiв i множення на число, що пiдкоряються
аксiомам лiнiйного векторного простору.

Два вектори рiвнi тодi i тiльки тодi, коли вони мають однакову
довжину i однаковi напрямки.

Вектори e1, e2, . . . , en називаються лiнiйно незалежними, якщо
рiвнiсть α1e1 + α2e2 + ...αnen = 0 можлива лише при одному на-
борi значень αi: α1 = α2 = . . . = αn = 0. В протилежному випадку
вектори є лiнiйно залежними.

Набiр будь-яких n лiнiйно незалежних векторiв називається ве-
кторним базисом n-вимiрного простору, причому будь-який ве-
ктор a може бути в єдиний спосiб представлений у виглядi лiнiйної
комбiнацiї цих векторiв:

a = α1e1 + α2e2 + ...αNen.

Два лiнiйно залежних вектори називаються колiнеарними.
Колiнеарнi вектори лежать на паралельних прямих. Три лiнiй-

5



6 Роздiл 1. Основи векторної алгебри

но залежних вектори називаються компланарними. Компланарнi
вектори лежать в однiй площинi.

Трiйка векторiв a, b i c називається правою, якщо напрям ве-
ктора c такий, що з його кiнця найменший кут повороту вiд a до b
видно проти годинникової стрiлки. В iншому разi трiйка векторiв
називається лiвою.

Операцiї з векторами

1) Добутком вектора a на скаляр λ називається вектор, довжи-
на якого в λ разiв бiльша, нiж у вектора a, а напрям збiгається
з напрямом вектора a, якщо λ > 0 i є протилежним до напряму
вектора a, якщо λ < 0.

2) Сумою двох векторiв a i b є вектор, який збiгається з дiаго-
наллю паралелограма, побудованого на векторах a i b i має з цими
векторами спiльний початок. Вектор, який збiгається з iншою дiа-
гоналлю паралелограма i напрямлений вiд кiнця другого вектора
до кiнця першого, є рiзницею векторiв.

3) Скалярний добуток двох векторiв a i b:

(a,b) = ab cos(â,b).

4) Векторний добуток в декартовiй системi координат

[a,b] =

∣∣∣∣∣∣
i j k
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ .
Модуль векторного добутку двох векторiв чисельно дорiвнює

площi паралелограма, побудованого на цих векторах.

5) Змiшаний добуток трьох векторiв у декартовiй системi коор-
динат:

(a, [b, c]) =

∣∣∣∣∣∣
ax ay az
bx by bz
cx cy cz

∣∣∣∣∣∣ .
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Модуль мiшаного добутку трьох векторiв чисельно дорiвнює
об’єму паралелепiпеда, побудованого на цих векторах.

6) Подвiйний векторний добуток:

[a, [b, c]] = b (a, c)− c (a,b) .

Вектори, якi при iнверсiї системи координат не змiнюють на-
прямку, називаються полярними, а тi, якi змiнюють напрям на
протилежний — аксiальними.

Величина, аналогiчна скаляру, але з тiєю вiдмiннiстю, що при
перетвореннi iнверсiї змiнює свiй знак на протилежний, називає-
ться псевдоскаляром. Скалярний добуток полярного i аксiаль-
ного вектора є псевдоскаляром.

Якщо вектор a = a(t) є функцiєю скалярного аргументу t, то вiн
називається вектор-функцiєю скалярного аргументу, а геоме-
тричне мiсце точок кiнця цього вектора називається годографом.

Похiдна вiд вектор-функцiї a(t) по скалярному аргументу t:

da(t)

dt
=

dax(t)

dt
i+

day(t)

dt
j+

daz(t)

dt
k.

Iнтеграл вiд вектор-функцiї a(t) за скалярним аргументом t:∫
a(t)dt = i

∫
ax(t)dt+ j

∫
ay(t)dt+ k

∫
az(t)dt.

▼ Приклад 1.1. Вектори a, b, c лiнiйно незалежнi. Знайти
значення параметра λ, при якому вектори x = a + b + λc, y =
a+ 2b+ λc, z = a+ b+ c компланарнi.

Розв’язування.

Вектори x, y та z компланарнi тодi i лише тодi, коли цi вектор
є лiнiйно залежними, тобто виконується рiвнiсть:

z = k1x+ k2y

або

(k1 + k2 − 1)a+ (k1 + 2k2 − 1)b+ (λk1 + λk2 − 1)c = 0.
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Оскiльки вектори a, b, c лiнiйно незалежнi, то отримуємо си-
стему рiвнянь: 

k1 + k2 − 1 = 0

k1 + 2k2 − 1 = 0

λk1 + λk2 − 1 = 0

.

Розв’язавши її, знаходимо:
k1 = 1

k2 = 0

λ = 1

.

Отже, при λ = 1 вектори x, y та z будуть компланарними.

▼ Приклад 1.2. Задано трикутник ABC. Знайти довжину
вiдрiзка AD, якщо точка D подiляє напрямлений вiдрiзок BC у
вiдношеннi 2 : 3, а координати точок вершин трикутника такi:
A(5,−5, 8), B(0,−7, 10), C(5,−2,−5).

Розв’язування.

Знайдемо координати точки D. Для цього, для початку, зна-
йдемо кординати вектора BC як рiзницю координат точок B i C:

BC =
(
5,−2,−5

)
−
(
0,−7, 10

)
=
(
5, 5,−15

)
.

Оскiльки точка D подiляє напрямлений вiдрiзок BC у вiдношеннi
2 : 3, то вектор BD рiвний:

BD =
2

5
BC = (2, 2,−6).

Тодi, координати точки D дорiвнюватимуть сумi координат точки
B та вектора BD:

D = (0,−7, 10) + (2, 2,−6) = (2,−5, 4).

Вiдстанi мiж двома точками A(x1, y1, z1) та D(x2, y2, z2) знахо-
дять за формулою:

AD =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.
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Пiдставляючи вiдповiднi значення, отримаємо:

AD =
√

(2− 5)2 + (−5− (−5))2 + (4− 8)2 =
√
9 + 0 + 16 =

√
25 = 5.

Отже, довжина вiдрiзка AD дорiвнює 5.

▼ Приклад 1.3. Нехай задано вектори в ортонормованому ба-
зисi (i1, i2, i3) : a = i1 + 2i2 + 3i3, b = 4i1 + 5i2, c = 3i1 + 2i2 + i3.
Вектори (i1, i2, i3) утворюють праву трiйку.

a) Визначити праву чи лiву трiйку утворюють вектори a, b, c.

b) Знайти об’єм паралелепiпеда, який побудований на цих ве-
кторах.

с) Розрахувати площу дiагонального перерiзу паралелепiпеда,
проведеного через вектор a.

Розв’язування.

а) Вiдповiдь на це питання легко дати за допомогою змiшаного
добутку (a, [b, c]). Якщо змiшаний добуток буде додатнiм, то трiй-
ка буде правою, якщо вiд’ємним — то лiвою. У нашому випадку
змiшаний добуток є вiд’ємним:

(a, [b, c]) =

∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 0
3 2 1

∣∣∣∣∣∣ = 1 · 5− 2 · 4 + 3 · (−7) = −24,

тому вектори a,b, c утворюють лiву трiйку.
Якщо б базиснi вектори утворюювали лiву трiйку, трiйка ве-

кторiв a,b, c була б правою.

b) Об’єм паралелепiпеда, побудованого на векторах a,b, c рiв-
ний модулю змiшаного добутку цих векторiв:

V = |(a, [b, c])| = 24.

с) Дiагональним перерiзом паралелепiпеда проведеного через
вектор a буде паралелограм, побудований на векторах a та b +
c. Площу паралелограма знайдемо як модуль векторного добутку
векторiв, на яких вiн побудований:
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S = |[a,b+ c])| =

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
i1 i2 i3
1 2 3
7 7 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ = | − 19i1 + 20i2 − 7i3| = 9

√
10.

▼ Приклад 1.4. Довести: [[a,b], [c,d]]=(a, [b,d]) c−(a, [b, c])d.

Розв’язування.

Скористаємося тотожнiстю Лагранжа для подвiйного вектор-
ного добутку (бiльш вiдомою як формула “бац мiнус цаб”), при-
ймаючи [a,b] за перший вектор, а c та d — за два iнших:

[[a,b], [c,d]] = (d, [a,b]) c− (c, [a,b])d.

Оскiльки циклiчна перестановка векторiв в мiшаному добутку не
змiнює його значення, то

(d, [a,b]) = (a, [b,d]) ,

(c, [a,b]) = (a, [b, c]) .

Пiсля пiдстановки отримуємо шукану тотожнiсть:

[[a,b], [c,d]] = (d, [a,b]) c− (c, [a,b])d.

▼ Приклад 1.5. Знайти похiдну та iнтеграл вiд вектор-функцiї
скалярного аргументу: r(t) = (a cos t, a sin t, t).

Розв’язування.

Похiдна вектор-функцiї r(t) по скалярному аргументу t обчи-
слюється шляхом окремого диференцiювання кожної компоненти
функцiї:

r′(t) = (−a sin t, a cos t, 1) .
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Щоб знайти iнтеграл вiд вектор-функцiї r(t), спочатку запише-
мо окремi iнтеграли вiд кожної компоненти:∫

rx(t)dt =

∫
a cos tdt = a sin t+ C1,∫

ry(t)dt =

∫
a sin tdt = −a cos t+ C2,∫

rz(t)dt =

∫
tdt =

1

2
t2 + C3.

Тут C1, C2 та C3 — сталi iнтегрування.
Таким чином, iнтеграл вiд вектор-функцiї r(t) має вигляд:∫

r(t) dt =

(
a sin t,−a cos t,

1

2
t2
)
+C,

де C = (C1, C2, C3) — вектор сталих iнтегрування.

▼ Приклад 1.6. Знайти вiдстань вiд центра мас точок, роз-
ташованих у вершинах квадрата зi стороною a i масами 1, 2, 3, 4
грами, до центра квадрата.

Розв’язування.

Виберемо систему координат з початком у центрi квадрата i
осями, паралельними сторонам квадрата. Вершини квадрата ма-
тимуть координати:

A
(
−a

2
,−a

2

)
, B

(
−a

2
,
a

2

)
, C

(a
2
,
a

2

)
, D

(a
2
,−a

2

)
.

Координати (X,Y ) центра мас системи точкових частинок можуть
бути знайденi за наступними формулами:

X =

∑n
i=1mixi∑n
i=1mi

, Y =

∑n
i=1miyi∑n
i=1mi

,

де n - кiлькiсть частинок, mi — маса i-ї частинки, xi, yi — її коорди-
нати. Пiдставляючи значення для точок A, B, C та D, отримаємо:
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X =
1
(
−a

2

)
+ 2

(
−a

2

)
+ 3

(
a
2

)
+ 4

(
a
2

)
1 + 2 + 3 + 4

=
a

5
,

Y =
1
(
−a

2

)
+ 2

(
a
2

)
+ 3

(
a
2

)
+ 4

(
−a

2

)
1 + 2 + 3 + 4

= 0.

Звiдси легко бачити, що вiдстань вiд центра мас точок до центра
квадрата, тобто до початку координат, рiвна a/5.
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Задачi для самостiйної роботи

1.1. Нехай вектори a i b лiнiйно незалежнi. Визначити, при
якому значеннi параметра λ наступнi пари векторiв колiнеарнi: 2a+
λb, −a+ b.

1.2. З векторiв a, b, c, d вибрати трiйки векторiв, що утво-
рюють базис у тривимiрному просторi: a = i1 + 2i2 + 3i3, b = i3,
c = 3i1 + 2i2 + i3, d = i1 + i2 + i3, де i1, i2, i3 — орти прямокутної
декартової системи координат.

1.3. Нехай a = 3, b = 4 i (â,b) = π/3. Знайти, при якому
значеннi параметра α вектори p = αa− 3b i q = 2a+ b є

а) перпендикулярнi;

б) паралельнi;

в) утворюють кут π
4 .

1.4. Перевiрити, чи трикутник з вершинами A(5,−4), B(3, 2),
C(2,−3) є прямокутним.

1.5. Задано вектори, якi задовольняють умовi: a + b + c = 0.
Довести, що [a,b] = [b, c] = [c,a].

1.6. При якому значеннi α вектори p = αa + 4b, q = 2a − b
будуть колiнеарними, якщо вектори a i b не є колiнеарнi.

1.7. Обчислити площу паралелограма, дiагоналями якого є ве-
ктори 2e1+e2, 3e1− 4e2, якщо e1 = 1, e2 = 2, а кут мiж векторами
e1 i e2 рiвний π

3 .

1.8. Знайти одиничний вектор, перпендикулярний до векторiв
a = i−j+3k, b = 2i+j−k, де i, j, k — орти прямокутної декартової
системи координат.

1.9. Обчислити найбiльшу висоту паралелепiпеда, побудовано-
го на векторах a = 3i+ 2j− k, b = i− j+ 2k, c = 4i+ j+ 3k, де i,
j, k — орти прямокутної декартової системи координат.

1.10. Знайти вiдстань вiд центра мас точок, розташованих у
вершинах куба з ребром а i масами 1, 2, 3, 4 грами (нижня основа)
та 5, 6, 7, 8 грамiв (верхня основа), до центра куба.
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1.11. Довести тотожнiсть Лагранжа:

[a, [b, c]] = b(a, c)− c(a,b).

1.12. Довести тотожнiсть Якобi:

[a, [b, c]] + [b, [c,a]] + [c, [a,b]] = 0.

1.13. Довести: ([a,b], [c,d]) = (a, c)(b,d)− (a,d)(b, c).

1.14. Нехай a та b сторони ромба. Довести, що дiагоналi ромба
взаємно перпендикулярнi.

1.15. Довести, що скалярний добуток аксiального i скалярного
векторiв є псевдоскаляром.

1.16. Знайти похiдну та iнтеграл вiд вектор-функцiї скалярного
аргументу:

a) r(t) =
(
2t2,−5t, cos t

)
,

b) r(t) =

(
et, 1,

1

t

)
.



Роздiл 2

Скалярне поле. Градiєнт

Скалярне поле — це скалярна функцiя просторових коорди-
нат, яка кожнiй точцi простору ставить у вiдповiднiсть певне чи-
слове значення. У фiзицi за допомогою скалярних полiв описують
просторовi значення фiзичних величин, якi не залежать вiд орiєн-
тацiї системи координат, наприклад температури, тиску, вологостi,
електричного потенцiалу тощо. Характеристикою скалярного поля
є поверхнi рiвня.

Поверхнею рiвня ϕ(r) = C, де C — константа, називають
геометричне мiсце точок, де скалярна функцiя поля має одне й те
саме значення. У випадку тривимiрного простору поверхня рiвня
задається рiвнянням ϕ(x, y, z) = C. На площинi замiсть поверхонь
рiвня будемо мати лiнiї рiвня. Поверхi (лiнiї) рiвня, якi утворюють
вiдповiдну сiм’ю при рiзних значеннях константи C, не перетина-
ються мiж собою. Взаємне розмiщення поверхонь рiвня у просторi
дає наочне уявлення про це скалярне поле. У випадку електроста-
тичного потенцiалу поверхнi рiвня називають еквiпотенцiальними
поверхнями. Перемiщення заряду (зi сталою швидкiстю) по таких
поверхнях вiдбувається без виконання роботи.

Похiдна вiд скалярного поля за напрямом одиничного ве-
ктора s характеризує швидкiсть його змiни в данiй точцi за вказа-
ним напрямом:

∂ϕ

∂s
= (s, gradϕ) ,

15
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де

gradϕ = i
∂ϕ

∂x
+ j

∂ϕ

∂y
+ k

∂ϕ

∂z
.

Градiєнт — це вектор, який вказує напрям найшвидшої змi-
ни функцiї скалярного поля у данiй точцi i за абсолютною вели-
чиною дорiвнює похiднiй функцiї скалярного поля за напрямком
найшвидшого її зростання.

Часто замiсть символа grad використовують символ ∇. Тодi
gradϕ i ∇ϕ — це еквiвалентнi вирази. “Набла” ∇ є лiнiйним дифе-
ренцiальним оператором першого порядку i зображається так:

∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
.

Властивостi оператора оператора “набла”:

1. ∇(c1ϕ1 + c2ϕ2) = c1∇ϕ1 + c2∇ϕ2.

2. ∇(ϕ1ϕ2) = ϕ2∇ϕ1 + ϕ1∇ϕ2.

3. ∇ϕ2(ϕ1) = ϕ′
2(ϕ1)∇ϕ1.

▼ Приклад 2.1. Задано скалярне поле ϕ(x, y, z) = x2+3y2−2z2

й точки A(2; 1; 2) та B(1; 0; 1). Знайти:

a) поверхнi рiвня, що проходять через точки A i B;

б) похiдну скалярного поля у точцi A за напрямом вектора,
який з’єднує точки A i B;

в) напрям та швидкiсть найшвидшого зростання скалярного по-
ля у цих точках.

Розв’язування.

а) Для знаходження поверхнi рiвня, яка проходить через точки
A i B, знайдемо значення скалярного поля у цих точках:

ϕ(2, 1, 2) = 22 + 3 · 12 − 2 · 22 = −1,

ϕ(1, 0, 1) = 12 + 3 · 02 − 2 · 12 = −1.
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Оскiльки скалярне поле приймає в точках A та B одне i те ж зна-
чення, то iснує поверхня рiвня, яка проходить через обидвi точки.
Рiвняння цiєї поверхi: x2 + 3y2 − 2z2 = −1.

б) Знайдемо спочатку вектор, який з’єднує точки A i B:

AB = −i− j− k.

Пронормуємо вектор AB, щоб отримати вектор одиничної дов-
жини у цьому напрямку:

s =
AB

|AB|
=

−i− j− k√
(−1)2 + (−1)2 + (−1)2

= − 1√
3
(i+ j+ k).

Знаходимо градiєнт скалярного поля ϕ:

∇ϕ = i
∂ϕ

∂x
+ j

∂ϕ

∂y
+ k

∂ϕ

∂z
= 2xi+ 6yj− 4zk,

та обчислюємо його значення в точцi A:

∇ϕ

∣∣∣∣
A

= 4i+ 6j− 8k.

Тепер можемо обчислити похiдну скалярного поля ϕ у точцi A
за напрямом вектора s:

∂ϕ

∂s

∣∣∣∣
A

=

(
∇ϕ

∣∣∣∣
A

, s

)
= 4 ·

(
− 1√

3

)
+6 ·

(
− 1√

3

)
−8 ·

(
− 1√

3

)
= − 2√

3
.

в) Оскiльки градiєнт функцiї спрямований в сторону найбiль-
шого зростання функцiї в заданiй точцi, то напрями найбiльшого
зростання скалярного поля ϕ в точках A та B вiдповiдно рiвнi:

∇ϕ

∣∣∣∣
A

= 4i+ 6j− 8k, ∇ϕ

∣∣∣∣
B

= 2i− 4k.

Швидкiсть найшвидшого зростання функцiї у точках A та B
рiвна модулю градiєнта у вiдповiдних точках:



18 Роздiл 2. Скалярне поле. Градiєнт

|∇ϕ|
∣∣∣∣
A

=
√

42 + 62 + (−8)2 = 2
√
29,

|∇ϕ|
∣∣∣∣
B

=
√
22 + (−4)2 = 2

√
5.

▼ Приклад 2.2.
Користуючись означенням градiєнта, обчислити:

a) ∇rn;

b) ∇ exp[(q, r)];

c) (a,∇) r5.

Розв’язування.

a) Знайдемо градiєнт довiльної функцiї f(r):

∇f = i
∂f

∂x
+ j

∂f

∂y
+ k

∂f

∂z
.

Частковi похiднi вiд функцiї f(r) по змiнних x, y та z обчислю-
ємо за правилом диференцiювання для складених функцiй:

∂f

∂x
=

df

dr

∂r

∂x
=

x

r

df

dr
,

∂f

∂y
=

df

dr

∂r

∂y
=

y

r

df

dr
,

∂f

∂x
=

df

dr

∂r

∂z
=

z

r

df

dr
.

Тут використано, що r =
√

x2 + y2 + z2. Пiсля пiдстановки отри-
маємо:

∇f =
df

dr

r

r
,

де r = xi+ yj+ zk — радiус-вектор.
У нашому випадку f(r) = rn, тому:

∂f

∂r
= nrn−1.

Отже, градiєнт rn можна записати як

∇rn = nrn−2r.
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b) Оскiльки за означенням скалярного добутку (q, r) = qxx +
qyy + qzz, то частковi похiднi вiд f = exp[(q, r)] матимуть вигляд:

∂f

∂x
= qx exp(q · r),

∂f

∂y
= qy exp(q · r),

∂f

∂z
= qz exp(q · r).

Тому градiєнт exp[(q, r)] можна записати як:

∇ exp[(q, r)] = qx exp(q, r)i+ qy exp(q, r)j+ qz exp(q, r)k

= q exp[(q, r)].

c) Оскiльки r5 є скалярною функцiєю, то її можна внести в
скалярний добуток:

(a,∇) r5 =
(
a,∇r5

)
.

Обчислимо ∇r5 за правилом, отриманим в Прикладi 2.2 a) з
використанням означення градiєнта:

∇rn = nrn−2r.

Як результат отримаємо:

∇r5 = 5r3r.

Звiдси остаточно:
(a,∇) r5 = 5r3 (a, r) .

▼ Приклад 2.3. Обчислити:

a) ∇(b, r)2

(c, r)
;

b) ∇ ([a, r], [b, [c, r]]).
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Розв’язування.

a) При обчисленнi градiєнта вiд складних функцiй зручно ко-
ристуватися властивостями оператора “набла”, якi є узагальненням
вiдповiдних властивостей диференцiювання. Скористаємося вла-
стивiстю градiєнта вiд добутку функцiй:

∇(b, r)2

(c, r)
= (c, r)−1∇(b, r)2 + (b, r)2∇(c, r)−1.

Отриманi градiєнти обчислимо за формулою для градiєнта вiд скла-
деної функцiї:

∇(b, r)2 = 2(b, r)∇(b, r) = 2(b, r)b,

∇(c, r)−1 = −(c, r)−2∇(c, r) = −(c, r)−2c.

Тут ми скористалися тотожнiстю, яку легко отримати, користую-
чись означенням градiєнта:

∇(a, r) = a,

де a — довiльний сталий вектор. Остаточно:

∇(b, r)2

(c, r)
=

(b, r)

(c, r)2
(2(c, r)b− (b, r)c).

b) Перетворимо скалярне поле, розклавши подвiйний вектор-
ний добуток за формулою “бац мiнус цаб”:

([a, r], [b, [c, r]]) = (b, r)(c, [a, r])− (b, c)(r, [a, r]).

Здiйснивши циклiчну перестановку векторiв, мiшанi добутки мо-
жна записати як

(c, [a, r]) = (r, [c,a]), (r, [a, r]) = (a, [r, r]) = 0.

Таким чином

([a, r], [b, [c, r]]) = (b, r)(r, [c,a]).
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Для знаходження градiєнта скористаємося властивiстю градiєнта
вiд добутку функцiй. Отримаємо:

∇(b, r)(r, [c,a]) = (r, [c,a])∇(b, r) + (b, r)∇(r, [c,a]).

Оскiльки ∇(b, r) = b i ∇(r, [c,a]) = [c,a], то остаточно знахо-
димо, що

∇ ([a, r], [b, [c, r]]) = (r, [c,a])b+ (b, r)[c,a].
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Задачi для самостiйної роботи

2.1. Задано скалярне поле ϕ i двi точки A(0, 1) i B(2, 0). Знайти
лiнiї рiвня, що проходять через цi точки, похiднi скалярного поля
в цих точках за напрямом s = (1, 1), а також напрям та швидкiсть
найшвидшого зростання скалярного поля у цих точках для

a) ϕ(x, y) = 2x2 + 4y2;

b) ϕ(x, y) = 5x2 − y;

c) ϕ(x, y, z) = x2 + 2y2 − z.

2.2. Користуючись означенням градiєнта, обчислити

a) ∇r; b) ln r; c) ∇(a, r); d) ∇ exp(αr);

e) ∇kq

r
; f) ∇ exp(αrn).

2.3. Обчислити

a) ∇ (a,r)2(c, r); b) ∇(a, r)3r5; c) ∇(c, [b, r])r3;

d) ∇(a, [b, r])

(c, r)2
; e) ∇(c, [b, r])

r3
; f) ∇(c, [a, r])5.

2.4. Знайти похiдну вiд скалярного поля за напрямом вектора
s = (2, 1, 2) у точцi A(1, 2, 1), якщо скалярне поле має вигляд:

a) exp[(q, r)]/r; b) (a, r) exp[(q, r)]; c) (a, r)(b, r);

d) (a, r)(b, r)/r3; e) (a, r)4/r; f) ([a, r], [b, r]),

де a = (1, 1, 1); b = (−1, 3,−2); q = (2, 1,−3).

2.5. Обчислити

a)[a,∇]2 r3; b) (r,∇) (a, r) /r3.
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Якщо деяка векторна величина A має визначене значення у ко-
жнiй точцi певної областi простору, то ми можемо стверджувати,
що в цiй областi простору задане векторне поле A(r) цiєї вели-
чини. Cтруктуру векторного поля можна зобразити за допомогою
векторних лiнiй, дотичнi до яких у кожнiй точцi вказують напря-
мок вектора a. Система рiвнянь для знаходження лiнiй векторного
поля в декартовiй системi координат має вигляд:

dx

dy
=

Ax

Ay
,

dy

dz
=

Ay

Az
,

dz

dx
=

Az

Ax
.

Дивергенцiя вектора A в точцi, яка оточена поверхнею S, що
мiстить об’єм V :

divA = lim
V→0

1

V

∮
S

(A, dS)

або у явному виглядi в декартовiй системi координат

divA =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z
= (∇,A) .

Векторне поле A називається соленоїдальним в деякiй областi
простору, якщо для нього divA = 0 в цiй областi.

23



24 Роздiл 3. Векторне поле. Дивергенцiя i ротор

Похiдна вiд векторного поля по напряму, представленого оди-
ничним вектором s:

∂A

∂s
= (s,∇)A.

Векторне поле називається потенцiальним, якщо його можна зо-
бразити як градiєнт деякої скалярної функцiї ϕ(x, y, z):

A(x, y, z) = ∇ϕ(x, y, z).

Для потенцiального поля виконуються такi рiвностi:

∂Ax

∂y
=

∂Ay

∂x
,

∂Ay

∂z
=

∂Az

∂y
,

∂Az

∂x
=

∂Ax

∂z
.

Означення ротора вектора задається наступною рiвнiстю:

lim
S→0

1

S

∮
C

(A, dr) = (n, rotA) ,

де n — вектор нормалi до площадки S, яка опирається на контур C.
В явному виглядi в декартовiй системi координат ротор векторного
поля A(r) записується так:

rotA = [∇,A] =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣ .
Необхiдною i достатньою умовою потенцiальностi векторного

поля A(r) в областi D є рiвнiсть нулю ротора поля A(r) в цiй
областi. Тому потенцiальнi поля ще називаються безвихровими.

Якщо в якiйсь областi divA = 0 i rot A = 0, то поле A назива-
ється гармонiчним в цiй областi.

Деякi властивостi дивергенцiї i ротора:

div(αA+ βB) = α divA+ β divB;

div(ϕA) = ϕ divA+ (gradϕ,A) ;

rot (αA+ βB) = αrotA+ βrotB;

rot (ϕA) = ϕrotA+ [gradϕ,A] .
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Теорема про подання векторного поля через скалярний
i векторний потенцiали. Якщо дивергенцiя i ротор неперервно-
диференцiйовного векторного поля прямують до нуля на безме-
жностi швидше, нiж 1/r2, то векторне поле A однозначно можна
виразити у виглядi суми:

A = −gradϕ+ rotB,

де ϕ називається скалярним потенцiалом, а B — векторним потен-
цiалом для поля A.

▼ Приклад 3.1. Знайти векторнi лiнiї поля A = [ω, r].

Розв’язування.

A = [ω, r] =

∣∣∣∣∣∣
i j k
ωx ωy ωz

x y z

∣∣∣∣∣∣ = i(ωyz−ωzy)+j(ωzx−ωxz)+k(ωxy−ωyx),

Векторнi лiнiї поля визначаються системою диференцiальних
рiвнянь:

dx

Ax
=

dy

Ay
=

dz

Az
,

якi також можуть бути записанi у виглядi

dx = Axdt, dy = Aydt, dz = Azdt.

В нашому випадку ця система рiвнянь запишеться так:

dx = (ωyz − ωzy)dt,

dy = (ωzx− ωxz)dt,

dz = (ωxy − ωyx)dt.

Помножимо цi рiвняння на ωx, ωy та ωz вiдповiдно, i додамо
отриманi рiвняння. В результатi отримаємо диференцiальне рiвня-
ння:

ωxdx+ ωydy + ωzdz = 0,

проiнтегрувавши яке, будемо мати рiвняння площини:
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ωxx+ ωyy + ωzz = C1.

Аналогiчно, якщо помножити тi ж самi рiвняння на x, y та z вiд-
повiдно, а потiм їх додати, то отримаємо диференцiальне рiвняння

xdx+ ydy + zdz = 0,

яке пiсля iнтегрування дає рiвняння сфери:

x2 + y2 + z2 = C2
2 .

Отриманi рiвняння площини та сфери будуть розв’язками початко-
вих диференцiальних рiвнянь.

Таким чином, векторними лiнiями поля будуть кола, що лежать
на перетинi сфер x2+y2+z2 = C2

2 площинами ωxx+ωyy+ωzz = C1,
де C1 та C2 — довiльнi константи.

▼ Приклад 3.2. Обчислити дивергенцiю та ротор векторних
полiв:

a)
[a, r]

(a, [b, r])
;

b)
√
xi+ z2j+

√
xyzk.

Розв’язування.

а) Користуючись властивостями дивергенцiї, запишемо:

div
[a, r]

(a, [b, r])
=

1

(a, [b, r])
div[a, r] +

(
[a, r], grad

1

(a, [b, r])

)
.

Пiсля обчислення утворених дивергенцiї та градiєнта:

div[a, r] = (∇, [a, r]) = −(a, [∇, r]) = 0,

grad
1

(a, [b, r])
= − [a,b]

(a, [b, r])2
,

остаточно знайдемо, що

div
[a, r]

(a, [b, r])
= −([a, r], [a,b])

(a, [b, r])2
.
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Аналогiчно розпишемо ротор векторного поля:

rot
[a, r]

(a, [b, r])
=

1

(a, [b, r])
rot[a, r] +

[
[a, r], grad

1

(a, [b, r])

]
.

Градiєнт, який тут виник, був знайдений ранiше, а утворений ротор
обчислимо зараз:

rot [a, r] = [∇, [a, r]] = 2a.

Пiсля пiдстановки та деяких спрощень, отримаємо:

rot
[a, r]

(a, [b, r])
=

2a

(a, [b, r])
− [[a, r], [a,b]]

(a, [b, r])2
=

3a

(a, [b, r])
.

b) Позначимо векторне поле як A =
√
xi+ z2j+

√
xyzk i обчи-

слимо дивергенцiю та ротор за означенням:

divA =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂y
+

∂Az

∂z
=

1

2
√
x
+

√
xy

2
√
z
,

rotA =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣ = i

(√
xz

2
√
y
− 2z

)
− j

√
yz

2
√
x
.

▼ Приклад 3.3. Довести:

rot [A,B] = A divB−BdivA+ (B,∇)A− (A,∇)B.

Розв’язування.

Розпишемо ротор за означенням та скористаємося властивiстю
подвiйного векторного добутку, залишаючи вектори A та B пiд
дiєю оператора “набла”:

rot [A,B] = [∇, [A,B]] = (∇,B)A− (∇,A)B.

Далi, користуючись властивостями оператора “набла”, знайдемо

(∇,B)A = A(∇,B) + (B,∇)A = A divB+ (B,∇)A,
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(∇,A)B = B(∇,A) + (A,∇)B = BdivA+ (A,∇)B.

Пiсля пiдстановки отримуємо шукану тотожнiсть.

▼ Приклад 3.4. Перевiрити на потенцiальнiсть, соленоїдаль-
нiсть та гармонiчнiсть векторне поле: [[a, r], [b, r]].

Розв’язування.

Задане векторне поле можна переписати як

[[a, r], [b, r]] = r([a,b], r).

Для перевiрки на потенцiальнiсть знайдемо ротор поля

rot{r([a,b], r)} = ([a,b], r)rot r+ [r, grad([a,b], r)].

Оскiльки rot r = 0 та grad([a,b], r) = [a,b], то

rot{r([a,b], r)} = [r, [a,b]].

Тепер можемо зробити висновок, що коли [a,b] = 0, то i ротор
поля рiвний нулю, тобто поле буде потенцiальним. В iншому ви-
падку, коли [a,b] ̸= 0, то ротор поля не рiвний нулю, i поле не
потенцiальне.

Для перевiрки на соленоїдальнiсть знайдемо дивергенцiю поля:

div{r([a,b], r)} = ([a,b], r)div r+ (r, grad([a,b], r)).

Врахувавши те, що div r = 3 та grad([a,b], r) = [a,b], отримаємо:

div{r([a,b], r)} = 4(r, [a,b]).

З цього результату випливає, що при [a,b] = 0 дивергенцiя по-
ля рiвна нулю, тобто поле соленоїдальне. В iншому випадку, коли
[a,b] ̸= 0 — не соленоїдальне.

Гармонiчне векторне поле — це поле, яке одночасно i потенцi-
альне i соленоїдальне. Тому, при [a,b] = 0 векторне поле є гамонi-
чним, а при [a,b] ̸= 0 — нi.
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Задачi для самостiйної роботи

3.1. Знайти векторнi лiнiї полiв:

a) A=i/x+j/(2y); b)A= r/r3; c) A = [c, r]/r.

3.2. Обчислити div i rot для таких векторних полiв

a) rnr; b)[c, r]; c)[a, [b, r]]; d)
(a, r)

(b, r)
r;

e)
[a, r]

(b, r)
r ; f)[c, [b, [a, r]]]; g)[r, [a, r]]; h)reikr;

i)[b, [a, r]]; j)
(
a,

r

r

) [
b,

r

r2

]
; k)

(a, [b, r])

r2
[c, r];

l)
r5

(a, r)
[b, r]; n)xyi+ zyj+ xzk; o)

i

x
+

j

y
+

k

z
.

3.3. Довести

a)rot gradϕ = 0; b) div rotA = 0;

c)rot rotA = grad divA−∆A;

d)∆A = grad divA− rot rotA;

e)div[A,B] = (B, rotA)− (A, rotB).

3.4. Перевiрити, чи будуть потенцiальними векторнi поля. Якщо
так, то знайти їхнiй скалярний потенцiал.

a) 2xyi+
(
x2 − 2yz

)
j− y2k;

b) r(a, r);

c) r[a, r].

3.5. Перевiрити, чи є соленоїдальними векторнi поля

a)x2yi+
(
z − xy2

)
j+ 2xk;

b) r(a, [b, r])/r2;

c) [a, r]([b, r])r.
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3.6. Чи є гармонiчними векторнi поля

a) (c,r)r
r ;

b) [[a, r], [b, r]];

c) [b, r] exp[(c, r)].



Роздiл 4

Потiк. Циркуляцiя. Iнтегральнi
теореми

Потiк Φ вектора A через поверхню S:

Φ =

∫
S

(A, dS) =

∫
S

(A,n) dS,

де dS — вектор, перпендикулярний до елемента площi dS поверхнi
S, n — одиничний вектор нормалi до цього ж елемента площi. Якщо
поверхня S замкнена, то

Φ =

∮
S

(A,n) dS.

Теорема Остроградського-Гауса
Потiк вектора через довiльну замкнену поверхню дорiвнює iн-

теграловi вiд дивергенцiї цього вектора по об’єму, обмеженому цiєю
поверхнею: ∮

S

(A, dS) =

∫
V

divA dV.

Лiнiйний iнтеграл вiд вектора A по контуру C:

L =

∫
C

(A, dℓ) =

∫
C

(A, τ ) dℓ,

31
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де dℓ = τdl елемент контуру iнтегрування, τ — одиничний вектор,
дотичний до елемента dℓ контуру C. Якщо контур C замкнений,
то

L =

∮
C

(A, dℓ) .

Теорема Стокса
Циркуляцiя вектора по замкненому контуру дорiвнює потоковi

його ротора через довiльну поверхню, яка спирається на цей кон-
тур: ∮

C

(A, τ ) dℓ =

∫
S

(rotA,n) dS.

▼ Приклад 4.1. Обчислити потiк радiус-вектора r через по-
верхню цилiндра висотою h i радiусом основи R, якщо початок
координат знаходиться в центрi нижньої основи цилiндра.

Розв’язування.
За теоремою Остроградського-Гауса потiк радiус-вектора r че-

рез поверхню цилiндра запишемо як

Φ =

∮
S

(r, dS) =

∫
V

div r dV.

Оскiльки div r = 3, а об’єм цилiндра рiвний V = πR2h, то в резуль-
татi отримаємо:

Φ = 3

∫
V

dV = 3πR2h.

▼ Приклад 4.2. Обчислити поверхневi iнтеграли

a)
∮
S

([a, r], [b,n]) dS; b)
∮
S

(a, r) [b,n] dS,

де n — це вектор нормалi до поверхнi S.
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Розв’язування.

a) Перетворимо пiдiнтегральний вираз, здiйснивши циклiчну
перестановку векторiв у змiшаному добутку:

([a, r], [b,n]) = (n, [[a, r],b]) = − (n, [b, [a, r]]) .

Тепер за теоремою Остроградського-Гауса шуканий iнтеграл може
бути записаний як∮

S

([a, r], [b,n]) dS = −
∫
V

div[b, [a, r]]dV.

Розклавши подвiйний векторний добуток

[b, [a, r]] = a(b, r)− r(b,a),

дивергенцiя може бути легко знайдена:

div[b, [a, r]] = (a,∇(b, r))−(a,b)(∇, r) = (a,b)−3(a,b) = −2(a,b).

Отже, ∮
S

([a, r], [b,n]) dS = 2(a,b)V,

де V =
∫
V

dV — об’єм, обмежений поверхнею S.

б) Для того, щоб мати скалярну величину пiд iнтегралом, ска-
лярно помножимо iнтеграл з умови задачi на сталий вектор c i
перетворимо пiдiнтегральну функцiю:∮

S

(a, r) (c, [b,n]) dS =

∮
S

(n, (a, r) [c,b]) dS,

Останнiй iнтеграл легко обчислюється за теоремою Остроградського-
Гауса. Оскiльки

div (a, r) [c,b] = (a, [c,b]) = (c, [b,a]) ,
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то ∮
S

(a, r) (c, [b,n]) dS =

∫
V

div (a, r) [c,b] dV = (c, [b,a])V.

Пiсля “скорочення” на вектор c остаточно отримаємо:∮
S

(a, r) [b,n] dS = [b,a]V.

▼ Приклад 4.3. Знайти циркуляцiю векторного поля (x−2z)i+
(x + 3y + z)j + (5x + y)k по контуру трикутника з вершинами
A(1, 0, 0), B(0, 1, 0) та C(0, 0, 1). Задачу розв’язати безпосередньо за
означенням i з допомогою теореми Стокса.

Розв’язування.

Спочатку знайдемо циркуляцiю векторного поля за означенням

L =

∮
C

(A, dr) =

∮
C

(x− 2z) dx+ (x+ 3y + z) dy + (5x+ y) dz.

Циркуляцiю векторного поля розiб’ємо на суму трьох лiнiйних iн-
тегралiв:

L = LAB + LBC + LCA.

На сторонi AB z = 0, y = 1 − x, тому пiдставивши це в iнтеграл,
отримаємо:

LAB =

∫
CAB

(A, dr) =

∫ 1

0
(3x− 3)dx = −1, 5.

Аналогiчно знаходимо вiдповiднi лiнiйнi iнтеграли на сторонах BC
(x = 0, z = 1− y) та CA (y = 0, z = 1− x):

LBC =

∫
CBC

(A, dr) =

∫ 1

0
(y + 1) dy = 1, 5.

LCA =

∫
CCA

(A, dr) =

∫ 1

0
(−2− 2x) dx = −3.
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Знаходимо циркуляцiю:

L = −1, 5 + 1, 5− 3 = −3.

Цей же результат можна отримати, використовуючи теорему Сто-
кса

L =

∫
S

(rotA,n) dS,

де за поверхню iнтегрування виберемо трикутник ABC. Оскiльки

rotA =

∣∣∣∣∣∣
i j k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x− 2z x+ 3y + z 5x+ y

∣∣∣∣∣∣ = −7j+ k,

а вектор нормалi до площини трикутника n = ( 1√
3
, 1√

3
, 1√

3
), то

(rotA,n) = − 6√
3
.

Отже
L = − 6√

3
S = −3,

бо площа трикутника рiвна: S =
√
3/2.

▼ Приклад 4.4. Iнтеграл по замкненiй поверхнi
∮
S

(
a, rr

)
[b,n] dS

перетворити в iнтеграл по об’єму.

Розв’язування.

Пiсля скалярного домноження iнтегралу з умови задачi на ста-
лий вектор c:∮

S

(
a,

r

r

)
(c, [b,n]) dS =

∮
S

(
n,
(
a,

r

r

)
[c,b]

)
dS,

його можна обчислити за теоремою Остроградського-Гаусса.∮
S

(
a,

r

r

)
(c, [b,n]) dS =

∫
V

div
(
a,

r

r

)
[c,b] dV.
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Оскiльки

div
(
a,

r

r

)
[c,b] =

1

r
(c, [b,a])− 1

r3
(a, r) (c, [b, r]) ,

то пiсля “скорочення” на вектор c отримаємо:∮
S

(
a,

r

r

)
(c, [b,n]) dS =

∫
V

(
1

r
[b,a]− 1

r3
(a, r) [b, r]

)
dV.

▼ Приклад 4.5 Обчислити контурний iнтеграл
∮
C

(a, [r, τ ]) dℓ,

вважаючи що C — коло рaдiуса R з центром у початку координат,
що лежить в площинi XY .

Розв’язування.

Обчислимо контурний iнтеграл за теоремою Стокса:∮
C

(a, [r, τ ]) dℓ =

∮
C

(τ , [a, r]) dℓ =

∫
S

(rot[a, r],n) dS,

де S — круг радiуса R з центром у початку координат, що лежить
в площинi XY . Обчисливши ротор

rot[a, r] = a(∇, r)− (a,∇)r = 3a− a = 2a,

знайдемо скалярний добуток ротора з ветором нормалi n = (0, 0, 1):

(rot[a, r],n) = 2az.

Звiдси шуканий контурний iнтеграл:∮
C

(a, [r, τ ]) dℓ = 2az

∫
S

dS = 2azS = 2πR2az.
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Задачi для самостiйної роботи

4.1. Обчислити потiк радiус-вектора r через поверхню конуса
висотою h i радiусом основи R, якщо початок координат знаходи-
ться:

a) у вершинi конуса; b) в центрi основи конуса;

Задачу зробити двома способами: безпосередньо за означенням
i з допомогою теореми Остроградського-Гауса.

4.2. Обчислити потiк радiус-вектора r через поверхню куба з
ребром a, якщо початок координат знаходиться:

a) у однiй з його вершин; b) в центрi куба.

Задачу зробити двома способами: безпосередньо за означенням
i з допомогою теореми Остроградського-Гауса.

4.3. Обчислити потiк вектора r/r3 через поверхню сфери R,
якщо початок координат знаходиться у її центрi.

4.4. Обчислити поверхневi iнтеграли, беручи до уваги, що n —
це вектор нормалi до поверхнi:

a)

∮
S

([a, r],b)n dS; b)

∮
S

r ([a,n],b) dS; c)

∮
S

([a,n], r) dS;

g)

∮
S

([a, r], [b,n]) c dS; h)

∮
S

[[a,n], r] dS; i)

∮
S

r(a,n) dS;

j)

∮
S

n(a, r) dS; k)

∮
S

a(n, r) dS; l)

∮
S

[[n,b], [a, r]] dS.

4.5. Iнтеграл по замкненiй поверхнi перетворити в iнтеграл по
об’єму:

a)

∮
S

([
a,

r

r

]
,b
)
n dS; b)

∮
S

r

r
([a,n] ,b) dS; c)

∮
S

1

r
([a, r] ,b)n dS;
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d)

∮
S

(a, r) ([b, r] ,n) dS; e)

∮
S

[n, r][a, r]]dS; f)

∮
S

[[n, r], [a, r]] dS;

j)

∮
S

eikr [a,n] dS; l)

∮
S

eikr

r
(a,n) dS.

4.6. Обчислити циркуляцiю радiус-вектора r по елiптичному
контуру з пiвосями a i b, який лежить у площинi XY , якщо центр
координат знаходиться

a) у центрi елiпса; б) в одному з його фокусiв.

Задачу зробити двома способами: безпосередньо за означенням
i з допомогою теореми Стокса.

4.7. Обчислити циркуляцiю вектора rnr по квадратному кон-
туру зi стороною a, який лежить у площинi Y Z, якщо центр коор-
динат знаходиться

a) у центрi квадрату; б) в однiй з його вершин.

Задачу зробити двома способами: безпосередньо за означенням
i з допомогою теореми Стокса.

4.8. Обчислити контурний iнтеграл для векторiв r = xi+ yj та
m = x2i− 3y2j, якщо контур — це

a) пряма, що з’єднує точки A(0, 0) i B(1, 1);

b) ламана ACB, де C(0, 1);

c) ламана ADB, де D(1, 0).

4.9. Обчислити iнтеграли, вважаючи що контур C — коло рaдi-
уса R з центром у початку координат:

a)

∮
C

(a, r) (r, τ ) dℓ; b)

∮
C

(x dy − y dx) .

4.10. Обчислити iнтеграли, беручи до уваги, що L —замкнений
контур, який обмежує площу S на площинi (r,n)=p:

a)

∮
(a, r) dℓ; b)

∮
[r, τ ] dℓ.



Роздiл 5

Косокутнi системи координат

Базис n-вимiрного простору разом з точкою, яка називається
початком координат, утворюють систему координат, в якiй поло-
ження кожної точки характеризується набором n чисел: x1, . . . , xn.
Цi числа називаються координатами вiдповiдної точки. Фактично
— це коефiцiєнти розкладу радiус-вектора r цiєї точки по базису
n-вимiрного простору:

r = x1e1 + . . .+ xnen.

Дуальний базис
Два базиси (e1, e2, . . . , en) i (e1, e2, . . . , en) називаються дуаль-

ними, якщо їхнi вектори задовольняють спiввiдношенням:(
ei, e

k
)
= δki ,

де δki — це символ Кронекера.
Тодi будь-який вектор a можна розкласти по кожному з базисiв:

a =
n∑

i=1

aie
i =

n∑
i=1

aiei.

Величини ai називаються контраварiантними, а числа ai коварi-
антними компонентами вектора a. Зв’язок мiж ними описується
такими спiввiдношеннями:

ai =
n∑

i=1

gija
j , ai =

n∑
i=1

gijaj ,

39
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де компоненти метричого тензора обчислюються за формулою:

gij = (ei, ej) , gij =
(
ei, ej

)
.

Базис називають ортогональним, якщо його вектори попарно пер-
пендикулярнi. Для ортогонального базису основний базис спiвпа-
дає iз дуальним, а матриця метричного тензора gik має дiагональ-
ний вигляд i gii = 1/gii.

У тривимiрному просторi зв’язок мiж векторами обох систем
записується так:

ei =
[ej , ek]

(ei, [ej , ek])
, ei =

[
ej , ek

]
(ei, [ej , ek])

,

причому для iндексiв i, j, k дiє правило циклiчної перестанови.
Якщо вектори базису e1, e2, e3 взаємно ортогональнi i їх дов-

жини рiвнi одиницi, то вони називаються ортами прямокутної де-
картової системи координат i позначаються i1, i2, i3.

Перехiд вiд однiєї системи координат до iншої здiйснює-
ться з допомогою матрицi переходу за правиламиe1
e2
e3

 =

α1
1 α2

1 α3
1

α1
2 α2

2 α3
2

α1
3 α2

3 α3
3

e′1
e′2
e′3

 ,

e′1
e′2
e′3

 =

β1
1 β2

1 β3
1

β1
2 β2

2 β3
2

β1
3 β2

3 β3
3

e1
e2
e3

 ,

e′1

e′2

e′3

 =

α1
1 α2

1 α3
1

α1
2 α2

2 α3
2

α1
3 α2

3 α3
3

e1

e2

e3

 ,

e1

e2

e3

 =

β1
1 β2

1 β3
1

β1
2 β2

2 β3
2

β1
3 β2

3 β3
3

e′1

e′2

e′3

 ,

причому ∑
k

αl
kβ

k
i = δli.

В прямокутнiй декартовiй системi координат αk
i = βi

k = aik =
cos(eî,e

′
k), а величини aik задовольняють рiвнiсть:∑

i

aikail = δkl.
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Правило iндексiв

1. Якщо iндекс фiгурує у лiвiй частинi рiвностi один раз у пев-
нiй позицiї (вгорi або внизу), то вiн повинен фiгурувати i у правiй
частинi рiвностi у тiй самiй позицiї. Формула залишиться справед-
дивою, якщо рухомий iндекс одночасно опустити/пiдняти в обох
частинах рiвностi.

2. Якщо якийсь iндекс знаходиться пiд знаком суми, то вiн
обов’язково один раз має бути вгорi, а один раз внизу. Формула
залишається справедливою, якщо нiмий iндекс в одному мiсцi опу-
стити, а в iншому пiдняти. При цьому суму можна опустити, якщо
цей iндекс набуває значень вiд 1 до n, де n — це вимiрнiсть просто-
ру.

Скалярний добуток у косокутнiй системi координат:

(a,b) =

n∑
i=1

aib
i =

n∑
i=1

aibi =

n∑
i,j=1

gija
ibj =

n∑
i,j=1

gijaibj .

Векторний добуток у косокутнiй системi координат:

[a,b] =
∑
i<k

[ei, ek] (a
ibk − akbi) =

∑
i<k

[
ei, ek

]
(aibk − akbi).

▼ Задача 5.1. Задано базис e1 = i1−i2, e2 = i2+i3, e3 = i3−i1,
де i1, i2, i3 — орти декартової системи координат. Знайти базис, вза-
ємний до заданого, а також ко- i контраварiантнi складовi метри-
чного тензора.

Розв’язування.

Згiдно означення, дуальний вектор до e1 рiвний

e1 =
[e2, e3]

(e1, [e2, e3])
.

Обчисливши векторний та змiшаний добутки:

[e2, e3] =

∣∣∣∣∣∣
i1 i2 i3
0 1 1
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = i1 − i2 + i3,
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(e1, [e2, e3]) =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 0
0 1 1
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 2,

знайдемо вигляд вектора e1 :

e1 =
1

2
(i1 − i2 + i3).

Аналогiчно знаходимо вектори, дуальнi до e2 та e3:

e2 =
[e3, e1]

(e2, [e3, e1])
=

1

2
(i1 + i2 + i3),

e3 =
[e1, e2]

(e3, [e1, e2])
=

1

2
(−i1 − i2 + i3).

Ко- та контраварiантнi метричнi тензори легко знаходимо за озна-
ченням:

gij = (ei, ej) =

 2 −1 −1
−1 2 1
−1 1 2

 ,

gij = (ei, ej) =
1

4

3 1 1
1 3 −1
1 −1 3

 .

▼ Задача 5.2 Вектори a i b у кососутнiй системi координат
мають такi складовi: a = (1,−1, 2), b = (2,−2, 1). Базиснi масшта-
бнi вектори мають однаковi довжини, рiвнi 2 i попарно утворюють
кут 300 мiж собою. Знайти скалярний i векторний добуток векто-
рiв a i b, а також їхнi проекцiї на базис масштабної та дуальної
системи косокутних координат.

Розв’язування.

Оскiльки масштабнi вектори мають однаковi довжини, рiвнi 2 i
попарно утворюють кут 300 мiж собою, то метричний тензор рiвний

gij = (ei, ej) =

4 2 2
2 4 2
2 2 4

 .
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Тодi скалярний добуток:

(a,b) =

3∑
i=1

3∑
j=1

gija
ibj = 16.

Знайдемо коварiантнi складовi векторiв a та b:

ai =
3∑

j=1

gija
j =

4 2 2
2 4 2
2 2 4

 1
−1
2

 =

6
2
8

 ,

bi =
3∑

j=1

gijb
j =

4 2 2
2 4 2
2 2 4

 2
−2
1

 =

 6
−2
4

 .

Визначник матрицi gij рiвний g = 32. Тодi векторний добуток

[a,b] =
1
√
g

e1 e2 e3
6 2 8
6 −2 4

 = 3
√
2(i+ j− k).

Проекцiї векторiв на базиснi вектори масштабної та дуальної си-
стем координат знайдемо за означенням:

aei =
(a, ei)

|ei|
=

ai
|ei|

= (3, 1, 4),

bei =
(b, ei)

|ei|
=

bi

|ei|
= (3,−1, 2),

aei =
(a, ei)

|ei|
=

ai

|ei|
=

1

2
√
2
(1,−1, 2),

bei =
(b, ei)

|ei|
=

bi

|ei|
=

1

2
√
2
(2,−2, 1).

Тут враховано, що

|ei| =
∣∣∣∣ [ej , ek]

(ei, [ej , ek])

∣∣∣∣ = |ej ||ek| sin(ej , ek)√
g

=
1

2
√
2
.
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▼ Задача 5.3. Знайти координати точки A(−5, 10) у новiй де-
картовiй системi координат i побудувати матрицю повороту, якщо
осi нової системи координат повернуто на кут π/6 за годинниковою
стрiлкою вiдносно старої системи координат.

Розв’язування.

Матрицю повороту запишемо як

R =

(
cos
(
−π

6

)
− sin

(
−π

6

)
sin
(
−π

6

)
cos
(
−π

6

) ) =

(√
3
2

1
2

−1
2

√
3
2

)
.

Тепер координати точки A у новiй декартовiй системi координат
прийматимуть значення(

x′

y′

)
=

(√
3
2

1
2

−1
2

√
3
2

)(
−5
10

)
=

(
−5

√
3+10
2

5+10
√
3

2

)
.
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Задачi для самостiйного опрацювання

5.1. З векторiв e1, e2, e3, e4 вибрати всi трiйки векторiв, що
утворюють базис у тривимiрному просторi, якщо e1 = 3i1 + i2 + i3,
e2 = i3 + i1, e3 = i1 − 2i2, e4 = 2i1 − i2 − i3, де i1, i2, i3 — орти
декартової системи координат.

5.2. Масштабнi вектори попарно утворють кут 600 мiж собою,
а їхнi модулi рiвнi вiдповiдно e1 = 2, e2 = 3, e3 = 4. Знайти ко- i
контраварiантнi складовi метричного тензора, а також довжини i
кути мiж векторами дуального базису.

5.3. Задано векторний базис: e1 = i1+i2, e2 = i2+i3, e3 = i3+i1,
де i1, i2, i3 – орти декартової системи координат. Розкласти вектор
b = i1 + i2 + i3 за векторами основного й взаємного базисiв.

5.4. Масштабнi вектори косокутної системи координат e1 =
i1 − i2, e2 = i2 − i3, e3 = i3 − i1, де i1, i2, i3 — орти декартової
системи координат. Знайти складовi вектора a = (1, 3, 5) у новiй
системi координат, заданiй масштабними векторами e1 = i1 + i2,
e2 = i2 + i3, e3 = i3 + i1. Записати матрицю переходу для цього
випадку.

5.5. Масштабнi вектори косокутної системи координат мають
однакову довжину 2 i попарно утворюють кут 300 мiж собою. Зна-
йти проекцiї вектора a зi складовими (3,−2,−1) на базиснi векто-
ри дуальної до нової системи координат, яка повернута на кут 600

(проти годинникової стрiлки) навколо осi, що збiгається з першим
масштабним вектором старої системи координат.

5.6. Метричний тензор косокутної системи координат рiвний:

gij =

 1 1 1.5
1 4 3
1.5 3 9

 .

Знайти довжини масштабних вектораiв i кути мiж ними, а також
контраварiантнi gij та змiшанi gji складовi метричного тензора.
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5.7. Знайти координати точки A(−3, 2) у новiй декартовiй си-
стемi координат, якщо осi нової системи координат вiдносно старої
повернутi проти годинникової стрiлки на кут:

a)− π

4
; b)

π

3
; c)− π

2
.

5.8. Знайти кут, на який повернутi координатнi осi декартової
системи координат, якщо формули перетворення координат мають
вигляд:

x =

√
3

2
x′ +

1

2
y′, y = −1

2
x′ +

√
3

2
y′.

5.9. У старiй декартовiй системi координат задано точки A(3,−2)
i B(2,−3). Чи iснує така нова декартова система координат з по-
чатком в точцi O′(0, 2), в якiй точки A i B мають координати (3, 0)
та (0, 3) вiдповiдно.

5.10. Задана матриця переходу вiд старої до нової косокутної
системи координат:

βj
i =

1

8

1 2 3
2 2 4
3 4 3

 .

Знайти матрицю переходу вiд нової до старої косокутної системи
координат.



Роздiл 6

Полiлiнiйнi форми. Тензори

Скалярна функцiя ϕ(a1, . . . ,ak) називається полiлiнiйною формою,
якщо для всiх j = 1 . . . k виконуються рiвностi:

ϕ(a1, . . . ,aj−1,aj + b, . . . ,ak) = ϕ(a1, . . . ,aj−1,aj , . . . ,ak) +

+ ϕ(a1, . . . ,aj−1,b, . . . ,ak),

ϕ(a1, . . . ,aj−1, caj , . . . ,ak) = cϕ(a1, . . . ,aj−1,aj , . . . ,ak),

де b — довiльний вектор, k — степiнь полiлiнiйностi.

Полiлiнiйна форма є iнварiантом при перетвореннi координат.
Якщо вибрати довiльний базис e1, e2, e3, . . . , en в n - вимiрному
просторi, то полiлiнiйна форма запишеться у виглядi:

ϕ(a1, . . . ,aj−1,aj , . . . ,ak) =
∑
i1...ik

Ti1i2...ika
i1
1 a

i2
2 ...a

ik
k ,

де aimm (im = 1, 2, 3, . . . , n) — це складовi вектора am, Ti1i2...ik —
коефiцiєнти полiлiнiйної форми.

При переходi до нового базису коефiцiєнти полiлiнiйної форми
змiнюються за таким законом:

Ti1i2...ik =
∑
r1

. . .
∑
rk

αr1
i1
αr2
i2
. . . αrk

ik
T ′
r1r2...rk

.

47
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Оскiльки при переходi до нового базису координати векторiв
змiнюються, а сама форма – нi, то будуть змiнюватись її коорди-
нати.

Якщо вибрати дуальну до e1, e2, e3, . . . , en систему координат
e1, e2, e3, . . . , en, то в нiй полiлiнiйна форма запишеться так:

ϕ(a1, . . . ,aj−1,aj , . . . ,ak) =
∑
j1...jk

T j1j2...jka1j1a2j2 ...akjk ,

а закон перетворення набуде вигляду:

T j1j2...jk =
∑
s1

. . .
∑
sk

βj1
s1β

j2
s2 . . . β

jk
sk
T ′s1s2...sk .

Можна розглянути ситуацiю, коли частина векторiв записана у
масштабнiй системi координат, а частина у дуальнiй до неї. Тодi

ϕ(a1, . . . ,aj−1,aj , . . . ,ak) =
∑
i1...ip

∑
j1...jk−p

T
j1j2...jk−p

i1i2...ip
×

×ai11 a
i2
2 ...a

ip
p (ap+1)j1ap+2j2

...akjk

i

T
j1j2...jk−p

i1...ip
=

∑
r1

. . .
∑
rp

∑
s1

. . .
∑
sk−p

βj1
s1β

j2
s2 . . . β

jk−p
sk−p ×

× αr1
i1
αr2
i2
. . . α

ik−p
rk−pT

′s1s2...sk−p
r1r2...rp . (6.1)

Множина коефiцiєнтiв полiлiнiйної форми є важливим об’єктом,
який називається тензором.

В загальному випадку використовують таке означення: тен-
зором n-го рангу (r-раз контраварiантним i s-раз коварiантним,
n = r + s) називається об’єкт, який у будь-якiй системi координат
визначається 3n числами (компонентами), що перетворюються при
переходi до iншої системи координат згiдно iз законом (6.1).

Рiвнiсть тензорiв.
Два тензори називаються рiвними тодi й лише тодi, коли в де-

якiй системi координат усi їхнi вiдповiднi компоненти рiвнi.
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Операцiї над тензорами

Додавання тензорiв. Сумою A+B двох тензорiв називається
тензор C того ж рангу й структури, що й тензори A та B, ком-
поненти якого в будь-якiй системi координат дорiвнюють сумам
вiдповiдних компонент тензорiв A i B. Додавати тензори можна
лише однакового рангу i структури.

Множення тензора на скаляр. Добутком тензора A на ска-
ляр λ називається тензор B = λA, компоненти якого дорiвнюють
добутку компонент тензора А на скаляр λ.

Множення двох тензорiв. Ця операцiя визначається для будь-
яких двох тензорiв, незалежно вiд їхнього рангу й будови. Добу-
тком тензора A рангу n1 з компонентами A

i1...ip
j1...jk

(p + k = n1) на
тензор B рангу n2 з компонентами Bl1...mr

m1...ms
(r + s = n2) називає-

ться тензор C рангу n1 + n2 з компонентами

C
h1...hn11

f1...fn2
= A

i1...ip
j1...jk

Bl1...mr
m1...ms

.

Згортка змiшаного тензора. Згорткою називається пiдсумо-
вування компонент тензора по двох рiзнойменним (“верхнiй”, “ни-
жнiй”) iндексах. Згортка застосовується тiльки до змiшаних ком-
понент тензора. При згортцi тензора рангу n по двох iндексах одер-
жимо тензор рангу n− 2.

Операцiя перестановки iндексiв (утворення iзомеру). Iзо-
мер утворюється при змiнi порядку проходження верхнiх або ни-
жнiх iндексiв.

Cиметризацiя тензора по n верхнiм (нижнiм) iндексам поля-
гає в утвореннi n! iзомерiв, у яких цi iндекси розташовуються всiма
можливими способами, iз наступним додаванням i дiленням суми
на n!. Симетризацiя позначається парою круглих дужок, у яких
розташовуються iндекси, що беруть участь в операцiї. У результа-
тi операцiї симетризацiї отримуємо новий тензор того ж рангу й
будови, що має властивiсть симетрiї по даному набору iндексiв.

Альтернування здiйснюється аналогiчно симетризацiї, але при
цьому кожний з n! iзомерiв береться з додатнiм знаком при парнiй
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перестановцi iндексiв, i з вiд’ємним знаком — при непарнiй. Iнде-
кси, що беруть участь в альтернуваннi позначають квадратними
дужками.

Головнi осi тензора другого рангу визначаються рiвнiстю:
n∑

k=1

T i
ka

k = λai.

Якщо розв’язок цього рiвняння iснує, то вектори a, що йому задо-
вольняють, називаються власними векторами тензора; напрямки
цих векторiв – головними напрямами тензора; осi цих напрямкiв –
головними осями тензора. Значення компонент тензора в коорди-
натнiй системi головних осей називаються головними значеннями
тензора.

Характеристичне рiвняняння:

det

T 1
1 − λ T 1

2 T 1
3

T 2
1 T 2

2 − λ T 2
3

T 3
1 T 3

2 T 3
3 − λ

 = 0,

з якого отримуємо головнi значення λ1, λ2, λ3 тензора T , причому
усi або деякi з них можуть бути рiвними мiж собою.

Тензорна поверхня.
Будь-якому симетричному тензору Tik = Tki можна поставити

у вiдповiднiсть поверхню другого порядку, яка визначається рiвнi-
стю:

n∑
i,k=1

Tikx
ixk = 1.

Ця поверхня називається тензорною. Головнi осi тензора є головни-
ми осями тензорної поверхнi, яка у системi головних осей задається
рiвнянням:

λ1(x
1)2 + λ2(x

2)2 + λ3(x
3)2 = 1.

Iнварiанти тензора.
Головнi значення λ1, λ2, λ3 тензора — це скаляри, якi не зале-

жать вiд системи координат. Звiдси випливає, що коефiцiєнти ха-
рактеристичного рiвняння також не повиннi змiнюватись при змiнi
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системи координат. Величини, якi не змiнюються при змiнi системи
координат, називаються iнварiантами. Таким чином, для тензора
другого рангу iнварiантами є

I1 = λ1 + λ2 + λ3,

I2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3,

I3 = λ1λ2λ3.

Теорема Гамiльтона–Келi.

Довiльний симетричний тензор другого рангу є розв’язком сво-
го характеристичного рiвняння:

T 3 + I1T
2 + I2T + I3E = 0.

▼ Приклад 6.1. Дано контраварiантнi компоненти тензора
другого рангу:

T 11 = −1, T 12 = 4, T 13 = −2, T 21 = 1, T 22 = 3,
T 23 = −5, T 31 = 5, T 32 = 2, T 33 = −4,

матрицю переходу вiд старої системи координат до нової:

αk
i =

 1 −1 1
−1 1 2
1 2 1


i метричний тензор

gik =

 1 −1 0
−1 4 1
0 1 1

 .

Знайти:

a) коварiантнi Tik та змiшанi T i•
k компоненти тензора;

b) коварiантнi компоненти T ′
ik тензора в новiй системi коорди-

нат;

c) матрицю βk
i переходу вiд нової системи координат до старої.
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Розв’язування.

a) Змiшанi та коварiантнi компоненти тензора знайдемо за до-
помогою процедури опускання iндекса:

T i•
j =

3∑
l=1

gjlT
il =

−1 4 −2
1 3 −5
5 2 −4

 1 −1 0
−1 4 1
0 1 1

=

−5 15 2
−2 6 −2
3 −1 −2

,

Tij=

3∑
k=1

gikT
k•
j =

 1 −1 0
−1 4 1
0 1 1

−5 15 2
−2 6 −2
3 −1 −2

=

−3 9 4
0 8 −12
1 5 −4

.

b) Коварiантнi компоненти тензора в новiй системi координат
знайдемо за законом перетворення тензорiв:

T ′
ik =

3∑
j,l=1

αj
iα

l
kTjl =

3∑
j,l=1

αj
iTjlα

l
k.

Звiдси

T ′
ik =

 1 −1 1
−1 1 2
1 2 1

−3 9 4
0 8 −12
1 5 −4

 1 −1 1
−1 1 2
1 2 1


=

 4 32 22
−28 −44 −1
−56 −16 34

 .

с) Матриця βk
i переходу вiд нової системи координат до старої

є оберненою до αk
i . Тому знаходимо її за правилами обчислення

оберненої матрицi. В результатi отримаємо:

βk
i =

 1 −1 1
−1 1 2
1 2 1

−1

=

 1
3 −1

3
1
3

−1
3 0 1

3
1
3

1
3 0

 .
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▼ Приклад 6.2. Дано компоненти тензора третього рангу T jk
i :

T 11
1 = 1, T 12

1 = 2, T 13
1 = 3, T 21

1 = 2, T 22
1 = 4, T 23

1 = 6,
T 31
1 = 5, T 32

1 = 1, T 33
1 = 4, T 11

2 = −1, T 12
2 = −2, T 13

2 = 0,
T 21
2 = 4, T 22

2 = 6, T 23
2 = −5, T 31

2 = 0, T 32
2 = −1, T 33

2 = 4,
T 11
3 = 0, T 12

3 = −3, T 13
3 = 1, T 21

3 = 5, T 22
3 = 2, T 23

3 = 0,
T 31
3 = 6, T 32

3 = 2, T 33
3 = 2 i метричний тензор:

gik =

1 1 2
1 4 3
2 3 9

 .

a) Опустити перший верхнiй iндекс в тензорi T jk
i ;

b) згорнути тензор T jk
i по першому верхньому i нижньому iн-

дексу;

c) альтернувати (антисиметризувати) тензор по двох верхнiх
iндексах.

Розв’язування.

а) Опускання першого верхнього iндекса тензора виконуємо за
правилом:

T k
ij =

3∑
l=1

gjlT
lk
i = gj1T

1k
i + gj2T

2k
i + gj3T

3k
i , (i, j, k = 1, 2, 3).

Пiсля пiдстановки значень компонент тензорiв отримаємо:
T 1
11 = 13, T 2

11 = 8, T 3
11 = 17, T 1

12 = 24, T 2
12 = 21, T 3

12 = 39, T 1
13 = 53,

T 2
13 = 25, T 3

13 = 60, T 1
21 = 3, T 2

21 = 2, T 3
21 = 3, T 1

22 = 15, T 2
22 = 19,

T 3
22 = −8, T 1

23 = 10, T 2
23 = 5, T 3

23 = 21, T 1
31 = 17, T 2

31 = 3, T 3
31 = 5,

T 1
32 = 38, T 2

32 = 11, T 3
32 = 7, T 1

33 = 69, T 2
33 = 18, T 3

33 = 20.

b) Згортку тензора по першому верхньому i нижньому iндексу
запишемо як

Aj =

3∑
i=1

T ij
i = T 1j

1 + T 2j
2 + T 3j

3 ,

або
A1 = 11, A2 = 10, A3 = 0.
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с) Альтернування тензора по верхнiх iндексах пiдлягає прави-
лу:

T
[jk]
i =

1

2

(
T jk
i + T kj

i

)
,

яке пiсля обчислення дає:
T
[11]
1 = 0, T [12]

1 = 0, T [13]
1 = −1, T [21]

1 = 0, T [22]
1 = 0, T [23]

1 = 5/2 ,
T
[31]
1 = 1, T [32]

1 = −5/2, T [33]
1 = 0, T [11]

2 = 0, T [12]
2 = −3, T [13]

2 = 0,
T
[21]
2 = 3, T

[22]
2 = 0, T

[23]
2 = −2, T

[31]
2 = 0, T

[32]
2 = 2, T

[33]
2 = 0,

T
[11]
3 = 0, T [12]

3 = −4, T [13]
3 = −5/2, T [21]

3 = 4, T [22]
3 = 0, T [23]

3 = −1,
T
[33]
3 = 0.

▼ Приклад 6.3. Дано компоненти двох тензорiв (Aij i Bkl)
другого рангу:

A11 = 1, A12 = −1, A21 = −1, A22 = 2,
B11 = −3, B12 = 1, B21 = 2, B22 = −4.

Знайти:

a) добуток i суму тензорiв Aij i Bkl;

b) iзомери та головнi осi тензора Bkl;

с) iнварiанти тензора Aij та вiдповiдну тензорну поверхню;

d) зображення тензор Bkl у виглядi суми симетричного i анти-
симетричного тензорiв.

Розв’язування.

а) В результатi добутку тензорiв Aij i Bkl отримаємо тензор
четвертого рангу

T ijkl = AijBkl,

компоненти якого рiвнi таким значенням:
T 1111 = −3, T 1112 = 1,T 1121 = 2, T 1122 = −4, T 1211 = 3, T 1212 = −1,
T 1221 = −2, T 1222 = 4, T 2111 = 3, T 2112 = −1, T 2121 = −2, T 2122 = 4,
T 2211 = −6, T 2212 = 2, T 2221 = 4, T 2222 = −8.

Сумою тензорiв Aij i Bkl буде тензор того ж рангу Cij = Aij +
Bij з вiдповiдними компонентами C11 = −2, C12 = 0, C21 = 1,
C22 = 2.
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b) Iзомери тензора виникають при перестановцi пари верхнiх
або нижнiх iндексiв. В нашому випадку iзомером тензора Bkl є
тензор Dkl = Blk, тобто D11 = −3, D12 = 2, D21 = 1, D22 = −4.

Головнi осi тензора Bkl є напрямленi вздовж його власних ве-
кторiв, якi знаходимо з рiвняння:

Ba = λa,

або (
−3− λ 1

2 −4− λ

)(
a1
a2

)
= 0.

Власнi значення тензора знайдемо з характеристичного рiвняння:

det

(
−3− λ 1

2 −4− λ

)
= 0.

В результатi отримаємо λ1 = −5 та λ2 = −2. Пiсля пiдстановки
кожного власного значення у матричне рiвняння отримаємо вiдпо-
вiднi їм власнi вектори a1 = (−1, 2) та a2 = (1, 1).

c) Для знаходження iнварiантiв тензора Aij знайдемо розв’язок
характеристичного рiвняння

det

(
1− λ −1
−1 2− λ

)
= 0,

яке можна записати у виглядi:

λ2 − 3λ+ 1 = 0.

Отримаємо головнi значення тензора: λ1 = (3 −
√
5)/2 та λ2 =

(3 +
√
5)/2. Iнварiанти тензора знаходимо за формулами:

I1 = λ1 + λ2 = 3,

I2 = λ1λ2 = 1.

Варто зауважити, що I1 та I2 вiдповiдають коефiцiєнтам квадра-
тного рiвняння.
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d) Довiльний тензор можна представити у виглядi суми симе-
тричного та антисиметричного тензорiв вiдносно перестановки iн-
дексiв заданої пари. В нашому випадку

Blk = B(lk) +B[lk].

Тензори

B(lk) =
1

2
(Blk +Bkl)

та
B[lk] =

1

2
(Blk −Bkl)

є вiдповiдно симетричною та антисиметричною частинами тензора.
В матричному виглядi компоненти цих тензорiв матимуть вигляд:

B(lk) =

(
−3 3

2
3
2 −4

)
, B[lk] =

(
0 −1

2
1
2 0

)
.
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Задачi для самостiйного опрацювання

6.1. Задано коварiантнi компоненти тензора другого рангу:

T11 = 1, T12 = 2, T13 = 3, T21 = 2, T22 = 4, T23 = 6,

T31 = 5, T32 = 1, T33 = 4, матрицю переходу вiд старої
системи координат до нової:

αk
i =

1 −1 3
5 1 2
1 4 −1


i метричний тензор:

gik =

1 1 2
1 4 3
2 3 9

 .

Знайти:

a) контраварiантнi T ik та змiшанi T k
i• компоненти тензора;

b) коварiантнi компоненти T ′
ik тензора в новiй системi коорди-

нат;

c) матрицю βk
i переходу вiд нової системи координат до старої

системи координат;

d) контраварiантнi компоненти T ′ik тензора в новiй системi ко-
ординат;

e) змiшанi компоненти T ′k
i• в новiй системi координат.

6.2. Дано компоненти тензора третього рангу T i
jk:

T 1
11 = 1, T 1

12 = −2, T 1
13 = 3, T 1

21 = 2, T 1
22 = −4, T 1

23 = 6,

T 1
31 = 5, T 1

32 = 1, T 1
33 = 4, T 2

11 = −1, T 2
12 = −2, T 2

13 = 0,

T 2
21 = 4, T 2

22 = 6, T 2
23 = −5, T 2

31 = 0, T 2
32 = −1, T 2

33 = 4,

T 3
11 = 0, T 3

12 = −3, T 3
13 = 1, T 3

21 = 5, T 3
22 = 2, T 3

23 = 0,
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T 3
31 = 6, T 3

32 = 2, T 3
33 = 2 i метричний тензор:

gik =

1 1 3
1 2 2
3 2 3

 .

a) Пiдняти перший нижнiй iндекс в тензорi T i
jk;

b) пiдняти другий нижнiй iндекс у тензорi T i
jk;

c) опустити верхнiй iндекс у тензорi T i
jk;

d) згорнути тензор T i
jk по верхньому i першому нижньому iнде-

ксу;

e) згорнути тензор T i
jk по верхньому i другому нижньому iнде-

ксу;

f) симетризувати тензор по двох нижнiх iндексах;

g) альтернувати (антисиметризувати) тензор по двох нижнiх iн-
дексах.

6.3. Дано компоненти двох тензорiв (Aj
i i Bkl) другого рангу:

A1
1 = 1, A2

1 = −1, A1
2 = 0, A2

2 = 2, B11 = −2, B12 = 0,

B21 = 2, B22 = −1, а також метричний тензор:

gik =

1 1 2
1 2 3
2 3 3

 .

Знайти:

a) добуток тензорiв Aj
i i Bkl;

b) суму тензорiв Aji та Bkl;

c) iзомери тензорiв Aj
i i Bkl;

d) iнварiанти тензорiв Aj
i i Bkl;
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e) головнi осi тензорiв Aj
i i Bkl;

f) представлення кожного з тензорiв Aj
i i Bkl у виглядi суми

симетричного i антисиметричного тензорiв.

6.4. Дано симетричний тензор другого рангу Tij :

T11 = 1, T12 = 1, T13 = 2, T21 = 1, T22 = 4, T23 = 3,

T31 = 2, T32 = 3, T33 = 9.

Знайти:

a) тензорну поверхну;

b) iнварiанти тензора;

c) перевiрити теорему Гамiльтона-Келi.

6.5. У декартовiй системi координат, заданiй векторами i, j, k,
компоненти тензора другого рангу мають вигляд:

Tik =

2 1 3
2 3 4
1 2 1

 .

Базиснi вектори нової системи координат виражаються через
орти старої декартової системи координат такими спiввiдношен-
ням:

e1 = i, e2 = i+ j, e3 = i+ j+ k.

Визначити коварiантнi, змiшанi й контарварiантнi компоненти тен-
зора Tik в новiй системi координат.

6.6. Знайти число, яке утворюється множенням тензора T i
jk (iз

задачi 6.2) i вектора ai = (1,−1, 2) з наступною подвiйною згор-
ткою. Перевiрити, чи результат залежить вiд того, якi пари iнде-
ксiв використовувати для згортки.
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6.7. Довести, що компоненти одиничного тензора δij мають однi
i тi ж значення в будь-якому ортонормованому базисi.

6.8. Довести, що сукупнiсть величин aijkl = 1, коли i = k, j = l
i aijkl = 0, коли i ̸= k або j ̸= l, утворюють тензор валентностi
чотири.
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Кажуть, що у n-вимiрному просторi задана криволiнiйна систе-
ма координат, якщо положення кожної точки простору можна
однозначно задати n величинами ξ1, ξ2,. . . ,ξn, якi є неперервно ди-
ференцiйовними функцiями декартових координат, причому якобi-
ан переходу

J =
∂(ξ1, ξ2, . . . , ξn)

∂(x1, x2, . . . , xn)
̸= 0,

де x1, x2, . . . , xn — компоненти радiус-вектора у n-вимiрному про-
сторi. Це також означає iснування обернених формул, якi разом
записуються так:

r = r(ξ1, ξ2, . . . , ξn).

У випадку тривимiрного простору ми матимемо три криволiнiйнi
координати: ξ1(x, y, z), ξ2(x, y, z), ξ3(x, y, z) i якобiан переходу:

J =
∂(ξ1, ξ2, ξ3)

∂(x1, x2, x3)
̸= 0.

Якщо зафiксувати усi значення ξi, окрiм однiєї ξl, то це рiвняння
опише ξl-координатну лiнiю. Якщо зафiксувати лише одну ξl-
координату, то отримаємо ξl-координатну поверхню.

61
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Локальний базис криволiнiйних координат задається су-
купнiстю рiвностей:

ei =
∂r

∂ξi
, i = 1 . . . n.

Вiн змiнюється вiд точки до точки, тобто ми маємо справу з полем
базисiв або полем реперiв, причому ei є дотичним до ξi-координатної
лiнiї. У тривимiрному просторi нумерацiя координат зазвичай ви-
бирається так, щоб базиснi вектори e1, e2, e3 утворювали праву
трiйку векторiв.

Локальний дуальний базис визначається формулами:

ei =
[ej , ek]

(ei, [ej , ek])
, ei = ∇ξi.

Як i в косокутнiй системi координат, зв’язок мiж коварiант-
ними та контраварiантними координатами у розглядуванiй точцi
здiйснюється за допомогою метричного тензора, елементи якого
тепер є функцiями криволiнiйних координат. Метричний тензор
визначає вiдстань мiж нескiнченно близькими точками r та r+dr:

dl2 =
n∑

i,j=1

gijdξ
idξj .

Криволiнiйнi координати називаються ортогональними, якщо
вектори ei попарно ортогональнi. У такому випадку матриця ме-
тричного тензора має дiагональний вигляд, а корiнь з його визна-
чина дає якобiан переходу: J =

√
det(gij) = H1H2H3, причому

Hi =
√
gii. Довжини масштабних векторiв рiвнi вiдповiдним коефi-

цiєнтам Ламе:

ei = Hi =

√√√√∑
k

(
∂xk
∂ξi

)2

, ei =
1

Hi
.

Векторний елемент вiдстанi у криволiнiйних координатах:

dlk = Hkdξ
khk,
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де hk — одиничний вектор, напрям якого збiгається з напрямом
масштабного вектора ek.

Векторний елемент площi у криволiнiйних координатах:

dSk = HiHjdξ
idξjhk,

причому k ̸= i ̸= j, i < j.

Елемент об’єму у криволiнiйних координатах:

dV = H1H2H3dξ
1dξ2dξ3.

Деякi види криволiнiйних координат на площинi

1. Полярна система координат

r = iρ cosϕ+ jρ sinϕ,

0 ≤ ρ < ∞, −∞ < ϕ < ∞.

2. Бiполярна система координат

r = ia
sh τ

ch τ − cosσ
+ ja

sinσ

ch τ − cosσ
,

−π

2
≤ σ ≤ π

2
, −∞ < τ < ∞.

3. Елiптична система координат

r = ia chµ cos ν + ja shµ sin ν,

0 ≤ µ < ∞, 0 ≤ ν ≤ 2π.

4. Параболiчна система координат

r = iuv + j
(v2 − u2)

2
,

0 ≤ u, v < ∞.

5. Гiперболiчна система координат

r = iv exp(u) + jv exp(−u),

−∞ < u < ∞, 0 < v ≤ ∞.
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Деякi види криволiнiйних координат у просторi

1. Цилiндрична система координат

r = iρ cosϕ+ jρ sinϕ+ kz,

0 ≤ ρ < ∞, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, −∞ < z < ∞.

2. Сферична система координат

r = iρ cosϕ sin θ + jρ sinϕ sin θ + kρ sin θ

0 ≤ ρ < ∞, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π.

3. Бiсферична система координат

r = i
a sin η cosα

ch ξ − cos η
+ j

a sin η sinα

ch ξ − cos η
+ k

a sh ξ

ch ξ − cosα
,

a− const, −∞ < ξ < ∞, 0 ≤ η ≤ π, 0 ≤ α ≤ 2π.

4. Тороїдальна система координат

r = i
a sh τ cosϕ

ch τ − cosσ
+ j

a sh τ sinϕ

ch τ − cosσ
+ k

a sinσ

ch τ − cosσ
,

a− const, 0 ≤ τ < ∞, −π < σ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π.

5. Елiптично-цилiндрична система координат

r = ia chµ cos ν + ja shµ sin ν + kz,

0 ≤ µ < ∞, 0 ≤ ν ≤ 2π, −∞ < z < ∞.

6. Сплюснута сфероїдальна система координат

r = ia chµ cos ν cosϕ+ ja chµ cos ν sinϕ+ ka shµ sin ν,

a− const, 0 ≤ µ < ∞, −π/2 ≤ ν ≤ π/2, −π ≤ ϕ ≤ π

7. Витягнута сфероїдальна система координат

r = ia shµ sin ν cosϕ+ ja shµ sin ν sinϕ+ ka chµ cos ν,

a− const, 0 ≤ µ < ∞, 0 ≤ ν ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.
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8. Параболiчно-цилiндрична система координат

r = iuv + j
(v2 − u2)

2
+ kz,

0 ≤ u, v, z < ∞.

9. Параболiчна система координати

r = iuv cosϕ+ juv sinϕ+ k
u2 − v2

2
,

0 ≤ u, v < ∞ 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

▼ Приклад 7.1. Для гiперболiчної системи координат побу-
дувати координатну сiтку, довести її ортогональнiсть, знайти еле-
менти довжини та площi.

Розв’язування.

Гiперболiчнi координати u та v пов’язанi з декартовими коор-
динатами x та y точок в першому квадрантi наступними спiвiдно-
шеннями:

x = v exp(u), y = v exp(−u), −∞ < u < ∞, v > 0.

Для побудови координатної сiтки зафiксуємо координату u = u0.
Тодi з наведених вище формул отримаємо сiм’ю координатних лi-
нiй:

y = e−2u0x.

Аналогiчно, зафiксувавши координату v = v0, отримуємо iншу
сiм’ю координатних лiнiй:

y =
v20
x
.

Згаданi сiм’ї лiнiй утворюють координатну сiтку. Базиснi вектори
гiперболiчної системи координат знайдемо за означенням:

eu =
∂r

∂u
= v exp(u)i− v exp(−u)j,

ev =
∂r

∂v
= exp(u)i+ exp(−u)j.
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Легко бачити, що
(eu, ev) = 0,

тому координатна сiтка є ортогональною. Оскiльки довжини мас-
штабних векторiв рiвнi вiдповiдним коефiцiєнтам Ламе, то

Hu = v
√
e2u + e−2u, Hv =

√
e2u + e−2u.

Тепер легко знаходимо модулi векторних елементiв довжини:

dlu = Hudu =
√

e2u + e−2uvdu,

dlv = Hvdv =
√

e2u + e−2udv

та площi:
dS = HuHvdudv = v(e2u + e−2u)dudv.

▼ Приклад 7.2. Знайти коефiцiєнти Ламе, локальний базис
та метричний тензор для тороїдальної системи координат.

Розв’язування.

Для тороїдальної системи координат:

r = i
a sh τ cosϕ

ch τ − cosσ
+ j

a sh τ sinϕ

ch τ − cosσ
+ k

a sinσ

ch τ − cosσ
,

a− const, 0 ≤ τ < ∞, −π < σ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π.

Користуючись означенням, знайдемо масштабнi вектори локально-
го базису:

eτ =
∂r

∂τ
=

a

(ch τ − cosσ)2
(i cosϕ(1− ch τ cosσ)

+ j sinϕ(1− ch τ cosσ)− k sh τ sinσ) ,

eσ =
∂r

∂σ
= − a

(ch τ − cosσ)2
(i sinσ cosϕ sh τ

+ j sinσ sinϕsh τ − k(ch τ cosσ − 1)) ,

eϕ =
∂r

∂ϕ
=

a sh(τ)

(ch τ − cosσ)
(−i sinϕ+ j cosϕ) .
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Їхнi модулi рiвнi коефiцiєнтам Ламе:

Hτ = Hσ =
a

(ch τ − cos(σ))
, Hϕ =

a sh(τ)

(ch τ − cos(σ))
.

Метричний тензор для тороїдальної системи координат знайдемо
за означенням:

gij = (ei, ej) =

H2
τ 0
0 H2

σ 0
0 0 H2

ϕ

 .

▼ Приклад 7.3. Записати кiнетичну енергiю точкової частин-

ки масою m у параболiчнiй системi координат.

Розв’язування.

Кiнетична енергiя точкової частинки масою m у декартовiй си-
стемi координат записується як

K =
1

2
mv2 =

1

2
m(ẋ2 + ẏ2).

Перехiд до параболiчної системи координат виконаємо за форму-
лами: x = uv та y = 1

2(v
2 − u2). Знайдемо вирази для компонентiв

швидкостi:

ẋ = u̇v + uv̇,

ẏ = v̇v − uu̇.

Тепер ми можемо обчислити кiнетичну енергiю:

K =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) =

1

2
m(v2 + u2)(v̇2 + u̇2).

▼ Приклад 7.4. Знайти потiк векторного поля A = y2i + zj
через частину параболоїда z = x2 + y2, обмежену площиною z = 8,
у напрямку зовнiшньої нормалi.
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Розв’язування.

Перейдемо до параболiчної системи координат:

x = uv cos(ϕ),

y = uv sin(ϕ),

z =
u2 − v2

2
+

1

4
,

оскiльки її координатна поверхня v = 1/
√
2 є параболоїдом z =

x2 + y2. В цiй системi координат z = u2v2 i z змiнюється вiд 0 до
8 на заданiй частинi параболоїда. Таким чином, дiлянка поверхнi,
через яку потрiбно знайти потiк, задається умовою:

0 ≤ uv ≤ 2
√
2,

а для поверхнi v = 1/
√
2:

0 ≤ u ≤ 4.

Якщо врахувати, що φ ∈ [0, 2π], то область iнтегрування буде пря-
мокутною.

Векторний елемент координатної поверхнi v = const запише-
ться як

dSv = ev
HuHϕ

Hv
dudφ = uv(iu cosφ+ ju sinφ− kv)dudφ.

Тепер знайдемо скалярний добуток

AdSv = uv(u sinφy2 − vz)dudφ,

який пiсля пiдстановки v = 1/
√
2, y = u sinφ/

√
2 та z = u2/2

матиме вигляд:

AdSv =
u3

2
√
2

(
u sin3 φ− 1√

2

)
dudφ.

Потiк векторного поля знайдемо, проiнтегрувавши AdSv по пря-
мокутнiй областi — φ ∈ [0, 2π] та u ∈ [0, 4]:

Φ =

∫ 2π

0
dφ

∫ 4

0
du

u3

2
√
2

(
u sin3 φ− 1√

2

)
= −32π.
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Задачi для самостiйного опрацюванння

7.1. Для полярної системи координат знайти координатну сi-
тку, довести її ортогональнiсть, обчислити коефiцiєнти Ламе та
елементи довжини i площi.

7.2. Для прямокутної декартової системи координат знайти ко-
ординатнi поверхнi, координатнi лiнiї, обчислити коефiцiєнти Ла-
ме, елементи довжини, площi та об’єму.

7.3. Знайти коефiцiєнти Ламе та метричний тензор для бiпо-
лярної та бiсферичної систем координат.

7.4 Записати кiнетичну енергiю точкової частинки масою m у
наступних криволiнiйних системах координат:

a) цилiндричнiй;

b) сферичнiй;

c) гiперболiчнiй.

7.5 Знайти вектори локального базису, вiдповiдного дуального
базису, ко- та контраварiантнi складовi метричного тензора для

a) сферичної системи координат;

b) цилiндричної системи координат;

c) параболiчної системи координат;

d) елiптично-цилiндричної системи координат.

7.6. Використовуючи найбiльш зручну криволiнiйну систему
координат, обчислити криволiнiйний iнтеграл:

∮
C: x2+y2=R2

(x+ y) dx− (x− y) dy

x2 + y2
.
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7.7. Використовуючи найбiльш зручну криволiнiйну систему
координат, знайти потiк векторного поля A = r/r3 через верхню
половину елiпсоїда: 2x2 + 3y2 + 4z2 = 25 , z ≥ 0.
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