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Ïåðåäìîâà

Ðîçâèòîê òåõíîëîãié íàóêîâèõ äîñëiäæåíü ìiêðîñâiòó òà ñòâîðåí-
íÿ íåîáõiäíèõ äëÿ öüîãî ïðèëàäiâ i óñòàòêóâàííÿ äàëè çìîãó ñüî-
ãîäíi ìàíiïóëþâàòè îêðåìèìè ìiêðî÷àñòèíêàìè i áåçïîñåðåäíüî
ñïîñòåðiãàòè ðiçíîìàíiòíi êâàíòîâi åôåêòè. Âîäíî÷àñ ïîãëèáèëè-
ñÿ òåîðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ îñíîâ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, ùî çóìîâèëî
ïîÿâó íèçêè íîâèõ òåîðåòè÷íèõ ðîçäiëiâ, ÿê-îò êâàíòîâi îá÷èñëåí-
íÿ, êâàíòîâà êðèïòîãðàôiÿ, êâàíòîâà òåîðiÿ iíôîðìàöi¨, êâàíòîâà
òåëåïîðòàöiÿ òà ií. Îñòàííiì ÷àñîì öi ðîçäiëè îá'¹äíóþòü â ¹äèíó
äèñöèïëiíó � êâàíòîâó iíôîðìàòèêó.

Òåîðåòè÷íi i åêñïåðèìåíòàëüíi äîñëiäæåííÿ êâàíòîâèõ îá÷è-
ñëåíü ïîðîäæóþòü íàäiþ íà ïîáóäîâó êâàíòîâèõ ïðîöåñîðiâ, ÿêi
äàäóòü çìîãó ðåàëiçóâàòè ñïåöiàëüíî ñòâîðåíi êâàíòîâi àëãîðèòìè
ç åêñïîíåíòíèì ïðèñêîðåííÿì â ïîðiâíÿííi ç âiäïîâiäíèìè êëàñè-
÷íèìè.

Êóðñè êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü ÷è êâàíòîâî¨ iíôîðìàòèêè, ÿê íà-
â÷àëüíi äèñöèïëiíè, ââiéøëè äî ïðîãðàì áàãàòüîõ óíiâåðñèòåòiâ
êðà¨í Àìåðèêè òà �âðîïè. Çàïðîâàäæóþòü òàêîæ íàâ÷àëüíi òà
äîñëiäíèöüêi ñïåöiàëiçàöi¨ ç êâàíòîâî¨ iíôîðìàòèêè.

Ìåòà êóðñó � îçíàéîìëåííÿ ñòóäåíòiâ ç îñíîâàìè òåîði¨ i ôi-
çèêè êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi íàâåäåíî îñíîâíi ïîëîæåííÿ i ôàêòè êâàí-
òîâî¨ ìåõàíiêè â îáñÿçi, íåîáõiäíîìó äëÿ ïîäàëüøîãî âèêëàäó. Ó
äðóãîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ìîäåëü ñïiíó 1/2, ÿêà ¹ çàñàäíè÷îþ
ìîäåëëþ äëÿ îïèñó êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü. Òðåòié ðîçäië çíàéî-
ìèòü ç îñíîâàìè êëàñè÷íèõ îá÷èñëåíü, îá÷èñëþâàíiñòþ i ñêëàäíi-
ñòþ àëãîðèòìiâ. Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi îïèñàíî áàçîâi �êîíñòðó-
êòèâíi� åëåìåíòè êâàíòîâîãî ïðîöåñîðà (êîìï'þòåðà) � êâàíòîâi
áiòè, êâàíòîâèé ðåãiñòð, êâàíòîâi ëîãi÷íi åëåìåíòè (âåíòèëi) òà
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çàñàäè ôóíêöiîíóâàííÿ êâàíòîâèõ ïðîöåñîðiâ. Ðîçãëÿíóòî äåÿêi
âiäîìi êâàíòîâi àëãîðèòìè. Îïèñàíî êâàíòîâi øóìè â ïðîöåñîðàõ
òà ìåòîäè óñóâàííÿ ¨õíüîãî âïëèâó. Ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ âèñâi-
òëåíî ïðîåêòè ôiçè÷íî¨ ðåàëiçàöi¨ êâàíòîâèõ ïðîöåñîðiâ � àíñàì-
áëåâèé ïðîöåñîð íà ÿäåðíèõ ñïiíàõ âåëèêèõ îðãàíi÷íèõ ìîëåêóë,
ðîç÷èíåíèõ ó ðiäèíàõ, ùî êåðóþòüñÿ ìåòîäàìè ÿäåðíîãî ìàãíiòíî-
ãî ðåçîíàíñó òà ïðîöåñîð íà ëiíiéíèõ ïàñòêàõ Ïàóëÿ. Ðîçãëÿíóòî
òàêîæ àäiàáàòè÷íèé êîìï'þòåð, çáóäîâàíèé ç êâàíòîâèõ áiòiâ, ðå-
àëiçîâàíèõ íàäïðîâiäíèêîâèìè iíòåðôåðîìåòðàìè.

Äëÿ âèâ÷åííÿ çàïðîïîíîâàíîãî ìàòåðiàëó ïîòðiáíå çíàííÿ óíi-
âåðñèòåòñüêèõ êóðñiâ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè òà çàãàëüíî¨ ôiçèêè.

Àâòîð ãëèáîêî âäÿ÷íèé I.Î. Âàêàð÷óêó i Â.Ì. Òêà÷óêó çà íà-
äàííÿ ìîæëèâîñòi ÷èòàííÿ öüîãî êóðñó òà ïëiäíi ïðåäìåòíi äèñ-
êóñi¨ ç êâàíòîâî¨ iíôîðìàòèêè. Ùèðî äÿêóþ òàêîæ ðåöåíçåíòàì
Þ.Â. Êîçèöüêîìó, Á.À. Ëóêiÿíöþ òà Â.Ì. Ñèìóëèêó çà êðèòè÷íå
ïðî÷èòàííÿ íàâ÷àëüíîãî ïîñiáíèêà i âàæëèâi çàóâàæåííÿ.



Âñòóï

Ëþäèíà âèêîíó¹ îá÷èñëåííÿ äóæå ïîâiëüíî i ïðè öüîìó ÷àñòî ïî-
ìèëÿ¹òüñÿ. Ïåðøèì ìåõàíi÷íèì ïðèñòðî¹ì, ÿêèé äîïîìàãàâ ðî-
áèòè àðèôìåòè÷íi äi¨, áóâ àáàê, âèíàéäåíèé ïðèáëèçíî ó 6 ñò. äî
í.å. Âiä íüîãî ïîõîäÿòü ðiçíîìàíiòíi ðàõiâíèöi. Ó ñåðåäèíi 17 ñò.
âèíàéäåíî àðèôìîìåòðè � ìåõàíi÷íi ïðèñòðî¨ iç çóá÷àòèõ êîëiñ,
ÿêi ç äåÿêèìè âäîñêîíàëåííÿìè âèêîðèñòîâóâàëè ìàéæå äî êií-
öÿ 20 ñò. Àðèôìîìåòðè ñàìîñòiéíî âèêîíóâàëè ÷îòèðè àðèôìå-
òè÷íi îïåðàöi¨ òî÷íî â äåñÿòêîâié îñíîâi. Â ïåðøié ïîëîâèíi 19
ñò. àíãëiéñüêèé ìàòåìàòèê ×àðëüç Áåááiäæ çàïðîïîíóâàâ ïðîåêò
ìåõàíi÷íî¨ ðiçíèöåâî¨ öèôðîâî¨ îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàøèíè, ÿêà äà-
âàëà çìîãó îá÷èñëþâàòè ôóíêöi¨, àïðîêñèìóþ÷è ¨õ ìíîãî÷ëåíàìè
ó ìåòîäi ñêií÷åííèõ ðiçíèöü. Äîñëiäíèêó âäàëîñÿ çáóäóâàòè òiëü-
êè ÷àñòèíó ñâî¹¨ ìàøèíè, i àæ 1991 ðîêó âiäòâîðåíî êîïiþ ðiçíè-
öåâî¨ ìàøèíè �2, âèñòàâëåíó â ëîíäîíñüêîìó Ìóçå¨ íàóêè, ÿêà
áåçäîãàííî ðåàëiçóâàëà çàäóì àâòîðà. Îäíàê ãîëîâíîþ çàñëóãîþ
×àðëüçà Áåááiäæà ¹ iäåÿ éîãî àíàëiòè÷íî¨ ìàøèíè, ÿêà áóëà âæå
óíiâåðñàëüíîþ îá÷èñëþâàëüíîþ ìàøèíîþ i ñòàëà ïðîîáðàçîì ñó-
÷àñíèõ êîìï'þòåðiâ. Ó 1941 ð. íiìåöüêèé iíæåíåð Êîíðàä Öóçå
ñêîíñòðóþâàâ ïåðøó åëåêòðè÷íó (ðåëåéíó) ìàøèíó Z3 iç äâiéêî-
âèì ÷èñëåííÿì, ÿêå çàïðîïîíóâàâ Ëÿéáíiö. Îäíàê öÿ ìàøèíà ùå
íå áóëà óíiâåðñàëüíîþ. Ó 1946 ð. ãðóïà äîñëiäíèêiâ ôiðìè IBM
(ÑØÀ) ñòâîðèëà ïåðøó åëåêòðîííó îá÷èñëþâàëüíó ìàøèíó ENI-
AC íà åëåêòðîííèõ ëàìïàõ. Òàêi ìàøèíè áóëè ãðîìiçäêi òà ñïî-
æèâàëè äóæå áàãàòî åíåðãi¨.

Ïåðøà â Óêðà¨íi ëàìïîâà ÅÎÌ iç àðõiòåêòóðîþ ôîí Íîéìàíà
áóëà çáóäîâàíà Ñ.Î. Ëåáåä¹âèì ó 1951 ð. Àðõiòåêòóðà ôîí Íîéìà-
íà áóëà ðîçðîáëåíà ãðóïîþ â÷åíèõ ÑØÀ çà ó÷àñòi ôîí Íîéìàíà
ó 1944-46 ðð. i ç òîãî ÷àñó ¨¨ âèêîðèñòîâóþòü â óñiõ êîìï'þòåðàõ.
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ÅÎÌ äðóãîãî ïîêîëiííÿ ç'ÿâèëèñÿ ó 1960 ðîêàõ, ó íèõ åëåê-
òðîííi ëàìïè çàìiíèëè äîâãîâi÷íèìè, êîìïàêòíèìè i åíåðãîåêî-
íîìíèìè òðàíçèñòîðàìè. Öå âæå áóëè ñïðàâäi óíiâåðñàëüíi ìà-
øèíè çàãàëüíîãî ïðèçíà÷åííÿ. Êîìï'þòåðè òðåòüîãî (ïðèáëèçíî
1964 ð.) i ÷åòâåðòîãî (ïðèáëèçíî 1970 ð.) ïîêîëiíü êîìïîíóâàëè-
ñÿ ç iíòåãðàëüíèõ ìiêðîñõåì, êîæíà ç ÿêèõ ìiñòèëà áàãàòî òèñÿ÷
íàïiâïðîâiäíèêîâèõ åëåìåíòiâ (äiîäiâ, òðàíçèñòîðiâ i ò.ï.). Âiäòîäi
ïî÷àâñÿ ñó÷àñíèé åòàï ðîçâèòêó ÅÎÌ.

Çìåíøåííÿ ðîçìiðiâ åëåìåíòiâ ìiêðîñõåì (íàïð., òðàíçèñòîðiâ)
ïiäëÿãà¹ âiäêðèòîìó åìïiðè÷íî â 1965 ðîöi Ã.Ìóðîì (G.Moore �
ñïiâçàñíîâíèê êîìïàíi¨ Intel) çàêîíó, çãiäíî ç ÿêèì êiëüêiñòü åëå-
ìåíòiâ íà îäèíèöi ïëîùi ìiêðîñõåìè ïîäâîþ¹òüñÿ êîæíèõ 24 ìi-
ñÿöi, òîáòî çà åêñïîíåíòíèì çàêîíîì. Ó 22 nm òåõíîëîãi¨ íà îäíî-
ìó êðèñòàëi ìiêðîñõåìè ðîçìiùó¹òüñÿ ïîíàä äâà ìiëüÿðäè òðàíçè-
ñòîðiâ. Çàêîí Ìóðà äi¹ âæå ïîíàä 45 ðîêiâ, îäíàê, ÿêùî ðîçìiðè
òðàíçèñòîðà äîñÿãíóòü ðîçìiðiâ àòîìà, òî éîãî äiÿ ïðèïèíèòüñÿ.
Äîñëiäíèêè âèñëîâëþþòü ïåðåäáà÷åííÿ, ùî çàêîí Ìóðà âòðàòèòü
ñèëó ç åêîíîìi÷íèõ ïðè÷èí, îñêiëüêè âàðòiñòü òåõíîëîãi¨ òàêîæ
çðîñòà¹ åêñïîíåíòíî, à ÷àñ îêóïíîñòi íîâèõ òåõíîëîãié ïîìiòíî
çáiëüøó¹òüñÿ. I ñïðàâäi âïðîâàäæåííÿ 22 (2011) i 14 (2014) nm
òåõíîëîãié âiäáóëîñÿ ç ïîìiòíèì âiäõèëåííÿì âiä çàêîíó Ìóðà.

Îòæå, âèíèêà¹ çàïèòàííÿ: ÷è áóäóòü êîìï'þòåðè âèêîíóâà-
òè êëàñè÷íi àëãîðèòìè, ÿêùî ¨õíi áàçîâi åëåìåíòè ïiäëÿãàòèìóòü
êâàíòîâèì, à íå êëàñè÷íèì çàêîíàì? Íà ïî÷àòêó 1980 ðîêiâ Ï.Áå-
íüîô äîâiâ iñíóâàííÿ ãàìiëüòîíiàíiâ, ÿêi çàáåçïå÷àòü åâîëþöiþ
êâàíòîâî¨ ñèñòåìè, ÿêà âiäòâîðþ¹ êëàñè÷íå îá÷èñëåííÿ.

Ïðèáëèçíî òîäi æ Ð. Ôåéíìàí çâåðíóâ óâàãó íà òå, ùî äëÿ
ñèñòåì iç L ÷àñòèíîê, êîæíà iç ÿêèõ ìîæå ïåðåáóâàòè â m ñòà-
íàõ, òðåáà mL = 2L log2m êîìiðîê ïàì'ÿòi äëÿ çàïèñó âñiõ âëàñíèõ
çíà÷åíü. Öå îçíà÷à¹ åêñïîíåíòíó çàëåæíiñòü îá'¹ìó ïàì'ÿòi êîì-
ï'þòåðà i ÷àñó ðîçðàõóíêó âiä ðîçìiðó ñèñòåìè. Ð. Ôåéíìàí çà-
ïðîïîíóâàâ âèêîðèñòàòè öþ âëàñòèâiñòü äëÿ iìiòàöi¨ ñòàíiâ iíøèõ
êâàíòîâèõ ôiçè÷íèõ ñèñòåì.

Iç ïðàöü Ä.Äîé÷à 1985 ðîêó ðîçïî÷àâñÿ åòàï ðîçâèòêó ïðîåêòiâ
êâàíòîâèõ êîìï'þòåðiâ (ïðîöåñîðiâ), ÿêi ìîæóòü ñóòò¹âî ïåðåâåð-
øèòè êëàñè÷íi â åôåêòèâíîñòi îá÷èñëåíü.



Ðîçäië 1

Åëåìåíòè êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè

Ç ÷àñiâ Ãàëiëåÿ ôiçè÷íi ñèñòåìè îïèñóþòü â òåðìiíàõ ñïîñòåðå-
æóâàíèõ âåëè÷èí, ÷èñëîâi çíà÷åííÿ ÿêèõ âñòàíîâëþþòü â ïðîöå-
ñi âèìiðþâàííÿ çiñòàâëåííÿì ç âiäïîâiäíèìè çàãàëüíîâèçíàíèìè
åòàëîíàìè. Â ìàêðîñêîïi÷íèõ ìàñøòàáàõ öi ÷èñëà ñïðèéìàþòüñÿ
ÿê äiéñíi, òîáòî, âîíè òâîðÿòü íåïåðåðâíó ìíîæèíó. Òåîðåòè÷íî
ñïîñòåðåæóâàíà âåëè÷èíà ìîæå õàðàêòåðèçóâàòèñÿ êiëüêîìà ÷è-
ñëàìè, ÿêi ôîðìóþòü ìàòåìàòè÷íèé îá'¹êò ïåâíî¨ òåíçîðíî¨ âè-
ìiðíîñòi. Ôiçè÷íi çàêîíè çìiíè öèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ çàïèñóþòü
ðiâíÿííÿìè äëÿ âiäïîâiäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ. �õíi ÷èñëîâi
çíà÷åííÿ (ÿê âèìiðÿíi, òàê i òåîðåòè÷íî ñïðîãíîçîâàíi) çàëåæàòü
âiä ñèñòåìè âiäëiêó i òîìó õàðàêòåðèçóþòü íå ñàìó ôiçè÷íó ñèñòå-
ìó, à ïàðó �ôiçè÷íà ñèñòåìà�ñèñòåìà âiäëiêó�.

Äîñëiäæåííÿ â ìiêðîñêîïi÷íèõ ìàñøòàáàõ âèÿâèëè, ùî âèìi-
ðþâàííÿ äåÿêèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ ïðèçâîäèòü äî äèñêðåòíèõ íà-
áîðiâ ¨õíiõ çíà÷åíü, ùî íàçâàëè êâàíòóâàííÿì, à ñèñòåìè ç òàêè-
ìè âëàñòèâîñòÿìè � êâàíòîâèìè. ×èñëåííi ñïðîáè ñôîðìóëþâà-
òè ôiçè÷íi çàêîíè â òåðìiíàõ áåçïîñåðåäíüî âèìiðþâàíèõ çíà÷åíü
âèÿâèëèñÿ áåçóñïiøíèìè. Âèõiä çíàéäåíî â çàïðîâàäæåííi öiëêîì
iíøîãî îïèñó ñòàíó i çîáðàæåííÿ ñïîñòåðåæóâàíèõ.

Îïèñ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè çàïðîïîíîâàíî áóäóâàòè ó âiäïîâiä-
íîìó ïðîñòîði ñòàíiâ, óòâîðåíîìó ìíîæèíîþ ôóíêöié ïåâíîãî
òèïó, ÿêèé çàëåæèòü âiä ôiçè÷íî¨ ïðèðîäè ñèñòåìè, à ñïîñòåðå-
æóâàíi � çîáðàæàòè îïåðàòîðàìè ó öüîìó ïðîñòîði. Çiñòàâëåííÿ
òåîðåòè÷íî ïðîãíîçîâàíèõ i åêñïåðèìåíòàëüíî âèìiðþâàíèõ çíà-
÷åíü çàäà¹òüñÿ òåîðåìàìè ïðî âèìiðþâàííÿ i ¹ ñóòò¹âî ñêëàäíi-
øèì, íiæ ó êëàñè÷íîìó îïèñi. Ïðèéíÿòå â êëàñè÷íèõ âèìiðþâà-
ííÿõ ïðèïóùåííÿ ïðî äîïóñòèìiñòü ÿê çàâãîäíî ìàëèõ ìàñøòà-
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áiâ åòàëîíiâ äëÿ êâàíòîâèõ ñèñòåì íå ñïðàâäæó¹òüñÿ ÷åðåç ñïiâ-
ìiðíiñòü åòàëîíiâ iç äîñëiäæóâàíèìè ñèñòåìàìè. Ïiä ÷àñ âèìiðþ-
âàííÿ âèíèêà¹ ñèëüíà âçà¹ìîäiÿ ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè ç �ïðèëàäîì�,
ÿêà ôîðìó¹ ñïiëüíèé çàïëóòàíèé ñòàí, òîìó ðåçóëüòàò âèìiðþâà-
ííÿ çíîâó õàðàêòåðèçó¹ ïàðó �ôiçè÷íà ñèñòåìà�ñèñòåìà âiäëiêó�,
ç òèì, ùî äî �ñèñòåìè âiäëiêó� òðåáà âêëþ÷èòè i âèìiðþâàëüíèé
�ïðèëàä�.

Êâàíòîâèé îïèñ, ïî ñóòi, ïðîãíîçó¹ òiëüêè ðåçóëüòàòè âèìi-
ðþâàíü, òîìó òâåðäæåííÿ ïðî òå, ùî �ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â ñòàíi�
÷è �¨¨ õàðàêòåðèñòèêè ìàþòü çíà÷åííÿ�, âàðòî âiäíîñèòè äî îïèñó
ñèñòåìè, à íå äî ¨¨ àáñîëþòíèõ âëàñòèâîñòåé.

Içîëüîâàíà êâàíòîâà ñèñòåìà ìîæå ïåðåáóâàòè â ÷èñòîìó ÷è
çìiøàíîìó ñòàíàõ. ×èñòèé ñòàí îïèñóþòü âåêòîðîì (òî÷íiøå, ïðî-
ìåíåì) ó ïðîñòîði ñòàíiâ ñèñòåìè. Ìíîæèíà (ñêií÷åííà ÷è íåñêií-
÷åííà) ñèñòåì ó ÷èñòîìó ñòàíi óòâîðþ¹ ÷èñòèé àíñàìáëü. Âèìi-
ðþâàííÿ äåÿêî¨ äèíàìi÷íî¨ õàðàêòåðèñòèêè (ñïîñòåðåæóâàíî¨) â
òàêîìó àíñàìáëi äà¹ íàáið äèñêðåòíèõ çíà÷åíü, ðîçïîäiëåíèõ âiä-
ïîâiäíî. ßêùî æ âèìiðþâàííÿ íà âñiõ ñèñòåìàõ ÷èñòîãî àíñàì-
áëþ äà¹ îäíå é òå æ çíà÷åííÿ, òî òàêèé ÷èñòèé ñòàí íàçèâà¹-
òüñÿ âëàñíèì ñòàíîì öi¹¨ ñïîñòåðåæóâàíî¨. Âñòàíîâëåíî, ùî îäèí
i òîé ñàìèé âëàñíèé ñòàí ìîæå âiäïîâiäàòè íå îäíié, à êiëüêîì
ñïîñòåðåæóâàíèì, òîáòî âèìiðþâàííÿ êiëüêîõ ñïîñòåðåæóâàíèõ ó
öüîìó ÷èñòîìó àíñàìáëi äà¹ ïåâíå çíà÷åííÿ äëÿ êîæíî¨ ç íèõ.
Ìàêñèìàëüíèé íàáið ñïîñòåðåæóâàíèõ, ùî ìàþòü ñïiëüíó ìíî-
æèíó âëàñíèõ ñòàíiâ, çàäà¹ ïîâíèé îïèñ ñèñòåìè. Òàêèé íàáið
âñòàíîâëþ¹òüñÿ åêñïåðèìåíòàëüíî, êiëüêiñòü ñïîñòåðåæóâàíèõ ó
íüîìó äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ñòóïåíiâ ñâîáîäè ñèñòåìè. Êîíêðåòíèé
÷èñòèé ñòàí ïîçíà÷à¹òüñÿ íàáîðîì êâàíòîâèõ ÷èñåë � ÷èñëîâèõ
çíà÷åíü ñïîñòåðåæóâàíèõ, ùî çàäàþòü ïîâíèé îïèñ ñèñòåìè.

Ó ïðîñòîði ñòàíiâ ñèñòåìè ñïîñòåðåæóâàíi çîáðàæàþòü ëiíié-
íèìè åðìiòîâèìè îïåðàòîðàìè, çáóäîâàíèìè òàê, ùîá ñïåêòðè ¨õíiõ
âëàñíèõ çíà÷åíü çáiãàëèñÿ iç ñïåêòðàìè çíà÷åíü, îòðèìàíèìè ïiä
÷àñ âèìiðþâàííÿ. Âñi îïåðàòîðè ñïîñòåðåæóâàíèõ, ÿêi óòâîðþþòü
ïîâíèé îïèñ, ïîâèííi ìàòè ñïiëüíi âëàñíi ôóíêöi¨, êîòði îïèñóþòü
âiäïîâiäíi âëàñíi ñòàíè, à îòæå � êîìóòóâàòè ìiæ ñîáîþ.

Ïiñëÿ âèìiðþâàííÿ ñïîñòåðåæóâàíî¨ â ÷èñòîìó àíñàìáëi, äëÿ
ÿêî¨ öåé ÷èñòèé ñòàí íå ¹ âëàñíèì, ìîæå âèíèêíóòè àíñàìáëü ñè-
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ñòåì, êîæíà ç ÿêèõ ïåðåáóâà¹ â îäíîìó ç âëàñíèõ ñòàíiâ ñïîñòå-
ðåæóâàíî¨. Âàãà êîæíîãî âëàñíîãî ñòàíó ïðîïîðöiéíà êâàäðàòó
ìîäóëÿ àìïëiòóäè éìîâiðíîñòi öüîãî ñòàíó. Òàêèé àíñàìáëü íà-
çèâàþòü çìiøàíèì. Çìiøàíèé àíñàìáëü ìîæíà ïðèãîòóâàòè ÿê iç
äîâiëüíèõ (íå îáîâ'ÿçêîâî îðòîãîíàëüíèõ) ÷èñòèõ ñòàíiâ ñèñòåìè ç
âàãîþ, ÿêà çàëåæèòü âiä ñïîñîáó ïðèãîòóâàííÿ, òàê i ç äîâiëüíèõ
çìiøàíèõ ñòàíiâ. Âàæëèâî, ùîáè ïiñëÿ ïðèãîòóâàííÿ êîæíà ñè-
ñòåìà àíñàìáëþ çàëèøàëàñÿ içîëüîâàíîþ. Ñòàí òàêîãî àíñàìáëþ
¹ íåêîãåðåíòíîþ ñóïåðïîçèöi¹þ ÷èñòèõ ñòàíiâ, éîãî îïèñóþòü ìà-
òðèöåþ ãóñòèíè â ïðîñòîði ñòàíiâ ñèñòåìè, àëå íå âåêòîðîì (ïðî-
ìåíåì). Âèìiðþâàííÿ ñïîñòåðåæóâàíèõ, ùî äàþòü ïîâíèé îïèñ
öèõ ñèñòåì ó ÷èñòîìó ñòàíi, â äàíîìó âèïàäêó ïðèçâîäÿòü äî ðîç-
ïîäiëó ðåçóëüòàòiâ iç äèñïåðñi¹þ, ÿêó íå ìîæíà çâåñòè äî íóëÿ.

Çìiíà ñòàíiâ içîëüîâàíèõ ñèñòåì (ó ÷èñòèõ òà çìiøàíèõ àíñàì-
áëÿõ) ¹ íàñëiäêîì ãàìiëüòîíîâî¨ ÷àñîâî¨ åâîëþöi¨ ÷è ïðîöåñiâ âè-
ìiðþâàííÿ. ×àñîâó åâîëþöiþ îïèñóþòü óíiòàðíèì ïåðåòâîðåííÿì
âåêòîðà ñòàíó ÷è ìàòðèöi ãóñòèíè, ÿêå ãåíåðó¹òüñÿ ãàìiëüòîíiàíîì
ñèñòåìè ÷åðåç ðiâíÿííÿ Øðåäèíãåðà ÷è ðiâíÿííÿ Ëióâiëëÿ.

Êâàíòîâi ñòàíè ôiçè÷íèõ ñèñòåì, ÿêi âçà¹ìîäiþòü iç îòî÷åííÿì
÷è ¹ ïiäñèñòåìàìè áiëüøèõ (ñêëàäåíèõ) ñèñòåì, îïèñóþòüñÿ ðåäó-

êîâàíèìè ìàòðèöÿìè ãóñòèíè, i íå çîáðàæàþòüñÿ çìiøàíèì àí-
ñàìáëåì. ×àñîâi çìiíè ïiäñèñòåìè ñêëàäåíî¨ ñèñòåìè ÷è ñèñòåìè,
ùî âçà¹ìîäi¹ ç îòî÷åííÿì, âæå íå ¹ óíiòàðíèìè. Òàêó åâîëþöiþ
ìîæíà, çîêðåìà, îïèñàòè (äèñêðåòíèìè) êâàíòîâèìè ïåðåòâîðå-

ííÿìè ç âiäïîâiäíèìè ñóïåðîïåðàòîðàìè, ùî äiþòü íà ðåäóêîâàíó
ìàòðèöþ ãóñòèíè. Ôîðìàëiçì êâàíòîâèõ ïåðåòâîðåíü ¹ äîñèòü çà-
ãàëüíèì i äà¹ çìîãó îïèñóâàòè òàêîæ óíiòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, ïðî-
öåñè âèìiðþâàííÿ i íåóíiòàðíó åâîëþöiþ ïiäñèñòåì. Äëÿ  ðóíòîâ-
íiøîãî âèâ÷åííÿ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ìîæíà ðåêîìåíäóâàòè ïðàöi
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11].

1.1 Ñòàíè i âåêòîðè

×èñòi ñòàíè içîëüîâàíèõ (çàìêíóòèõ) ìiêðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì ó êâàí-
òîâié ìåõàíiöi îïèñóþòü âåêòîðàìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó H íàä ïî-
ëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C, ÿêi, çà Äiðàêîì [3], ïîçíà÷àþòü |ψ〉 i



12 Ðîçäië 1. Åëåìåíòè êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè

íàçèâàþòü êåò-âåêòîðàìè. Ëiíiéíiñòü ïðîñòîðó îçíà÷à¹, ùî äëÿ
äîâiëüíèõ |ψ1〉, |ψ2〉 ∈ H i c1, c2 ∈ C iñíó¹ âåêòîð

|ψ〉 = c1 |ψ1〉+ c2 |ψ2〉 ∈ H.

Öå ¹ âèðàæåííÿì ôiçè÷íîãî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöi¨: ÿêùî içîëüî-
âàíà ñèñòåìà ìîæå ïåðåáóâàòè â ñòàíàõ |ψ1〉 ÷è |ψ2〉, òî âîíà ìîæå
ïåðåáóâàòè i â ñòàíi ¨õ êîãåðåíòíî¨ ñóïåðïîçèöi¨ |ψ〉. Âåêòîð c |ψ〉
îïèñó¹ òîé ñàìèé ñòàí, ùî i âåêòîð |ψ〉. Ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði H
iñíó¹ íóëüîâèé âåêòîð 0 òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî |ψ〉 ∈ H

|ψ〉+ 0 = 0 + |ψ〉 = |ψ〉 .

Âåêòîðè |ψ1〉, |ψ2〉 . . . |ψN 〉 íàçèâàþòüñÿ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè ÿêùî
ðiâíiñòü

c1 |ψ1〉+ c2 |ψ2〉+ . . .+ cN |ψN 〉 = 0

âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè çà óìîâè c1 = c2 = . . . = cN = 0. Ìàêñèìàëüíà
êiëüêiñòü N ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ ïðîñòîðó H íàçèâà¹òüñÿ
âèìiðíiñòþ öüîãî ïðîñòîðó1. Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî òiëüêè ñèñòå-
ìè çi ñòàíàìè â ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïðîñòîðàõ N<∞.

Ó ïðîñòîði H ìîæíà ââåñòè ñêàëÿðíèé (âíóòðiøíié) äîáóòîê
〈ϕ|ψ〉 iç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:

à) åðìiòîâà ñèìåòðiÿ

〈ϕ|ψ〉 = 〈ψ|ϕ〉∗ ;

á) ëiíiéíiñòü

|ψ〉 = c1 |ψ1〉+ c2 |ψ2〉 , 〈ϕ|ψ〉 = c1 〈ϕ|ψ1〉+ c2 〈ϕ|ψ2〉 ;
|ϕ〉 = c1 |ϕ1〉+ c2 |ϕ2〉 , 〈ϕ|ψ〉 = c∗1 〈ϕ1|ψ〉+ c∗2 〈ϕ2|ψ〉 ;

â) ïîçèòèâíiñòü
〈ψ|ψ〉 ∈ R, 〈ψ|ψ〉 ≥ 0,

ïðèòîìó, ùî ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè äëÿ |ψ〉 = 0. Ñêàëÿðíèé
äîáóòîê, âèðàæåíèé ÷åðåç êîìïîíåíòè âåêòîðiâ, ìà¹ âèãëÿä:2

|ψ〉 =
∑
i

ai|ei〉, |φ〉 =
∑
j

bj |ej〉, 〈ψ|φ〉 =
∑
j

a∗jbj

1Íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë âèìiðíiñòü öüîãî ïðîñòîðó äîðiâíþâàòèìå 2N .
2Ó ìàòåìàòèöi âèêîðèñòîâóþòü òàêîæ iíøi îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó,

êîëè 〈ψ|φ〉 =
∑N
j=1 ajb

∗
j ÷è (a,b) =

∑N
j=1 ajbj (äèâ., íàïð. [12, 13]).
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(Êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíi ÷èñëà áóäåìî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì ∗, à åð-
ìiòîâî-ñïðÿæåíi îá'¹êòè � ñèìâîëîì †.)

Îá'¹êòè 〈ψ|, çà Äiðàêîì, íàçèâàþòü (äèâ., íàïð.[3]) áðà-âåêòî-
ðàìè, âîíè ¹ ñïðÿæåíèìè äî |ψ〉 êåò-âåêòîðiâ (〈ψ| = |ψ〉†) i óòâî-
ðþþòü ñïðÿæåíèé äî H âåêòîðíèé ïðîñòið, ó ÿêîìó ìîæíà ïîáó-
äóâàòè îïèñ ñèñòåìè, öiëêîì åêâiâàëåíòíèé îïèñó â H.

Íîðìîþ (äîâæèíîþ) âåêòîðà |ψ〉 íàçèâàþòü äîäàòíå äiéñíå
÷èñëî

||ψ〉| =
√
〈ψ|ψ〉 > 0. (1.1)

Íîðìà âåêòîðà ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

|c · |ψ〉| = |c| · ||ψ〉|, |〈ϕ|ψ〉| ≤ ||ψ〉| · ||ϕ〉|,
||ψ〉+ |ϕ〉| ≤ ||ψ〉|+ ||ϕ〉|.

Îñêiëüêè c |ψ〉 äëÿ âñiõ c6=0 ∈ C îïèñóþòü òîé ñàìèé ôiçè÷íèé
ñòàí, òî ïðèéíÿòî âèáèðàòè c òàê, ùîá 〈ψ|ψ〉 = 1. Òàêi íîðìîâàíi
âåêòîðè ç âðàõóâàííÿì ôàçîâîãî ìíîæíèêà exp(iα) íàçèâàþòüñÿ
ïðîìåíÿìè ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði, i ñàìå âîíè îïèñóþòü ÷èñòi
ñòàíè içîëüîâàíèõ ñèñòåì.

Íîðìà âåêòîðà (1.1) äà¹ çìîãó çàïðîâàäèòè âiäñòàíü ìiæ âå-

êòîðàìè ÿê íîðìó âåêòîðà ¨õ ðiçíèöi:

D (|ψ〉, |ϕ〉) = ||ψ〉 − |ϕ〉| =
√
〈ψ|ψ〉+ 〈ϕ|ϕ〉 − 2Re〈ψ|ϕ〉, (1.2)

ÿêà ìà¹ âëàñòèâîñòi:

D (|ψ〉, |ϕ〉) = D (|ϕ〉, |ψ〉) , D (|ψ〉, |ψ〉) = 0,

D (|ψ〉, |ϕ〉) ≤ D (|ψ〉, |χ〉) +D (|χ〉, |ϕ〉) .

Âiäñòàíü ìiæ íîðìîâàíèìè âåêòîðàìè ñïðîùó¹òüñÿ äî âèðàçó;

D (|ψ〉, |ϕ〉) = ||ψ〉 − |ϕ〉| =
√

2
√

1− Re〈ψ|ϕ〉.

Î÷åâèäíî, ùî òîäi D(|ψ〉, |ψ〉)=0, D(|ψ〉,−|ψ〉)=2.
Âiäñòàíü ìiæ âåêòîðàìè (1.2) ïîðîäæó¹ ìåòðèêó âåêòîðíîãî

ïðîñòîðó i ðîáèòü éîãî ìåòðè÷íèì ïðîñòîðîì. Îäíàê âîíà íåïðà-
âèëüíî îïèñó¹ âiäñòàíü ìiæ ñòàíàìè ñèñòåìè, îñêiëüêè âiäñòàíü



14 Ðîçäië 1. Åëåìåíòè êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè

ìiæ âåêòîðàìè, ùî íàëåæàòü îäíîìó ïðîìåíþ |ϕ〉 = exp(iα)|ψ〉 i
îïèñóþòü òîé ñàìèé ñòàí,

D (|ψ〉, |ϕ〉) =
√

2
√

1− cosα = 2
∣∣∣sin α

2

∣∣∣ ,
çàãàëîì âiäìiííà âiä íóëÿ. Ïèòàííÿ âiäñòàíi ìiæ ñòàíàìè ðîçãëÿ-
äàþòü, çîêðåìà, ó ïðàöÿõ [9, 11].

Äâà âåêòîðè |ψ〉 i |ϕ〉 íàçèâàþòü îðòîãîíàëüíèìè, ÿêùî

〈ψ|ϕ〉 = 〈ϕ|ψ〉 = 0.

Ó ïðîñòîði H ìîæíà çíàéòè N âçà¹ìíî îðòîíîðìîâàíèõ âåêòîðiâ
|ei〉 i ñïðÿæåíèõ äî íèõ 〈ei| (i = 1, . . . N)

〈ei|ej〉 = δij , (1.3)

ÿêi óòâîðþþòü áàçèñ ó öüîìó ïðîñòîði, òîáòî, çà äîïîìîãîþ íèõ
ìîæíà âèðàçèòè áóäü-ÿêèé âåêòîð iç H i ñïðÿæåíèé äî íüîãî

|ψ〉 =

N∑
i=1

ci |ei〉 , 〈ψ| =
N∑
j=1

c∗j 〈ej | , (1.4)

ùî äëÿ íîðìîâàíèõ âåêòîðiâ äà¹

〈ψ|ψ〉 =

N∑
i,j=1

cic
∗
j 〈ej |ei〉 =

N∑
i,j=1

cic
∗
jδij =

N∑
i=1

|ci|2 = 1. (1.5)

Îñòàííÿ âëàñòèâiñòü íàçèâà¹òüñÿ óìîâîþ ïîâíîòè (áàçèñó, â äà-
íîìó âèïàäêó) àáî ðiâíiñòþ Ïàðñåâàëÿ, âîíà ¹ óçàãàëüíåííÿì òå-
îðåìè Ïiôàãîðà.

Çàóâàæèìî, ùî âiäñòàíü ìiæ äâîìà îðòîíîðìîâàíèìè âåêòî-
ðàìè D (|ψ〉, |ϕ〉) =

√
2.

N âèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið âåêòîðiâ |ψ〉 çi ñêàëÿðíèì äîáó-
òêîì 〈ϕ|ψ〉, ïîâíèé çà íîðìîþ (1.5) ó êâàíòîâié ìåõàíiöi íàçè-
âàþòü ïðîñòîðîì ñòàíiâ ñèñòåìè3. Ó ìàòåìàòèöi òàêi ïðîñòîðè
âiäîìi òàêîæ ÿê óíiòàðíi.

3Ëiíiéíi âåêòîðíi ïðîñòîðè âèìiðíîñòi N →∞ íàçèâàþòü ãiëüáåðòîâèìè.
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Êîîðäèíàòè (êîìïîíåíòè) ci âåêòîðà |ψ〉 â (1.4) ìîæíà âèðà-
çèòè ÿê ñêàëÿðíi äîáóòêè

ci = 〈ei|ψ〉 , c∗i = 〈ψ|ei〉,

òîìó (1.5) ìîæíà çàïèñàòè ÿê:

〈ψ|ψ〉 =

N∑
i=1

| 〈ei|ψ〉 |2 =

N∑
i=1

〈ψ|ei〉 〈ei|ψ〉 .

Êîîðäèíàòè cj=〈ej |ψ〉 âåêòîðà |ψ〉 â áàçèñi |ej〉 íàçèâàþòü àì-
ïëiòóäàìè éìîâiðíîñòi, ¨õíi êâàäðàòè ìîäóëÿ |〈ej |ψ〉|2 äîðiâíþ-
þòü éìîâiðíîñòi çíàéòè ó ñèñòåìó â áàçèñíîìó ñòàíi |ej〉 ïðè ïðî-
åêòèâíîìó âèìiðþâàííi. Ñòîâïåöü, ñêëàäåíèé iç àìïëiòóä éìîâið-
íîñòi, íàçèâàþòü õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ (â äàíîìó áàçèñi).

ßêùî ôiçè÷íà ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç ïiäñèñòåì A i B, ñòàíè
ÿêèõ íàëåæàòü äî ïðîñòîðiâHA iHB âiäïîâiäíî, òî ñòàí ñêëàäåíî¨
ñèñòåìè AB ëåæèòü ó ïðîñòîði ñòàíiâ, ùî ¹ òåíçîðíèì äîáóòêîì
ïðîñòîðiâHAB=HA⊗HB. Îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ó öüîìó ïðîñòîði
ìîæíà ïîáóäóâàòè ÿê ìíîæèíó âñiõ òåíçîðíèõ äîáóòêiâ áàçèñíèõ
âåêòîðiâ êîæíîãî ç ïiäïðîñòîðiâ |eij〉AB=|ai〉A⊗|bj〉B. Âèìiðíiñòü
ïðîñòîðó ñòàíiâ öi¹¨ ñêëàäåíî¨ ñèñòåìè äîðiâíþ¹ NAB=NANB. Çà
öèì ïðàâèëîì ëåãêî çáóäóâàòè ïðîñòið ñòàíiâ ñèñòåìè, ñêëàäåíî¨
ç äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ñêëàäîâèõ.

1.2 Ñïîñòåðåæóâàíi é îïåðàòîðè

Ó ïðîñòîði ñòàíiâ ìîæíà ââåñòè ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ A, ùî ïå-
ðåâîäèòü âåêòîð |ψ〉 ∈ H, çàãàëîì, â iíøèé âåêòîð |ϕ〉 ∈ H

|ϕ〉 = A |ψ〉 . (1.6)

Ëiíiéíiñòü îçíà÷à¹, ùî

A(c1 |ψ1〉+ c2 |ψ2〉) = c1A |ψ1〉+ c2A |ψ2〉
(c1A1 + c2A2)|ψ〉 = c1A1|ψ〉+ c2A2|ψ〉.

Òàêi ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ íàçèâàþòü ëiíiéíèìè îïåðàòîðàìè. Ðîç-
êëàäåìî âåêòîðè |ψ〉 i |ϕ〉 çà áàçèñîì (1.3)
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|ϕ〉 =
N∑
l=1

bl |el〉 , |ψ〉 =
N∑
j=1

cj |ej〉 ,

òîäi âèðàç (1.6) ìîæíà çàïèñàòè:

N∑
l=1

bl |el〉 =
N∑
j=1

A |ej〉 cj . (1.7)

Ïîìíîæèâøè âèðàç (1.7) çëiâà íà 〈ei|, îòðèìà¹ìî

bi =

N∑
j=1

〈ei|A |ej〉 cj =

N∑
j=1

Aijcj

ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ îïåðàòîðà A=[Aij ] òà âåêòîðiâ ñòàíiâ |ϕ〉 i
|ψ〉, äåAij≡〈ei|A |ej〉� ìàòðè÷íi åëåìåíòè îïåðàòîðàA, bi≡〈ei|ϕ〉,
cj≡〈ej |ψ〉 � êîîðäèíàòè âåêòîðiâ |ϕ〉 i |ψ〉 ó áàçèñi |ei〉 âiäïîâiäíî.
Âåëè÷èíè Aij , bi, cj ¹ êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè.

Åðìiòîâî ñïðÿæåíèé äî A îïåðàòîð A† ââîäÿòü çà ïðàâèëîì:

〈ϕ|A |ψ〉 = 〈ψ|A† |ϕ〉∗ .

Âèáðàâøè âåêòîðè |ϕ〉=|ei〉 i |ψ〉=|ej〉, çíàõîäèìî çâ'ÿçîê ìiæ ìà-
òðè÷íèìè åëåìåíòàìè îïåðàòîðiâ A i A† â öüîìó áàçèñi

Aij ≡ 〈ei|A |ej〉 = 〈ej |A† |ei〉∗ ≡ (A†ji)
∗

÷è
A†ij = A∗ji,

ÿêùî æ A∗ij=Aji, òî A
†
ij=Aij , i òîäi êàæóòü, ùî îïåðàòîð äîðiâíþ¹

ñâî¹ìó ñïðÿæåíîìó A=A†. Òàêi îïåðàòîðè íàçèâàþòü ñàìîñïðÿ-

æåíèìè ÷è åðìiòîâèìè. Îïåðàòîðè (ìàòðèöi), äëÿ ÿêèõ âèêî-
íó¹òüñÿ A=−A†, íàçèâàþòü àíòèåðìiòîâèìè ÷è êîñîåðìiòîâè-

ìè. Äîâiëüíó êâàäðàòíó ìàòðèöþ ìîæíà îäíîçíà÷íî çîáðàçèòè ÿê
ñóìó åðìiòîâî¨ i àíòèåðìiòîâî¨. Äîáóòîê åðìiòîâèõ ìàòðèöü AB
¹ åðìiòîâîþ ìàòðèöåþ òiëüêè çà óìîâè AB=BA. Äëÿ äîâiëüíî¨
êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi A ñóìà A+A† i äîáóòîê AA†, (A†A) ¹ åðìi-
òîâèìè ìàòðèöÿìè.
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Âåêòîðè |ai〉, äiÿ íà ÿêi îïåðàòîðà A çâîäèòüñÿ äî ìíîæåííÿ
íà êîìïëåêñíå (çàãàëîì) ÷èñëî ai, íàçèâàþòü âëàñíèìè âåêòî-

ðàìè öüîãî îïåðàòîðà, à ÷èñëà ai � éîãî âëàñíèìè çíà÷åííÿìè.
Ðiâíÿííÿ

A |ai〉 = ai |ai〉

íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì íà âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè, éîãî
çàäîâîëüíÿþòü òàêîæ âåêòîðè c |ai〉, äå c � äîâiëüíå êîìïëåêñíå
÷èñëî. Âëàñíi çíà÷åííÿ ai ñàìîñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A ¹ äiéñíè-
ìè, à âëàñíi âåêòîðè |ai〉, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åí-
íÿì, ¹ îðòîãîíàëüíèìè. Ìàòðèöi (îïåðàòîðè), â ÿêèõ ai > 0, (ai ≥
0), íàçèâàþòüñÿ äîäàòíî (íåâiä'¹ìíî) âèçíà÷åíèìè. Ñóêóïíiñòü
óñiõ (iç âðàõóâàííÿì êðàòíîñòi) âëàñíèõ çíà÷åíü íàçèâà¹òüñÿ ñïå-
êòðîì âiäïîâiäíî¨ ìàòðèöi. Âëàñíi çíà÷åííÿ êîñîåðìiòîâî¨ ìàòðè-
öi ¹ óÿâíèìè ÷èñëàìè.

ßêùî äåÿêîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ ai âiäïîâiäà¹ m âëàñíèõ âå-
êòîðiâ |ai, k〉, k=1 . . .m(i), òàêå âëàñíå çíà÷åííÿ íàçèâà¹òüñÿ m(i)-
êðàòíî âèðîäæåíèì. Â öüîìó âèïàäêó êiëüêiñòü ðiçíèõ âëàñíèõ

çíà÷åíü Ñ ¹ ìåíøîþ çà âèìiðíiñòü ïðîñòîðó N i
∑Ñ

i=1m(i) = N .
Âëàñíi âåêòîðè âèðîäæåíèõ ñòàíiâ åðìiòîâî¨ (çàãàëîì, ïðîñòî¨)
ìàòðèöi çàâæäè ìîæíà îðòîãîíàëiçóâàòè äî âñiõ iíøèõ âëàñíèõ
âåêòîðiâ i îòðèìàòè ïîâíó îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó.

Âåêòîðè ïðîñòîðó ñòàíiâ îïèñóþòü ñòàíè içîëüîâàíî¨ ôiçè÷íî¨
ñèñòåìè, à ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè îïèñóþòü ôiçè÷íi âåëè÷èíè,
ùî õàðàêòåðèçóþòü ñèñòåìó, òîáòî ñïîñòåðåæóâàíi. Âèìiðþâàííÿ
â åêñïåðèìåíòi ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè, ÿêié âiäïîâiäà¹ ñàìîñïðÿæå-
íèé îïåðàòîð A, çàâæäè ïðèçâåäå äî çíà÷åííÿ, ÿêå çáiãà¹òüñÿ ç
îäíèì iç âëàñíèõ çíà÷åíü öüîãî îïåðàòîðà. ßêùî æ âèìiðþâàííÿ
â ÷èñòîìó àíñàìáëi äàþòü îäíå é òåæ çíà÷åííÿ, òî öå çíà÷èòü,
ùî ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â ñòàíi, ÿêèé ¹ âëàñíèì äëÿ öi¹¨ ñïîñòåðå-
æóâàíî¨, à âåêòîð öüîãî ñòàíó ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ¨¨ îïåðàòîðà.
Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, ñïîñòåðåæóâàíi ç íàáîðó, ùî çàäà¹ ïîâíèé
îïèñ, ìàþòü ñïiëüíi âëàñíi ñòàíè, îòæå, âiäïîâiäíi ¨ì îïåðàòîðè
ïîâèííi ìàòè ñïiëüíi âëàñíi âåêòîðè. Òàêi îïåðàòîðè ¹ ïåðåñòàâ-
íèìè, òîáòî êîìóòàòèâíèìè.

Äâà îïåðàòîðè êîìóòóþòü, ÿêùî ðåçóëüòàò ¨õíüî¨ ïîñëiäîâíî¨
äi¨ íà äîâiëüíèé âåêòîð íå çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó äi¨, òîáòî
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AB |ψ〉 = BA |ψ〉 ,

òîäi ïèøóòü AB = BA.
Îñîáëèâèì (âèäiëåíèì) îïåðàòîðîì ¹ ãàìiëüòîíiàí � îïåðà-

òîð ïîâíî¨ åíåðãi¨ ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè, ÿêèé ðàçîì ç óñiìà ïåðåñòàâ-
íèìè ç íèì îïåðàòîðàìè (iíòåãðàëàìè ðóõó) çàäà¹ ¨¨ ïîâíèé îïèñ.
Çîáðàæåííÿ âåêòîðiâ ñòàíó ó áàçèñi âëàñíèõ âåêòîðiâ ãàìiëüòîíi-
àíà íàçèâà¹òüñÿ åíåðãåòè÷íèì çîáðàæåííÿì.

Îäíî÷àñíå âèìiðþâàííÿ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí (òîáòî âèìiðþâàí-
íÿ ñïîñòåðåæóâàíèõ ó ÷èñòîìó àíñàìáëi), îïåðàòîðè ÿêèõ íå êî-
ìóòóþòü, çàâæäè ïðèçâîäèòü äî ðåçóëüòàòiâ, ùî ðîçïîäiëåíi ç ïåâ-
íîþ äèñïåðñi¹þ. Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íi âiäõèëåííÿ çíà÷åíü îïåðà-
òîðiâ òàêèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ:

〈(A− 〈A〉)2〉, 〈A〉 ≡ 〈ψ|A|ψ〉

â äåÿêîìó ñòàíi |ψ〉 ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì íåâèçíà÷åíîñòi iç
ñåðåäíiì çíà÷åííÿì

〈(A− 〈A〉)2〉〈(B− 〈B〉)2〉 ≥ 1

4
〈C〉2 (1.8)

¨õ êîìóòàòîðà C

[A,B] ≡ AB−BA = iC,

ÿêèé òàêîæ ¹ åðìiòîâèì îïåðàòîðîì, ÿêùî A i B � åðìiòîâi. Iç
âèðàçó (1.8) ëåãêî îòðèìàòè ñïiââiäíîøåííÿ íåâèçíà÷åíîñòi Ãàé-
çåíáåðãà äëÿ îïåðàòîðiâ iìïóëüñó i êîîðäèíàòè.

1.3 Óíiòàðíi îïåðàòîðè

Óíiòàðíèìè íàçèâàþòü ëiíiéíi îïåðàòîðè U, äiÿ ÿêèõ íå çìiíþ¹
íîðìó âåêòîðà ∣∣ψ′〉 = U |ψ〉 ,

〈
ψ′
∣∣ = 〈ψ|U†〈

ψ′|ψ′
〉

= 〈ψ|U†U |ψ〉 = 〈ψ|ψ〉 .

Öå ìîæëèâå, ÿêùî U†U=I, òîáòî U†=U−1. Òóò i äàëi I � îäèíè-
÷íèé îïåðàòîð. Óíiòàðíi îïåðàòîðè çîáðàæàþòü óíiòàðíèìè ìà-
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òðèöÿìè. Ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà äî óíiòàð-
íîãî äóæå ëåãêî � äîñòàòíüî ¨¨ òðàíñïîíóâàòè i âèêîíàòè êîìïëå-
êñíå ñïðÿæåííÿ åëåìåíòiâ. Óíiòàðíà ìàòðèöÿ ç äiéñíèìè åëåìåí-
òàìè ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ i çîáðàæà¹ îðòîãîíàëüíèé îïåðà-
òîð. Âëàñíi çíà÷åííÿ óíiòàðíîãî îïåðàòîðà çà ìîäóëåì äîðiâíþ-
þòü îäèíèöi, òîáòî, ìàþòü âèãëÿä eiα, äå α � äåÿêi äiéñíi ÷èñëà.

Íåõàé {|ai〉} i {|bi〉} � äâà ðiçíi ïîâíi îðòîíîðìîâàíi áàçèñè,
òîäi óíiòàðíèé îïåðàòîð U=

∑N
i=1 |ai〉〈bi| âèêîíó¹ ïåðåõiä ìiæ íè-

ìè, òîáòî, |aj〉=U|bj〉 ÷è
∑

j |bj〉〈bj |=U† (
∑

i |ai〉〈ai|) U=I. Öå äà¹
çìîãó çîáðàçèòè äîâiëüíèé âåêòîð ñòàíó â ðiçíèõ áàçèñàõ

|ψ〉 =
N∑
j=1

〈aj |ψ〉|aj〉 =
N∑
j=1

〈bj |ψ〉|bj〉, (1.9)

òîìó ëåãêî çíàéòè çâ'ÿçîê ìiæ êîîðäèíàòàìè

〈ai|ψ〉 =

N∑
j=1

〈ai|bj〉〈bj |ψ〉,

ùî ¹ òðèâiàëüíèì íàñëiäêîì ïîâíîòè áàçèñó. Îäíàê çâiäñè âèïëè-
âà¹, ùî ñêàëÿðíi äîáóòêè 〈ai|bj〉 ¹ åëåìåíòàìè óíiòàðíî¨ ìàòðèöi,
ÿêà ïåðåòâîðþ¹ êîîðäèíàòè âåêòîðà â áàçèñi {|bi〉} â êîîðäèíà-
òè öüîãî âåêòîðà â áàçèñi {|ai〉}, à ñïðÿæåíèé îïåðàòîð çäiéñíþ¹
îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ. Âèðàç (1.9) ñâiä÷èòü, ùî äîâiëüíèé ÷èñòèé
ñòàí ìîæíà áàãàòüìà ñïîñîáàìè çîáðàçèòè ñóïåðïîçèöi¹þ iíøèõ
÷èñòèõ ñòàíiâ. Òàêi ñóïåðïîçèöi¨ ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì êîãåðåí-

òíî¨ ñóïåðïîçèöi¨ ÷èñòèõ, íå îáîâ'ÿçêîâî îðòîãîíàëüíèõ, ñòàíiâ

|ψ〉 =

n∑
j=1

cj |ϕj〉,

äå n ≤ N , a
∑n

i,j=1 c
∗
i cj〈ϕi|ϕj〉 = 1.

ßêùî îäíî÷àñíî ç óíiòàðíèì ïåðåòâîðåííÿì âåêòîðiâ âèêîíà-
òè óíiòàðíå ïåðåòâîðåííÿ îïåðàòîðà UAU†, òî éîãî âëàñíi çíà÷å-
ííÿ íå çìiíÿòüñÿ. ßêùî äâà (àáî áiëüøå) íàáîðè îïåðàòîðiâ, ùî
çàäàþòü ïîâíèé îïèñ ñèñòåìè, ïîâ'ÿçàíi ïåâíèì óíiòàðíèì ïåðå-
òâîðåííÿì, òî öi íàáîðè äàþòü åêâiâàëåíòíi îïèñè (¹ åêâiâàëåí-
òíèìè). Òàêi óíiòàðíi ïåðåòâîðåííÿ íå çìiíþþòü ñòàíó ñèñòåìè, à
âñòàíîâëþþòü çâ'ÿçîê ìiæ ðiçíèìè çîáðàæåííÿìè, ÿêi âèáèðàþòü
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iç îãëÿäó íà çðó÷íiñòü îïèñó. Äî òàêèõ ïåðåòâîðåíü íàëåæàòü i
ïåðåõîäè ìiæ ðiçíèìè ñèñòåìàìè âiäëiêó.

Îäíàê óíiòàðíi îïåðàòîðè ìîæóòü îïèñóâàòè i çìiíó ñòàíó ñè-
ñòåìè, çîêðåìà, ÷àñîâó åâîëþöiþ içîëüîâàíèõ ñèñòåì ó ÷èñòîìó
÷è çìiøàíîìó ñòàíi, òàêó åâîëþöiþ íàçèâàþòü óíiòàðíîþ.

1.4 Ïðîåêöiéíi îïåðàòîðè

Âèìiðþâàííÿ ¹ ôiçè÷íèì ïðîöåñîì, ÿêèé ìîæå çìiíþâàòè ñòàí
êâàíòîâî¨ ñèñòåìè, i öþ çìiíó íå çàâæäè ìîæíà îïèñàòè ïåðåòâî-
ðåííÿì ó ïðîñòîði ñòàíiâ. ßêùî âèìiðþâàííÿ âäà¹òüñÿ çîáðàçèòè
îïåðàòîðîì, òî òàêèé îïåðàòîð çàâæäè áóäå íåóíiòàðíèì.

Ïåâíèé êëàñ âèìiðþâàíü, ÿêi íàçèâàþòü ïðîåêöiéíèìè ÷è ïðî-
åêòèâíèìè âèìiðþâàííÿìè, ìîæíà ôîðìàëiçóâàòè, çàïðîâàäèâ-
øè â ïðîñòîði ñòàíiâ ñèñòåìè ïðîåêöiéíi îïåðàòîðè.

Ðîçêëàä âåêòîðà |ψ〉 (1.4) ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ñóìó éîãî
ïðîåêöié íà áàçèñíi âåêòîðè |ei〉 çà äîïîìîãîþ ïðîåêòîðà (ïðîåê-
öiéíîãî îïåðàòîðà, îïåðàòîðà ïðîåêòóâàííÿ) íà ñòàí |ei〉

Pei ≡ |ei〉 〈ei| , (1.10)
òîáòî

|ψ〉 =
N∑
i=1

Pei |ψ〉 . (1.11)

Îïåðàòîðè ïðîåêòóâàííÿ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó îðòîãîíàëüíîñòi

PaiPaj = Paiδij . (1.12)

Âîíè ¹ ñàìîñïðÿæåíèìè Pai=P†ai , ùî áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç
îçíà÷åííÿ (1.10), ¨õíi âëàñíi çíà÷åííÿ ðiâíi 0 àáî 1. Ïðîåêòîðè íà
îäèí ñòàí íàçèâàþòü îäíîâèìiðíèìè (ëiíiéíèìè).

Ïðîåêöiéíi îïåðàòîðè íà ïiäïðîñòið îðòîíîðìîâàíèõ âåêòîðiâ
|ai, k〉 (k = 1, . . . ,m(i)) m(i)-êðàòíî âèðîäæåíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü
îïåðàòîðà A ìàþòü âèãëÿä:

Pai =

m(i)∑
k=1

|ai, k〉 〈ai, k| , (1.13)

âîíè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.12).
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Ðîçáèâøè âåñü ñïåêòð îïåðàòîðà A íà ïiäìíîæèíè Ωl = {aj},
ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ Ωl1 ∩Ωl2 = ∅, ïðîñòið H ìîæíà ïîäiëèòè íà
ïiäïðîñòîðè hl, óòâîðåíi ÿê ëiíiéíi îáîëîíêè áàçèñíèõ âåêòîðiâ
|aj〉 aj ∈ Ωl, òîäi ïðîåêòîð íà ïiäïðîñòið hl ìà¹ âèãëÿä:

Phl ≡
∑
aj∈Ωl

|aj〉 〈aj | .

Âèðàç (1.11) ìîæíà çàäàòè îïåðàòîðîì

Pa =
N∑
i=1

|ai〉 〈ai| = I, (1.14)

ÿêèé, î÷åâèäíî, ¹ îäèíè÷íèì I. Öåé ðîçêëàä íàçèâàþòü òàêîæ
îðòîãîíàëüíèì ðîçêëàäîì îäèíèöi, âií ¹ ùå îäíèì âèðàæåííÿì
ïîâíîòè áàçèñó (òóò {|ai〉}).

Ðîçêëàä âåêòîðà â áàçèñi, çáóäîâàíîìó ç îðòîíîðìîâàíèõ âëà-
ñíèõ âåêòîðiâ âèðîäæåíèõ ñòàíiâ, çàïèñóþòü òàê ñàìî ÷åðåç âiä-
ïîâiäíèé ïðîåêöiéíèé îïåðàòîð (1.13)

|ψ〉 =
Ñ∑
i=1

Pai |ψ〉 =
Ñ∑
i=1

m(i)∑
k=1

|ai, k〉 〈ai, k|ψ〉,

çðîçóìiëî, ùî äëÿ öüîãî ïðîåêòîðà âèðàç
∑Ñ

i=1 Pai=I òàêîæ ¹ îð-
òîãîíàëüíèì ðîçêëàäîì îäèíèöi.

Îïåðàòîð Q = I−P íàçèâà¹òüñÿ îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì

ïðîåêöiéíîãî îïåðàòîðà P.
Çà äîïîìîãîþ ïðîåêöiéíèõ îïåðàòîðiâ ìîæíà äîâiëüíèé îïå-

ðàòîð çàïèñàòè ó âëàñíîìó (ñïåêòðàëüíîìó) çîáðàæåííi

A =
N∑
i=1

ai |ai〉 〈ai| =
N∑
i=1

aiPai , (1.15)

éîãî ëåãêî îòðèìàòè, âèêîðèñòàâøè îðòîãîíàëüíèé ðîçêëàä îäè-
íèöi (1.14) IAI. Äëÿ îïåðàòîðà ç âèðîäæåíèìè âëàñíèìè çíà÷åí-
íÿìè ñïåêòðàëüíèé ðîçêëàä ¹ öiëêîì àíàëîãi÷íèì:

A =
Ñ∑
i=1

aiPai =
Ñ∑
i=1

m(i)∑
k=1

ai |ai, k〉 〈ai, k|

Ñïåêòðàëüíå çîáðàæåííÿ îïåðàòîðà (1.15) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì
ñïåêòðàëüíîãî ðîçêëàäó ïðîñòèõ ìàòðèöü [46].
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Î÷åâèäíî, ùî ìàòðèöÿ îïåðàòîðà ó âëàñíîìó çîáðàæåííi ¹ äi-
àãîíàëüíîþ. Îïåðàòîð A, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà A†A =
AA†, íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì, åðìiòîâi òà óíiòàðíi îïåðàòîðè ¹
íîðìàëüíèìè. Ìàòðèöi íîðìàëüíèõ îïåðàòîðiâ òàêîæ íàçèâàþ-
òüñÿ íîðìàëüíèìè. Íàáið âëàñíèõ âåêòîðiâ íîðìàëüíî¨ ìàòðèöi A
¹ îðòîíîðìîâàíèì i çáiãà¹òüñÿ ç íàáîðîì âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðè-
öi A†. Âëàñíi çíà÷åííÿ, ùî âiäïîâiäàþòü òîìó ñàìîìó âëàñíîìó
âåêòîðó, ¹ êîìïëåêñíî ñïðÿæåíèìè. Ìàòðèöi A i A† ìîæíà çâåñòè
äî äiàãîíàëüíîãî âèäó Λ i Λ∗ óíiòàðíîþ ìàòðèöåþ, ñêëàäåíîþ iç
âëàñíèõ âåêòîðiâ. Äîáóòîê AA† = A†A ¹ åðìiòîâèì îïåðàòîðîì.
Ñïåêòðàëüíå çîáðàæåííÿ íîðìàëüíî¨ ìàòðèöi ìà¹ âèãëÿä (1.15).

Ñïåêòðàëüíå çîáðàæåííÿ îïåðàòîðà äà¹ çìîãó îòðèìàòè

Ak =
N∑
i=1

aki |ai〉〈ai|. (1.16)

Iç ðîçêëàäó â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöi¨ f(x) çíàõîäèìî âèðàç äëÿ ôóí-
êöi¨ âiä ïðîñòî¨ ìàòðèöi, ùî ¹ ìàòðèöåþ òîãî æ ðîçìiðó:

f(A) =
N∑
i=1

f(ai)|ai〉〈ai|, (1.17)

ÿêà iñíó¹, ÿêùî iñíó¹ ôóíêöiÿ f(ai) äëÿ âñiõ ai. Çàóâàæèìî, ùî
â îçíà÷åííÿ (1.17) âõîäÿòü âñi âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðà A íàâiòü
òi, äëÿ ÿêèõ ai = 0 àáè iñíóâàëà ôóíêöiÿ f(0). Òîäi ÿê ó ðîçêëàä
(1.16) ðåàëüíèé âêëàä äàþòü òiëüêè ôóíêöi¨, ùî âiäïîâiäàþòü âiä-
ìiííèì âiä íóëÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì. Ïðîñòið, óòâîðåíèé òàêèìè
ôóíêöiÿìè, íàçèâàþòü íîñi¹ì åðìiòîâîãî îïåðàòîðà A.

Îçíà÷åííÿ ôóíêöié âiä çàãàëüíiøèõ ìàòðèöü ¹ ñêëàäíiøîþ çà-
äà÷åþ (äèâ., íàïð. [46]).

1.5 Óíiòàðíà åâîëþöiÿ êâàíòîâèõ ñèñòåì

Êàðòèíà Øðåäèíãåðà. ×àñîâà åâîëþöiÿ içîëüîâàíî¨ êâàíòîâî¨ ñè-
ñòåìè àáî ÷èñòîãî àíñàìáëþ â ïðîñòîði ñòàíiâ ó øðåäèíãåðîâié
êàðòèíi çàäàþòü ïîñòóëàòèâíî (äèôåðåíöiàëüíèì) ðiâíÿííÿìØðå-
äèíãåðà äëÿ âåêòîðà ñòàíó

i~
d

dt
|ψ(t)〉 = H |ψ(t)〉 , (1.18)
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â ÿêîìó H � îïåðàòîð Ãàìiëüòîíà (ãàìiëüòîíiàí) ¹ ñàìîñïðÿæå-
íèì îïåðàòîðîì ïîâíî¨ åíåðãi¨ ñèñòåìè. Îïåðàòîðè ñïîñòåðåæó-
âàíèõ ó öié êàðòèíi (ôîðìi äèíàìiêè) çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè.
Äàëi ñòàëó ~ = h/(2π) ïîêëàäåìî ðiâíîþ îäèíèöi i çàïèøåìî ðiâ-
íÿííÿ (1.18) ó âèãëÿäi:

d

dt
|ψ(t)〉 = −iH |ψ(t)〉 .

Iíôiíiòèçèìàëüíó çìiíó âåêòîðà ñòàíó ó âèïàäêó íåçàëåæíîãî âiä
÷àñó ãàìiëüòîíiàíà âèðàçèìî

|ψ(t+ dt)〉 ≈ U(dt) |ψ(t)〉

÷åðåç îïåðàòîð óíiòàðíî¨ iíôiíiòèçèìàëüíî¨ åâîëþöi¨

U(dt) ≈ I− iHdt, U†(dt) ≈ I + iHdt,

U(dt)U†(dt) = U†(dt)U(dt) = I +O(dt2).

Åâîëþöiÿ içîëüîâàíî¨ ñèñòåìè àáî ÷èñòîãî àíñàìáëþ çà ñêií÷åí-
íèé ïðîìiæîê ÷àñó ó âèïàäêó, êîëè ãàìiëüòîíiàí íå çàëåæèòü âiä
÷àñó, îïèñóþòü óíiòàðíèì îïåðàòîðîì åâîëþöi¨

U(t)= lim
n→∞

(
I− iH t

n

)n
= exp(−iHt), U†(t)≡ exp(iHt)

|ψ(t)〉 = U(t) |ψ(0)〉 = exp(−iHt) |ψ(0)〉 . (1.19)

Çàïèøåìî äîâiëüíèé âåêòîð ïî÷àòêîâîãî ñòàíó içîëüîâàíî¨ ñè-
ñòåìè â åíåðãåòè÷íîìó çîáðàæåííi:

|ψ(0)〉 =
∑
j

cj |Ej〉 , H |Ej〉 = Ej |Ej〉 ,

òîäi åâîëþöiþ òàêî¨ ñèñòåìè ìîæíà îïèñàòè âèðàçàìè:

|ψ(t)〉 = exp(−iHt) |ψ(0)〉 = exp(−iHt)
∑
j

cj |Ej〉

=
∑
j

cj exp(−iEjt) |Ej〉 ∼
∑
j

cj ˜|Ej〉.

Îñòàíí¹ ñïiââiäíîøåííÿ âèðàæà¹ åêâiâàëåíòíiñòü óñiõ áàçèñíèõ
âåêòîðiâ âiäíîñíî ôàçîâîãî ìíîæíèêà, âñi âîíè íàëåæàòü äî îäíî-
ãî (áàçèñíîãî) ïðîìåíÿ. Òîáòî, ïî÷àòêîâà ñóïåðïîçèöiÿ áàçèñíèõ
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ïðîìåíiâ ó ïðîöåñi åâîëþöi¨ içîëüîâàíî¨ ñèñòåìè çàëèøà¹òüñÿ íå-
çìiííîþ. Çîâñiì iíàêøîþ ¹ åâîëþöiÿ ïiäñèñòåì ñêëàäåíî¨ ñèñòåìè.

Êàðòèíà Ãàéçåíáåðãà. Óíiòàðíà åâîëþöiÿ ñèñòåìè â êàðòèíi
Ãàéçåíáåðãà ïåðåíîñèòüñÿ íà îïåðàòîðè ñïîñòåðåæóâàíèõ, à âåêòî-
ðè ñòàíó çàëèøàþòüñÿ íåçìiííèìè. Òàêà åâîëþöiÿ çäiéñíþ¹òüñÿ
òèìè æ óíiòàðíèìè îïåðàòîðàìè (1.19), ùî i â êàðòèíi Øðåäèí-
ãåðà

A(t) = U†(t)A(0)U(t),

àáî â äèôåðåíöiàëüíié ôîðìi

i
d

dt
A(t) = A(t)H−HA(t) = [A(t),H] .

Òàêèé îïèñ åâîëþöi¨ ñòîñó¹òüñÿ ÿê ÷èñòèõ, òàê i çìiøàíèõ àí-
ñàìáëiâ � äëÿ îñòàííiõ íåçìiííîþ çàëèøà¹òüñÿ ìàòðèöÿ ãóñòèíè.

Êàðòèíà Äiðàêà (çîáðàæåííÿ âçà¹ìîäi¨). Çîáðàæåííÿ âçà¹ìîäi¨
çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè òîäi, êîëè ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè ìîæíà
çàïèñàòè ÿê ñóìó äâîõ äîäàíêiâ

H = H(0) + H(1)(t),

à äëÿ ïåðøîãî ç íèõ H(0) âiäîìî ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íà âëà-
ñíi ôóíêöi¨ i âëàñíi çíà÷åííÿ, òîáòî, âiäîìî îïåðàòîð åâîëþöi¨
U(t) = exp(−iH(0)t). Òîäi ðiâíÿííÿ Øðåäèíãåðà äëÿ âåêòîðà ñòà-
íó |ψ(t)〉 = exp(−iH(0)t)|ψint(t)〉 ïåðåõîäèòü ó ðiâíÿííÿ:

i
d

dt
|ψint(t)〉 = H

(1)
int(t)|ψint(t)〉,

H
(1)
int(t) ≡ exp

(
iH(0)t

)
H(1)(t) exp

(
−iH(0)t

)
.

1.6 Çìiøàíèé àíñàìáëü

Ðîçãëÿíåìî içîëüîâàíó ñèñòåìó ç ïðîñòîðîì ñòàíiâ H âèìiðíîñòi
N , ÿêà ìîæå ïåðåáóâàòè, çîêðåìà, â ñòàíàõ |ϕi〉, 1 ≤ i ≤ n, n ≤ N
íîðìîâàíèõ, àëå íå îáîâ'ÿçêîâî îðòîãîíàëüíèõ. Çãiäíî ïðèíöèïó
ñóïåðïîçèöi¨ ñèñòåìà ìîæå áóòè i â ÷èñòîìó ñòàíi, ùî ¹ êîãåðåí-
òíîþ ñóïåðïîçèöi¹þ öèõ ñòàíiâ
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|ψ〉 =
n∑
i=1

ci|ϕi〉,

〈ψ|ψ〉 =
n∑

i,j=1

cic
∗
j 〈ϕj |ϕi〉 =

N∑
l=1

∣∣ n∑
i=1

cifil
∣∣2 = 1, (1.20)

äå âèêîðèñòàíî ðîçêëàä âåêòîðiâ |ϕi〉 çà ïîâíèì îðòîíîðìîâàíèì
áàçèñîì |ϕi〉 =

∑N
j=1 fij |ej〉.

Íåõàé ìà¹ìî íàáið K(K � N) îäíàêîâèõ ñèñòåì, ki ç ÿêèõ ïå-
ðåáóâàþòü ó ñòàíi |ϕi〉, î÷åâèäíî, ùî

∑n
i=1 ki = K. ßêùî êiëüêiñòü

ñèñòåì ïðÿìó¹ äî íåñêií÷åííîñòi K →∞, òî ki/K → wi, òîäi ÷àñ-
òêó ñèñòåì wi â ñòàíi |ϕi〉 ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê éìîâiðíiñòü
çíàéòè äîâiëüíî âçÿòó ñèñòåìó â öüîìó ñòàíi. Òàêèé íàáið ñèñòåì
íàçèâàþòü çìiøàíèì àíñàìáëåì, éîãî ñòàí íå ìîæíà çîáðàçèòè
âåêòîðîì (ïðîìåíåì) ñòàíó, à òiëüêè îïåðàòîðîì (ìàòðèöåþ) ãó-
ñòèíè, ÿêèé ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä:

ρ =
n∑
i=1

wi|ϕi〉〈ϕi|, wi > 0,
n∑
i=1

wi = 1. (1.21)

Ìàòðèöÿ ãóñòèíè ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:
1) åðìiòîâîñòi: ρ = ρ†,
2) îäèíè÷íîñòi ñëiäà: Sp (ρ)≡

∑N
k=1〈ek|ρ|ek〉=

∑n
i=1wi = 1,

3) äîäàòíîâèçíà÷åíîñòi: 〈χ|ρ|χ〉=
∑n

i=1wi|〈χ|ϕi〉|2 > 0 äëÿ
äîâiëüíîãî |χ〉.

Ç îçíà÷åííÿ (1.21) çàóâàæó¹ìî, ùî ìàòðèöÿ ãóñòèíè ïîçáàâëå-
íà íåîäíîçíà÷íîñòi, ïîâ'ÿçàíî¨ ç ôàçîâèì ìíîæíèêîì, õàðàêòåð-
íî¨ äëÿ âåêòîðà ñòàíó.

Ðîçêëàâøè âåêòîðè |ϕi〉 ÿê â (1.20), îòðèìà¹ìî çîáðàæåííÿ
ìàòðèöi ãóñòèíè â öüîìó áàçèñi:

ρ =
n∑
i=1

wi

N∑
j,l=1

fijf
∗
il |ej〉〈el| =

N∑
j,l=1

ρjl|ej〉〈el|,

äå ìàòðèöÿ [ρij ] ¹ åðìiòîâîþ, ρii ≥ 0,
∑N

i=1 ρii = 1. Ïåðåõiä äî
iíøîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó áóäå çâè÷àéíèì óíiòàðíèì ïåðå-
òâîðåííÿì.
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Ìàòðèöÿ ãóñòèíè ñèñòåìè ç N�âèìiðíèì ïðîñòîðîì ñòàíiâ ìi-
ñòèòü íå áiëüøå íiæ N2 äiéñíèõ ïàðàìåòðiâ.

Îïèñ çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi ãóñòèíè ¹ äîñèòü çàãàëüíèì, âií
ïåðåäáà÷à¹, çîêðåìà, i îïèñ ÷èñòîãî ñòàíó, äëÿ ÿêîãî

ρ = |ψ〉〈ψ| =
n∑

i,j=1

cic
∗
j |ϕi〉〈ϕj | (1.22)

ìà¹ î÷åâèäíó õàðàêòåðíó âëàñòèâiñòü iäåìïîòåíòíîñòi

ρ2 = |ψ〉〈ψ||ψ〉〈ψ| = ρ.

Â ïîâíîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi

ρ =

N∑
l,m=1

ρlm|el〉〈em|, ρlm ≡
n∑

i,j=1

cic
∗
jfilf

∗
jm,

öÿ âëàñòèâiñòü ìà¹ ôîðìó [ρlm]2=[ρlm]. Ó çìiøàíîìó ñòàíi ìàòðè-
öÿ ãóñòèíè íå ¹ iäåìïîòåíòíîþ ρ2 6=ρ ÷è [ρlm]2 6=[ρlm].

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ñòàíè |ϕi〉 ¹ îðòîãîíàëüíèìè, òîäi â öüî-
ìó çîáðàæåííi ìàòðèöÿ ãóñòèíè çìiøàíîãî ñòàíó (1.21) áóäå äiàãî-
íàëüíà, à ìàòðèöÿ ãóñòèíè ÷èñòîãî ñòàíó (1.22) ìiñòèòèìå ïîçàäi-
àãîíàëüíi iíòåðôåðåíöiéíi åëåìåíòè. Âàðòî çàóâàæèòè, ùî öiëêîì
íåêîãåðåíòíà ñóìiø (1.21) ñòàíiâ |ϕi〉 çà äîïîìîãîþ óíiòàðíîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ ìîæå áóòè çîáðàæåíà ÿê ÷àñòêîâî êîãåðåíòíà ñóìiø
iíøèõ ñòàíiâ, òîáòî, ìiñòèòèìå ïîçàäiàãîíàëüíi iíòåðôåðåíöiéíi
÷ëåíè, àëå ¨¨ íå ìîæíà çîáðàçèòè öiëêîì êîãåðåíòíîþ ñóïåðïîçè-
öi¹þ (÷èñòèì ñòàíîì).

Ìàòðèöÿ ãóñòèíè, ÿê i âñi iíøi åðìiòîâi îïåðàòîðè, ó âëàñíîìó
çîáðàæåííi ¹ äiàãîíàëüíîþ

ρ =

N∑
i=1

λi |λi〉 〈λi| ,

à ¨¨ âëàñíi çíà÷åííÿ, âíàñëiäîê (1.21), çàäîâiëüíÿþòü óìîâè

0 ≤ λi ≤ 1,
N∑
i=1

λi = 1.
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Îäíàê âëàñíi ñòàíè ìàòðèöi ãóñòèíè íå ìàþòü âàæëèâîãî ôiçè-
÷íîãî çìiñòó, áiëüø òîãî, îäíà é òà æ ìàòðèöÿ ãóñòèíè ìîæå áó-
òè çîáðàæåíà êiëüêîìà äiàãîíàëüíèìè âèðàçàìè. Öå ïîâ'ÿçàíî ç
íåîäíîçíà÷íiñòþ óòâîðåííÿ çìiøàíèõ ñòàíiâ, ÿêi ìîæóòü ôîðìó-
âàòèñÿ ÿê ÷èñòèìè, òàê i ðiçíèìè çìiøàíèìè ñòàíàìè. Äîâiëüíèé
çìiøàíèé àíñàìáëü ìîæíà óòâîðèòè áåçëi÷÷þ ñïîñîáiâ ç iíøèõ
çìiøàíèõ i ÷èñòèõ àíñàìáëiâ. Ïðè öüîìó ìiæ öèìè çîáðàæåííÿ-
ìè iñíóþòü ïåâíi ñïiââiäíîøåííÿ.

Íåõàé òîé ñàìèé çìiøàíèé ñòàí ìîæíà çîáðàçèòè ðiçíèìè íå-
êîãåðåíòíèìè ñóïåðïîçèöiÿìè, òîáòî,

ρ =

n∑
i=1

pi|ψi〉〈ψi| =
m∑
j=1

qj |ϕj〉〈ϕj |, (1.23)

äå âàãè çàäîâîëüíÿþòü çâè÷àéíèì óìîâàì 0 < pi < 1,
∑n

i=1 pi = 1;
0 < qj < 1,

∑m
j=1 qj = 1, à êiëüêiñòü ñòàíiâ n i m íå îáîâ'ÿçêîâî

ðiâíà. Òàêå çîáðàæåííÿ ìîæëèâå òiëüêè äëÿ ñòàíiâ, ïîâ'ÿçàíèõ
óíiòàðíèì ïåðåòâîðåííÿì

√
pi|ψi〉 =

∑
j

Uij
√
qj |ϕj〉,

√
pi〈ψi| =

∑
j

√
qj〈ϕj |U †ji, (1.24)

äå 1 ≤ j ≤ m, ÿêùî m > n i 1 ≤ j ≤ n, ÿêùî m ≤ n, ìåíøó ìíî-
æèíó âåêòîðiâ äîïîâíþþòü íóëüîâèìè âåêòîðàìè. Ñïðàâäi, íåõàé
âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (1.24), òîäi∑

i

pi|ψi〉〈ψi| =
∑
i

∑
j1

Uij1
√
qj1 |ϕj1〉

∑
j2

√
qj2〈ϕj2 |U

†
j2i

=
∑
j1,j2

√
qj1qj2 |ϕj1〉〈ϕj2 |

∑
i

U †j2iUij1 =
∑
j

qj |ϕj〉〈ϕj |.

Íåõàé òåïåð äëÿ îïåðàòîðà ãóñòèíè âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåí-
íÿ (1.23), ÿêå, çàïðîâàäèâøè ïîçíà÷åííÿ |ψ̃i〉 ≡

√
pi|ψi〉 i |ϕ̃i〉 ≡√

qi|ϕi〉, çàïèøåìî òàê:

ρ =

n∑
i=1

|ψ̃i〉〈ψ̃i| =
m∑
j=1

|ϕ̃j〉〈ϕ̃j |. (1.25)
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Ç iíøîãî áîêó îïåðàòîð ãóñòèíè, ÿê áóäü-ÿêèé åðìiòiâ îïåðàòîð,
ìîæíà çîáðàçèòè ÿê ñïåêòðàëüíèé ðîçêëàä

ρ =

l∑
k=1

λk|k〉〈k| ≡
l∑

k=1

|k̃〉〈k̃|, 0 < λk < 1,

äå |k̃〉 ≡
√
λk|k〉 � íåíîðìîâàíi âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi âåêòîðè. Íå-

õàé âèìiðíiñòü l íîñiÿ îïåðàòîðà ãóñòèíè i êiëüêîñòi âåêòîðiâ ó
ðîçêëàäàõ (1.23) ÷è (1.25) ñïiââiäíîñÿòüñÿ l < m < n. ßêùî äå-
ÿêèé âåêòîð |χ〉 iç ïðîñòîðó ñòàíiâ ñèñòåìè ¹ îðòîãîíàëüíèì äî
âñiõ âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà ãóñòèíè 〈χ|k〉 = 0, òî âií îðòîãî-
íàëüíèé i äî âñiõ âåêòîðiâ |ψi〉 i |ϕj〉, îñêiëüêè

0 = 〈χ|ρ|χ〉 =

n∑
i=1

〈χ|ψ̃i〉〈ψ̃i|χ〉 =

n∑
i=1

|〈χ|ψ̃i〉|2.

Îòæå, âåêòîðè |ψi〉 i |ϕj〉 íàëåæàòü äî íîñiÿ îïåðàòîðà ãóñòèíè i
¨õ ìîæíà ðîçêëàñòè çà îðòîãîíàëüíèì áàçèñîì |k〉

|ψ̃i〉 =
l∑

k=1

cik|k̃〉,

à öå äà¹ çìîãó çàïèñàòè âèðàçè (1.23) i (1.25) ó âèãëÿäi:

l∑
k=1

|k̃〉〈k̃| =
∑
k1k2

n∑
i=1

cik1c
∗
ik2
|k̃1〉〈k̃2|.

Îñêiëüêè îïåðàòîðè |k̃1〉〈k̃2| ëiíiéíî íåçàëåæíi, òî
∑n

i=1 cik1c
∗
ik2

=
δk1k2 . Ïðÿìîêóòíà ìàòðèöÿ [cik], 1≤i≤n, 1 ≤ k ≤ l ñêëàäà¹òüñÿ ç
l îðòîíîðìîâàíèõ ñòîâïöiâ âèìiðíîñòi n i l<n. �¨ ìîæíà äîïîâíè-
òè n−l ñòîâïöÿìè, îðòîãîíàëüíèìè ìiæ ñîáîþ i äî âñiõ çàäàíèõ
ñòîâïöiâ. Îòðèìàíà êâàäðàòíà n×n ìàòðèöÿ [Vik] áóäå óíiòàðíîþ.
Ìíîæèíó iç l âëàñíèõ âåêòîðiâ |k〉 äîïîâíþþòü n−l íóëüîâèìè âå-
êòîðàìè. Àíàëîãi÷íó m×m ìàòðèöþ [Wjk] ìîæíà îòðèìàòè äëÿ
íàáîðó âåêòîðiâ {|ϕj〉}, ùî äà¹ çìîãó îòðèìàòè çâ'ÿçîê

|ψ̃i〉=
∑
k

Vik
∑
j

W †kj |ϕ̃j〉=
∑
j

∑
k

VikW
†
kj |ϕ̃j〉=

∑
j

Uij |ϕ̃j〉
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ÿê óíiòàðíå ïåðåòâîðåííÿ.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð óíiòàðíó åâîëþöiþ içîëüîâàíî¨ ñèñòåìè, ùî

ïåðåáóâà¹ â çìiøàíîìó ñòàíi. Ç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà ãóñòèíè ëåã-
êî âñòàíîâèòè, ùî éîãî çìiíà â êàðòèíi Øðåäèíãåðà çàäà¹òüñÿ
äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì Ëióâiëÿ:

i
d

dt
ρ(t) = [H,ρ] = Hρ− ρH. (1.26)

Äëÿ ñèñòåì iç íåçàëåæíèì âiä ÷àñó ãàìiëüòîíiàíîì çìiíó çà ñêií-
÷åííèé ïðîìiæîê ÷àñó ìîæíà îïèñàòè óíiòàðíèì îïåðàòîðîì

ρ(t) = U(t)ρ(0)U†(t) = exp(−iHt)ρ(0) exp(iHt) (1.27)

Çàóâàæèìî, ùî ñòàí, ÿêèé ¹ íåêîãåðåíòíîþ ñóïåðïîçèöi¹þ âëàñ-
íèõ ñòàíiâ ãàìiëüòîíiàíà ρ(0) =

∑
iwi|Ei〉〈Ei|, íå çìiíþ¹òüñÿ ç

÷àñîì ρ(t) = ρ(0). Íåñêëàäíî çàïèñàòè ðiâíÿííÿ Ëióâiëÿ äëÿ óíi-
òàðíî¨ åâîëþöi¨ ìàòðèöi ãóñòèíè içîëüîâàíî¨ ñèñòåìè â êàðòèíi
âçà¹ìîäi¨

i
d

dt
ρint(t) = H

(1)
int(t)ρint(t)− ρint(t)H

(1)
int(t),

ρ(t) ≡ exp
(
−iH(0)t

)
ρint(t) exp

(
iH(0)t

)
. (1.28)

Ïîçíà÷åííÿ òóò òi æ, ùî i â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi.
Çðîçóìiëî, ùî ðiâíÿííÿ óíiòàðíî¨ åâîëþöi¨ (1.26) � (1.28) ñòî-

ñóþòüñÿ îïèñàíèõ âèùå ÿê ÷èñòèõ, òàê i çìiøàíèõ ñòàíiâ, îñêiëüêè
âîíè âiäïîâiäàþòü ñòàíàì ÷èñòèõ òà çìiøàíèõ àíñàìáëiâ içîëüî-

âàíèõ ñèñòåì. Õî÷à ïiäñèñòåìà âåëèêî¨ ñèñòåìè òàêîæ ïåðåáóâà¹ â
çìiøàíîìó ñòàíi (ó ñâî¹ìó ïiäïðîñòîði), îäíàê ¨¨ ÷àñîâà åâîëþöiÿ
íå ¹ óíiòàðíîþ i ïîòðåáó¹ çíà÷íî ñêëàäíiøîãî îïèñó.

Ñóòò¹âà âiäìiííiñòü ìiæ ÷èñòèì i çìiøàíèì ñòàíàìè ïîëÿãà¹
â òîìó, ùî äëÿ ÷èñòîãî ñòàíó ìîæíà çíàéòè ïîâíèé íàáið ñïîñòå-
ðåæóâàíèõ, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ òî÷íå âëàñíå çíà÷åííÿ, à â çìiøà-
íîìó ñòàíi æîäíà çi ñïîñòåðåæóâàíèõ íå ìà¹ òî÷íîãî çíà÷åííÿ i
õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òiëüêè ñåðåäíiì çíà÷åííÿì. Òîìó é êàæóòü, ùî
÷èñòèé ñòàí ¹ iíôîðìàöiéíî ïîâíiøèì, íiæ çìiøàíèé.

Çìiøàíèìè àíñàìáëÿìè çðó÷íî îïèñóâàòè ðiçíîìàíiòíi ñèñòå-
ìè, íàïðèêëàä, ïó÷êè íåïîëÿðèçîâàíèõ ôîòîíiâ, ìíîæèíè ñòàíiâ
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ÿäåðíèõ ñïiíiâ ìîëåêóë, ìíîæèíè çáóäæåíèõ àòîìiâ, ùî âèïðîìi-
íþþòü íåêîãåðåíòíå ñâiòëî òà áàãàòî iíøèõ îá'¹êòiâ. Çîáðàæåííÿ
ìàòðèöi ãóñòèíè íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòü ó êâàíòîâié ñòàòè-
ñòè÷íié ìåõàíiöi äëÿ îïèñó ñòàíiâ ìàêðîñêîïi÷íèõ ñèñòåì. Äàëi
ðîçãëÿíåìî óòâîðåííÿ çìiøàíîãî àíñàìáëþ â ðåçóëüòàòi ñåëåêòèâ-
íèõ ïðîåêòèâíèõ âèìiðþâàíü äåÿêî¨ ñïîñòåðåæóâàíî¨.

Êâàíòîâà ñèñòåìà ç ïî÷àòêîâî ÷èñòîãî ñòàíó ïiä âïëèâîì âçà-
¹ìîäi¨ ç îòî÷åííÿì ïåðåõîäèòü ó çìiøàíèé ñòàí, òàêèé ïðîöåñ íà-
çèâàþòü äåêîãåðåíöi¹þ. Âñòàíîâëåíî, ùî öåé ïðîöåñ âiäáóâà¹òüñÿ
òèì øâèäøå ÷èì áiëüøà ñèñòåìà.

1.7 Ñêëàäåíi ñèñòåìè

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó içîëüîâàíó ñèñòåìó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ïiä-
ñèñòåì A i B. �¨ ïðîñòið ñòàíiâ ¹ òåíçîðíèì äîáóòêîì ïðîñòîðiâ
öèõ ïiäñèñòåì H=HA⊗HB âèìiðíîñòi N=NANB. Ó âèïàäêó, êîëè
ïiäñèñòåìè íå âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ, i êîæíà ç íèõ ïåðåáóâà¹ â
÷èñòîìó ñòàíi, âåêòîð ñòàíó öiëî¨ ñèñòåìè ¹ òåíçîðíèì äîáóòêîì
âåêòîðiâ ñòàíiâ ïiäñèñòåì

|ψ〉 = |ψ〉A ⊗ |ψ〉B. (1.29)

ßêùî õî÷à á îäíà ïiäñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â çìiøàíîìó ñòàíi, òî
îïèñóâàòè öiëó ñèñòåìó òðåáà â òåðìiíàõ ìàòðèöi ãóñòèíè, ÿêà ¹
òåíçîðíèì äîáóòêîì ìàòðèöü ãóñòèíè öèõ íåâçà¹ìîäiþ÷èõ ïiäñè-
ñòåì

ρ = ρA ⊗ ρB. (1.30)

Òàêi ñòàíè öiëî¨ ñêëàäåíî¨ ñèñòåìè íàçèâàþòü ñåïàðàáåëüíèìè4.
Ñòàíè, ÿêi íå ìîæíà çîáðàçèòè ÿê ïðÿìèé äîáóòîê (1.29) ÷è

(1.30), íàçèâàþòü çàïëóòàíèìè ñòàíàìè ïiäñèñòåì A i B ÷è íåñå-

ïàðàáåëüíèìè ñòàíàìè öiëî¨ ñèñòåìè. Çàïëóòóâàííÿ ¹ íàñëiäêîì
êîðåëÿöié ìiæ ïiäñèñòåìàìè, çóìîâëåíèìè ¨õíüîþ âçà¹ìîäi¹þ.

4Ñåïàðàáåëüíiñòü ñòàíiâ êâàíòîâèõ ñèñòåì íå òðåáà ïëóòàòè iç ñåïàðàáåëü-
íiñòþ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó. Ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ¹ ñåïàðàáåëüíèì, ÿêùî â
íüîìó ìîæíà çàïðîâàäèòè çëi÷åííèé áàçèñ. Ìàéæå âñi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè,
ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â êâàíòîâié ìåõàíiöi, ¹ ñåïàðàáåëüíèìè.
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Íåõàé |ai〉 i |bj〉 � áàçèñè â HA i HB âiäïîâiäíî, òîäi âåêòîð
äîâiëüíîãî ÷èñòîãî ñòàíó â H ìîæíà ðîçêëàñòè:

|ψ〉 =

NA∑
i=1

NB∑
j=1

cij |ai〉 ⊗ |bj〉 ,
NA∑
i=1

NB∑
j=1

|cij |2 = 1. (1.31)

À ìàòðèöÿ ãóñòèíè öüîãî ÷èñòîãî ñòàíó ìà¹ òàêèé ðîçêëàä ó âè-
áðàíîìó áàçèñi:

ρ = |ψ〉〈ψ| =
∑
i1,j1

∑
i2,j2

ci1j1c
∗
i2j2 |ai1〉 〈ai2 | ⊗ |bj1〉 〈bj2 |.

ßêùî ïiäñèñòåìè âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ, òî ñòàí îêðåìî¨ ïiäñè-
ñòåìè âæå íå ìîæíà îïèñàòè âåêòîðîì ñòàíó, îñêiëüêè ïiäñèñòåìè
íå ¹ içîëüîâàíèìè. Òàêi ñòàíè ïiäñèñòåì ¹ çìiøàíèìè i îïèñóþòü
¨õ çà äîïîìîãîþ ðåäóêîâàíèõ îïåðàòîðiâ ãóñòèíè

ρA = SpB (|ψ〉 〈ψ|) =
∑
i1,i2

∑
j

ci1jc
∗
i2j |ai1〉 〈ai2 | ,

ρB = SpA (|ψ〉 〈ψ|) =
∑
j1,j2

∑
i

cij1c
∗
ij2 |bj1〉 〈bj2 | . (1.32)

Çìiøàíèé ñòàí âèíèêà¹ ó ðàçi óñåðåäíåííÿ ñàìå óíàñëiäîê çàïëó-
òóâàííÿ ñòàíiâ ïiäñèñòåì A i B.

Êîæåí iç îïåðàòîðiâ ãóñòèíè (1.32) ¹
1) ñàìîñïðÿæåíèé ρ†A = ρA;
2) äîäàòíîâèçíà÷åíèé, ñïðàâäi äëÿ äîâiëüíîãî |ϕ〉A

A 〈ϕ|ρA |ϕ〉A =

NB∑
j=1

|
NA∑
i=1

cijA 〈ϕ|ai〉 |2 > 0;

3) Sp (ρA) = 1.
Äîäàòíîâèçíà÷åíiñòü öüîãî îïåðàòîðà ãóñòèíè îçíà÷à¹, ùî éî-

ãî âëàñíi çíà÷åííÿ 0≤λi≤1, à ç âëàñòèâîñòi 3) ñëiäó¹
∑NA

i=1 λi=1.
Çàãàëîì, ÿêùî içîëüîâàíà ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi ç ìàòðè-

öåþ ãóñòèíè ρ, ðåäóêîâàíi ìàòðèöi ãóñòèíè ïiäñèñòåì A ÷è B
îòðèìóþòü àíàëîãi÷íî

ρA = SpB(ρ), ρB = SpA(ρ),



32 Ðîçäië 1. Åëåìåíòè êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè

âîíè çàäîâîëüíÿþòü íàâåäåíi âèùå óìîâè 1)�3).
Ìàòðèöi ãóñòèíè (1.21) i (1.32) îïèñóþòü ñóòò¹âî âiäìiííi ñòà-

íè: ïåðøà � çìiøàíi ñòàíè àíñàìáëþ içîëüîâàíèõ ñèñòåì, òîäi ÿê
äðóãà � çìiøàíi ñòàíè ÿêî¨ñü îäíi¹¨ ïiäñèñòåìè âåëèêî¨ ñèñòåìè,
òàêi ñòàíè íàçèâàþòü íåâëàñíèìè çìiøàíèìè ñòàíàìè. ×àñîâà
åâîëþöiÿ öèõ ðiçíèõ òèïiâ çìiøàíèõ ñòàíiâ ñóòò¹âî âiäìiííà.

Ðîçãëÿíåìî ïîáiæíî ñòðóêòóðó îïåðàòîðiâ ôiçè÷íèõ âåëè÷èí
ñêëàäåíî¨ ñèñòåìè. Çäåáiëüøîãî îïåðàòîðè ìàþòü àäèòèâíèé õà-
ðàêòåð, òîáòî, ôîðìàëüíî ¨õ çàïèñóþòü ÿê ñóìó

G = GA + GB

õî÷à òî÷íiøå ¨õ òðåáà ïèñàòè ÿê êðîíåêåðîâó ñóìó

G = GA ⊗ IB + IA ⊗GB,

äå G, GA, GB � îïåðàòîð äåÿêî¨ âåëè÷èíè öiëî¨ ñèñòåìè i ¨¨ ñêëà-
äîâèõ âiäïîâiäíî. Îïåðàòîðè GA òà GB çàëåæàòü òiëüêè âiä çìií-
íèõ âiäïîâiäíèõ ïiäñèñòåì. Îñîáëèâó ñòðóêòóðó ìà¹ ãàìiëüòîíiàí

H = HA ⊗ IB + IA ⊗HB + HAB,

ÿêèé îêðiì ãàìiëüòîíiàíiâ ïiäñèñòåì ìiñòèòü äîäàíîê HAB, ùî
îïèñó¹ âçà¹ìîäiþ ìiæ íèìè. ßêùî æ âçà¹ìîäiÿ âiäñóòíÿ, òî ãà-
ìiëüòîíiàí òàêîæ ¹ êðîíåêåðîâîþ ñóìîþ. Ãàìiëüòîíiàíè êîæíî¨
ïiäñèñòåìè çàëåæàòü òiëüêè âiä ¨¨ âíóòðiøíiõ çìiííèõ òà, ìîæëè-
âî, âiä çîâíiøíiõ êëàñè÷íèõ ïîëiâ. ×àñòèíà ãàìiëüòîíiàíó, ùî îïè-
ñó¹ âçà¹ìîäiþ, çàëåæèòü âiä çìiííèõ îáèäâîõ ïiäñèñòåì.

Íåõàé gAi , |gAi 〉, 1 ≤ i≤n òà gBj , |gBj 〉, 1≤j ≤ m � âëàñíi çíà÷åííÿ
i âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðiâ GA òà GB âiäïîâiäíî, òîäi âëàñíèìè
çíà÷åííÿìè îïåðàòîðà G áóäóòü nm ÷èñåë gAi + gBj , à âëàñíèìè
âåêòîðàìè � nm òåíçîðíèõ äîáóòêiâ |gAi 〉⊗|gBj 〉. (Äèâ., íàïð. [46])
Öå ñïðàâåäëèâî äëÿ íåâçà¹ìîäiþ÷èõ ñèñòåì A i B.

Ïðîåêòîð íà ñòàí gAi + gBj öiëî¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä:

Pij = |gAi 〉⊗|gBj 〉〈gBj |⊗〈gAi | = PA
i ⊗PB

j ,

òîáòî, ïðîåêòîð íà âëàñíèé ñòàí îïåðàòîðà, ùî ¹ êðîíåêåðîâîþ ñó-
ìîþ, çàïèñóþòü ÿê êðîíåêåðiâ äîáóòîê ïðîåêòîðiâ íà âëàñíi ñòàíè
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êîæíîãî ç äîäàíêiâ. Çà iíäóêöi¹þ öå ïðàâèëî ìîæíà ïîøèðèòè íà
äîâiëüíó êiëüêiñòü äîäàíêiâ (ïiäñèñòåì).

Ïðîåêòîðè íà ñòàíè îäíi¹¨ ç ïiäñèñòåì ó ïðîñòîði öiëî¨ ñèñòåìè
çàïèñóþòü:

PA
i ⊗ I ÷è I⊗PB

j .

Çàóâàæèìî, ùî ó ðàçi ïðîåêòóâàííÿ íà íåñåïàðàáåëüíi ñòàíè öiëî¨
ñèñòåìè (íà ñòàíè Áåëëà, íàïð.) ïðîåêòîðè íå ìîæíà çàïèñàòè ÿê
òåíçîðíèé äîáóòîê.

Iç ðîçêëàäó (1.31) ìîæíà îòðèìàòè çîáðàæåííÿ Øìiäòà äëÿ
âåêòîðà ÷èñòîãî ñòàíó:

|ψ〉 =

K∑
k=1

λk|ãk〉|b̃k〉,

äå |ãk〉 òà |b̃k〉 � îðòîíîðìîâàíi íàáîðè âåêòîðiâ ó ïðîñòîðàõ ñòà-
íiâ ñèñòåì A i B âiäïîâiäíî. Öi íàáîðè ¹ óíiêàëüíèìè äëÿ êîæíîãî
âåêòîðà |ψ〉. ×èñëî K äîðiâíþ¹ ðàíãó ìàòðèöi C = [cij ] êîåôiöi-
¹íòiâ ðîçêëàäó (1.31), λ2

k � âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi CC†, ùî ¹
äîäàòíèìè. Äîâåäåííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà òåîðåìi ïðî ñèíãóëÿðíèé

ðîçêëàä äîâiëüíî¨ êîìïëåêñíî¨ ìàòðèöi [12].
Ìàòðèöþ C ∈ Mm,n (Mm,n � ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü

m×n, m, n � êiëüêiñòü ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ âiäïîâiäíî), ðàíãó K
ìîæíà çîáðàçèòè òàê:

C = VΛW†,

äå V ∈Mm,m i W ∈Mn,n � óíiòàðíi ìàòðèöi. Ìàòðèöÿ Λ = [λij ] ∈
Mm,n òàêà, ùî λij = 0, i 6= j;λ11 ≥ λ22 ≥ . . . ≥ λKK > λK+1K+1 =
. . . = λqq = 0, q = min{m,n}. ×èñëà {λii} ≡ {λi} ¹ íåâiä'¹ìíi êâà-
äðàòíi êîðåíi ç âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi CC† i, òîìó, âèçíà÷åíi
îäíîçíà÷íî. Ñòîâïöi ìàòðèöi V � âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi CC†, à
ñòîâïöi ìàòðèöi W � âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi C†C; îáèäâi ñèñòåìè
âåêòîðiâ âïîðÿäêîâàíî çãiäíî ðîçòàøóâàííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü λ2

i .
ßêùî m ≤ n i âñi âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi CC† ðiçíi, òî ìàòðè-
öÿ V âèçíà÷åíà ç òî÷íiñòþ äî ïðàâîãî äiàãîíàëüíîãî ìíîæíèêà
D = diag

(
eiθ1 , . . . , eiθn

)
, äå âñi θi � äiéñíi ÷èñëà; iíøèìè ñëîâàìè,

ÿêùî C = V1ΛW†
1 = V2ΛW†

2, òî V2 = V1D. ßêùî m ≤ n, òî
ìàòðèöÿ W çàâæäè âèçíà÷åíà íåîäíîçíà÷íî; ÿêùî m = n, ìàòðè-
öÿ V ôiêñîâàíà i ìàòðèöÿ C íåâèðîäæåíà, òî âèáið ìàòðèöi W
îäíîçíà÷íèé. Ïðè n ≤ m òâåðäæåííÿ ùîäî ¹äèíîñòi ìàòðèöü V i
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W ìîæíà îòðèìàòè, çàñòîñîâóþ÷è ïîêàçàíå âèùå äî ìàòðèöi C†.
Äëÿ äiéñíî¨ ìàòðèöi C âñi òðè ìàòðèöi V,Λ,W ìîæíà âèáðàòè
äiéñíèìè. (Äîâåäåííÿ äèâ. â [11, 12].)

Òîäi ðîçêëàä (1.31) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

|ψ〉 =

NA∑
i=1

NB∑
j=1

K∑
k=1

VikλkWkj |ai〉|bj〉 =
K∑
k=1

λk|ãk〉|b̃k〉,

äå âåêòîðè

|ãk〉 =

NA∑
i=1

Vik|ai〉, |b̃k〉 =

NB∑
j=1

Wkj |bj〉

óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíi, àëå íå îáîâ'ÿçêîâî ïîâíi, ñèñòåìè, ÿêi,
âíàñëiäîê óíiêàëüíîñòi êîæíî¨ ìàòðèöi C, òàêîæ ¹ óíiêàëüíèìè
äëÿ êîæíîãî |ψ〉.

Êiëüêiñòü âiäìiííèõ âiä íóëÿ ñèíãóëÿðíèõ ÷èñåë ìàòðèöi C
� âëàñíèõ ÷èñåë λk ìàòðèöi

√
CC† íàçèâàþòü ÷èñëîì Øìiäòà.

Âîíî äîðiâíþ¹ ðàíãó K ìàòðèöi C i õàðàêòåðèçó¹ ñòóïiíü çàïëó-
òàíîñòi ñòàíiâ ïiäñèñòåì, ÷èì áiëüøå ÷èñëî Øìiäòà � òèì áiëüøà
çàïëóòàíiñòü ñòàíiâ.

Ç ðîçêëàäó Øìiäòà ìîæåìî îòðèìàòè òàêi çîáðàæåííÿ ðåäó-
êîâàíèõ ìàòðèöü ãóñòèíè ïiäñèñòåì A i B

ρA = SpB|ψ〉〈ψ| =
K∑
k=1

λ2
k |ãk〉〈ãk|,

ρB = SpA|ψ〉〈ψ| =
K∑
k=1

λ2
k |b̃k〉〈b̃k|,

â ÿêèõ âîíè ìàþòü îäíàêîâi âëàñíi çíà÷åííÿ.
ÐîçêëàäØìiäòà óìîæëèâëþ¹ ïðîöåäóðó �î÷èùåííÿ� çìiøàíî-

ãî ñòàíó äåÿêî¨ ñèñòåìè, ôîðìàëüíî ìàòåìàòè÷íî çîáðàçèâøè ¨¨
ÿê ïiäñèñòåìó içîëüîâàíî¨ ñèñòåìè, ùî ïåðåáóâà¹ â ÷èñòîìó ñòàíi
[10, 11]. Íåõàé òàêà ìàòðèöÿ ãóñòèíè äiàãîíàëüíà â ñòàíàõ |ϕi〉

ρ =

n∑
i=1

pi |ϕi〉〈ϕi|, pi > 0,

n∑
i=1

pi = 1,
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òî, î÷åâèäíî, ùî âåêòîð ÷èñòîãî ñòàíó �ïîäâî¹íî¨� ñèñòåìè

|ψ〉 =
n∑
i=1

√
pi |ϕi〉⊗|ϕi〉 (1.33)

äàñòü òó ñàìó ìàòðèöþ ãóñòèíè ÿê ðåäóêîâàíó ìàòðèöþ ãóñòèíè
ïiäñèñòåìè öi¹¨ ôiêòèâíî¨ ðîçøèðåíî¨ ñèñòåìè.

Çîáðàæåííÿ Øìiäòà ¹ çðó÷íèì ïiäõîäîì ó äîñëiäæåííi ñêëà-
äåíèõ êâàíòîâèõ ñèñòåì.

1.8 Êâàíòîâi âèìiðþâàííÿ

Ðîçãëÿíåìî íàáið (àíñàìáëü) K içîëüîâàíèõ ôiçè÷íèõ ñèñòåì, êî-
æíà ç ÿêèõ ïåðåáóâà¹ â òîìó ñàìîìó ÷èñòîìó ñòàíi |ψ〉 (÷èñòèé
÷è êîãåðåíòíèé àíñàìáëü). Â êîæíié îêðåìié ñèñòåìi âèìiðþ¹ìî
âåëè÷èíó, ÿêà â ïðîñòîði ñòàíiâ îïèñó¹òüñÿ îïåðàòîðîì A. Äîïó-
ñòèìî, ùî öi âèìiðþâàííÿ â ïðîñòîði ñòàíiâ ìîæíà îïèñàòè íà
îñíîâi ïîñòóëàòó ïðî ïðîåêöiéíi âèìiðþâàííÿ (âèìiðþâàííÿ ôîí
Íîéìàíà), ÿêèé ñòâåðäæó¹, ùî êîæíå âèìiðþâàííÿ áóäå äàâàòè
ÿêåñü îäíå âëàñíå çíà÷åííÿ ai ç éìîâiðíiñòþ

w(ai) = 〈ψ|Pai |ψ〉

i ïåðåâîäèòè îêðåìó ñèñòåìó àíñàìáëþ ó ñòàí, ÿêèé âiäðiçíÿ¹òüñÿ
âiä ñòàíó |ai〉 òiëüêè ôàçîâèì ìíîæíèêîì. Öþ çìiíó ñòàíó çàïè-
øåìî ÿê äiþ ïðîåêöiéíîãî îïåðàòîðà

|ψ〉 −→ Pai |ψ〉√
〈ψ|Pai |ψ〉

. (1.34)

Òàêèé ïåðåõiä iç ñòàíó |ψ〉 â ñòàí |ai〉 íàçèâàþòü òàêîæ ðåäóêöi¹þ

âåêòîðà ñòàíó (õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨, õâèëüîâîãî ïàêåòó).
Êîëè ai ïîçíà÷à¹ âèðîäæåíèé ñòàí, òî ïåðåõiä âiäáóâà¹òüñÿ â

ñòàí, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ ñóïåðïîçèöi¹þ âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòî-
ðiâ çãiäíî ç ïðîåêöiéíèì îïåðàòîðîì (1.13).

ßêùî iç âñüîãî àíñàìáëþ âèäiëÿ¹ìî (ôiêñó¹ìî) òiëüêè êîìïî-
íåíòó iç ïåâíèì çíà÷åííÿ ai, à êîìïîíåíòè ç iíøèìè âëàñíèìè
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çíà÷åííÿìè âiäêèäà¹ìî, òî òàêå âèìiðþâàííÿ íàçèâà¹òüñÿ ñåëåê-

òèâíèì. Çðîçóìiëî, ùî ç óñiõ K ñèñòåì ó ñòàí (1.34) ïåðåéäå òiëü-
êè ki ≈ w(ai)K ñèñòåì. Ðåøòà áóäóòü âiäêèíóòi, íàïðèêëàä, ïî-
ãëèíóòi ñåðåäîâèùåì.

Íåõàé âèìiðþâàííÿ ïðîâîäÿòü òàê, ùî ñèñòåìè â ñòàíàõ iç çà-
äàíèì ai ïðîñòîðîâî ðîçäiëÿþòü ìiæ îêðåìèìè �êîìiðêàìè� i ïiä-
ðàõîâóþòü êiëüêiñòü ñèñòåì ó êîæíié �êîìiðöi�. Ïiñëÿ K âèìiðþ-
âàíü îòðèìà¹ìî íàáið ñèñòåì, ki (

∑N
i=1 ki=K) ÿêèõ çàôiêñîâàíî â

ñòàíi |ai〉, i = 1, . . . , N . ßê âiäîìî (Ì.Áîðí), éìîâiðíiñòü îòðèìà-
òè çíà÷åííÿ ai äîðiâíþ¹ êâàäðàòó ìîäóëÿ ïðîåêöi¨ âåêòîðà |ψ〉 íà
âëàñíèé ñòàí |ai〉

lim
K→∞

ki
K

= w(ai) = | 〈ai|ψ〉 |2 = 〈ψ|ai〉 〈ai|ψ〉 = 〈ψ|Pai |ψ〉.

Â ðåçóëüòàòi îïèñàíîãî âèùå âèìiðþâàííÿ ìîæíà îá÷èñëèòè
ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ âåëè÷èíè A ïiñëÿ K åêñïåðèìåíòiâ

〈A〉K =
1

K

N∑
i=1

kiai. (1.35)

ßêùî K −→∞, òî

〈A〉=〈A〉K→∞= lim
K→∞

N∑
i=1

ki
K
ai=

N∑
i=1

w(ai)ai=
N∑
i=1

ai| 〈ai|ψ〉 |2

=

N∑
i=1

ai 〈ψ|ai〉 〈ai|ψ〉 = 〈ψ|
N∑
i=1

ai |ai〉 〈ai| |ψ〉 = 〈ψ|A |ψ〉.

Îïèñàíå âèùå âèìiðþâàííÿ ïåðåòâîðèëî íàáið K ñèñòåì â ÷è-
ñòîìó ñòàíi |ψ〉 â íàáið ñèñòåì, ki ÿêèõ ïåðåáóâàþòü â îäíîìó ç
âëàñíèõ ñòàíiâ |ai〉. Ïîâòîðíå âèìiðþâàííÿ òi¹¨ æ ñïîñòåðåæóâàíî¨
â îòðèìàíîìó íàáîði äàñòü òîé ñàìèé ðåçóëüòàò i âæå íå ïåðåâå-
äå îòðèìàíèé íàáið â iíøèé ñòàí. Îòæå, âåñü àíñàìáëü ïåðåéøîâ
ó çîâñiì iíøèé ñòàí ïîðiâíÿíî ç ïî÷àòêîâèì ÷èñòèì ñòàíîì |ψ〉,
òîáòî, âèíèê çìiøàíèé àíñàìáëü, ó ÿêîìó êîæåí íàáið iç ki ñè-
ñòåì, ùî âiäïîâiäàþòü çàäàíîìó çíà÷åííþ ai, óòâîðþ¹ ñâié ÷è-
ñòèé àíñàìáëü. Ñåðåäí¹, îòðèìàíå ïðè ïîâòîðíîìó âèìiðþâàííi
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çáiãà¹òüñÿ ç (1.35), îäíàê çàïèøåìî éîãî â äåùî iíøié ôîðìi

〈A〉K =
N∑
i=1

ki
K
ai =

N∑
i=1

ki
K
〈ai|A |ai〉

=
N∑
j=1

〈ej |ρKA |ej〉 = Sp(ρKA) = Sp(AρK),

äå çàïðîâàäæåíî âåëè÷èíó

ρK ≡
N∑
i=1

ki
K
|ai〉 〈ai| , (1.36)

ÿêó ìîæíà íàçèâàòè îïåðàòîðîì (ìàòðèöåþ) ãóñòèíè ñêií÷åííîãî
çìiøàíîãî àíñàìáëþ ç K ñèñòåì.

Ó ãðàíèöi K →∞ îòðèìó¹ìî ìàòðèöþ ãóñòèíè íåñêií÷åííîãî
çìiøàíîãî àíñàìáëþ

ρ =
N∑
i=1

w(ai)|ai〉〈ai|.

Îïåðàöiÿ îá÷èñëåííÿ ñëiäó (øïóðà) äåÿêîãî îïåðàòîðà A îçíà-
÷à¹ ïiäðàõóíîê ñóìè éîãî äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ó äîâiëüíîìó
îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi

Sp(A) ≡
N∑
j=1

〈ej |A|ej〉, Sp(
∑
k

Ak) =
∑
k

Sp(Ak).

Çíà÷åííÿ ñëiäó íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó ñóìóâàííÿ.
Ìàòðèöÿ ãóñòèíè (1.36) îïèñó¹ çìiøàíi àíñàìáëi, îòðèìàíi ñå-

ëåêòèâíèì ïðîåêòèâíèì âèìiðþâàííÿì ó ÷èñòîìó àíñàìáëi ñïî-
ñòåðåæóâàíî¨, ÿêà çàäà¹òüñÿ îïåðàòîðîì A. Òàêèé ñàìèé çìiøà-
íèé àíñàìáëü îòðèìà¹ìî (ç òèìè æ ìàòðèöÿìè ãóñòèíè), ÿêùî
áóäåìî âèìiðþâàòè áóäü-ÿêó iíøó ñóìiñíó ç A ñïîñòåðåæóâàíó.

Ìàòðèöÿ ãóñòèíè çìiøàíîãî àíñàìáëþ, îòðèìàíîãî âèìiðþâà-
ííÿì ñïîñòåðåæóâàíî¨ A, ¹ äiàãîíàëüíîþ

ρ =
N∑
i=1

〈ai|ψ〉 〈ψ|ai〉 |ai〉 〈ai|
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ó áàçèñi âëàñíèõ ôóíêöié öi¹¨ ñïîñòåðåæóâàíî¨.
Ñåðåäíi çíà÷åííÿ äåÿêî¨ ñïîñòåðåæóâàíî¨ B äî âèìiðþâàííÿ

âåëè÷èíè A i ïiñëÿ ¨¨ âèìiðþâàííÿ âiäïîâiäíî áóäóòü

〈B〉 = Sp (Bρ) =

N∑
i,j=1

〈ai|ψ〉〈ψ|aj〉〈aj |B|ai〉,

〈B〉′ = Sp (Bρ) =
N∑
i=1

〈ai|ψ〉〈ψ|ai〉〈ai|B|ai〉.

ßêùî îïåðàòîðè ñïîñòåðåæóâàíèõ A i B êîìóòóþòü, òî ñåðåäíi
〈B〉 i 〈B〉′ ðiâíi, òîáòî âèìiðþâàííÿ âåëè÷èíè B â ÷èñòîìó ñòàíi
÷è ïiñëÿ âèìiðþâàííÿ âåëè÷èíè A äà¹ òîé ñàìèé ðåçóëüòàò. Äëÿ
íåêîìóòàòèâíèõ A i B ðåçóëüòàòè áóäóòü ðiçíèìè.

Àêöåíòó¹ìî íà âàæëèâîñòi ïiäðàõóíêó (ôiêñóâàííi) êiëüêîñòi
ñèñòåì ki â ñòàíi ai ïiñëÿ ïðîåêòóâàííÿ. Ïîÿñíèìî öå íà ïðèêëàäi
ïðîåêòóâàííÿ íà äâà ñòàíè |a1〉 i |a2〉. ßêùî ïiäðàõóâàòè êiëüêiñòü
ñèñòåì ó öèõ ñòàíàõ, à ïîòiì çâåñòè ¨õ â îäíó ñèñòåìó, òî îòðèìà-
¹ìî ¨¨ â çìiøàíîìó ñòàíi ç ìàòðèöåþ ãóñòèíè

ρK =
1

k1 + k2
(k1|a1〉〈a1|+ k2|a2〉〈a2|) ,

òîáòî, â íåêîãåðåíòíié ñóïåðïîçèöi¨ ñòàíiâ |a1〉 i |a2〉.
ßêùî æ ïiñëÿ ïðîåêòóâàííÿ íå ðàõóâàòè êiëüêiñòü ñèñòåì ó

êîæíîìó ñòàíi, à çíîâó çâåñòè ¨õ â îäíó ñèñòåìó, òî âîíà áóäå â
ñòàíi

|ϕ〉 =
(P1 + P2) |ψ〉√
〈ψ| (P1 + P2) |ψ〉

=
〈a1|ψ〉|a1〉+ 〈a2|ψ〉|a2〉√
|〈a1|ψ〉|2 + |〈a2|ψ〉|2

,

ÿêèé ¹ êîãåðåíòíîþ ñóïåðïîçèöi¹þ ñòàíiâ |a1〉 i |a2〉, òîáòî, ÷èñòèì
ñòàíîì. Âèêîðèñòàííÿ â îñòàííüîìó âèðàçi íå äâîõ, à âñiõ âëàñíèõ
ñòàíiâ îïåðàòîðà A ïðèçâîäèòü äî ðîçêëàäó ïî÷àòêîâîãî ñòàíó
çà öèìè ñòàíàìè. Àëå ïðè öüîìó íå âiäáóëîñÿ âèìiðþâàííÿ! Öå
çíà÷èòü, ùî ó âèìiðþâàííi ñóòò¹âèì ¹ ïiäðàõóíîê (ôiêñóâàííÿ)
êiëüêîñòi ñèñòåì ó êîæíîìó âëàñíîìó ñòàíi ïiä ÷àñ ôîðìóâàííÿ
çìiøàíîãî ñòàíó ïiñëÿ âèìiðþâàííÿ. Ïåðåõiä iç ÷èñòîãî ñòàíó â
çìiøàíèé ¹ íåóíiòàðíèì ïåðåõîäîì.
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Åêñïåðèìåíòàëüíî ïðîöåñ ïðîåêòèâíîãî âèìiðþâàííÿ ðîçäiëÿ-
¹òüñÿ íà äâà: ñïåêòðàëüíå ðîçäiëåííÿ ñòàíiâ, ÿêå çäiéñíþ¹òüñÿ
àíàëiçàòîðîì i íà äåòåêòóâàííÿ, ÿêå âèêîíó¹ äåòåêòîð. Ñàìå äå-
òåêòóâàííÿ âïëèâà¹ íåçâîðîòíî íà ñèñòåìó i ôiêñó¹ ¨¨ â ïåâíîìó
ñòàíi [7], ùî i ïðèçâîäèòü äî ôîðìóâàííÿ çìiøàíèõ ñòàíiâ.

Ó ïiäõîäi ìàòðèöi ãóñòèíè ïðîåêòèâíèé ïîñòóëàò ôîðìóëþ-
¹òüñÿ òàê: (ñåëåêòèâíå) ïðîåêòèâíå âèìiðþâàííÿ ç (îäíîâèìið-
íèì ÷è ëiíiéíèì) îïåðàòîðîì ïðîåêòóâàííÿ Pak ç éìîâiðíiñòþ
p(ak)=Sp(Pakρ) ïåðåâîäèòü ñèñòåìó iç ñòàíó ρ ó ñòàí

ρ′ =
PakρPak

Sp(Pakρ)
.

Íåõàé ïî÷àòêîâèé ñòàí áóâ ÷èñòèì i ó âèìiðþâàëüíîìó áàçèñi
îïèñóâàíèé ìàòðèöåþ ãóñòèíè ρ = |ψ〉〈ψ| =

∑N
i,j=1 cic

∗
j |ai〉〈aj |.

Ïiñëÿ âèìiðþâàííÿ âií ïåðåéøîâ ó ÷èñòèé ñòàí

ρ′ =
|ck|2|ak〉〈ak|
|ck|2

= |ak〉〈ak|.

ßêùî ïî÷àòêîâèé ñòàí ¹ íåêîãåðåíòíîþ ñóìiøøþ ñòàíiâ âèìiðþ-
âàëüíîãî áàçèñó ρ =

∑N
i=1wi|ai〉〈ai|, òî òàêå æ âèìiðþâàííÿ ïðè-

çâåäå äî òîãî æ ðåçóëüòàòó

ρ′ =
wk|ak〉〈ak|

wk
= |ak〉〈ak|.

Ïðîåêòóâàííÿ íà ïiäïðîñòið ñòàíiâ {|a1〉, |a2〉}, òîáòî, âèìiðþâàí-
íÿ ç ïðîåêöiéíèì îïåðàòîðîì P=Pa1+Pa2 çíîâó ïåðåâîäèòü ïî-
÷àòêîâî ÷èñòèé ñòàí ó ÷èñòèé

ρ′ =
(c1|a1〉+ c2|a2〉)(c∗1〈a1|+ c∗2〈a2|)

|c1|2 + |c2|2
,

òîäi ÿê ïî÷àòêîâî çìiøàíèé ñòàí ρ =
∑

iwi|ai〉〈ai| âæå ïåðåõîäèòü
ó çìiøàíèé

ρ′ =
w1|a1〉〈a1|+ w2|a2〉〈a2|

w1 + w2
. (1.37)

Îäíàê, ÿêùî ïðîåêòóâàòè ÷èñòèé ñòàí íà êîæåí ñòàí |a1〉, |a2〉
çîêðåìà, òîáòî, ôiêñóâàòè ¨õ îêðåìî, òî ÷àñòèíà ÷èñòîãî àíñàì-
áëþ ïðîïîðöiéíà (÷è ñèñòåìà ç éìîâiðíiñòþ)

Sp (Pa1 |ψ〉〈ψ|Pa1 + Pa2 |ψ〉〈ψ|Pa2) = |〈a1|ψ〉|2 + |〈a2|ψ〉|2
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ïåðåéäå ó çìiøàíèé ñòàí

ρ′ =
Pa1 |ψ〉〈ψ|Pa1+Pa2 |ψ〉〈ψ|Pa2

Sp (Pa1 |ψ〉〈ψ|Pa1+Pa2 |ψ〉〈ψ|Pa2)

=
|〈a1|ψ〉|2|a1〉〈a1|+|〈a2|ψ〉|2|a2〉〈a2|

|〈a1|ψ〉|2+|〈a2|ψ〉|2
.

ßêùî æ ïî÷àòêîâèé ñòàí áóâ çìiøàíèé ρ=
∑

iwi|ai〉〈ai|, òî ïi-
ñëÿ âèìiðþâàííÿ ç éìîâiðíiñòþ w1+w2, îòðèìà¹ìî çìiøàíèé ñòàí
(1.37), òîé ñàìèé, ùî i ïiä ÷àñ ïðîåêòóâàííÿ íà ïiäïðîñòið {|a1〉, |a2〉}.

Îñòàííi âèðàçè ëåãêî óçàãàëüíèòè íà òàêå æ âèìiðþâàííÿ äî-
âiëüíî¨ ÷àñòèíè ñïåêòðà (÷è âñüîãî ñïåêòðà) îïåðàòîðà A: ÷àñòèíà
àíñàìáëþ ïðîïîðöiéíà äî (÷è îêðåìà éîãî ñèñòåìà ç éìîâiðíiñòþ)
p = Sp (

∑
k PakρPak) ïåðåéäå ó ñòàí

ρ→ ρ′ =

∑
k PakρPak

Sp (
∑

k PakρPak)
, (1.38)

äå ñóìè áåðóòüñÿ ïî âiäïîâiäíié ÷àñòèíi (÷è âñüîìó) ñïåêòðó.
Íåõàé ñèñòåìà ïî÷àòêîâî ïåðåáóâà¹ â îäíîìó ç âëàñíèõ ñòàíiâ

|ci〉 äåÿêî¨ âåëè÷èíè C. Ïiñëÿ âèìiðþâàííÿ âñiõ âëàñíèõ çíà÷åíü
ñïîñòåðåæóâàíî¨ B, íåñóìiñíî¨ ç C, ñèñòåìà ïåðåéäå â ñòàí

ρ =
∑
k

Pbk |ci〉〈ci|Pbk =
∑
k

|〈bk|ci〉|2|bk〉〈bk|.

Âèìiðÿ¹ìî òåïåð âëàñíå çíà÷åííÿ aj ñïîñòåðåæóâàíî¨ A, íåñóìi-
ñíî¨ ç B. Âåëè÷èíà

p(ci, aj)=Sp(ρPaj )=
∑
k

|〈aj |bk〉|2|〈bk|ci〉|2=
∑
k

|〈aj |Pbk |ci〉|
2(1.39)

âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó ñèñòåìè çi ñòàíó |ci〉 â ñòàí |aj〉 ó
ïðîöåñi ç ïðîìiæíèì âèìiðþâàííÿì âñüîãî ñïåêòðà ñïîñòåðåæó-
âàíî¨ B. Áåç ïðîìiæíîãî âèìiðþâàííÿ éìîâiðíiñòü öüîãî ïåðåõîäó
âèçíà÷àëàñÿ á çà ïðàâèëàìè

〈ci|Paj |ci〉 = |〈aj |ci〉|2 ÷è Sp
(
Paj |ci〉〈ci|Paj

)
= |〈aj |ci〉|2.

Óâiâøè îïåðàòîð, ùî îïèñó¹ ïðîìiæíå âèìiðþâàííÿ Pb, i îïå-
ðàòîð íåñåëåêòèâíîãî âèìiðþâàííÿ Maj (b) (äèâ. [5])
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Pb =
N∑
k=1

eiφ(bk)|bk〉〈bk|, Maj (b) = PajPb, (1.40)

äå φ(bk) � öiëêîì âèïàäêîâà ôàçà, ÿêî¨ íàáóâà¹ âåêòîð ñòàíó |bk〉
ïðè éîãî äåòåêòóâàííi, éìîâiðíiñòü p(ci, aj) (1.39) ìîæíà îá÷èñëè-
òè çà ïðàâèëàìè îäíîãî âèìiðþâàííÿ, òîáòî,

p(ci, aj) = 〈ci|M†
aj (b)Maj (b)|ci〉 = 〈ci|P†bPajPb|ci〉

=
∑
k1,k2

e−iφ(bk1
)eiφ(bk2

)〈ci|bk1〉〈bk1 |aj〉〈aj |bk2〉〈bk2 |ci〉

=
∑
k

〈ci|bk〉〈bk|aj〉〈aj |bk〉〈bk|ci〉 =
∑
k

|〈aj |Pbk |ci〉|
2

÷è
p(ci, aj) = Sp

(
Maj (b)|ci〉〈ci|M†

aj (b)
)

= Sp
(
PajPb|ci〉〈ci|P

†
bPaj

)
=
∑
k

|〈aj |Pbk |ci〉|
2

ïðèéíÿâøè, ùî ñóìà õàîòè÷íèõ ôàç e−iφ(bk1
)+iφ(bk2

) = δk1k2 [5].
Îïåðàòîðè Pb ¹ óíiòàðíèìè, à íå ïðîåêöiéíèìè, ÿê ìîãëî á

çäàòèñÿ íà ïåðøèé ïîãëÿä

P
†
b 6= Pb, P2

b 6= Pb, P
†
bPb = PbP

†
b = Pb = I.

Îïèñàíi íåñåëåêòèâíi âèìiðþâàííÿ (1.39), (1.40) ¹ êîìïîçèöi-
¹þ óíiòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ òà ïðîåêöiéíîãî âèìiðþâàííÿ. Òîìó
â êâàíòîâié ôiçèöi ðîçãëÿäàþòü i âèìiðþâàííÿ çàãàëüíîãî âèäó
[10, 11], ùîäî ÿêèõ ïðîåêöiéíi ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì. Òàêi âèìi-
ðþâàííÿ â ïðîñòîði ñòàíiâ çîáðàæàþòüñÿ îïåðàòîðàìè âèìiðþâà-

ííÿ {Mm}, äå iíäåêñ m ïîçíà÷à¹ ðåçóëüòàò, éìîâiðíiñòü îòðèìàòè
ÿêèé îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëîþ

p(m) = 〈ψ|M†
mMm|ψ〉. (1.41)

Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ êiíöåâèé ñòàí ïiñëÿ âèìiðþâàííÿ ìîæíà âè-
çíà÷èòè ïîäiáíî ÿê ó ïðîåêòèâíîìó âèìiðþâàííi

|ψ〉 → Mm|ψ〉√
〈ψ|M†

mMm|ψ〉
. (1.42)
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Îïåðàòîðè âèìiðþâàííÿ çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ïîâíîòè∑
m

M†
mMm = I,

òîáòî, ñóìà iìîâiðíîñòåé óñiõ ðåçóëüòàòiâ äîðiâíþ¹ îäèíèöi∑
m

p(m) =
∑
m

〈ψ|M†
mMm|ψ〉 = 1.

Ñåëåêòèâíå âèìiðþâàííÿ ç îïåðàòîðîì Mm ñèñòåìè, ùî îïè-
ñó¹òüñÿ ìàòðèöåþ ãóñòèíè ρ, äà¹ çíà÷åííÿ m ç éìîâiðíiñòþ p(m)
i ïðè öüîìó ïåðåâîäèòü ¨¨ ó ñòàí

ρ′ =
MmρM†

m

Sp
(
MmρM†

m

) , p(m) = Sp
(
MmρM†

m

)
. (1.43)

Âèìiðþâàííÿ óñiõ çíà÷åíü {m} ïåðåâåäå ñèñòåìó ó ñòàí

ρ′ =
∑
m

MmρM†
m. (1.44)

Ñàìå çà ïðàâèëàìè (1.43) ìîæíà çíàéòè ïåðåõiä ó êiíöåâèé ñòàí
ïiñëÿ íåñåëåêòèâíîãî âèìiðþâàííÿ, âèáðàâøè Mm = Maj (b).

Äåõòî ç àâòîðiâ (íàïð. [11]) ôîðìóëþ¹ ïîñòóëàò ïðî âèìiðþ-
âàííÿ íà îñíîâi óçàãàëüíåíèõ îïåðàòîðiâ âèìiðþâàííÿ {Mm}, à
íå ïðîåêöiéíèõ îïåðàòîðiâ {Pm}. Çàãàëüíå âèìiðþâàííÿ ìîæíà
çîáðàçèòè ïîñëiäîâíiñòþ óíiòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ i ïðîåêòèâíîãî
âèìiðþâàííÿ â ñêëàäåíié ñèñòåìi (äèâ., íàïð. [6, 11]).

Ïðîåêöiéíi âèìiðþâàííÿ ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì âèìiðþâàíü
(1.41), (1.42). Ïðîåêöiéíi îïåðàòîðè ìàþòü âëàñòèâîñòi P†m = Pm

i Pm1Pm2 = Pm1δm1m2 , ÿêi îçíà÷àþòü îðòîãîíàëüíiñòü i âèðà-
æàþòü ¨õíþ âiäòâîðþâàíiñòü. Òîáòî, ïîâòîðíå ïðîåêöiéíå âèìi-
ðþâàííÿ äàñòü òîé ñàìèé ðåçóëüòàò, ùî i ïîïåðåäí¹, òîäi ÿê âè-
ìiðþâàííÿ (1.41), (1.42) òàêî¨ âëàñòèâîñòi íå ìàþòü, îñêiëüêè â
çàãàëüíîìó âèïàäêó M2

m 6= Mm, âîíè òàêîæ íå ¹ îðòîãîíàëüíèìè
Mm1Mm2 6= Mm1δm1m2 .

Íåõàé çàäàíî íàáið {|ϕi〉} íîðìîâàíèõ, àëå íåîðòîãîíàëüíèõ
âåêòîðiâ ó ïðîñòîði ñòàíiâ äåÿêî¨ ñèñòåìè òàêèé, ùî äîâiëüíèé
âåêòîð ó íüîìó ìîæíà ðîçêëàñòè çà öèì íàáîðîì
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|ψ〉 =
∑
i

|ϕi〉〈ϕi|ψ〉,

òîáòî, öåé íàáið óòâîðþ¹ áàçèñ, ÿêèé ìîæå áóòè i ïåðåïîâíåíèé.
Îñòàííié âèðàç ìîæíà çàïèñàòè i ó òåðìiíàõ ïðîåêöiéíèõ îïåðà-
òîðiâ Πi = |ϕi〉〈ϕi|, ÿêi, îäíàê, íå ¹ îðòîãîíàëüíèìè:

Π2
i = Πi, Π†i = Πi, ΠiΠj = |ϕi〉〈ϕi|ϕj〉〈ϕj | 6= δijΠi

Ïðèíöèïîâî âàæëèâèì â iíôîðìàòèöi (íå òiëüêè êâàíòîâié)
¹ ìîæëèâiñòü çîáðàæàòè (çàïèñóâàòè, ïåðåäàâàòè) ñèìâîëè ïåâ-
íèìè ôiçè÷íèìè ñòàíàìè, ÿêi ìîæíà äîñòîâiðíî ðîçðiçíÿòè (ùîá
íå ïëóòàòè ñèìâîëè). Çðîçóìiëî, ùî â êâàíòîâié iíôîðìàòèöi äëÿ
öüîãî íåîáõiäíî âèêîðèñòîâóâàòè íàáîðè îðòîíîðìîâàíèõ ñòàíiâ,
ñïðàâäi, ÿêùî |ψi〉 ¹ îðòîíîðìîâàíèìè, òî ¨õ ëåãêî ðîçðiçíèòè çà
äîïîìîãîþ ïðîåêöiéíèõ îïåðàòîðiâ Pi = |ψi〉〈ψi|

〈ψj |Pi|ψj〉 = δij .

Äîñòîâiðíî ðîçðiçíèòè íåîðòîãîíàëüíi ñòàíè |ϕi〉 âèìiðþâàííÿì

〈ϕj |Πi|ϕj〉 = |〈ϕi|ϕj〉|2 ÷è 〈ϕj |Pi|ϕj〉 = |〈ψi|ϕj〉|2

íå âäà¹òüñÿ. Ïðè ìàëèõ âiäõèëåííÿõ âiä îðòîãîíàëüíîñòi, êîëè
|〈ϕi|ϕj〉|�1 ÷è |〈ψi|ϕj〉|�1 äëÿ i 6=j, áàãàòîêðàòíèì ïîâòîðåííÿì
ìîæíà äîñÿãòè ñòàòèñòè÷íî äîñòîâiðíîãî ðîçðiçíåííÿ.

Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ íå âäà¹òüñÿ ç'ÿñóâàòè, â ÿêèé ñòàí ïåðå-
õîäèòü ñèñòåìà ïiñëÿ âèìiðþâàííÿ, à òiëüêè çíàéòè éìîâiðíiñòü
ñòàíó, â ÿêîìó âîíà áóëà äî âèìiðþâàííÿ. Òàêi âèìiðþâàííÿ çî-
áðàæàþòüñÿ íåâiä'¹ìíî âèçíà÷åíèìè îïåðàòîðàìè Mm ç ïðàâè-
ëîì îá÷èñëåííÿ âêàçàíî¨ éìîâiðíîñòi:

p(m) = 〈ψ|Mm|ψ〉 ÷è p(m) = Sp (Mmρ) ,

ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
∑

mMm = I, òîáòî, äàþòü çìîãó çíà-
éòè éìîâiðíîñòi âñiõ ìîæëèâèõ ñòàíiâ, iíäåêñîâàíèõ âåëè÷èíîþm.
ÎïåðàòîðèMm íàçèâàþòü POVM�åëåìåíòàìè, à âåñü íàáiðMm�
POVM (Positive Operator-Valued Measure), òîáòî, ïîçèòèâíîçíà÷-
íîþ îïåðàòîðíîþ ìiðîþ. Çàãàëüíi âèìiðþâàííÿ (1.41), (1.42) òà-
êîæ ìîæíà âiäíåñòè äî POVM, ÿêùî îçíà÷èòè Mm = M†

mMm.
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Çàãàëüíå êâàíòîâå âèìiðþâàííÿ íà ïiäñèñòåìi À ñêëàäåíî¨ ñè-
ñòåìè îïèñóþòü îïåðàòîðîì Mm⊗I, ÿêèé çãiäíî (1.43) iç éìîâið-
íiñòþ Sp((Mm⊗I)ρ(M†

m⊗I)) ïåðåâîäèòü ìàòðèöþ ãóñòèíè ρ â

ρ′ =
(Mm⊗I)ρ(M†

m⊗I)

Sp((Mm⊗I)ρ(M†
m⊗I))

=
(Mm⊗I)ρ(M†

m⊗I)

SpA(MmρAM†
m)

.

Çâiäñè ëåãêî îòðèìàòè

ρ′A =
MmρAM†

m

SpA(M†
mMmρA)

,

òîáòî, ðåçóëüòàòè âèìiðþâàííÿ ïiäñèñòåìè ñêëàäåíî¨ ñèñòåìè ìî-
æíà îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ ¨¨ ðåäóêîâàíî¨ ìàòðèöi ãóñòèíè. Çà-
ïëóòóâàííÿ ç îòî÷åííÿì ïðèçâîäèòü äî çìiøóâàííÿ ñòàíiâ ñèñòå-
ìè, òîìó ðîçðiçíÿòè ¨õ ìîæíà òiëüêè â ñòàòèñòè÷íîìó ñåíñi.

Äîêëàäíiøå ç êâàíòîâèìè âèìiðþâàííÿìè ìîæíà îçíàéîìèòè-
ñÿ ó ïðàöÿõ [5, 6, 10, 11].

1.9 Íåóíiòàðíi ïåðåòâîðåííÿ âiäêðèòèõ ñèñòåì

Ãîëîâíîþ ïåðåäóìîâîþ ôóíêöiîíóâàííÿ êâàíòîâîãî êîìï'þòåðà ¹
óíiòàðíiñòü åâîëþöi¨ ñòàíiâ êâàíòîâîãî ðåãiñòðó, ÿêà çàáåçïå÷ó¹-
òüñÿ òiëüêè ïîâíîþ éîãî içîëÿöi¹þ. Òàêà içîëÿöiÿ íåäîñÿæíà, òî-
ìó òðåáà äîñëiäèòè ìîæëèâiñòü âèêîíàííÿ êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü
çà óìîâè êâàíòîâîãî øóìó, ñïðè÷èíåíîãî âïëèâîì îòî÷åííÿ. Öå
çðó÷íî ðîáèòè ìåòîäîì êâàíòîâèõ ïåðåòâîðåíü, ÿêèé ñòâîðåíî
äëÿ îïèñó íåóíiòàðíî¨ åâîëþöi¨ ïiäñèñòåì âåëèêî¨ ñèñòåìè.

ßêùî içîëüîâàíà ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â ÷èñòîìó àáî çìiøàíîìó
ñòàíi, òî ¨¨ åâîëþöiþ îïèñóþòü óíiòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿì, i â íié
ìîæëèâi ïðîåêòèâíi âèìiðþâàííÿ.

Íåõàé ôiçè÷íà ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ïiäñèñòåì: îñíîâ-
íî¨ ñèñòåìè (S) i îòî÷åííÿ (env). �¨ ñòàíè îïèñóþòü ó òåðìiíàõ
ìàòðèöi ãóñòèíè. Ó ðàçi óíiòàðíî¨ åâîëþöi¨ (çà ñêií÷åííèé ïðî-
ìiæîê ÷àñó) öiëî¨ ñèñòåìè (îñíîâíà+îòî÷åííÿ) ìàòðèöÿ ãóñòèíè
îñíîâíî¨ ñèñòåìè çàçíà¹ êâàíòîâèõ ïåðåòâîðåíü

ρ′ = E(ρ),
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ÿêi çà âiäñóòíîñòi îòî÷åííÿ çâîäÿòüñÿ äî óíiòàðíèõ ïåðåòâîðåíü:

E(ρ) = UρU†.

Óíiòàðíèé õàðàêòåð åâîëþöi¨ îñíîâíî¨ ñèñòåìè çáåðiãà¹òüñÿ i òî-
äi, êîëè â ïðîöåñi ïåðåòâîðåííÿ ïiäñèñòåìè íå âçà¹ìîäiþòü. ßêùî
ïî÷àòêîâèé ñòàí öiëî¨ ñèñòåìè áóäå ρ=ρS⊗ρenv, i îïåðàòîð óíiòàð-
íîãî ïåðåòâîðåííÿ U=US⊗Uenv, òî ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ îñíîâíà
ñèñòåìà ïåðåéäå â ñòàí:

ρ′S = E(ρS) = Spenv(UρU†)

= USρSU†S Spenv(UenvρenvU
†
env) = USρSU†S .

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè ïî÷àòêîâèé ñòàí ñèñòåìè îïè-
ñóþòü îïåðàòîðîì ãóñòèíè ρ=ρS⊗|e〉〈e|, äå |e〉〈e| � (÷èñòèé íîð-
ìîâàíèé) ïî÷àòêîâèé ñòàí îòî÷åííÿ, à |ek〉 � áàçèñíi âåêòîðè â
ïðîñòîði ñòàíiâ îòî÷åííÿ. Òîäi óíiòàðíà åâîëþöiÿ ïðè âçà¹ìîäi¨
îñíîâíî¨ ñèñòåìè ç îòî÷åííÿì çóìîâèòü êâàíòîâå ïåðåòâîðåííÿ
îñíîâíî¨ ñèñòåìè, ÿêå îïèñóþòü ñóïåðîïåðàòîðîì ÷è çîáðàæåí-

íÿì îïåðàòîðíîþ ñóìîþ (çîáðàæåííÿì Êðàóñà):

ρ′S = E(ρS) = Spenv
(
U(ρS ⊗ |e〉〈e|)U†

)
=
∑
k

〈ek|U(ρS ⊗ |e〉〈e|)U†|ek〉 =
∑
k

EkρSE†k, (1.45)

äå
Ek = 〈ek|U|e〉 � (1.46)

åëåìåíòè ïåðåòâîðåííÿ E(ρS) � ìàòðèöi â ïðîñòîði ñòàíiâ îñíîâ-
íî¨ ñèñòåìè, îòðèìàíi ÿê ñåðåäíi çà âåêòîðàìè ñòàíó îòî÷åííÿ âiä
ìàòðèöi óíiòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ âñi¹¨ ñèñòåìè. ßêùî ïiñëÿ äi¨ íà
âñþ ñèñòåìó îïåðàòîðà óíiòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ çðîáèòè óíiòàðíå
ïåðåòâîðåííÿ òiëüêè ñòàíiâ îòî÷åííÿ, òîáòî, ïîäiÿòè íà ñòàíè âñi-
¹¨ ñèñòåìè îïåðàòîðîì IS⊗V, òî åëåìåíòè �íîâîãî� ïåðåòâîðåííÿ
áóäóòü ïîâ'ÿçàíi ç åëåìåíòàìè �ñòàðîãî� ñïiââiäíîøåííÿì:

Fk = 〈ek|(IS ⊗V)U|e〉 = 〈ek|IS ⊗V
∑
j

|ej〉〈ej |U|e〉

=
∑
j

〈ek|V|ej〉〈ej |U|e〉 =
∑
j

VkjEj . (1.47)
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Îñêiëüêè óíiòàðíå ïåðåòâîðåííÿ V îòî÷åííÿ íå çà÷iïà¹ îñíîâíî¨
ñèñòåìè, òîáòî, íå âïëèâà¹ íà êâàíòîâå ïåðåòâîðåííÿ, ùî âæå âiä-
áóëîñÿ, òî öå îçíà÷à¹, ùî îäíå é òå æ ïåðåòâîðåííÿ E(ρ) ìîæíà
îïèñàòè ðiçíèìè îïåðàòîðíèìè ñóìàìè ç ðiçíèìè åëåìåíòàìè ïå-
ðåòâîðåííÿ (íåîäíîçíà÷íiñòü çîáðàæåííÿ îïåðàòîðíîþ ñóìîþ).
Òàêå æ ñïiââiäíîøåííÿ (1.47) ìîæíà îòðèìàòè, ïåðåéøîâøè äî
iíøîãî áàçèñó îòî÷åííÿ 〈ek|=

∑
i V
∗
ik〈e′i|. Iíàêøå ìîæíà ñêàçàòè,

ùî äâà êâàíòîâi ïåðåòâîðåííÿ F i E ðiâíi ìiæ ñîáîþ (F = E),
ÿêùî ¨õíi åëåìåíòè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1.47).

Ç óíiòàðíîñòi îïåðàòîðà U âèïëèâà¹ ñïiââiäíîøåííÿ ïîâíîòè
äëÿ åëåìåíòiâ ïåðåòâîðåííÿ

∑
k E†kEk = I. Òàêi ïåðåòâîðåííÿ íà-

çèâàþòü êâàíòîâèìè ïåðåòâîðåííÿìè, ùî çáåðiãàþòü ñëiä. Çà-
ãàëüíå êâàíòîâå âèìiðþâàííÿ (1.44) òàêîæ ¹ âàðiàíòîì êâàíòîâîãî
ïåðåòâîðåííÿ, ùî çáåðiãà¹ ñëiä.

Îïåðàòîð ãóñòèíè ρ′, îòðèìàíèé ïiñëÿ êâàíòîâîãî ïåðåòâîðå-
ííÿ, ùî çáåðiãà¹ ñëiä, çàäîâîëüíÿ¹ âñi óìîâè, ÿêùî ¨õ çàäîâîëüíÿ¹
îïåðàòîð ãóñòèíè ρ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó:

1) åðìiòîâiñòü ρ′†S =
∑
k

Ekρ
†
SE†k =

∑
k

EkρSE†k = ρ′S ,

2) îäèíè÷íèé ñëiä SpSρ
′
S = SpS

(∑
k

EkρSE†k

)
= 1,

3) äîäàòíiñòü S〈ψ|ρ′S |ψ〉S =
∑
k

(S〈ψ|Ek)ρS(E†k|ψ〉S) ≥ 0. (1.48)

Íåõàé ïiñëÿ óíiòàðíî¨ åâîëþöi¨ çà ñêií÷åííèé ïðîìiæîê ÷à-
ñó ìè ïðîâåëè ñåëåêòèâíå âèìiðþâàííÿ çà äîïîìîãîþ ïðîåêòîðà
Pk=|ek〉〈ek| íà ñòàíè îòî÷åííÿ:

Spenv
(

(IS ⊗Pk)U(ρS ⊗ |e〉〈e|)U†(IS ⊗Pk)
)

= 〈ek|U(ρS ⊗ |e〉〈e|)U†|ek〉 = EkρSE†k,

ÿêå çàôiêñóâàëî îñíîâíó ñèñòåìó ç éìîâiðíiñòþ p(k) â ñòàíi (íîð-
ìîâàíîìó):

(ρ′S)k =
EkρSE†k

SpS
(
EkρSE†k

) , p(k) = SpS
(
EkρSE†k

)
.
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Öå äà¹ çìîãó òðàêòóâàòè âèðàç (1.45) äëÿ ðåäóêîâàíî¨ ìàòðèöi,
îòðèìàíî¨ â ðåçóëüòàòi òàêèõ âèìiðþâàíü,

ρ′S = E(ρS) =
∑
k

EkρSE†k =
∑
k

p(k)(ρ′S)k

ÿê âèïàäêîâó (ç éìîâiðíiñòþ p(k)) çàìiíó ñòàíó ρS îñíîâíî¨ ñè-
ñòåìè íà ñòàí (ρ′S)k ïiä âïëèâîì îòî÷åííÿ, ùî äóæå ñõîæå ç äi¹þ
øóìó íà êëàñè÷íi iíôîðìàöiéíi êàíàëè. Òîìó êâàíòîâi ïåðåòâîðå-
ííÿ, ÿêi îïèñóþòü ïðîöåñè êâàíòîâîãî øóìó, â êâàíòîâié iíôîð-
ìàòèöi íàçèâàþòü êâàíòîâèìè êàíàëàìè ç øóìîì.

Âèùå ìè ðîçãëÿäàëè âèïàäîê ÷èñòîãî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó îòî-
÷åííÿ, òåïåð ç'ÿñó¹ìî, ÿê ìîäèôiêó¹òüñÿ çîáðàæåííÿ îïåðàòîðíîþ
ñóìîþ äëÿ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó öiëî¨ ñèñòåìè âèäó ρS ⊗ρenv. Çàïè-
øåìî âèðàç äëÿ ìàòðèöi ãóñòèíè îòî÷åííÿ â ¨¨ âëàñíîìó çîáðà-
æåííi ρenv=

∑
j λj |λj〉〈λj |, λj > 0,

∑
j λj=1. Êâàíòîâå ïåðåòâî-

ðåííÿ îñíîâíî¨ ñèñòåìè ïðè óíiòàðíié åâîëþöi¨ öiëî¨ i çàãàëüíîãî
âèìiðþâàííÿ âñi¹¨ ñèñòåìè Mm ìîæíà âèðàçèòè:

(ρ′S)m=Em(ρS)=Spenv
(
MmU(ρS⊗ρenv)U†M†

m

)
=
∑
jk

E
(m)
jk ρSE

(m)†
jk ,

äå
E

(m)
jk =

√
λj〈ek|MmU|λj〉 � (1.49)

åëåìåíòè ïåðåòâîðåííÿ Em. ßêùî æ âèìiðþâàííÿ íå ïðîâîäèòüñÿ,
òî Mm=I, i òîäi îòðèìà¹ìî êâàíòîâå ïåðåòâîðåííÿ, çóìîâëåíå
òiëüêè âçà¹ìîäi¹þ ìiæ ïiäñèñòåìàìè. Êiëüêiñòü âëàñíèõ âåêòî-
ðiâ ìàòðèöi ãóñòèíè îòî÷åííÿ çàâæäè ìåíøà àáî ðiâíà âèìiðíîñòi
éîãî ïðîñòîðó ñòàíiâ Nenv, à âèìiðíiñòü îñíîâíî¨ ñèñòåìè òàêîæ
çàâæäè ñêií÷åííà, òîìó iíäåêñè â (1.49) ìîæíà ïåðåâïîðÿäêóâàòè
òàê, ùî öåé âèðàç íàáåðå âèãëÿäó (1.46), òîáòî, äâà iíäåêñè j, k
çàìiíèòè îäíèì. Öå ùå îäíå ñâiä÷åííÿ íåîäíîçíà÷íîñòi çîáðàæå-
ííÿ êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ îïåðàòîðíîþ ñóìîþ, ÿêà ¹ íàñëiä-
êîì òîãî, ùî ðiçíi ôiçè÷íi ìåõàíiçìè âïëèâó îòî÷åííÿ ìîæóòü
ïðèçâîäèòè äî îäíîãî é òîãî æ êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ îñíîâíî¨
ñèñòåìè, à, îòæå, íåñóòò¹âî, ÿêèì ¹ ïî÷àòêîâèé ñòàí îòî÷åííÿ �
÷èñòèì ÷è çìiøàíèì. Òîìó, àíàëiçóþ÷è åôåêòè êâàíòîâîãî øóìó,
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íåìà ïîòðåáè äîñëiäæóâàòè ïðè÷èíè i ìåõàíiçìè âïëèâó, à äî-
ñèòü ç'ÿñóâàòè âñi íàñëiäêè ¨õíüî¨ äi¨ íà îñíîâíó ñèñòåìó, òîáòî,
âñòàíîâèòè âñi ìîæëèâi êâàíòîâi ïåðåòâîðåííÿ îñíîâíî¨ ñèñòåìè i
ñòâîðèòè åôåêòèâíi ìåõàíiçìè äëÿ ¨õíüîãî óñóâàííÿ.

Óñiõ êâàíòîâèõ ïåðåòâîðåíü ¹ ñêií÷åííà êiëüêiñòü (óíàñëiäîê
ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ñòàíiâ îñíîâíî¨ ñèñòåìè) i öiêàâèì ¹ ïèòàííÿ
ïðî òå, ÿêî¨ ìiíiìàëüíî¨ âèìiðíîñòi ìà¹ áóòè ïðîñòið ñòàíiâ îòî÷å-
ííÿ, ùîáè ïðè óíiòàðíîìó ïåðåòâîðåííi öiëî¨ ñèñòåìè â îñíîâíié
ñèñòåìi ìîæíà áóëî ðåàëiçóâàòè âñi êâàíòîâi ïåðåòâîðåííÿ? Âè-
ÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ Ek

íå ïåðåâèùó¹ N2 (N � âèìiðíiñòü ïðîñòîðó ñòàíiâ îñíîâíî¨ ñè-
ñòåìè), òîáòî âèìiðíiñòü ïðîñòîðó ñòàíiâ îòî÷åííÿ, ÿêå âèêëèêà¹
âñi êâàíòîâi ïåðåòâîðåííÿ â îñíîâíié ñèñòåìi ïðè óíiòàðíîìó ïå-
ðåòâîðåííi öiëî¨ ñèñòåìè, íå ïåðåâèùó¹ N2 (äèâ., íàïð. [11]). Öå
i çðîçóìiëî, áî êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìàòðèöi ãóñòèíè N�âèìiðíîãî
ïðîñòîðó ñòàíiâ äîðiâíþ¹ N2.

Öåé âèñíîâîê ìîæå çäàòèñÿ äèâíèì, îñêiëüêè âèðàç (1.46) ìî-
æíà çàïèñàòè çà äîïîìîãîþ áàçèñíèõ âåêòîðiâ îòî÷åííÿ:

Ek = 〈ek|U|e〉 =

Nenv∑
j=1

cj〈ek|U|ej〉 =

Nenv∑
j=1

cjEkj ,

äå êiëüêiñòü óñiõ åëåìåíòiâ Ekj äîðiâíþ¹ N2
env i çíà÷íî ïåðåâè-

ùó¹ N2, îäíàê, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî áiëüøiñòü iç íèõ äîðiâíþ¹ íóëþ i
ñóòò¹âî ðiçíèõ ìiæ íèìè ¹ íå áiëüøå, àíiæ N2.



Ðîçäië 2

Êâàíòîâi áiòè. Ìîäåëü ñïiíó s=1/2

Îñíîâíèì àëôàâiòîì, ÿêèé âèêîðèñòîâóþòü ó êëàñè÷íié iíôîð-
ìàòèöi ¹ äâiéêîâèé àëôàâiò, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ �áóêâ� 0 i 1,
ÿêi i óòâîðþþòü îäèí áiò iíôîðìàöi¨. Ôiçè÷íî âií ðåàëiçó¹òüñÿ
ñèñòåìîþ, ùî ìîæå ïåðåáóâàòè â äâîõ ñòiéêèõ ñòàíàõ, ÿêi ëåãêî
ðîçðiçíèòè. Ìiêðîñêîïi÷íèé, ñóòò¹âî êâàíòîâèé àíàëîã òàêî¨ ñè-
ñòåìè, ùî ìîæå ïåðåáóâàòè â äâîõ (âiäíîñíî) ñòiéêèõ ñòàíàõ |0〉 i
|1〉, à òàêîæ ó ñóïåðïîçèöiéíîìó ñòàíi

|ψ〉 = c0 |0〉+ c1 |1〉 , c0, c1 ∈ C (2.1)

íàçèâà¹òüñÿ êâàíòîâèì áiòîì. Ñêîðî÷åíî áóäåìî íàçèâàòè éîãî
êâàáiòîì, õî÷à ÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòü òåðìií êóáiò. Äëÿ äîñòî-
âiðíîãî ðîçðiçíåííÿ çîáðàæóâàíèõ ñèìâîëiâ ñòàíè êâàáiòà ïîâèííi
áóòè îðòîãîíàëüíèìè.

Îòæå, êâàíòîâèé áiò � öå äâîðiâíåâà êâàíòîâà ñèñòåìà, ñòàíà-

ìè ÿêî¨ ìîæíà êåðóâàòè.

Äâîâèìiðíèé ïðîñòið êâàáiòàH ìiñòèòü êîíòèíóóì ñòàíiâ (2.1),
òîäi ÿê ïðîñòið êëàñè÷íîãî áiòà ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç äâîõ ñòàíiâ.

Ñóêóïíiñòü äîñòàòíüî âåëèêî¨ êiëüêîñòi ïîâ'ÿçàíèõ ìiæ ñîáîþ
êâàáiòiâ óòâîðþ¹ êâàíòîâèé ðåãiñòð.

Êîãåðåíòíó çìiíó ñòàíiâ êâàáiòiâ i, çàãàëîì, êâàíòîâèõ ðåãi-
ñòðiâ, âèêîíóþòü çà äîïîìîãîþ çîâíiøíiõ âïëèâiâ, çäåáiëüøîãî
÷àñîâîçàëåæíèõ êëàñè÷íèõ ïîëiâ, ÿêi, çà àíàëîãi¹þ ç êëàñè÷íèì
âèïàäêîì, íàçèâàþòü êâàíòîâèìè ëîãi÷íèìè åëåìåíòàìè (ÊËÅ)
÷è êâàíòîâèìè âåíòèëÿìè.

Êâàáiòàìè, êâàíòîâèìè ðåãiñòðàìè i ÊËÅ íàçèâàþòü ÿê ¨õí¹
çîáðàæåííÿ â ïðîñòîði ñòàíiâ, òàê i ôiçè÷íó ðåàëiçàöiþ.
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Ïîáóäîâà ôiçè÷íîãî ïðèñòðîþ, ÿêèé áè ðåàëiçóâàâ êâàíòîâèé
áiò, i áóâ ïðèäàòíèé äëÿ ôîðìóâàííÿ êâàíòîâèõ ðåãiñòðiâ, äîñòà-
òíüî âåëèêèõ äëÿ åôåêòèâíîãî ïåðåòâîðåííÿ iíôîðìàöi¨, ¹ ïðèí-
öèïîâîþ ïðîáëåìîþ êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü ñüîãîäíi.

Ìîäåëëþ, ÿêà äà¹ çìîãó îïèñàòè ôóíêöiîíóâàííÿ êâàíòîâèõ
ïðèñòðî¨â äëÿ ïåðåòâîðåííÿ iíôîðìàöi¨, ¹ ìîäåëü ñïiíó s=1/2. Äî
íå¨ ìîæíà çâåñòè áiëüøiñòü öiêàâèõ äëÿ êâàíòîâî¨ iíôîðìàòèêè
ôiçè÷íèõ ñèñòåì ÿê ìiêðîñêîïi÷íèõ, òàê i ìàêðîñêîïi÷íèõ, ÿêùî
îñòàííi âèÿâëÿþòü êâàíòîâi âëàñòèâîñòi, ÿê, íàïðèêëàä, íàäïðî-
âiäíi ñèñòåìè. Òàêi ìîäåëi íàçèâàþòü ïñåâäîñïiíîâèìè.

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ïðîñòèé êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèé îïèñ
áóäîâè êâàíòîâèõ áiòiâ, à òàêîæ ôîðìóâàííÿ îäíîêâàáiòîâèõ ÊËÅ
iìïóëüñàìè ãàðìîíi÷íîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ òà äâîêâàáiòîâèõ ÊËÅ,
ùî ôîðìóþòüñÿ òàêîæ çà äîïîìîãîþ ìiæñïiíîâî¨ âçà¹ìîäi¨.

2.1 Ìîäåëü ñïiíó s=1/2

Ñïiíîâèìè ìîäåëÿìè s=1/2 íàçèâàþòü ñèñòåìè ÷àñòèíîê çi ñïiíîì
s=1/2, êîîðäèíàòíi ÷àñòèíè õâèëüîâèõ ôóíêöié ÿêèõ ¹ ïîñòiéíè-
ìè àáî íåñóòò¹âèìè â àíàëiçîâàíèõ ïðîöåñàõ.

Ñïií s=1/2 îïèñóþòü òðüîìà ïðîñòîðîâèìè êîîðäèíàòàìè, îïå-
ðàòîðè ÿêèõ çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ

[sx, sy] = i~sz,

äå iíäåêñè (x, y, z) óòâîðþþòü öèêëi÷íó ïåðåñòàíîâêó. Åêñïåðè-
ìåíòàëüíî âñòàíîâëåíî, ùî sz êîìïîíåíòà ñïiíó ìîæå ìàòè âëàñíi
çíà÷åííÿ ~/2 i −~/2, âiäïîâiäíi âëàñíi âåêòîðè ïîçíà÷èìî |↑〉 i |↓〉.
Âèáðàâøè ¨õ çà áàçèñ ó ïðîñòîði ñòàíiâ ñïiíó H, äîâiëüíèé âåêòîð
ìîæíà óòâîðèòè ÿê ñóïåðïîçèöiþ

|ψ〉 = c↑ |↑〉+ c↓ |↓〉 .

Çîáðàçèìî öåé âåêòîð ÿê âåêòîð-ñòîâïåöü, ÿêèé äàëi ïîçíà÷àòè-
ìåìî

|ψ〉 =

[
c↑
c↓

]
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i íàçèâàòèìåìî ñïiíîðîì. Áàçèñíi âåêòîðè â ñïiíîðíîìó çîáðàæåí-
íi ìàþòü âèãëÿä:

|↑〉 =

[
1
0

]
, |↓〉 =

[
0
1

]
,

âîíè ¹ îðòîíîðìîâàíèìè. Â öüîìó áàçèñi îïåðàòîðè êîìïîíåíò
ñïiíó sα = ~σα/2 çîáðàæàþòü ìàòðèöÿìè Ïàóëi:

σx =

[
0 1
1 0

]
, σy =

[
0 −i
i 0

]
, σz =

[
1 0
0 −1

]
.

Öi ñàìîñïðÿæåíi îïåðàòîðè çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ:

(σα)2 =I2=

[
1 0
0 1

]
, σxσy=iσz, (x, y, z);

[
σα,σβ

]
+

= 2Iδα,β.

ßêùî ñïií ïåðåáóâà¹ ó âëàñíîìó ñòàíi |↑〉 îïåðàòîðà σz ç âëà-
ñíèì çíà÷åííÿì +1, òî ñòâåðäæóþòü, ùî ñïií ñïðÿìîâàíèé óçäîâæ
îñi z.

Ïîêàæåìî, ùî âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà

(~m~s)=
~
2

(~m~σ)=
~
2

[
cos θ e−iϕ sin θ

e+iϕ sin θ − cos θ

]
(2.2)

îïèñóþòü ñïií, çîði¹íòîâàíèé ó êîîðäèíàòíîìó ïðîñòîði âçäîâæ
(λ = +~/2) îäèíè÷íîãî âåêòîðà

~m = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ) (2.3)

àáî íàçóñòði÷ éîìó (λ= −~/2). Ó ñïiíîðíîìó çîáðàæåííi âëàñíi
âåêòîðè îïåðàòîðà (2.2) ìàþòü âèãëÿä:

λ+ = +
~
2
, |ψ+(~m)〉 =

[
cos θ2

e+iϕ sin θ
2

]
= cos

θ

2
|↑〉+e+iϕ sin

θ

2
|↓〉,

λ− = −~
2
, |ψ−(~m)〉=

[
−e−iϕ sin θ

2

cos θ2

]
=−e−iϕ sin

θ

2
|↑〉+ cos

θ

2
|↓〉. (2.4)

Ïîâîðîòîì íà êóò θ íàâêîëî îäèíè÷íîãî âåêòîðà (äèâ. ðèñ. 2.1)

~n = (− sinϕ, cosϕ, 0) (2.5)
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z

θ

m

φ
x

y

n

Ðèñ. 2.1: Ïîâîðîò îñi z äî íàïðÿìó âåêòîðà ~m

ó òðèâèìiðíîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði âåêòîð ~m′ = (0, 0, 1), ñïðÿ-
ìîâàíèé âçäîâæ îñi z, ñóìiùà¹òüñÿ ç âåêòîðîì ~m (2.3).

Ó ïðîñòîði ñòàíiâ ñïiíó s=1/2 ïîâîðîò ó òðèâèìiðíîìó êîîðäè-
íàòíîìó ïðîñòîði íà êóò θ íàâêîëî äîâiëüíîãî îäèíè÷íîãî âåêòîðà
~n îïèñó¹òüñÿ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì (òóò ïîêëàäåíî ~ = 1)

R(~n, θ) = e−iθ(~n~s) = e−i
θ
2

(~n~σ) = I cos
θ

2
− i(~n~σ) sin

θ

2
.

Ñïðÿæåíèé îïåðàòîð ìîæíà îòðèìàòè çàìiíîþ

R†(~n, θ) = R(~n,−θ) = R(−~n, θ).

Îïåðàòîð ïîâîðîòó íàâêîëî âåêòîðà (2.5) íà êóò θ çîáðàçèìî:

R(~n, θ) =

[
cos θ2 −e−iϕ sin θ

2

eiϕ sin θ
2 cos θ2

]
.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

R(~n, θ)

[
1
0

]
=

[
cos θ2

eiϕ sin θ
2

]
, R(~n, θ)

[
0
1

]
=

[
−e−iϕ sin θ

2

cos θ2

]
,

à òàêîæ

R(~n, θ)σzR(~n,−θ) = R(~n, θ)(~m′~σ)R(~n,−θ) = (~m~σ)



2.1 Ìàòðèöÿ ãóñòèíè îäíîãî ñïiíó 53

îñêiëüêè σz = (~m′~σ), äå ~m′ = (0, 0, 1).
Àêöåíòó¹ìî íà îäíié âëàñòèâîñòi òàêîãî ïåðåòâîðåííÿ ñïiíîðiâ

R(~n, 2π) = −I

ïðè ïîâîðîòi ñïiíó íà êóò 2π ñïiíîð çìiíþ¹ çíàê. Äëÿ îêðåìîãî
ñïiíó öåé åôåêò íåñïîñòåðåæóâàíèé óíàñëiäîê äîâiëüíîñòi ôàçî-
âîãî ìíîæíèêà, àëå â ñèñòåìi ñïiíiâ öÿ çìiíà çíàêà ¹ ñóòò¹âîþ.

Îòæå, ñòàí ñïiíó s=1/2 â éîãî ïðîñòîði ñòàíiâ H îäíîçíà÷íî
ïîâ'ÿçàíèé iç îäèíè÷íèì âåêòîðîì ó òðèâèìiðíîìó êîîðäèíàòíî-
ìó ïðîñòîði (âåêòîðîì Áëîõà). Ñôåðà, ÿêó óòâîðþþòü êiíöåâi òî÷-
êè öüîãî îäèíè÷íîãî âåêòîðà, íàçèâà¹òüñÿ ñôåðîþ Áëîõà. Ñôåðà
Áëîõà ¹ äóæå çðó÷íîþ iíòåðïðåòàöi¹þ ñòàíiâ îäíîãî ñïiíó, îäíàê
ïîäiáíî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ iíòåðïðåòàöi¨ äëÿ äâîõ i áiëüøå ñïiíiâ ïîáó-
äóâàòè íå âäà¹òüñÿ.

Òðåáà ïàì'ÿòàòè, ùî âåêòîð, ïîâ'ÿçàíèé iç ñïiíîì, ¹ òiëüêè
çðó÷íîþ iíòåðïðåòàöi¹þ ñïiíîðiâ (2.4) i çîâñiì íå îçíà÷à¹, ùî ñïií
�ìà¹� òî÷íi çíà÷åííÿ âñiõ êîìïîíåíò îäíî÷àñíî. Ðåçóëüòàòè âèìi-
ðþâàííÿ ¨õíiõ çíà÷åíü çàäîâîëüíÿþòü óìîâó íåâèçíà÷åíîñòi (1.8).

2.2 Ìàòðèöÿ ãóñòèíè îäíîãî ñïiíó

Íåõàé ñïií ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi |ψ+(~m)〉 (2.4), òîäi ìàòðèöÿ ãóñòèíè
öüîãî ÷èñòîãî ñòàíó ìà¹ âèãëÿä:

ρ+ = |ψ+(~m)〉 〈ψ+(~m)| =
[

cos θ2
eiϕ sin θ

2

] [
cos θ2 e−iϕ sin θ

2

]
=

1

2

[
1 + cos θ e−iϕ sin θ
eiϕ sin θ 1− cos θ

]
=

1

2
[I + (~m~σ)] .

Ìàòðèöÿ ãóñòèíè ñïiíó ó âëàñíîìó ñòàíi îïåðàòîðà (~m~σ) iç âëà-
ñíèì çíà÷åííÿì λ= −1 çîáðàæà¹òüñÿ ïîäiáíî:

ρ− = |ψ−(~m)〉 〈ψ−(~m)| = 1

2
[I− (~m~σ)] .

Îñêiëüêè äëÿ îäèíè÷íîãî âåêòîðà âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (~mσ)2=I,
òî î÷åâèäíèì ¹ ñïiââiäíîøåííÿ ρ2

± = ρ±.
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Ðîçãëÿíåìî çìiøàíèé àíñàìáëü, ó ÿêîìó îêðåìó ñèñòåìó ç iìî-
âiðíiñòþ w+ ìîæíà çíàéòè â ñòàíi |ψ+(~m)〉 i ç éìîâiðíiñòþ w− �
â ñòàíi |ψ−(~m)〉 (0 ≤ w+, w− ≤ 1, w+ + w− = 1). Éîãî ìàòðèöÿ
ãóñòèíè äîðiâíþ¹:

ρ=w+ρ++w−ρ−=
1

2
[I + (w+ − w−)(~m~σ)] =

1

2

[
I + (~m′~σ)

]
.

Äëÿ öi¹¨ ìàòðèöi

ρ2 =
1

4

[
I + (w+ − w−)2I + 2(w+ − w−)(~m~σ)

]
6= ρ,

îñêiëüêè

|~m′|2 = (w+ − w−)2 < 1.

ßêùî êîæíîìó ÷èñòîìó ñòàíó çiñòàâèòè îäèíè÷íèé âåêòîð ~m, òî
âñié ìíîæèíi ÷èñòèõ ñòàíiâ áóäå âiäïîâiäàòè ñôåðà Áëîõà ç ðà-
äióñîì, ùî äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Óñiì çìiøàíèì ñòàíàì âiäïîâiäà¹
âíóòðiøíié ïðîñòið ñôåðè Áëîõà � êóëÿ 0 ≤ |~m|2 < 1. Ìàòðèöÿ
ãóñòèíè îäíîãî ñïiíó, çàãàëîì, çàëåæèòü âiä òðüîõ äiéñíèõ ïàðà-
ìåòðiâ (êîîðäèíàò âåêòîðà ~m), â ÷èñòîìó ñòàíi âîíà (ÿê i âåêòîð
ñòàíó) çàëåæèòü òiëüêè âiä äâîõ ïàðàìåòðiâ.

×èñòèé ñòàí ñïiíó s=1/2 âiä çìiøàíîãî âiäðiçíÿ¹òüñÿ òèì, ùî
ïîâåðòàííÿì âèìiðþâàíèõ ïðèëàäiâ ìîæíà çíàéòè íàïðÿì, ïðîå-
êöiÿ íà ÿêèé äîðiâíþ¹ ~/2, òîáòî, éìîâiðíiñòü çíàéòè ñïií â ñòàíi
|ψ+(~m)〉 äîðiâíþ¹ 1. Äëÿ çìiøàíèõ ñòàíiâ öå íåìîæëèâî, éìîâið-
íiñòü áóäå çàâæäè < 1.

Áóäü-ÿêèé çìiøàíèé ñòàí ìîæíà áåçëi÷÷þ ñïîñîáiâ óòâîðèòè
ç äâîõ iíøèõ ñòàíiâ (çìiøàíèõ i ÷èñòèõ). Íåõàé

ρ(~nj) =
1

2
[I + (~nj~σ)] �

÷èñòi ñòàíè ñïiíiâ ñïðÿìîâàíèõ óçäîâæ ~n1 i ~n2 (äèâ. ðèñ. 2.2), òîäi
ìîæíà ñôîðìóâàòè çìiøàíèé ñòàí

ρ(~n) = γρ(~n1) + (1− γ)ρ(~n2), (2.6)

äå 0 ≤ γ ≤ 1 i γ/(1 − γ) = |BC|/|AC|. Iç ÷èñòèõ ñòàíiâ, âèçíà-
÷åíèõ âåêòîðàìè ~n1 i ~n2, âiäïîâiäíèì âèáîðîì γ ìîæíà óòâîðèòè
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Ðèñ. 2.2: Çìiøàíi ñòàíè ìîæíà óòâîðèòè áåçëi÷÷þ ñïîñîáiâ

äîâiëüíèé çìiøàíèé ñòàí ρ(~n), êiíåöü âåêòîðà ~n ÿêîãî ëåæèòü íà
âiäðiçêó AB.

Öåé ñòàí ìîæíà óòâîðèòè i çi çìiøàíèõ ñòàíiâ ρ(~n′j)

ρ(~n) = γ′ρ(~n′1) + (1− γ′)ρ(~n′2),

äå 0 ≤ γ′ ≤ 1 i γ′/(1− γ′) = |B′C|/|A′C|.
Ïiäìíîæèíà åëåìåíòiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü

âèðàç (2.6), íàçèâàþòü îïóêëîþ ïiäìíîæèíîþ. Îòæå, îïåðàòî-
ðè ãóñòèíè çìiøàíèõ ñòàíiâ óòâîðþþòü îïóêëó ïiäìíîæèíó N -
âèìiðíîãî ïðîñòîðó ñòàíiâ. ×èñòi ñòàíè íå ìîæíà âèðàçèòè ôîð-
ìóëîþ (2.6) � âîíè ¹ êðàéíiìè òî÷êàìè öi¹¨ ïiäìíîæèíè.

2.3 Åâîëþöiÿ ñòàíó îäíîãî ñïiíó â ìàãíiòíîìó ïîëi

Äîñi â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäàëè ñòàíè ìîäåëi s=1/2 i ¨õíi çìi-
íè ôîðìàëüíî, íå ïîâ'ÿçóþ÷è ç ïðîöåñàìè, ÿêi ¨õ ðåàëiçóþòü. Äëÿ
îïèñó ïðîöåñiâ ôîðìóâàííÿ êâàíòîâîãî áiòà i êåðóâàííÿ éîãî ñòà-
íàìè ðîçãëÿíåìî áiëüø ðåàëiñòè÷íó ìîäåëü ñïiíiâ ÿäåð îêðåìèõ
àòîìiâ ó ñêëàäi âåëèêèõ îðãàíi÷íèõ ìîëåêóë, ÿêi ¹ äîñòàòíüî äî-
áðå içîëüîâàíi, ùîá ôîðìóâàòè êâàíòîâèé áiò, i âîäíî÷àñ äîñòóïíi
äëÿ êåðóâàííÿ ¨õíiìè ñòàíàìè.

Ãàìiëüòîíiàí ÷àñòèíêè çi ñïiíîì s=1/2 â çîâíiøíüîìó ìàãíiò-
íîìó ïîëi ~B, ïðè íåñóòò¹âîñòi ðóõó â êîîðäèíàòíîìó ïðîñòîði,
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çàïèøåìî [1]

H = −gµ~s ~B,

äå µ � ìàãíåòîí i g�ôàêòîðè âiäïîâiäíî¨ ÷àñòèíêè. Äëÿ åëåêòðî-
íà, ïðîòîíà i íåéòðîíà âîíè ìàþòü òàêi çíà÷åííÿ:

ge≈− 2

(
1+

α

2π
−0.327

α2

π2

)
, gp≈2.792782, gn≈− 1.913139,

µe =
|e|~

2mec
= µB, µp =

me

mp
µB, µn ≈ µp; ~s =

1

2
~σ.

(α=e2/~c≈1/137 � ñòàëà òîíêî¨ ñòðóêòóðè, µB � ìàãíåòîí Áîðà)
Ðîçãëÿíüìî ìàãíiòíå ïîëå, ÿêå ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ ïîëÿ ñòàëîãî

âåëè÷èíîþ B0, ñêåðîâàíîãî âçäîâæ îñi z, i çìiííîãî â ïëîùèíi
xy âåëè÷èíîþ b. Âåêòîð çìiííîãî ïîëÿ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó
áóâ ñïðÿìîâàíèé óçäîâæ îñi x0 ëàáîðàòîðíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó òà
îáåðòà¹òüñÿ çà ãîäèííèêîâîþ ñòðiëêîþ, ÿêùî ω > 0, i � ïðîòè
ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè, ÿêùî ω < 0

~B = (b cosωt,−b sinωt,B0) , |B0| � |b|.

Ãàìiëüòîíiàí ñïiíó â òàêîìó ïîëi ìà¹ âèãëÿä:

H = −gµ~s ~B = −~ω0

2
σz − ~Ω0

2
(cosωtσx − sinωtσy) ,

äå

ω0 ≡
gµB0

~
, Ω0 ≡

gµb

~
�

÷àñòîòè, ÿêi iíîäi íàçèâàþòü ÷àñòîòàìè Ëàðìîðà, õî÷à âiäðiçíÿ-
þòüñÿ âiä íèõ ìíîæíèêàìè Ëàíäå. Çðîçóìiëî, ùî |ω0| � |Ω0|.

Äëÿ ïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî òiëüêè ñòàëå ïîëå B0, ïîêëàâøè b=0

H = −~ω0

2
σz.

Ó öüîìó âèïàäêó ñïií ìà¹ äâà âëàñíi ñòàíè:

E− = −~ω0

2
, |↑〉 ≡ |0〉 ≡

[
1
0

]
; E+ = +

~ω0

2
, |↓〉 ≡ |1〉 ≡

[
0
1

]
,
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êîëè ñïií ñïðÿìîâàíèé óçäîâæ ïîëÿ z (ñòàí |↑〉), i â ïðîòèëåæíîìó
íàïðÿìi (ñòàí |↓〉). ×àñòîòà ïåðåõîäó ìiæ öèìè ñòàíàìè äîðiâíþ¹
ω0. Öå ÷àñòêîâèé âèïàäîê äîáðå âiäîìîãî ðîçùåïëåííÿ Çååìàíà.

Ùîáè äîñëiäèòè ÷àñîâó åâîëþöiþ ñïiíó â ïîñòiéíîìó ìàãíiòíî-
ìó ïîëi, ïîáóäó¹ìî óíiòàðíèé îïåðàòîð åâîëþöi¨ â êàðòèíi Øðå-
äèíãåðà. Êîðèñòóþ÷èñü ðiâíÿííÿì

i~
d

dt
|ψ〉 = H |ψ〉

çíàõîäèìî

U = ei
ω0t
2
σz = I cos

ω0t

2
+ iσz sin

ω0t

2
=

[
ei
ω0t
2 0

0 e−i
ω0t
2

]
.

ßêùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ñïií áóâ ñïðÿìîâàíèé óçäîâæ
âåêòîðà ~m(0) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), òî â ìîìåíò ÷àñó t âií
áóäå â ñòàíi [

cos θ2
ei(ϕ−ω0t) sin θ

2

]
,

òîáòî, áóäå ñêåðîâàíèé ó íàïðÿìi

~m(t) = (sin θ cos (ϕ− ω0t) , sin θ sin (ϕ− ω0t) , cos θ).

Îòæå, ñïií ðåãóëÿðíî ïðåöåñó¹ íàâêîëî íàïðÿìó ïîëÿ (òîáòî íàâ-
êîëî îñi z) ç ïîñòiéíèì êóòîì θ, ÷àñòîòà öi¹¨ ïðåöåñi¨ ω0 çàëåæèòü
âiä âåëè÷èíè ìàãíiòíîãî ïîëÿ B0 i ãiðîìàãíiòíîãî âiäíîøåííÿ gµ
÷àñòèíêè çi ñïiíîì.

Îäíàê, ÿêùî ïî÷àòêîâî ñïií áóâ ñïðÿìîâàíèé óçäîâæ ïîñòié-
íîãî ïîëÿ (îñi z) i θ=0, òîáòî, áóâ ïðèãîòîâàíèé ó ñòàíi |0〉 ç åíåð-
ãi¹þ E−, òî ïðåöåñiÿ íå âiäáóâà¹òüñÿ i ñïií çàëèøà¹òüñÿ â öüîìó
ñòàíi. Òàê ñàìî ñïií íå çìiíþ¹ ñâîãî ñòàíó |1〉 ç åíåðãi¹þ E+ (θ=π)
ïiä äi¹þ ñòàëîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ, ñïðÿìîâàíîãî âçäîâæ îñi z. Îò-
æå, öi ñòàíè ¹ ñòàöiîíàðíèìè i ìîæóòü ôîðìóâàòè êâàáiò {|0〉, |1〉}.

Ïîâåðíiìîñü òåïåð äî âèïàäêó çìiííîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ. Çíà-
éäåìî îïåðàòîð åâîëþöi¨ ç ðiâíÿííÿ Øðåäèíãåðà

i
d

dt
|ψ〉 =

[
−ω0

2
σz − Ω0

2
(cosωtσx − sinωtσy)

]
|ψ〉 ,
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z =z

y

x

y0

0

n

n
x

z m

n

ε

x
0

Ðèñ. 2.3: Ðóõ ñïiíó íàâêîëî íàïðÿìó åôåêòèâíîãî ïîëÿ â ñèñòåìi âiä-
ëiêó, ùî îáåðòà¹òüñÿ

äëÿ öüîãî ïåðåéäåìî äî ñèñòåìè âiäëiêó, ùî îáåðòà¹òüñÿ ðàçîì iç
ìàãíiòíèì ïîëåì, çà äîïîìîãîþ óíiòàðíîãî îïåðàòîðà

UR = eiωtσ
z/2, |ψ〉 = UR |ψr〉 . (2.7)

Ëåãêî âñòàíîâèòè, ùî

U+
Rσ

xUR = cosωtσx + sinωtσy,

U+
Rσ

yUR = cosωtσy − sinωtσx.

Ó íîâié ñèñòåìi âiäëiêó ðiâíÿííÿ Øðåäèíãåðà ìà¹ âèãëÿä:

i
d

dt
|ψr〉 = −

[
ω0 − ω

2
σz +

Ω0

2
σx
]
|ψr〉 .

Ãàìiëüòîíiàí ó ñèñòåìi âiäëiêó, ùî îáåðòà¹òüñÿ

Hr = −~
[
ω0 − ω

2
σz +

Ω0

2
σx
]

íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, òîìó åâîëþöiþ ñïiíó â çìiííîìó ìàãíiòîìó
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ïîëi â öié ñèñòåìi âiäëiêó ìîæíà îïèñàòè óíiòàðíèì îïåðàòîðîì

Ur = e
i
[
ω0−ω

2
σz+

Ω0
2
σx

]
t

= ei
Ωt
2

(~n~σ)

= I cos
Ωt

2
+ i (~n~σ) sin

Ωt

2
, (2.8)

äå ââåäåíî êîîðäèíàòè îäèíè÷íîãî âåêòîðà, íàâêîëî ÿêîãî îáåð-
òà¹òüñÿ ñïií

nx = sin ε =
Ω0

Ω
, ny = 0, nz = cos ε =

ω0 − ω
Ω

,

Ω =

√
(ω0 − ω)2 + Ω2

0.

Ó ëàáîðàòîðíié ñèñòåìi âiäëiêó ïðè öüîìó ïåðåòâîðåííi áàçè-
ñíi âåêòîðè òàê çìiíþþòüñÿ ç ÷àñîì

|ψ(t)〉 = URUr|0〉

= eiωt/2
(

cos
Ωt

2
+ i sin

Ωt

2
cos ε

)
|0〉 − ie−iωt/2 sin

Ωt

2
sin ε|1〉,

|ϕ(t)〉 = URUr|1〉

= ieiωt/2 sin
Ωt

2
sin ε|0〉+ e−iωt/2

(
cos

Ωt

2
− i sin

Ωt

2
cos ε

)
|1〉. (2.9)

Ç âèðàçó (2.8) âèäíî, ùî â ñèñòåìi âiäëiêó, ùî îáåðòà¹òüñÿ ç
ìàãíiòíèì ïîëåì, ñïií iç ÷àñòîòîþ Ω îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî âåêòî-
ðà ~n, ÿêèé çáiãà¹òüñÿ ç íàïðÿìîì äåÿêîãî åôåêòèâíîãî ïîëÿ. Íà
ðèñ. 2.3 âåêòîð ~m âêàçó¹ íàïðÿì ñïiíó, à (x0, y0, z0) � îñi êîîðäè-
íàò ëàáîðàòîðíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó. Â ëàáîðàòîðíié ñèñòåìi âiäëiêó
ïðåöåñiÿ ñïiíó íàâêîëî âåêòîðà ~n âèãëÿäà¹ ÿê íóòàöiÿ, îñêiëüêè â
ëàáîðàòîðíié ñèñòåìi âiäëiêó ðåãóëÿðíî �ïðåöåñó¹� âåêòîð ~n (åôå-
êòèâíå ïîëå).

Ïîêëàâøè ω = ω0 (óìîâà ðåçîíàíñó), ñêåðó¹ìî öå åôåêòèâíå
ïîëå (âåêòîð ~n) óçäîâæ íàïðÿìó çìiííîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ, òîá-
òî, óçäîâæ îñi x ñèñòåìè âiäëiêó, ùî îáåðòà¹òüñÿ. Òîäi â ðóõîìié
ñèñòåìi âiäëiêó ñïií ðåãóëÿðíî ïðåöåñó¹ íàâêîëî �ñòàëîãî ïîëÿ�
b ç ÷àñòîòîþ Ω=Ω0. ßêùî â öüîìó âèïàäêó ïî÷àòêîâî ñïií áóâ
ñêåðîâàíèé óçäîâæ ñòàëîãî ïîëÿ B0 (îñi z), òîáòî, ïåðåáóâàâ ó
ñòàíi |0〉 ç åíåðãi¹þ E−, òî çà ÷àñ t=π/Ω âií çìiíèòü íàïðÿì íà
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ïðîòèëåæíèé, òîáòî, ïåðåéäå â ñòàí |1〉 ç åíåðãi¹þ E+ i äàëi áóäå
îñöèëþâàòè ìiæ ñòàíàìè |0〉 i |1〉. Âåêòîð ~m ïðè öüîìó áóäå îïè-
ñóâàòè êîëà â ïëîùèíi yz. Òàêi ïåðiîäè÷íi ïåðåõîäè ìiæ äâîìà
ñòàíàìè ïiä âïëèâîì ãàðìîíi÷íîãî çîâíiøíüîãî ïîëÿ íàçèâàþòü
îñöèëÿöiÿìè Ðàái, à ÷àñòîòè öèõ ïåðåõîäiâ � ÷àñòîòàìè Ðàái.

Îòæå, óíiòàðíèé îïåðàòîð Ur â öüîìó âèïàäêó îïèñó¹ ïîâîðîò
ñïiíó íàâêîëî îñi x ñèñòåìè âiäëiêó, ùî îáåðòà¹òüñÿ

X(ϕ) = Ur =

[
cos ϕ2 i sin ϕ

2
i sin ϕ

2 cos ϕ2

]
, (2.10)

äå ϕ ≡ Ω0t. Âèáðàâøè òðèâàëiñòü iìïóëüñiâ òàêîþ, ùîá ϕ = π/2 i
ϕ = π, (òàê çâàíi π/2, òà π-iìïóëüñè), îòðèìà¹ìî îïåðàòîðè:

X
(
±π

2

)
=

1√
2

[
1 ±i
±i 1

]
, X (±π) = ±i

[
0 1
1 0

]
. (2.11)

ßêùî çìiíèòè ôàçó ïîëÿ, ùî îáåðòà¹òüñÿ, òàê, ùîá ó ïî÷àòêî-
âèé ìîìåíò ÷àñó éîãî âåêòîð áóâ ñïðÿìîâàíèé óçäîâæ îñi y

~B = (b sinωt, b cosωt,B0) ,

òî çàìiñòü îïåðàòîðà (2.10) îòðèìà¹ìî îïåðàòîð ïîâîðîòó íàâêîëî
îñi y ñèñòåìè âiäëiêó, ùî îáåðòà¹òüñÿ:

Y(ϕ) = Ur =

[
cos ϕ2 sin ϕ

2
− sin ϕ

2 cos ϕ2

]
. (2.12)

Òàêå ïîëå ïðèçâîäèòü äî òèõ ñàìèõ îñöèëÿöié Ðàái, òiëüêè âåêòîð
~m òåïåð îïèñó¹ êîëà â ïëîùèíi xz ðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò.

Çà äîïîìîãîþ π/2�iìïóëüñiâ ìîæíà ñôîðìóâàòè òàê çâàíi ïñåâ-
äîîïåðàòîðè Àäàìàðà:

Y
(π

2

)
=

1√
2

[
1 1
−1 1

]
≡h, Y

(
−π

2

)
=

1√
2

[
1 −1
1 1

]
=h−1, (2.13)

à çà äîïîìîãîþ π-iìïóëüñiâ � îïåðàòîðè:

Y (±π) =

[
0 ±1
∓1 0

]
.
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Îïåðàòîðè (2.10), (2.11) òà (2.13) äàþòü çìîãó ïîáóäóâàòè îïåðà-
òîð Àäàìàðà (ç òî÷íiñòþ äî ôàçè)

H = −iY
(π

2

)
X (π) = −iX (π) Y

(
−π

2

)
=

1√
2

[
1 1
1 −1

]
,

à òàêîæ îïåðàòîð ïîâîðîòó íàâêîëî îñi z

Z (ϕ) = Y
(π

2

)
X (ϕ) Y

(
−π

2

)
=

[
eiϕ/2 0

0 e−iϕ/2

]
, (2.14)

ÿêèé ¹ îïåðàòîðîì çìiíè ôàçè (ç òî÷íiñòþ äî çàãàëüíîãî ôàçîâîãî
ìíîæíèêà)

Z (ϕ) = eiϕ/2
[
1 0
0 e−iϕ

]
= eiϕ/2Φ (−ϕ) .

Îòæå, îïåðàòîðè (2.10) òà (2.12) äàþòü çìîãó ïîáóäóâàòè äîâiëü-
íèé îäíîêâàáiòîâèé îïåðàòîð, ùî çäiéñíþ¹ ïåðåõîäè ìiæ óñiìà
ñòàíàìè â ïðîñòîði ñòàíiâ H êâàáiòà. Ïiäêðåñëèìî, ùî öi îïåðàòî-
ðè îïèñóþòü äiþ iìïóëüñiâ çîâíiøíüîãî ãàðìîíi÷íîãî ìàãíiòíîãî
ïîëÿ íà ñïií ÷àñòèíêè. Â ìåòîäi ÿäåðíîãî ìàãíiòíîãî ðåçîíàíñó
(ßÌÐ) âîíè íàçèâàþòüñÿ ðàäiî÷àñòîòíèìè iìïóëüñàìè. Çàóâàæè-
ìî òàêîæ, ùî îïåðàòîðè (2.10), (2.12) òà ¨õíi ÷àñòêîâi âèïàäêè
âèçíà÷åíi â ñèñòåìi êîîðäèíàò, ùî îáåðòà¹òüñÿ íàâêîëî îñi z0 ëà-
áîðàòîðíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó. Ïåðåõiä äî ëàáîðàòîðíî¨ ñèñòåìè âiä-
ëiêó çäiéñíþ¹òüñÿ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì UR (2.7), à âií çàëèøà¹
íåçìiííèìè òiëüêè ñòàíè |0〉 òà |1〉 (ìíîæèòü ¨õ íà ôàçîâèé ìíî-
æíèê), âñi iíøi ñòàíè â ëàáîðàòîðíié ñèñòåìi âiäëiêó çàëåæàòü âiä
÷àñó, áî ñïií, çàôiêñîâàíèé ó ðóõîìié ñèñòåìi âiäëiêó, îáåðòà¹òüñÿ
â ëàáîðàòîðíié. Îá÷èñëåííÿ ïîòðåáóþòü, ùîá ó ïðîìiæêàõ ìiæ
äi¹þ êâàíòîâèõ ëîãi÷íèõ åëåìåíòiâ êâàáiòè íå çìiíþâàëè ñâîãî
ñòàíó. Öþ ïðîáëåìó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè â òîé ñïîñiá, ùî â ïðîìiæ-
êó ìiæ äiÿìè êâàíòîâèõ âåíòèëiâ äàòè çìîãó êâàáiòàì çìiíþâàòè
ñòàí, àëå òàê, ùîá íà ïî÷àòîê äi¨ íàñòóïíîãî ÊËÅ êâàáiò ïiäiéøîâ
ó ñòàíi, ÿêèé âií ìàâ íà ìîìåíò çàêií÷åííÿ äi¨ ïîïåðåäíüîãî ÊËÅ.
Ìåòîäè òàêîãî ôiêñóâàííÿ ñòàíiâ ðîçãëÿíåìî ïiçíiøå.
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2.4 Ïðîåêòóâàííÿ ñòàíiâ ñïiíó

Íåõàé ñïií s=1/2 ñïðÿìîâàíî âçäîâæ îäèíè÷íîãî âåêòîðà ~m (2.3),
òîáòî âií ïåðåáóâà¹ ó âëàñíîìó ñòàíi îïåðàòîðà (~m~σ) ç âëàñíèì
çíà÷åííÿì +1 i âëàñíèì âåêòîðîì |ψ+(~m)〉. Éìîâiðíiñòü çíàéòè â
åêñïåðèìåíòi, ùî ñïií ñïðÿìîâàíèé óçäîâæ îñi z, âèçíà÷àþòü çà
ôîðìóëîþ

w↑z = | 〈↑ |ψ+(~m)〉 |2 = 〈ψ+(~m)|P↑z |ψ+(~m)〉 ,

äå

P↑z = |↑〉 〈↑| =
[
1
0

] [
1 0

]
=

[
1 0
0 0

]
�

ïðîåêòîð íà ñòàí |↑〉. Òîäi

w↑z =
[
cos θ2 e−iϕ sin θ

2

] [1 0
0 0

] [
cos θ2

eiϕ sin θ
2

]
= cos2 θ

2
.

Ïiñëÿ òàêîãî âèìiðþâàííÿ ñïií iç éìîâiðíiñòþ w↑z ïåðåéäå ó ñòàí

P↑z|ψ+(~m)〉√
w↑z

=

[
1
0

]
= | ↑〉, (2.15)

òà ç éìîâiðíiñòþ 1−w↑z = sin2 θ
2 � â ñòàí | ↓〉, ùî ëåãêî îòðèìàòè

çà äîïîìîãîþ ïðîåêòîðà íà ñòàí |↓〉

P↓z = |↓〉 〈↓| =
[
0
1

] [
0 1

]
=

[
0 0
0 1

]
,

à öå äà¹

w↓z = | 〈↓ |ψ+(~m)〉 |2 = 〈ψ+(~m)|P↓z |ψ+(~m)〉 = sin2 θ

2
.

Çàãàëîì ñïií iç çìiøàíîãî ñòàíó

ρ(~m) =
1

2
[I + (~m~σ)] , 0 ≤ |~m| < 1
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ïiñëÿ ïðîåêòóâàííÿ íà îêðåìèé âëàñíèé ñòàí |ϕλ(~n)〉 îïåðàòîðà
(~n~σ) ç éìîâiðíiñòþ:

w = Sp (Pλ(~n)ρ(~m)Pλ(~n)) , Pλ(~n) ≡ |ϕλ(~n)〉〈ϕλ(~n)|

ïåðåéäå â ÷èñòèé ñòàí:

Pλ(~n)ρ(~m)Pλ(~n)

Sp (Pλ(~n)ρ(~m))
= |ϕλ(~n)〉〈ϕλ(~n)|.

Ïðîåêòóâàííÿ ÷èñòîãî ñòàíó ρ(~m) = |ψµ(~m)〉〈ψµ(~m)| ïåðåâåäå éî-
ãî â ñòàí |ϕλ(~n)〉:

Pλ(~n)|ψµ(~m)〉√
〈ψµ(~m)|Pλ(~n)|ψµ(~m)〉

=
|ϕλ(~n)〉〈ϕλ(~n)|ψµ(~m)〉
|〈ϕλ(~n)|ψµ(~m)〉|

,

ç òî÷íiñòþ äî ôàçîâîãî ìíîæíèêà. Ùî ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïðî-
åêòóâàííÿ äîâiëüíîãî ñòàíó |ψ〉 íà äîâiëüíèé ñòàí |ϕ〉

|ψ〉 → |ϕ〉〈ϕ|ψ〉
|〈ϕ|ψ〉|

= eiα|ϕ〉.

Îäíî÷àñíå æ ïðîåêòóâàííÿ íà îáèäâà ñòàíè |ϕλ1(~n)〉 i |ϕλ2(~n)〉
ïåðåâîäèòü ÿê ÷èñòèé, òàê i çìiøàíèé ñòàíè ó çìiøàíèé ñòàí:

ρ(~m)→
2∑
i=1

Pλi(~n)ρ(~m)Pλi(~n).

Çíàéäåìî òåïåð ðåçóëüòàò ïðîåêòóâàííÿ ñòàíiâ ñïiíó (2.9) ïi-
ñëÿ äi¨ ðàäiî÷àñòîòíîãî iìïóëüñó òðèâàëiñòþ t íà áàçîâi ñòàíè. Ç
éìîâiðíiñòþ:

cos2 Ωt

2
+ sin2 Ωt

2
cos2 ε

ñòàí |ψ(t)〉 ïåðåéäå ó ñòàí |0〉, à ñòàí |ϕ(t)〉� ó ñòàí |1〉. Âiäïîâiäíî,
ç éìîâiðíiñòþ

sin2 Ωt

2
sin2 ε

ñòàí |ψ(t)〉 ïåðåéäå ó ñòàí |1〉, à ñòàí |ϕ(t)〉 � ó ñòàí |0〉. Çíîâó
ñïîñòåðiãà¹ìî îñöèëÿöi¨ Ðàái � ïðè sin ε = 1 ñòàíè |0〉 i |1〉 ïîâòî-
ðþþòüñÿ ç ïåðiîäîì T = 2π/Ω.
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2.5 Äâîñïiíîâi ñèñòåìè

Äîñi ìè ðîçãëÿäàëè ñèñòåìó ç îäíîãî içîëüîâàíîãî ñïiíó. Éîãî ñòà-
íè îïèñóþòü âåêòîðàìè äâîâèìiðíîãî ïðîñòîðó ñòàíiâ H, â ÿêîìó
çà áàçèñ âèáðàíî âëàñíi âåêòîðè z-êîìïîíåíòè îïåðàòîðà ñïiíó

|↑〉z ≡ |↑〉 =

[
1
0

]
, |↓〉z ≡ |↓〉 =

[
0
1

]
.

Ñòàíè ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ñïiíiâ, îïèñóþòü âåêòî-
ðàìè â ÷îòèðèâèìiðíîìó ïðîñòîði ñòàíiâ, ÿêèé ¹ ïðÿìèì (òåíçîð-
íèì) äîáóòêîì ïðîñòîðiâ ñòàíiâ îêðåìèõ ñïiíiâ H = H1 ⊗H2. Çà
áàçèñ ó öüîìó ïðîñòîði ìîæíà âèáðàòè âñi ïðÿìi (òåíçîðíi) äî-
áóòêè áàçèñíèõ âåêòîðiâ ïðîñòîðiâ ñòàíiâ îêðåìèõ ñïiíiâ, ÿêi â
ìàòðè÷íîìó çîáðàæåííi ìîæíà çàïèñàòè ÿê ïðÿìi (êðîíåêåðîâi)
äîáóòêè âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ (äèâ. Äîäàòîê)

|↑〉1 |↑〉2 ≡ |↑〉 ⊗ |↑〉 =


1
0
0
0

, |↑〉1 |↓〉2 ≡ |↑〉 ⊗ |↓〉 =


0
1
0
0

,

|↓〉1 |↑〉2 ≡ |↓〉 ⊗ |↑〉 =


0
0
1
0

, |↓〉1 |↓〉2 ≡ |↓〉 ⊗ |↓〉 =


0
0
0
1

. (2.16)

Ïîäiáíî áóäóþòü çîáðàæåííÿ òåíçîðíèõ äîáóòêiâ ìàòðèöü îïåðà-
òîðiâ, çîêðåìà, êîìïîíåíò ñïiíó

σx1σ
x
2 ≡ σx ⊗ σx =

[
0 1
1 0

]
⊗
[
0 1
1 0

]
=


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

,

σy1σ
y
2 ≡ σ

y ⊗ σy =

[
0 −i
i 0

]
⊗
[
0 −i
i 0

]
=


0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0

,
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σz1σ
z
2 ≡ σz ⊗ σz =

[
1 0
0 −1

]
⊗
[
1 0
0 −1

]
=


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1

. (2.17)
ßêùî çàïèñóâàòè â äîáóòêàõ îïåðàòîðè i âåêòîðè-ñòîâïöi îêðåìèõ
ñïiíiâ òàê, ùîá ¨õíi íîìåðè çðîñòàëè çëiâà íàïðàâî, ìîæíà iíäåêñè
íîìåðiâ óïóñêàòè, îñêiëüêè ïðàâèëî ïîáóäîâè êðîíåêåðîâèõ äîáó-
òêiâ ãàðàíòó¹ ïðàâèëüíó äiþ îïåðàòîðiâ i ïðàâèëüíå ìíîæåííÿ
âiäïîâiäíèõ êîìïîíåíò âåêòîðiâ-ñòîâïöiâ.

Îêðåìèé (içîëüîâàíèé) ñïií ìîæå âçà¹ìîäiÿòè òiëüêè iç çîâíi-
øíiì ìàãíiòíèì ïîëåì. Äâà i áiëüøå ñïiíiâ, ðîçòàøîâàíi äîñòàòíüî
áëèçüêî, ìîæóòü âçà¹ìîäiÿòè òàêîæ ìiæ ñîáîþ. Ó ðåàëüíèõ ñèñòå-
ìàõ öÿ âçà¹ìîäiÿ ìà¹ ñêëàäíó ôiçè÷íó ïðèðîäó. Äîâîëi çàãàëüíèé
ãàìiëüòîíiàí L ñïiíiâ ó âóçëàõ îäíîâèìiðíî¨  ðàòêè iç îáìiííîþ
âçà¹ìîäi¹þ íàéáëèæ÷èõ ñóñiäiâ ó ñèìâîëi÷íîìó çàïèñi òàêèé

H = −
L∑
j=1

hjσ
z
j +

L−1∑
j=1

∑
α,β={x,y,z}

Jαβj σαj σ
β
j+1,

äå hj � çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå, ÿêå äi¹ íà ñïií ó âóçëi íîìåð j,
à Jαβj � êîíñòàíòè âçà¹ìîäié ìiæ α i β �êîìïîíåíòàìè ñïiíiâ íà
âóçëàõ j i j+1. Ðîçãëÿíåìî àíiçîòðîïíó ìîäåëü Ãàéçåíáåðãà äâîõ
ñïiíiâ ó çîâíiøíüîìó ïîëi ç ãàìiëüòîíiàíîì

H = −h1σ
z
1 − h2σ

z
2 + Jxσx1σ

x
2 + Jyσy1σ

y
2 + Jzσz1σ

z
2 ,

÷è ó òåíçîðíîìó çàïèñi �

H=− h1σ
z ⊗ I−h2I⊗ σz +

∑
α={x,y,z}

Jασα⊗σα. (2.18)

Òóò ïîçíà÷åíî Jαα≡Jα. Çà äîïîìîãîþ âèðàçiâ (2.17) ìàòðèöþ öüî-
ãî ãàìiëüòîíiàíà â áàçèñi (2.16) ìîæíà çîáðàçèòè:

H=


−h1−h2+Jz 0 0 Jx−Jy

0 −h1+h2−Jz Jx+Jy 0
0 Jx+Jy h1−h2−Jz 0

Jx−Jy 0 0 h1+h2+Jz

. (2.19)
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Ó çàãàëüíiøîìó âèïàäêó ç öiëêîì àíiçîòðîïíîþ âçà¹ìîäi¹þ
ìiæ ñïiíàìè Jx 6=Jy 6=Jz âëàñíi çíà÷åííÿ i (íåíîðìîâàíi) âëàñíi
÷îòèðèêîìïîíåíòíi âåêòîðè öüîãî ãàìiëüòîíiàíà ìàþòü âèãëÿä:

λ1 = Jz − b, |λ̃1〉 =
−b− h1 − h2

Jx − Jy
|0〉1|0〉2 + |1〉1|1〉2;

λ2 = Jz + b, |λ̃2〉 =
b− h1 − h2

Jx − Jy
|0〉1|0〉2 + |1〉1|1〉2;

λ3 = −Jz + a, |λ̃3〉 =
a− h1 + h2

Jx + Jy
|0〉1|1〉2 + |1〉1|0〉2;

λ4 = −Jz − a, |λ̃4〉 =
−a− h1 + h2

Jx + Jy
|0〉1|1〉2 + |1〉1|0〉2;

a ≡
√

(Jx+Jy)2+(h1−h2)2, b ≡
√

(Jx−Jy)2+(h1+h2)2, (2.20)

öå ñâiä÷èòü, ùî òîäi âñi ñòàíè ¹ íåñåïàðàáåëüíèìè. Ïiñëÿ íîðìó-
âàííÿ iç çàãàëüíèõ âèðàçiâ (2.20) ìîæíà çíàéòè îêðåìi ÷àñòêîâi
âàðiàíòè, ÿêi íàâåäåíî íèæ÷å.

Íàéïðîñòiøèì âèïàäêîì ¹ ìîäåëü Içiíãà Jx=Jy=0, òîäi âëàñíi
ñòàíè äâîñïiíîâî¨ ñèñòåìè ¹ ñåïàðàáåëüíèìè

λ1 = −h1 − h2 + Jz, |λ1〉 = |0〉1|0〉2;

λ2 = h1 + h2 + Jz, |λ4〉 = |1〉1|1〉2;

λ3 = −h1 + h2 − Jz, |λ2〉 = |0〉1|1〉2;

λ4 = h1 − h2 − Jz, |λ3〉 = |1〉1|0〉2;

îñêiëüêè ÷àñòèíà ãàìiëüòîíiàíà, ùî îïèñó¹ ìiæñïiíîâó âçà¹ìîäiþ,
êîìóòó¹ iç ÷àñòèíîþ, ùî âiäïîâiäà¹ çà âçà¹ìîäiþ ñïiíiâ iç çîâíi-
øíiì ïîëåì.

Â iíøîìó âèïàäêó Jx = Jy = J

λ1=−h1−h2+Jz, |λ1〉=|0〉1|0〉2; λ2=h1+h2+Jz, |λ2〉=|1〉1|1〉2;

λ3 = a− Jz,

|λ3〉 =
1√
2a

(√
a−h1+h2|0〉1|1〉2 +

√
a+h1−h2|1〉1|0〉2

)
;

λ4 = −a− Jz,

|λ4〉 =
1√
2a

(√
a+h1−h2|0〉1|1〉2 −

√
a−h1+h2|1〉1|0〉2

)
;

a ≡
√

4J2 + (h1 − h2)2,
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äâà ñòàíè ¹ ñåïàðàáåëüíi, à äâà � çàïëóòàíi. Öi ïàðè ïîìiíÿþòüñÿ
ìiñöÿìè äëÿ Jx= −Jy. Çðîçóìiëî, ùî îñòàííi âèðàçè ñïðàâåäëèâi
i äëÿ içîòðîïíî¨ ìîäåëi Ãàéçåíáåðãà Jx=Jy=Jz=J .

Êîëè çîâíiøí¹ ïîëå âiäñóòí¹ (h1=h2=0) ãàìiëüòîíiàí (2.19)
ìà¹ âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè:

β1=Jz+Jx−Jy, |β1〉=
1√
2

(|↑〉 |↑〉+ |↓〉 |↓〉) ;

β2=Jz−Jx+Jy, |β2〉=
1√
2

(|↑〉 |↑〉 − |↓〉 |↓〉) ;

β3=−Jz+Jx+Jy, |β3〉=
1√
2

(|↑〉 |↓〉+ |↓〉 |↑〉) ;

β4=−Jz−Jx−Jy, |β4〉=
1√
2

(|↑〉 |↓〉 − |↓〉 |↑〉) ; (2.21)

ÿêi óòâîðþþòü âiäîìèé áàçèñ Áåëëà, âîíè îïèñóþòü ìàêñèìàëüíî
çàïëóòàíi ñòàíè äâîõ ñïiíiâ.

2.6 Åâîëþöiÿ äâîõ âçà¹ìîäiþ÷èõ ñïiíiâ

Íàéïðîñòiøå ïîáóäóâàòè îïåðàòîð ãàìiëüòîíîâî¨ åâîëþöi¨, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è éîãî ñïåêòðàëüíå çîáðàæåííÿ:

U(t) = exp(−iHt/~) =
∑
j

exp(−iλjt/~)|λj〉〈λj |.

Áàçèñíi ñòàíè äâîñïiíîâî¨ ñèñòåìè çìiíþþòüñÿ iç ÷àñîì òàê:

U(t)|00〉=e−iJzt/~
[(

cos
bt

~
+i
h+

b
sin

bt

~

)
|00〉−iJ

−

b
sin

bt

~
|11〉

]
,

U(t)|11〉=e−iJzt/~
[(

cos
bt

~
−ih+

b
sin

bt

~

)
|11〉−iJ

−

b
sin

bt

~
|00〉

]
,

U(t)|01〉=eiJzt/~
[(

cos
at

~
+i
h−
a

sin
at

~

)
|01〉−iJ

+

a
sin

at

~
|10〉

]
,

U(t)|10〉=eiJzt/~
[(

cos
at

~
−ih−

a
sin

at

~

)
|10〉−iJ

+

a
sin

at

~
|01〉

]
.

a ≡
√

(J+)2 + (h−)2, b ≡
√

(J−)2 + (h+)2,

J± ≡ Jx ± Jy, h± ≡ h1 ± h2.(2.22)
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Ïîäiáíî åâîëþöiîíóþòü i ñòàíè Áåëëà (2.21).
Ç öèõ âèðàçiâ âèïëèâà¹, ùî åâîëþöiÿ, ãåíåðîâàíà ãàìiëüòîíià-

íîì (2.18), ðîçäiëÿ¹ ïðîñòið ñòàíiâ íà äâà ïiäïðîñòîðè, äî ÿêèõ íà-
ëåæàòü áàçèñíi âåêòîðè {|00〉, |11〉} ÷è {|β1〉, |β2〉} òà {|01〉, |10〉} ÷è
{|β3〉, |β4〉}, âiäïîâiäíî. Çâ'ÿçîê ìiæ öèìè ïiäïðîñòîðàìè ìîæíà
âñòàíîâëþâàòè îïèñàíèìè âèùå ðàäiî÷àñòîòíèìè iìïóëüñàìè. Ó
êîæíîìó ç öèõ ïiäïðîñòîðiâ ñòàíè ñïiíiâ çàïëóòóþòüñÿ, àëå â ìî-
ìåíòè ÷àñó êðàòíi T=2π~/b (÷è T=2π~/a) âîíè ôàêòîðèçóþòüñÿ.
ßêùî æ çîâíiøíi ïîëÿ (ùî ôîðìóþòü êâàíòîâi áiòè) äîðiâíþþòü
íóëþ, òî öi ñòàíè îñöèëþþòü ìiæ äâîìà áàçèñíèìè.

Ðîçãëÿíüìî òåïåð ïåðøèé ñïií ÿê îñíîâíó ñèñòåìó, à äðóãèé �
ÿê îòî÷åííÿ, i ç'ÿñóéìî âïëèâ çàïëóòóâàííÿ íà ñòàíè îñíîâíî¨
ñèñòåìè. Íåõàé ïî÷àòêîâèì áóâ ñòàí |00〉, òîäi éìîâiðíiñòü çíàéòè
ïåðøèé ñïií ó ñòàíi |0〉 â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó äîðiâíþâàòèìå

〈00|U†(t) (|0〉〈0|⊗I) U(t)|00〉 = cos2 bt

~
+
h2

+

b2
sin2 bt

~
.

ßêùî æ ïî÷àòêîâèì áóâ ñòàí |0〉⊗ 1√
2

(|0〉+ |1〉), òî éìîâiðíiñòü

çíàéòè ïåðøèé ñïií ó ñòàíi |0〉 äîðiâíþâàòèìå

1

2

(
cos2 bt

~
+
h2

+

b2
sin2 bt

~
+ cos2 at

~
+
h2
−
a2

sin2 at

~

)
.

Îáèäâi öi éìîâiðíîñòi òèì áëèæ÷i äî îäèíèöi, ÷èì áiëüøi çîâíiøíi
ïîëÿ h± â ïîðiâíÿííi ç ìiæñïiíîâîþ âçà¹ìîäi¹þ J±, à òîìó ìîæíà
ñòâåðäæóâàòè, ùî òîäi â áóäü-ÿêèé ìîìåíò ÷àñó ñòàí äâîñïiíîâî¨
ñèñòåìè áëèçüêèé äî ñåïàðàáåëüíîãî |0〉 ⊗ |χ(t)〉, äå |χ(t)〉 äåÿêèé
âåêòîð ñòàíó äðóãîãî ñïiíó. Òå æ ñòîñó¹òüñÿ i ñòàíó |1〉.

Ç âèðàçiâ (2.22) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî çà óìîâè ôîðìóâàííÿ
ñòiéêèõ êâàíòîâèõ áiòiâ, òîáòî, |h±| � |J±|, äèíàìiêà ìîäåëi Ãàé-
çåíáåðãà ¹ åôåêòèâíî áëèçüêîþ äî äèíàìiêè ìîäåëi Içiíãà, îñêiëü-
êè ó âèðàçàõ (2.22) ìîæíà çíåõòóâàòè âåëè÷èíàìè Jx, Jy. Öå ñóò-
ò¹âî ñïðîùó¹ ¨¨ îïèñ.

Ïðîàíàëiçó¹ìî ÷àñîâó åâîëþöiþ äâîõ ñïiíiâ iç âçà¹ìîäi¹þ Içií-
ãà, àëå â äåùî iíøèõ òåðìiíàõ. Ðåçóëüòàòè âèêîðèñòà¹ìî ïiçíiøå
äëÿ ôîðìóâàííÿ äâîêâàáiòîâèõ âåíòèëiâ ó êâàíòîâèõ ïðîöåñîðàõ
íà îñíîâi ÿäåðíîãî ìàãíiòíîãî ðåçîíàíñó.
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Âèùå ìè ôîðìàëüíî ââàæàëè, ùî âçà¹ìîäiÿ ðiçíèõ ñïiíiâ iç
çîâíiøíiì ìàãíiòíèì ïîëåì ¹ ðiçíîþ, öüîãî íå ìîæíà äîñÿãòè
ñòâîðåííÿì ñòàëîãî çîâíiøíüîãî ïîëÿ ðiçíî¨ íàïðóæåíîñòi, îñêiëü-
êè ÷àñòèíêè çi ñïiíîì ìóñÿòü áóòè äóæå áëèçüêî ðîçòàøîâàíèìè,
ùîáè ñïiíè âçà¹ìîäiÿëè ìiæ ñîáîþ. Ñïiíè s=1/2 ÷àñòèíîê, ïî-
ìiùåíèõ ó ñòàëå îäíîðiäíå ìàãíiòíå ïîëå B0, áóäóòü ìàòè ðiçíi
÷àñòîòè

ω01 ≡ ω1 =
h1

~
=
g1µ1B0

~
, ω02 ≡ ω2 =

h2

~
=
g2µ2B0

~

ïðåöåñi¨ íàâêîëî íàïðÿìó öüîãî ïîëÿ, ÿêùî â íèõ áóäóòü ðiçíi
ãiðîìàãíiòíi âiäíîøåííÿ. ×àñòèíó ãàìiëüòîíiíà, ùî îïèñó¹ ìiæ-

|00>

|10>

|11>

|01>
ω

ω

ω

ω

2

1

1

2

|00>

|10>

|11>

|01>

ω
2

ω
1

ω
2

2
ω

ω
1

ω
1

ω
1 z

ω

−Ω
z

+Ω
2 z

−Ω

+Ω
z

Ðèñ. 2.4: Ñõåìà ðiâíiâ
äâîñïiíîâî¨ ñèñòåìè áåç
âçà¹ìîäi¨

Ðèñ. 2.5: Ñõåìà ðiâíiâ
äâîñïiíîâî¨ ñèñòåìè iç
âçà¹ìîäi¹þ

ñïiíîâó âçà¹ìîäiþ, çàïèøåìî ÷åðåç âiäíîñíó ÷àñòîòó:

Jzsz1s
z
2 =

~Ωz

2
σz1 ⊗ σz2 .

Ó ðåàëüíèõ ôiçè÷íèõ ñèñòåìàõ ÷àñòîòè ïðåöåñi¨ ω1 ÷è ω2 â ïîëi B0,
÷àñòîòè ïðåöåñi¨ â ðóõîìié ñèñòåìi âiäëiêó Ω i ÷àñòîòè âiäíîñíîãî
îáåðòàííÿ Ωz ñïiââiäíîñÿòüñÿ |ω1,2|�|Ω|�|Ωz|. Ãàìiëüòîíiàí (2.18)
òàêî¨ ñèñòåìè â ïðîñòîði H12=H1⊗H2 çðó÷íî çàïèñàòè òàê:

H = −~ω1

2
σz1 ⊗ I2 −

~ω2

2
I1 ⊗ σz2 +

~Ωz

2
σz1 ⊗ σz2 . (2.23)
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Âií íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, òîìó îïåðàòîð åâîëþöi¨ ëåãêî îòðèìàòè:

U12(t) = e−
i
~Ht = ei

ω1t
2
σz1⊗I2ei

ω2t
2

I1⊗σz2e−i
Ωzt

2
σz1⊗σz2

= (Z1(ω1t)⊗ Z2(ω2t)) Z12(Ωzt),

i âèðàçèòè éîãî ÷åðåç îïåðàòîðè ïîâîðîòiâ:

Z1(ϕ) = cos
ϕ

2
I1 + i sin

ϕ

2
σz1 =

[
eiϕ/2 0

0 e−iϕ/2

]
,

Z12(φ) = cos
φ

2
I⊗ I− i sin

φ

2
σz ⊗ σz

= diag
[
e−iφ/2, e+iφ/2, e+iφ/2, e−iφ/2

]
(2.24)

ç ïàðàìåòðàìè ϕ1=ω1t, ϕ2=ω2t, φ=Ωzt. Ó ìàòðè÷íîìó çîáðàæåííi
âií ìà¹ âèãëÿä:

e−
i
~Ht = U12(t)= (Z1(ϕ1)⊗ Z2(ϕ2)) Z12(φ) =

diag
[
ei(ϕ1+ϕ2−φ)/2, ei(ϕ1−ϕ2+φ)/2, e−i(ϕ1−ϕ2−φ)/2, e−i(ϕ1+ϕ2+φ)/2

]
.(2.25)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ÿê çìiíþþòüñÿ ñòàíè ñïiíiâ íîìåð 1 i 2, ïîìi-
ùåíèõ â ñòàëå ìàãíiòíå ïîëå. Íåõàé ïî÷àòêîâi ñòàíè ñïiíiâ òàêi:

|ψ(0)〉1 = |0〉 =

[
1
0

]
, |ψ(0)〉2 =

[
cos θ2
eiε sin θ

2

]
.

Ïiñëÿ äi¨ îïåðàòîðà U12(t) (2.25) îòðèìà¹ìî ÷àñîâó çàëåæíiñòü
ñòàíiâ öèõ ñïiíiâ:

U12(t)|ψ(0)〉1|ψ(0)〉2 = ei(ϕ1+ϕ2−φ)/2|ψ(t)〉1|ψ(t)〉2, (2.26)

äå

|ψ(t)〉1 = |ψ(0)〉1 = |0〉, |ψ(t)〉2=

[
cos θ2

ei(ε−ϕ2+φ) sin θ
2

]
. (2.27)

ßêùî æ ïî÷àòêîâèé ñòàí ñïiíó 1 áóâ |1〉, òî ðåçóëüòàò åâîëþöi¨
áóäå òàêèì (ç òî÷íiñòþ äî ôàçîâîãî ìíîæíèêà)

|ψ(t)〉1 = |ψ(0)〉1 = |1〉, |ψ(t)〉2 =

[
cos θ2

ei(ε−ϕ2−φ) sin θ
2

]
. (2.28)
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Ñòàíè (2.26), (2.27), (2.28) çàïèñàíî â ëàáîðàòîðíié ñèñòåìi âiäëi-
êó. Ç öèõ âèðàçiâ âèäíî, ùî ñòàí ñïiíó 1 íå çìiíþ¹òüñÿ ç ÷àñîì, à
ñïií 2 ïðåöåñó¹ íàâêîëî íàïðÿìó ìàãíiòíîãî ïîëÿ. Âçà¹ìîäiÿ ìiæ
ñïiíàìè ñïîâiëüíþ¹ ïðåöåñiþ â ïåðøîìó âèïàäêó i ïðèñêîðþ¹ �
â äðóãîìó. ßêùî ïåðåéòè â ñèñòåìó âiäëiêó, ùî îáåðòà¹òüñÿ ðà-
çîì iç ñïiíîì 2 (äëÿ öüîãî äîñèòü ïîêëàñòè â (2.26), (2.27), (2.28)
ϕ2 = 0), òî ñïîñòåðiãàòèìåìî ïðåöåñiþ ñïiíó 2 íàâêîëî íàïðÿìó
ñïiíó 1 â äîäàòíîìó íàïðÿìi, ÿêùî ñïií 1 ñïðÿìîâàíèé ó äîäàòíî-
ìó íàïðÿìi îñi z, i � ïðåöåñiþ ó âiä'¹ìíîìó íàïðÿìi, ÿêùî ñïií 1
ñïðÿìîâàíèé ïðîòèëåæíî.

Òîáòî, îïåðàòîð Z12(φ) ïîâåðòà¹ ñïií 2 íàâêîëî ñïiíó 1 íà êóò
φ ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.

ßê áà÷èìî ç ôîðìóë (2.27), (2.28), ñòàíè ñïiíiâ íå çàïëóòóþ-
òüñÿ, ÿêùî ïî÷àòêîâî îäèí iç íèõ ïåðåáóâà¹ â ñòàíi |0〉 ÷è |1〉. Â
öüîìó âèïàäêó åâîëþöiþ ñèñòåìè äâîõ ñïiíiâ ìîæíà iíòåðïðåòó-
âàòè ÿê ðóõ äâîõ òî÷îê ïî ñôåði Áëîõà.

Àêöåíòó¹ìî íà îäíié âàæëèâié îáñòàâèíi. Ïàðàìåòðè ðåàëüíèõ
÷àñòèíîê çi ñïiíàìè ¹ òàêi, ùî ÷àñòîòè ω1 i ω2 íà áàãàòî ïîðÿäêiâ
ïåðåâèùóþòü ÷àñòîòè Ωz, i òîìó äëÿ ôîðìóâàííÿ êóòiâ ïîâîðîòó
ϕ1 i ϕ2, ñïiâìiðíèõ ç φ, òðåáà ñòâîðþâàòè iìïóëüñè äóæå ìàëî¨
òðèâàëîñòi, à öå òåõíi÷íî íåìîæëèâî. Òîìó äëÿ âèêîíàííÿ ïîâî-
ðîòiâ íàâêîëî îñi z âèêîðèñòîâóþòü íå ïðåöåñiþ Z1(ϕ1) (2.24), à
ïîñëiäîâíîñòi äié (2.14). Òîìó íàäàëi ñèìâîëàìè Z1(ϕ1), Z2(ϕ2) i
ïîäiáíèìè áóäåìî ïîçíà÷àòè ñàìå ïîñëiäîâíîñòi äié (2.14). Ðåàëü-
íó æ ïðåöåñiþ óñóíóòè íåìîæëèâî, òîìó äëÿ ¨¨ íåéòðàëiçóâàííÿ
âèêîðèñòîâóþòü ìåòîäè ñèíõðîíiçàöi¨, ïðî ÿêi ìè âæå çãàäóâàëè
i ÿêi áóäóòü ðîçãëÿíóòi ïiçíiøå.

Âèáðàâøè òðèâàëîñòi iìïóëüñiâ òàêèìè, ùîá ϕ1=ϕ2=φ=ϕ, îò-
ðèìà¹ìî ç (2.25) äâîêâàáiòîâèé îïåðàòîð ôàçè (ç òî÷íiñòþ äî íå-
ñóòò¹âîãî ôàçîâîãî ìíîæíèêà)

(Z1(ϕ)⊗ Z2(ϕ)) Z12(ϕ)=ei
ϕ
2 B(−2ϕ)

=ei
ϕ
2


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 e−i2ϕ

,
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çâiäêè:

B(ϕ) = (Z1(−ϕ/2)⊗ Z2(−ϕ/2)) Z12(−ϕ/2).

Î÷åâèäíî, ùî â îïåðàòîðiB(π) ìîæíà âèáðàòè ïðîòèëåæíèé çíàê:

B(π) = (Z1(π/2)⊗ Z2(π/2)) Z12(π/2).

Òîäi äâîêâàáiòîâèé îïåðàòîð CNOT ìàòèìå òàêó ñòðóêòóðó:

CNOT = (I1 ⊗Y2 (−π/2)) B(π) (I1 ⊗Y2 (π/2))

= (I1 ⊗Y2 (−π/2)) eiπ/4 (Z1 (π/2)⊗ I2)

(I1 ⊗ Z2 (π/2)) Z12 (π/2) (I1 ⊗Y2 (π/2)) . (2.29)

Êóòè −ϕ òðåáà ðîçóìiòè ÿê 2π−ϕ. Íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîðè Z(ϕ)
íàñïðàâäi ¹ äîáóòêîì îïåðàòîðiâ (2.14),

Z (ϕ) = Y
(π

2

)
X (ϕ) Y

(
−π

2

)
òîáòî, ôîðìóþòüñÿ òðüîìà ïîñëiäîâíèìè iìïóëüñàìè ãàðìîíi÷íî-
ãî ïîëÿ b, à íå ïðåöåñi¹þ íàâêîëî îñi z, ñïðè÷èíåíîþ ñèëüíèì
ïîñòiéíèì ïîëåì B0. Òîìó ÷àñ ïîâîðîòó â öüîìó âèïàäêó ¹ íà-
áàãàòî áiëüøèé, àíiæ ÷àñ ïîâîðîòó íà òîé ñàìèé êóò çà ðàõóíîê
ïðåöåñi¨ â ïîëi B0.

Äîêëàäíiøå êâàíòîâi âåíòèëi ðîçãëÿíåìî ïiçíiøå.

2.7 Ñèíõðîíiçàöiÿ êâàíòîâèõ âåíòèëiâ

ßê áóëî çàóâàæåíî ðàíiøå, â ïðîìiæêàõ ÷àñó, êîëè íà êâàáiò íå
äi¹ êâàíòîâèé âåíòèëü (ÊËÅ), ó äàíîìó âèïàäêó � ðàäiî÷àñòîòíèé
iìïóëüñ, ñïií iç âåëèêîþ ÷àñòîòîþ ω1 ïðåöåñó¹ íàâêîëî ïîñòiéíîãî
ïîëÿ B0. Äëÿ òîãî, ùîá óñóíóòè öåé øêiäëèâèé ïðèðîäíié ðóõ,
âèêîðèñòîâóþòü ïðèéîì ðåôîêóñóâàííÿ, äàâíî âiäîìèé ó òåõíiöi
ßÌÐ. Âií  ðóíòó¹òüñÿ íà òàêié âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ Z(ωt):

X(π)Z(ωt)X(−π) = Z(−ωt),

ÿêó ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêîæ ó âèãëÿäi:

X(π)Z(ωt)X(−π)Z(ωt)=I ÷è Z(ωt)X(π)Z(ωt)X(−π)=I. (2.30)
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Çðîçóìiëî, ùî çíàê áiëÿ π â îïåðàòîði X(π) íåñóòò¹âèé, îñêiëüêè
X(π) = −X(−π). Îòæå, ÿêùî íà ïî÷àòêó ïðîìiæêó �ïðîñòîþâà-
ííÿ� ñïiíó ïîäiÿòè íà íüîãî ðàäiî÷àñòîòíèì iìïóëüñîì X(π), à
ïîòiì çðîáèòè òå æ ñàìå â ñåðåäèíi öüîãî ïðîìiæêó, òî ñïií ïðè-
éäå äî ïî÷àòêó äi¨ íàñòóïíîãî êâàíòîâîãî âåíòèëÿ â òîìó æ ñòàíi,
â ÿêîìó âií áóâ íà êiíåöü ïîïåðåäíüîãî. Ç âèðàçiâ (2.30) áà÷è-
ìî, ùî äiþ iìïóëüñó X(π) ìîæíà ïåðåíåñòè ç ïî÷àòêó ïðîìiæêó
�ïðîñòîþâàííÿ� íà éîãî êiíåöü.

Ïîäiáíèìè âëàñòèâîñòÿìè âîëîäi¹ i îïåðàòîð âiäíîñíîãî ïîâî-
ðîòó ñïiíiâ, çóìîâëåíîãî iõíüîþ âçà¹ìîäi¹þ,

(X1(π)⊗ I) Z12(Ωzt) (X1(−π)⊗ I) = Z12(−Ωzt),

(I⊗X2(π)) Z12(Ωzt) (I⊗X2(−π)) = Z12(−Ωzt). (2.31)

ßêùî íà ïåðøèé âèðàç ó (2.31) ïîäiÿòè îïåðàòîðîì (I⊗X2(π))
÷è íà äðóãèé � îïåðàòîðîì (X1(π)⊗ I), òî îòðèìà¹ìî:

(X1(π)⊗X2(π)) Z12(Ωzt) (X1(π)⊗X2(π)) =Z12(Ωzt),

Äëÿ ôîðìóâàííÿ äâîêâàáiòîâèõ âåíòèëiâ òðåáà âèêîðèñòîâó-
âàòè âiäíîñíå îáåðòàííÿ ñïiíiâ, ùî âiäáóâà¹òüñÿ çàâäÿêè ìiæñïi-
íîâié âçà¹ìîäi¨, òîáòî, �÷èñòó� äiþ îïåðàòîðà Z12(Ωzt), àëå ôiçè-
÷íî ¨¨ ìîæíà ðåàëiçóâàòè òiëüêè îïåðàòîðîì

(Z1(ω1t)⊗ Z2(ω2t)) Z12(Ωzt), (2.32)

ÿêèé ìiñòèòü øêiäëèâå øâèäêå îáåðòàííÿ ãåíåðîâàíå äi¹þ îïåðà-
òîðiâ Z1(ω1t) i Z2(ω2t). Ùîá éîãî óñóíóòè, òðåáà íà ïî÷àòêó (àáî
â êiíöi) ïðîìiæêó τ äi¨ îïåðàòîðà (2.32) i â ìîìåíò τ/2 ïîäiÿòè
êîðîòêèìè iìïóëüñàìè X1(π)⊗X2(π):

(X1(π)⊗X2(π))
(
Z1

(ω1τ

2

)
⊗Z2

(ω2τ

2

))
Z12

(
Ωzτ

2

)
(X1(π)⊗X2(π))

(
Z1

(ω1τ

2

)
⊗Z2

(ω2τ

2

))
Z12

(
Ωzτ

2

)
=Z12 (Ωzτ) ,

öå íåéòðàëiçó¹ äiþ îïåðàòîðiâ Z1(ω1t) i Z2(ω2t) i íå çiïñó¹ �÷èñòî¨�
äi¨ îïåðàòîðà Z12(Ωzτ).
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Êëàñè÷íi îá÷èñëåííÿ. Îá÷èñëþâàíiñòü.

Ñêëàäíiñòü

Áàãàòî çàäà÷ ìàòåìàòèêè, ôiçèêè, òåõíiêè òà iíøèõ îáëàñòåé ìî-
æíà ðîçãëÿäàòè ÿê îá÷èñëåííÿ ôóíêöié: äëÿ çàäàíîãî íàáîðó âõi-
äíèõ ïàðàìåòðiâ (�àðãóìåíòó�) ðîçðàõîâó¹òüñÿ âèõiäíèé íàáið ïà-
ðàìåòðiâ (�çíà÷åííÿ ôóíêöi¨�), òîáòî áóäó¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ ç
îäíîãî áàãàòîâèìiðíîãî ïðîñòîðó â iíøèé áàãàòîâèìiðíèé ïðîñòið.
Ó âóæ÷îìó ñåíñi âiäîìi ôóíêöi¨ åëåìåíòàðíi, àëãåáðà¨÷íi, òðàíñ-
öåíäåíòíi, ñïåöiàëüíi òà ií. Ðàçîì ç iìåíåì, ïîâ'ÿçàíèì ç îçíà-
÷åííÿì, âîíè ìàþòü âiäïîâiäíi ïðàâèëà îá÷èñëåííÿ. Îçíà÷åííÿì
ôóíêöi¨ ìîæóòü áóòè ïåâíi ñïiââiäíîøåííÿ, iíòåãðàëè, ðiâíÿííÿ
(àëãåáðà¨÷íi, òðàíñöåíäåíòíi, äèôåðåíöiàëüíi, iíòåãðàëüíi òà ií.).
Îäíó é òó æ ôóíêöiþ ìîæíà îçíà÷èòè ÿê ðîçâ'ÿçîê äåÿêîãî ðiâ-
íÿííÿ, ÿê iíòåãðàë, ëàíöþãîâèé äðiá, ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ
i ò.ï.. Öå çàäà¹ ðiçíi àëãîðèòìè äëÿ ¨¨ îá÷èñëåííÿ. Ïðîáëåìà iñíó-
âàííÿ ôóíêöi¨ ¹ ïðîáëåìîþ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, à ïðîáëåìà
îá÷èñëþâàíîñòi ôóíêöi¨ íàëåæèòü äî îáëàñòi òåîði¨ àëãîðèòìiâ i
àáñòðàêòíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ìàøèí.

3.1 Îá÷èñëþâàíiñòü

¾Îá÷èñëþâàíå äiéñíå ÷èñëî � äiéñíå ÷èñëî, äëÿ ÿêîãî iñíó¹ àëãî-
ðèòì, ùî çíàõîäèòü ÿê çàâãîäíî òî÷íi íàáëèæåííÿ äî öüîãî ÷è-
ñëà.¿ [18].

Îá÷èñëåííÿ âèêîíóþòü çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó, ùî ¹ ïî-
ñëiäîâíiñòþ ïåâíèõ �ìåõàíi÷íèõ� äié, ïðàâèëüíå âèêîíàííÿ ÿêèõ
ãàðàíòó¹ äîñòîâiðíèé ðåçóëüòàò íåçàëåæíî âiä êâàëiôiêàöi¨ âè-

75
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êîíàâöÿ. Âåëèêi çà îá'¹ìîì îá÷èñëåííÿ ïðîâîäÿòü íà òåõíi÷íèõ
ïðèñòðîÿõ, ÿêi íàçèâàþòü îá÷èñëþâàëüíèìè ìàøèíàìè ÷è êîì-

ï'þòåðàìè. Òåîðåòè÷íîþ îñíîâîþ (ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ) îá-
÷èñëþâàëüíèõ ìàøèí, ÿê òåõíi÷íèõ ïðèñòðî¨â (ôiçè÷íèõ ñèñòåì),
¹ àáñòðàêòíi îá÷èñëþâàëüíi ìàøèíè (ÀÎÌ), ÿêi âèâ÷àþòü ó òå-
îði¨ àâòîìàòiâ i â òåîði¨ àëãîðèòìiâ, ùî ¹ ïåâíèìè ìàòåìàòè-
÷íèìè ñèñòåìàìè, â ðàìêàõ ÿêèõ îïèñóþòü i àíàëiçóþòü ÀÎÌ òà
àëãîðèòìè. Âèâ÷åííÿ ÀÎÌ äà¹ çìîãó âñòàíîâèòè òàêîæ ãðàíè÷íi
ìîæëèâîñòi ðåàëüíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ìàøèí. Iñòîðè÷íî ïåðøîþ
ÀÎÌ i íàéïîïóëÿðíiøîþ, ¹ ìàøèíà Òþðèíãà (1936). Àëå ôóíêöiî-
íàëüíî áëèæ÷îþ äî ñó÷àñíèõ êîìï'þòåðiâ òà iíòó¨òèâíî çðîçóìi-
ëiøîþ ¹ iäåàëiçîâàíà ìàøèíà ç íåîáìåæåíèìè ðåãiñòðàìè (ÌÍÐ),
çàïðîïîíîâàíà Øåïåðäñîíîì i Ñòåðäæèñîì (1963), òîìó ïîáiæíî
ðîçãëÿíåìî ¨¨ [19].

ÌÍÐ ñêëàäà¹òüñÿ ç áåçìåæíî¨ êiëüêîñòi ðåãiñòðiâ, ùî ïîçíà-
÷àþòüñÿ ÷åðåç R1, R2, R3, . . ., Rj , . . . , êîæåí ç ÿêèõ (Rj) ìiñòèòü
äåÿêå íåâiä'¹ìíå öiëå ÷èñëî (rj). ÌÍÐ çìiíþ¹ âìiñò ðåãiñòðiâ çà äå-
ÿêèìè êîìàíäàìè, ùî âiäïîâiäàþòü íàéïðîñòiøèì îïåðàöiÿì íàä
÷èñëàìè. Ñêií÷åííèé ñïèñîê êîìàíä óòâîðþ¹ ïðîãðàìó. Äëÿ ÌÍÐ
âèçíà÷åíi òàêi ÷îòèðè áàçîâi êîìàíäè:

1. Êîìàíäà çàíóëåííÿ Z(j): rj := 0,
2. Êîìàíäà äîäàâàííÿ îäèíèöi S(j): rj := rj + 1,
3. Êîìàíäà ïåðåàäðåñóâàííÿ T (j,m): rj := rm,
4. Êîìàíäà óìîâíîãî ïåðåõîäó:

J(j,m; q) :


ÿêùî rj = rm, ïåðåõîäü íà êîìàíäó çà íîìåðîì q,
ÿêùî rj 6= rm, âèêîíóé íàñòóïíó êîìàíäó,
ÿêùî q > p, stop

(p íîìåð îñòàííüî¨ êîìàíäè ïðîãðàìè P ).

ÌÍÐ çäiéñíþ¹ îá÷èñëåííÿ çãiäíî ïðîãðàìè P , ïî÷èíàþ÷è ç
äåÿêî¨ ïî÷àòêîâî¨ êîíôiãóðàöi¨ {ri = ai} (òåîðåòè÷íî i ìîæå ïðÿ-
ìóâàòè äî∞), i çàêií÷ó¹ îá÷èñëåííÿ ïiñëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà êðî-
êiâ ó êiíöåâié êîíôiãóðàöi¨ {rj = bj}. ßê ïðàâèëî, ðîçãëÿäàþòü
ñêií÷åííi ïî÷àòêîâi {ai} òà êiíöåâi {bj} êîíôiãóðàöi¨ 1 ≤ i ≤ n
i 1 ≤ j ≤ m. Êàæóòü, ùî îá÷èñëåííÿ çáiãàþòüñÿ, ÿêùî ìàøèíà
çóïèíÿ¹òüñÿ i ðîçáiãàþòüñÿ, ÿêùî ìàøèíà íå çóïèíÿ¹òüñÿ.
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Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi¨ Zn f→ Z, äå Z � ìíîæèíà íåâiä'¹ìíèõ
öiëèõ ÷èñåë. Âiäîìî, ùî òàêi ôóíêöi¨ ñêëàäàþòü íåçëi÷åííó ìíî-
æèíó, òîäi ÿê äëÿ ÌÍÐ iç ÷îòèðüîõ áàçèñíèõ êîìàíä ìîæíà çáó-
äóâàòè çëi÷åííó ìíîæèíó ïðîãðàì [19].

ßê òîäi îêðåñëèòè ìíîæèíó ôóíêöié, îá÷èñëþâàíèõ íà ÌÍÐ?
Îá÷èñëþâàíèìè ¹ îñíîâíi (áàçîâi) ôóíêöi¨:
a) íóëü-ôóíêöiÿ � (�(x) = 0 äëÿ âñiõ x);
b) ôóíêöiÿ äîäàâàííÿ îäèíèöi x+ 1;
c) ôóíêöiÿ ïðîåêöi¨ Uni :

Uni (x1, x2, . . . , xn) = xi; 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 1.

Ñóïåðïîçèöiÿ ôóíêöié. Íåõàé ôóíêöi¨ f(y1, . . . , yk) i g1(x), . . . ,
gk(x), äå x = (x1, . . . , xn) ∈ Zn, � ¹ ÌÍÐ îá÷èñëþâàíèìè ôóíêöi-

ÿìè. Òîäi i ñóïåðïîçèöiÿ öèõ ôóíêöié h(x)
def
= f(g1(x), . . . , gk(x))

òàêîæ ¹ ÌÍÐ îá÷èñëþâàíîþ ôóíêöi¹þ.
Ðåêóðñiÿ. Íåõàé x = (x1, . . . , xn) ∈ Zn, (xj , y, z ∈ Z), à f(x) i

g(x, y, z) ¹ ôóíêöiÿìè. Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ h(x, y), ùî çàäî-
âîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ ðåêóðñi¨:

h(x, 0) = f(x),

h(x, y + 1) = g(x, y, h(x, y)).

ßêùî f(x) i g(x, y, z) � ÌÍÐ îá÷èñëþâàíi ôóíêöi¨, òî i h(x, y) �
òàêîæ ÌÍÐ îá÷èñëþâàíà ôóíêöiÿ.

Ôóíêöi¨, îòðèìàíi iç áàçîâèõ ôóíêöié, ñóïåðïîçèöi¨ i ðåêóð-
ñi¨, íàçèâàþòü ïðèìiòèâíî ðåêóðñèâíèìè ôóíêöiÿìè [19]. Äî íèõ
íàëåæàòü:

a) x+ y; b) x · y; c) xy;

d) x−̇1 (0− 1 = 0); e) x−̇y =

{
x− y, x ≥ y,

0, x ≤ y;

f) sg(x) =

{
1, x = 0,
0, x 6= 0;

g) sg(x) =

{
0, x = 0,
1, x 6= 0;

h) |x− y|; i) x!;
j) min(x, y); k) max(x, y);

l) rm(x, y)− çàëèøîê âiä äiëåííÿ y íà x (rm(0, y)
def
= 0);
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m) qt(x, y)− ÷àñòêà âiä äiëåííÿ y íà x (qt(0, y)
def
= 0);

n) div(x, y) =

{
1, ÿêùî x|y (x äiëèòü y),
0, ÿêùî x - y (x íå äiëèòü y).

o) Ñêií÷åííà ñóìà i ñêií÷åííèé äîáóòîê îá÷èñëþâàíèõ ôóí-
êöié òàêîæ ¹ îá÷èñëþâàíîþ ôóíêöi¹þ.

Çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà ìiíiìiçàöi¨ µ êëàñ ïðèìiòèâíî ðå-
êóðñèâíèõ ôóíêöié ðîçøèðþ¹òüñÿ äî êëàñó ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié.
Îïåðàòîð ìiíiìiçàöi¨ µ âèçíà÷àþòü òàê: äëÿ äîâiëüíî¨ îá÷èñëþ-
âàíî¨ ôóíêöi¨ f(x, y) îïåðàòîð ìiíiìiçàöi¨ µy(f(x, y)=0) âiäáèðà¹
íàéìåíøèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ f(x, y)=0 âiäíîñíî y. Iíøèìè ñëî-
âàìè, îïåðàòîð ìiíiìiçàöi¨ âèçíà÷à¹ íåÿâíî çàäàíó ôóíêöiþ y(x).

Ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi íà âñié ìíîæèíi Z íàçèâàþòüòîòàëüíèìè,
â iíøîìó âèïàäêó � ÷àñòêîâèìè [19].

Êëàñîì R ÷àñòêîâî ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié íàçèâàþòü íàéìåí-
øèé êëàñ ÷àñòêîâèõ ôóíêöié, ùî ìiñòèòü áàçèñíi ôóíêöi¨ �, x+1,
Uni i çàìêíóòèé âiäíîñíî îïåðàöié ñóïåðïîçèöi¨, ðåêóðñi¨ i ìiíiìi-
çàöi¨.

Àáî, R � öå êëàñ ÷àñòêîâèõ ôóíêöié, êîæíó ç ÿêèõ ìîæíà
îòðèìàòè ç îñíîâíèõ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ ñêií÷åííîãî ÷èñëà
îïåðàöié ñóïåðïîçèöi¨, ðåêóðñi¨ i ìiíiìiçàöi¨ [19].

Ó 30-60-èõ ðîêàõ 20 ñò. çàïðîïîíîâàíî iíøi ÀÎÌ i âiäïîâiäíi
¨ì êëàñè îá÷èñëþâàíèõ ôóíêöié, íå îáîâ'ÿçêîâî çàäàíèõ êîíñòðó-
êòèâíî:

a) Ãåäåëü-Åðáàí-Êëiíi (1936): Çàãàëüíîðåêóðñèâíi ôóíêöi¨, âè-
çíà÷åíi çà äîïîìîãîþ ÷èñëåííÿ ðåêóðñèâíèõ ðiâíÿíü.

b) ×åð÷ (1936): λ�îçíà÷åíi ôóíêöi¨.
c) Ãåäåëü-Êëiíi (1936): µ�ðåêóðñèâíi ôóíêöi¨ i ÷àñòêîâî ðåêóð-

ñèâíi ôóíêöi¨.
d) Òþðèíã (1936): Ôóíêöi¨, îá÷èñëþâàíi ìàøèíîþ Òþðèíãà.
e) Ïîñò (1943): Ôóíêöi¨, âèçíà÷åíi êàíîíi÷íèìè äåäóêòèâíèìè

ñèñòåìàìè.
f) Ìàðêîâ (1951): Ôóíêöi¨, çàäàíi íîðìàëüíèìè àëãîðèôìàìè

íàä ñêií÷åííèì àëôàâiòîì.
g) Øåïåðäñîí-Ñòåðäæèñ (1963): ÌÍÐ ðîçðàõîâíi ôóíêöi¨.
Â ïiäñóìêó öèõ äîñëiäæåíü áóëî îòðèìàíî îñíîâíèé ðåçóëüòàò:
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Âñi öi óòî÷íåííÿ ïîíÿòòÿ îá÷èñëþâàíîñòi ïðèçâîäÿòü äî îäíîãî é

òîãî æ êëàñó îá÷èñëþâàíèõ ôóíêöié C(T ) � êëàñó Òþðèíãà.

Òîáòî, âñi ÀÎÌ ìîæóòü îá÷èñëþâàòè òiëüêè ôóíêöi¨ ç êëàñó
C(T ). À ðåàëüíi ÎÌ îá÷èñëþþòü ôóíêöi¨, ùî òâîðÿòü ïiäêëàñ ó
C(T ).

Äîâåäåíî, ùî êëàñ C(T ) óòâîðþ¹ çëi÷åííó ìíîæèíó, òîáòî, âñi
îá÷èñëþâàíi ôóíêöi¨ ìîæíà ïåðåíóìåðóâàòè íàòóðàëüíèìè ÷è-
ñëàìè fi(x), x = (x1, . . . , xn), n→∞.

Ôóíêöiþ F (y,x) íàçèâàþòü óíiâåðñàëüíîþ ôóíêöi¹þ ïåâíîãî
êëàñó {ϕj(x)}, ÿêùî âñi ôóíêöi¨ öüîãî êëàñó îòðèìóþòüñÿ ç íå¨
ïîêëàäàííÿì y = j, òîáòî, ϕj(x) = F (j,x).

ÀÎÌ, ÿêà îá÷èñëþ¹ óíiâåðñàëüíó ôóíêöiþ êëàñó C(T ) íàçè-
âà¹òüñÿ óíiâåðñàëüíîþ ÀÎÌ. Iíøèìè ñëîâàìè, óíiâåðñàëüíà ÀÎÌ
ìîäåëþ¹ âñi iíøi ÀÎÌ.

Çðîçóìiëî, ùî öi îçíà÷åííÿ íå ìîæóòü ïðåòåíäóâàòè íà ïîâíî-
òó i ñòðîãiñòü, â òîìó ñåíñi, ÿêèé ïðèéíÿòèé â öüîìó ðîçäiëi ìàòå-
ìàòèêè. Îäíàê, íàøîþ ìåòîþ ¹, ðàäøå, âñòàíîâëåííÿ òîãî ôàêòó,
ùî íå âñi ôóíêöi¨ ìîæóòü áóòè àëãîðèòìi÷íî îá÷èñëþâàíèìè, i
ñòâîðåííÿ õî÷à á ïðèáëèçíîãî óÿâëåííÿ ïðî êëàñ îá÷èñëþâàíèõ
ôóíêöié. Äëÿ äîêëàäíiøîãî îçíàéîìëåííÿ ç ïðîáëåìîþ îá÷èñëþ-
âàíîñòi ôóíêöié îêðiì êíèãè [19] (íà ÿêié  ðóíòó¹òüñÿ öåé ïiäðîç-
äië) ðåêîìåíäó¹ìî êíèãó [20].

3.2 Ñêëàäíiñòü àëãîðèòìiâ

Iíøîþ õàðàêòåðèñòèêîþ àëãîðèòìiâ ¹ åôåêòèâíiñòü, ÿêà ïîêàçó¹
ÿê àëãîðèòì âèêîðèñòîâó¹ îñíîâíi ðåñóðñè: ÷àñ, ïðîñòið, òî÷íiñòü.
Ïiä ïðîñòîðîì ðîçóìiþòü êiëüêiñòü êîíñòðóêòèâíèõ åëåìåíòiâ ÎÌ,
ïîòðiáíèõ äëÿ âèêîíàííÿ àëãîðèòìó.

Àëãîðèòìè, ÿêi îòðèìóþòü íà âõîäi òiëüêè àðãóìåíòè ôóíêöi¨,
êîòðó âîíè îá÷èñëþþòü, iç ïîñëiäîâíiñòþ êîìàíä, ùî çàëåæèòü
òiëüêè âiä ôóíêöi¨ i ¨¨ àðãóìåíòó, íàçèâàþòü äåòåðìiíîâàíèìè.
ßêùî àëãîðèòì íà âõîäi, êðiì àðãóìåíòó ôóíêöi¨, îòðèìó¹ äåÿêó
âèïàäêîâó (íàïð. ÷èñëîâó) ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà âïëèâà¹ íà âèêîíà-
ííÿ àëãîðèòìó i, ÿê íàñëiäîê, � íà ðåçóëüòàò, äîñòîâiðíiñòü ÿêî-
ãî âèçíà÷à¹òüñÿ iìîâiðíiñòþ (íàïð. P>2/3), íàçèâàþòü iìîâiðíiñ-
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íèìè (àáî ðàíäîìiçîâàíèìè). Äî íèõ, çîêðåìà, íàëåæàòü Ìîíòå-
Êàðëî àëãîðèòìè.

Äëÿ ðiçíèõ ôóíêöié iç êëàñó C(T ) âèêîðèñòîâóþòü ðiçíi àë-
ãîðèòìè, ÿêi ïðàöþþòü ç ðiçíîþ åôåêòèâíiñòþ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ
òiëüêè õàðàêòåðîì ôóíêöi¨.

Íåõàé L � äîâæèíà âõiäíîãî ñëîâà ÎÌ. Äëÿ ÷èñëà X öå áóäå
L = logk(X), äå k � îñíîâà êîäóâàííÿ, ïðèéíÿòà â äàíié ÎÌ,
íàé÷àñòiøå k = 2.

1. Àëãîðèòìè, ÿêi îá÷èñëþþòü ôóíêöi¨ çà ÷àñ t ≈ cLm, íàëå-
æàòü äî êëàñó ñêëàäíîñòi P (ïîëiíîìíîãî).

2. Àëãîðèòìè, ÿêi çà ïîëiíîìíèé ÷àñ t = cLm âñòàíîâëþþòü
÷è âèïàäêîâî çàïðîïîíîâàíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ iñòèííèì (y = f(x)),
âõîäÿòü äî êëàñó NP (íåäåòåðìiíîâàíîãî ïîëiíîìíîãî). Âiäîìî,

ùî P ⊆ NP, iñíó¹ ïðîáëåìà P ?
= NP.

3. Iìîâiðíiñíi àëãîðèòìè íàëåæàòü äî êëàñó BPP (bounded pro-
bability polynomial), ÿêùî çà ïîëiíîìíèé ÷àñ t = cLm âîíè äàþòü
ïðàâèëüíó âiäïîâiäü y = f(x) ç iìîâiðíiñòþ P > P0.

4. PSPACE àëãîðèòìè ïîòðåáóþòü ïîëiíîìíîãî ïðîñòîðó, òîá-
òî, ïàì'ÿòi i ÷èñëà ëîãi÷íèõ åëåìåíòiâ.

5. EXPT IME àëãîðèòìè ïîòðåáóþòü åêñïîíåíòíîãî ÷àñó âè-
êîíàííÿ t = c exp(aLr).

Î÷åâèäíî, ùî àëãîðèòìè âñiõ öèõ êëàñiâ ñêëàäíîñòi îá÷èñëþ-
þòü ôóíêöi¨ iç êëàñó îá÷èñëþâàíèõ ôóíêöié C(T ).

Ïðèêëàäè.
1. Äîäàâàííÿ, ìíîæåííÿ i äiëåííÿ äâîõ ÷èñåë äîâæèíè L ïî-

òðåáó¹ ÷àñó t ' cL2 ∈ P.
2. Îá÷èñëåííÿ íàéìåíøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà (ÍÑÄ) çà àëãî-

ðèòìîì Åâêëiäà ïîòðåáó¹ ÷àñó t ' cL3 ∈ P.
3. Ðîçïiçíàâàííÿ ïðîñòîòè. ×èñëî x ïðîñòå ÷è ñêëàäåíå? Ó

2002 ðîöi ç'ÿñîâàíî, ùî öÿ ïðîáëåìà íàëåæèòü äî êëàñó ñêëàäíî-
ñòi P [25], à t ' cLk, k ∼ 10.

4. Ôàêòîðèçàöiÿ. Íåõàé x � ñêëàäåíå, çíàéòè p i q òàêi, ùî
x = pq. Íàéêðàùèé iìîâiðíiñíèé àëãîðèòì ïîòðåáó¹ ÷àñó t '
c2a
√
L logL. � àëãîðèòìè ç îöiíêîþ ÷àñó t ' c22L1/3(logL)2/3

, ÿêà
íå äîâåäåíà [21].

Íåõàé ÷èñëî x ìà¹ 130 äåñÿòêîâèõ çíàêiâ, òîáòî, L ≈ 300, òîäi
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÷àñ ôàêòîðèçàöi¨ çà äðóãèì àëãîðèòìîì ïðè øâèäêîäi¨ êîìï'þ-
òåðà 1012 îï/ñåê äîðiâíþ¹ 1018ñåê (42 äíi). ßêùî æ L = 600, òî
t ' 1025ñåê.

5. Àëãîðèòì ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ äëÿ êëàñè÷íîãî ïðîöåñîðà
íàëåæèòü äî êëàñó ñêëàäíîñòi EXPT IME ç ÷àñîì t = c exp(aL).
Àëãîðèòì øâèäêîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ äà¹ ïîëiíîìíå (êâàäðà-
òè÷íå) ïðèñêîðåííÿ t = c exp(aL/2).

Òðóäíîùi êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèõ çàäà÷ iëþñòðó¹ îöiíêà iç ñòàò-
òi [23]: ¾Äëÿ êâàíòîâî-ìåõàíi÷íîãî ðîçðàõóíêó ìîëåêóëè ìåòàíó
òðåáà ïðîâåñòè îá÷èñëåííÿ çà ìåòîäîì ñiòîê â 1042 òî÷êàõ. ßêùî
ââàæàòè, ùî â êîæíié òî÷öi òðåáà âèêîíàòè âñüîãî 10 åëåìåí-
òàðíèõ îïåðàöié, i ïðèïóñòèòè, ùî âñi îá÷èñëåííÿ âiäáóâàþòüñÿ
ïðè íàäíèçüêié òåìïåðàòóði (T=3·10−3K), òî i ïðè öüîìó ðîçðà-
õóíîê ìîëåêóëè ìåòàíó ïîòðåáó¹ âèòðàò åíåðãi¨, ùî âèðîáëÿ¹òüñÿ
íà Çåìëi ïðèáëèçíî çà ñòîëiòòÿ.¿

Îòæå, àëãîðèòìè (àáî çàäà÷i) ìîæíà ïîäiëèòè íà ëåãêi i ñêëà-
äíi. Ëåãêi ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ç ïîëiíîìíèì âèêîðèñòàííÿì ðåñóðñiâ, à
ñêëàäíi � ç åêñïîíåíòíèì. Çàóâàæèìî, ùî öi âëàñòèâîñòi àëãîðè-
òìiâ ïðîÿâëÿþòüñÿ ïðè äîâãèõ âõiäíèõ ñëîâàõ. Äëÿ ïðàêòè÷íèõ
çàäà÷ ç êîðîòêèì âõîäîì íàâiòü òåîðåòè÷íî ñêëàäíi åêñïîíåíòíi
àëãîðèòìè ìîæóòü áóòè öiëêîì åôåêòèâíèìè.

Ó òåîði¨ àëãîðèòìiâ íå iñíó¹ ìåòîäiâ òåîðåòè÷íîãî äîâåäåííÿ
òîãî, ÷è äëÿ ïåâíî¨ çàäà÷i ìîæíà çáóäóâàòè åôåêòèâíèé àëãîðèòì.
Öå ìîæíà çðîáèòè ñòâîðåííÿì âiäïîâiäíîãî àëãîðèòìó [21].

Öåé ïiäðîçäië, â îñíîâíîìó,  ðóíòó¹òüñÿ íà êíèçi [21]. Äåòàëü-
íiøå ç òåîði¹þ àëãîðèòìiâ ìîæíà îçíàéîìèòèñü çà êíèãîþ [22].

3.3 Àëãåáðà Áóëÿ i êëàñè÷íi êîìï'þòåðè

Àëôàâiòè i êîìàíäè ÀÎÌ ìîæíà ðåàëiçóâàòè íà àëãåáði Áóëÿ,
à îïåðàöi¨ àëãåáðè Áóëÿ i ¨¨ çìiííi, âiäïîâiäíî, ìîæíà ôiçè÷íî
ðåàëiçóâàòè ÿê ìåõàíi÷íi ÷è åëåêòðîííi ïðèñòðî¨ òà ¨õíi ñòàíè, ùî
¹ îñíîâîþ äëÿ ïðàêòè÷íî¨ ïîáóäîâè îá÷èñëþâàëüíèõ ìàøèí, ÿê
òåõíi÷íèõ ïðèñòðî¨â [24].

Äîâiëüíå öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî ìîæíà çàäàòè ó äâiéêîâîìó
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çîáðàæåííi:

x = xn2n + xn−12n−1 + . . .+ x12 + x0, (3.1)

ÿêå ñèìâîëi÷íî çàïèñóþòü:

x = xnxn−1 · · ·x1x0, (3.2)

äå xj = {0, 1}.
Iððàöiîíàëüíi ÷èñëà çîáðàæàþòü:

r = An2n +An−12n−1 + . . .+A12 +A0 +
∞∑
j=1

aj2
−j , (3.3)

i çàïèñóþòü:

r = AnAn−1 · · ·A1A0, a1a2 · · · aj · · · , (3.4)

äëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ïîñëiäîâíiñòü {aj} ¹ ïåðiîäè÷íîþ. Íàäà-
ëi îáìåæèìîñÿ ðîçãëÿäîì òiëüêè öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, îñêiëü-
êè âñi iíøi (ïðèíàéìíi ç äîñòàòíüîþ òî÷íiñòþ) ìîæíà âèðàçèòè
÷åðåç íèõ. Âèðàçè (3.1)�(3.4) íàñïðàâäi ¹ ïîçíà÷åííÿìè ÷èñåë ó
äâiéêîâîìó çîáðàæåííi, à íå ñàìèìè ÷èñëàìè. Ó ïîçèöiéíîìó çà-
ïèñi ÷èñåë ïðè îñíîâi k âèêîðèñòîâóþòüñÿ k âiäìiííèõ ìiæ ñîáîþ
ñèìâîëiâ. Ïðàâèëà âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ äié àëü-Õîðåçìi (àë-
ãîðèòìè), ñôîðìóëüîâàíi äëÿ ïîçíà÷åíü ÷èñåë â äåñÿòêîâîìó çî-
áðàæåííi, ÷èííi äëÿ äié ç ïîçíà÷åííÿìè ÷èñåë â äîâiëüíîìó ïîçè-
öiéíîìó çîáðàæåííi i ïðèçâîäÿòü äî ïîçíà÷åíü ÷èñåë�ðåçóëüòàòiâ
öèõ äié. Ðîçãëÿíåìî ïðîñòi äi¨ ç ÷èñëàìè (3.1)�(3.2).

7=1 · 22+1 · 21+1 · 20=111, 4=1 · 22+0 · 21+0 · 22=100; (3.5)

à) äîäàâàííÿ: 7 + 4=11=1 · 23 + 0 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20=1011,

111
+ 100

1011

(3.6)
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b) âiäíiìàííÿ: 7− 4 = 3 = 1 · 21 + 1 · 20 = 11,

111
− 100

011

(3.7)

c) ìíîæåííÿ: 7×4=28=1·24+1·23+1·22+0·21+0·20=11100,

111
× 100

000
000

111

11100

(3.8)

(Äåñÿòêîâi öèôðè çîáðàæåíî ïîòîâùåíèìè ñèìâîëàìè.)
Ç ïðèêëàäiâ (3.6)�(3.8) çàóâàæó¹ìî, ùî öi åëåìåíòàðíi îïåðàöi¨

ìîæíà ðåàëiçóâàòè ôiçè÷íî, ÿêùî ïîçèöi¨ â çàïèñi ÷èñëà çàìiíè-
òè äðîòèêàìè ðàõiâíèöi, êîëiùàòêàìè, ìàãíiòíèìè êiëüöÿìè ÷è
òðàíçèñòîðàìè, à çíà÷åííÿ 0, 1 � âiäïîâiäíî ¨õíiìè ñòàíàìè. Çìi-
íà öèõ ñòàíiâ ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàöié ïîâèííà
âiäïîâiäàòè àëãîðèòìàì (3.6)�(3.8) òà ïîäiáíèì äî íèõ.

Õî÷à åâîëþöiÿ ÎÌ, ÿê ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè, ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ
ïðîãðàìè i ïiäëÿãà¹ ôiçè÷íèì çàêîíàì, îäíàê çìiíà (åâîëþöiÿ)
âèäiëåíèõ äëÿ çîáðàæåííÿ ÷èñåë ñòàíiâ âèçíà÷à¹òüñÿ íå ôiçè÷íè-
ìè çàêîíàìè, à ïðîãðàìîþ, ÿêó âèêîíó¹ ÎÌ.

Ïðè âèêîíàííi îïåðàöié (3.6)�(3.8) âèêîðèñòàíî òàêi ïðàâèëà:

0 + 1 = 1 + 0 = 1, 0 + 0 = 1 + 1 = 0 � äîäàâàííÿ çà ìîäóëåì 2;

0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1.

ßêùî ÷èñëàì 0 i 1 çiñòàâèòè áóëåâi çìiííi O i I, à îïåðàöiÿì
+ òà · çiñòàâèòè ëîãi÷íi îïåðàöi¨ OR òà AND, òî ìîæíà âèÿâèòè
ïîâíó âiäïîâiäíiñòü:

0 · 0 = 0 ↔ O AND O = O;
0 · 1 = 0 ↔ O AND I = O;
1 · 0 = 0 ↔ I AND O = O;
1 · 1 = 1 ↔ I AND I = I;
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0 + 0 = 0 ↔ O OR O = O;
0 + 1 = 1 ↔ O OR I = I;
1 + 0 = 1 ↔ I OR O = I;
1 + 1 = 0 ↔ I OR I = I;

(3.9)

çà âèíÿòêîì îñòàííüîãî ðÿäêà ó (3.9), òîìó çàìiñòü îïåðàöi¨ OR ó
êîìï'þòåðàõ âèêîðèñòîâóþòü îïåðàöiþ �âèêëþ÷íîãî� OR (XOR),
ÿêà âèçíà÷åíà òàêèìè ïðàâèëàìè:

0 + 0 = 0 ↔ O XOR O = O;
0 + 1 = 1 ↔ O XOR I = I;
1 + 0 = 1 ↔ I XOR O = I;
1 + 1 = 0 ↔ I XOR I = O.

Îêðiì íàâåäåíèõ áiíàðíèõ, â àëãåáði Áóëÿ ¹ ùå óíàðíà îïåðàöiÿ
çàïåðå÷åííÿ NOT iç âëàñòèâîñòÿìè:

NOT I = O, NOT O = I.

Àëãåáðè Áóëÿ äîñòàòíüî äëÿ âèêîíàííÿ äié (3.6)�(3.8) òà çáóäîâà-
íèõ iç íèõ àðèôìåòè÷íèõ àëãîðèòìiâ äëÿ îá÷èñëåííÿ âñiõ îá÷è-
ñëþâàíèõ ôóíêöié.

Â åëåêòðîíiöi îïåðàöi¨ àëãåáðè Áóëÿ ðåàëiçîâóþòü ÿê òåõíi÷íi
ïðèñòðî¨, ÿêi íàçèâàþòü ëîãi÷íèìè åëåìåíòàìè àáî âåíòèëÿìè, ïî-
çíà÷àþòü ¨õ òàê:

a ��
HH c

�NOT�
a
b

�
�c

�AND�
a
b

�
	
�
�c

�OR�

.

Äîâåäåíî, ùî iç ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ �NOT�, �AND�, �OR�
÷è �XOR� ìîæíà çáóäóâàòè ñêií÷åííó óíiâåðñàëüíó îá÷èñëþâàëü-
íó ìàøèíó [28]. Êëàñè÷íó îá÷èñëþâàëüíó ìàøèíó ìîæíà çáóäó-
âàòè i ç ìåíøî¨ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ [28]:
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a ��
HH c

�NOT�
a
b

�
�c

�AND�

a ��
HH

a

a

� Ãàëóæåííÿ�
a
b JJ



b
a

�Îáìií�

.

Òóò ëiíi¨ ïîçíà÷àþòü ïðîâiäíèêè, ÿêèìè ïîäàþòü ñòàíäàðòíi íà-
ïðóãè.

3.4 Çâîðîòíi îá÷èñëþâàëüíi ìàøèíè

Ëåãêî çàóâàæèòè, ùî îäíîìó é òîìó æ âèõiäíîìó ñòàíó ëîãi÷íèõ
åëåìåíòiâ �AND�, �OR� ÷è �XOR� âiäïîâiäàþòü äåêiëüêà
âõiäíèõ, ùî ñâiä÷èòü ïðî ìàòåìàòè÷íó íåçâîðîòíiñòü öèõ ëîãi÷-
íèõ åëåìåíòiâ. Êëàñè÷íà îá÷èñëþâàëüíà ìàøèíà, ñêëàäåíà ç íå-
çâîðîòíèõ åëåìåíòiâ, ¹ íåçâîðîòíîþ îá÷èñëþâàëüíîþ ìàøèíîþ,
òîáòî, òàêà ÎÌ, çàïóùåíà â çâîðîòíîìó íàïðÿìi, íå ïðèéäå äî
ïî÷àòêîâèõ äàíèõ íàâiòü äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ àëãîðèòìiâ. Ç öi¹þ
íåçâîðîòíiñòþ ïîâ'ÿçóâàëè ðîçñiþâàííÿ òåïëà â ïðîöåñi ðîáîòè îá-
÷èñëþâàëüíî¨ ìàøèíè, òîáòî, ôiçè÷íó íåçâîðîòíiñòü ÎÌ. Îäíàê
×àðëüç Áåííåò (C.Bennet) íà ïî÷àòêó 80-õ ðîêiâ äîâiâ, ùî iç çâî-
ðîòíèõ åëåìåíòiâ ìîæíà çáóäóâàòè çâîðîòíó ÎÌ, àëå ðîçñiþâàííÿ
òåïëà íåìèíó÷å çàëèøà¹òüñÿ. Öå âiäáóâà¹òüñÿ ïiä ÷àñ îïåðàöi¨ çà-
íóëåííÿ, ÿêà ¹ ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ ïðîöåñó îá÷èñëåííÿ. Òîáòî,
ÿê ôiçè÷íà ñèñòåìà, êëàñè÷íà ÎÌ ¹ íåçâîðîòíîþ, iíøèìè ñëîâà-
ìè, íå ìîæíà âèêîíàòè ìàòåìàòè÷íi îá÷èñëåííÿ, íå çáiëüøèâøè
åíòðîïi¨ â ñèñòåìi ÎÌ+îòî÷åííÿ [28].

Ó ïðàöÿõ To�oli (1981) áóëî çàïðîïîíîâàíî íàáið çâîðîòíèõ
ëîãi÷íèõ åëåìåíòiâ:

a ��
HH c≡ a

⊕
c

�NOT�
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a a′ = au
b b′

⊕�CNOT�

a a′ = au
b b′ = bu
c c′

⊕
�To�oli gate�

Ëîãi÷íèé åëåìåíò �CNOT� (êîíòðîëüîâàíå �NOT� ) âèêîíó¹
ëîãi÷íó îïåðàöiþ �XOR�.

Îñòàííié ëîãi÷íèé åëåìåíò äi¹ òàê, ùî c′ =NOT c òiëüêè òîäi,
êîëè a = b = 1, â iíøèõ âèïàäêàõ c′ = c. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî çáóäóâà-
òè çâîðîòíó ÎÌ áåç åëåìåíòà ç òðüîìà ëiíiÿìè (�To�oli gate�) íå-
ìîæëèâî, íà ïðîòèâàãó äî íåçâîðîòíèõ ìàøèí. I íàâïàêè, îäíîãî
ëîãi÷íîãî åëåìåíòà �To�oli gate� äîñòàòíüî äëÿ ïîáóäîâè çâîðîòíî¨
ÎÌ, òîìó éîãî íàçèâàþòü óíiâåðñàëüíèì ëîãi÷íèì åëåìåíòîì.

Çðîçóìiëî, ùî â ìàòåìàòè÷íîìó ñåíñi (ÿê ðåàëiçàöiÿ ìàøèíè
Òþðèíãà), çâîðîòíà ÎÌ öiëêîì åêâiâàëåíòíà íåçâîðîòíié ÎÌ.



Ðîçäië 4

Êâàíòîâèé ðåãiñòð. Êâàíòîâi ëîãi÷íi

åëåìåíòè

Ãîëîâíîþ �ñòðóêòóðíîþ� ñêëàäîâîþ êâàíòîâîãî êîìï'þòåðà (ïðî-
öåñîðà) ¹ êâàíòîâèé ðåãiñòð� ôiçè÷íà ñèñòåìà, óòâîðåíà ç äîñòà-
òíüî âåëèêî¨ êiëüêîñòi êâàíòîâèõ áiòiâ. Êåðóâàííÿ ñòàíàìè îñòàí-
íiõ âèêîíóþòü êâàíòîâèìè ëîãi÷íèìè åëåìåíòàìè (êâàíòîâèìè
âåíòèëÿìè), ÿêi â ïðîñòîði ñòàíiâ ðåãiñòðà îïèñóþòü óíiòàðíèìè
îïåðàòîðàìè. Ïîñëiäîâíà äiÿ òàêèõ ÊËÅ ðåàëiçó¹ êâàíòîâèé àë-
ãîðèòì îá÷èñëåííÿ. Äîâåäåíî, ùî iñíó¹ áàçèñíèé íàáið êâàíòîâèõ
âåíòèëiâ, ÿêèé äà¹ çìîãó âèêîíàòè äîâiëüíå îá÷èñëåííÿ ç ïîòðiá-
íîþ òî÷íiñòþ. Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíåìî äåÿêi ÊËÅ, ÿêi äàþòü
çìîãó òàêèé íàáið óòâîðèòè.

4.1 Êâàíòîâèé ðåãiñòð

ßê i ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó, ÷èñëó x â äâiéêîâîìó çàïèñi çiñòàâè-
ìî ôiçè÷íó ñèñòåìó, ñêëàäåíó ç n êâàíòîâèõ áiòiâ, êîæåí ç ÿêèõ
âiäïîâiäà¹ ïåâíié ïîçèöi¨:

x↔ |x〉 ≡ |xn−1xn−2 . . . x1x0〉 ≡ |xn−1〉|xn−2〉 . . . |x1〉|x0〉
≡ |xn−1〉 ⊗ |xn−2〉 ⊗ . . .⊗ |x2〉 ⊗ |x1〉 ⊗ |x0〉, xj = {0, 1}.

Òàêó ôiçè÷íó ñèñòåìó íàçèâàþòü êâàíòîâèì ðåãiñòðîì. Ó áàçî-
âèõ ñòàíàõ êâàíòîâèõ áiòiâ |0〉 i |1〉 âií âèçíà÷à¹ âñi íåâiä'¹ìíi öiëi
÷èñëà âiä 0 (|0 . . . 0〉n) äî 2n−1 (|1 . . . 1〉n) (àðèôìåòèêó çà ìîäóëåì
2n â Zn = {0÷ 2n−1}, ÿê i âiäïîâiäíèé êëàñè÷íèé ðåãiñòð). Áàçîâi
ñòàíè êâàíòîâîãî ðåãiñòðà íàçèâàòèìåìî îá÷èñëþâàëüíèì áàçè-

ñîì. Êëàñè÷íó iíôîðìàöiþ ó êâàíòîâèé ðåãiñòð ìîæíà âíåñòè ÿê

87
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ðÿäîê áàçîâèõ ñòàíiâ êâàíòîâèõ áiòiâ ðåãiñòðà. Ðåçóëüòàò ïåðåòâî-
ðåííÿ iíôîðìàöi¨ â êâàíòîâîìó ðåãiñòði ìîæíà ïðî÷èòàòè øëÿõîì
âèìiðþâàííÿ êiíöåâîãî ñòàíó ðåãiñòðà â îá÷èñëþâàëüíîìó (òåïåð
âæå âèìiðþâàëüíîìó) áàçèñi. Â ïðîöåñi ðîáîòè êâàíòîâèé ïðîöå-

ñîð áóäå ïåðåòâîðþâàòè êâàíòîâó iíôîðìàöiþ.
ßê içîëüîâàíó êâàíòîâó ñèñòåìó éîãî îïèñóþòü âåêòîðîì ñòà-

íó â ïðîñòîði ñòàíiâ âèìiðíîñòi 2n, ùî ¹ òåíçîðíèì äîáóòêîì n
ïðîñòîðiâ ñòàíiâ îêðåìèõ êâàáiòiâ:

H[n] = Hn−1 ⊗Hn−2 ⊗ . . .⊗H0.

Îñêiëüêè êîæíié ïîçèöi¨ ÷èñëà ìè çiñòàâèëè âiäïîâiäíèé êâàáiò, òî
öå îçíà÷à¹, ùî ÷iòêî ðîçðiçíÿ¹ìî êâàíòîâi áiòè ìiæ ñîáîþ, à òîìó
õâèëüîâà ôóíêöiÿ íå ìà¹ æîäíî¨ ñèìåòði¨ âiäíîñíî ïåðåñòàíîâîê
çìiííèõ êâàáiòiâ, òîáòî, âîíà íå ¹ íi ñèìåòðè÷íîþ, íi àíòèñèìå-
òðè÷íîþ.

Ç êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè âiäîìî, ùî içîëüîâàíà êâàíòîâà ñèñòåìà
ìîæå êîíòðîëüîâàíî çìiíþâàòè ñâié ñòàí àáî â ïðîöåñi óíiòàðíî¨
åâîëþöi¨, àáî â ðåçóëüòàòi âèìiðþâàíü, òîìó òiëüêè ç òàêèõ ïðîöå-
ñiâ ìîæíà óòâîðèòè ¹äèíèé ïðîöåñ ïåðåòâîðåííÿ iíôîðìàöi¨, çà-
ïèñàíî¨ â êâàíòîâîìó ðåãiñòði. Òóò áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè ïðî-
åêòè êâàíòîâèõ ïðîöåñîðiâ iç óíiòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, õî÷à ¹
òàêîæ ïðîåêòè ç âèêîðèñòàííÿì âèìiðþâàííÿ â ïðîöåñi îá÷èñëåí-
íÿ. Îòæå, îá÷èñëåííÿ ìîæíà çàïèñàòè ÿê óíiòàðíå ïåðåòâîðåííÿ
ñòàíó êâàíòîâîãî ðåãiñòðà:

|x(t)〉 = U(t) |x(0)〉 .

Îá÷èñëåííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ç K êðîêiâ òðèâàëiñòþ ∆tj , ó êîæíîìó ç
ÿêèõ êâàíòîâèé ðåãiñòð åâîëþöiîíó¹ çi ñâî¨ì ãàìiëüòîíiàíîì Hj i
âèêîíó¹ ïåâíó äiþ ç àëãîðèòìó ðîçðàõóíêó ôóíêöi¨:

U(t) = UKUK−1 . . .U1.

Íà êîæíîìó êðîöi îïåðàòîð åâîëþöi¨ Uj îõîïëþ¹ 1 ÷ 2 êâàáiòè.
Ôiçè÷íi ïåðåòâîðåííÿ (îïåðàöi¨), ùî îïèñóþòü öèìè îïåðàòîðàìè,
íàçèâàþòü êâàíòîâèìè ëîãi÷íèìè åëåìåíòàìè (ÊËÅ) ÷è êâàí-

òîâèìè âåíòèëÿìè, ÿê i ñàìi îïåðàòîðè òà ¨õ ìàòðèöi.
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Êâàíòîâi ëîãi÷íi åëåìåíòè ðåàëiçóþòü óíiòàðíi ïåðåòâîðåííÿ,
ÿêi ¹ çâîðîòíèìè, òîìó âîíè ¹ àíàëîãàìè çâîðîòíèõ êëàñè÷íèõ
ëîãi÷íèõ åëåìåíòiâ. Óíiòàðíèé êâàíòîâèé êîìï'þòåð ¹ çâîðîòíèì
êîìï'þòåðîì.

ßê i â êëàñè÷íîìó âèïàäêó, iñíó¹ ïåâíèé áàçîâèé íàáið ÊËÅ,
ïî¹äíàííÿ ÿêèõ äà¹ çìîãó çáóäóâàòè ñõåìó äëÿ îá÷èñëåííÿ äî-

âiëüíî¨ ôóíêöi¨ x
f→ y.

4.2 Îäíîêâàáiòîâi âåíòèëi

Íåõàé êâàáiò ðåàëiçîâàíî íà ñòàíàõ ñïiíó s=1/2. Òîäi îïåðàòîð
ïîâîðîòó ñïiíó íàâêîëî îäèíè÷íîãî âåêòîðà ~n íà êóò θ:

R(~n, θ) = e−i
θ
2

(~n~σ) = I cos
θ

2
− i(~n~σ) sin

θ

2

äà¹ çìîãó óòâîðèòè îïåðàòîð, ùî ïåðåâîäèòü ñïií iç äîâiëüíîãî
ñòàíó íà ñôåði Áëîõà â iíøèé äîâiëüíèé ñòàí1. Äëÿ öüîãî âèêîðè-
ñòîâóþòüñÿ òàêi îïåðàòîðè:
1) îïåðàòîð ïîâîðîòó íàâêîëî îñi y, êîëè ~n = (0, 1, 0)

Ry(θ) = R(~n, θ) =

[
cos θ2 − sin θ

2

sin θ
2 cos θ2

]
,

2) îïåðàòîð ïîâîðîòó íàâêîëî îñi z, êîëè ~n = (0, 0, 1)

Rz(α) = R(~n, α) =

[
e−i

α
2 0

0 ei
α
2

]
.

Ç íèõ ìîæíà óòâîðèòè íàéçàãàëüíiøèé òðèïàðàìåòðè÷íèé îïåðà-
òîð ó SU(2) (ãðóïè óíiòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ó äâîâèìiðíîìó ïðî-
ñòîði ñòàíiâ, äåòåðìiíàíòè ìàòðèöü ÿêèõ äîðiâíþþòü îäèíèöi)

W(0;α, θ, β)=Rz(α)Ry(θ)Rz(β)

=

[
e−i

α+β
2 cos θ2 −e−i

α−β
2 sin θ

2

e+iα−β
2 sin θ

2 e+iα+β
2 cos θ2

]
(4.1)

1Çàçâè÷àé ó ïiäðó÷íèêàõ îïåðàòîð ïîâîðîòó îçíà÷àþòü R(~n, θ) = ei
θ
2

(~n~σ).
Öåé îïåðàòîð îïèñó¹ ïîâîðîò îñåé êîîðäèíàò íàâêîëî ~n.
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Îïåðàòîð W(δ;α, θ, β) = eiδW(0;α, θ, β) äà¹ çìîãó òàêîæ áóäóâà-
òè óíiòàðíi îïåðàòîðè U, äëÿ ÿêèõ det(U) 6= 1 (ãðóïà U(2)).

Çàóâàæèìî, ùî íàéçàãàëüíiøèé îäíîêâàáiòîâèé îïåðàòîð ìî-
æíà çàïèñàòè òàêîæ ôîðìóëîþ:

T=a0I + axσ
x + ayσ

y + azσ
z, (4.2)

÷è âèêîðèñòàâøè ñïåêòðàëüíi çîáðàæåííÿ ìàòðèöü Ïàóëi

σ0 = |0〉〈0|+ |1〉〈1|, σx = |0〉〈1|+ |1〉〈0|,
σy = i (|1〉〈0| − |0〉〈1|) , σz = |0〉〈0| − |1〉〈1|,

ó âèãëÿäi

T=c00|0〉〈0|+ c01|0〉〈1|+ c10|1〉〈0|+ c11|1〉〈1|. (4.3)

Äîâiëüíi êîìïëåêñíi ïàðàìåòðè ó âèðàçàõ (4.2) i (4.3) òðåáà ïiäáè-
ðàòè òàê, ùîá âèêîíóâàëèñü âiäïîâiäíi óìîâè (óíiòàðíîñòi, åðìi-
òîâîñòi i ò.ä.) äëÿ öèõ îïåðàòîðiâ. Çâ'ÿçîê ìiæ ïàðàìåòðàìè ðiç-
íèõ âèðàçiâ (â äàíîìó âèïàäêó äëÿ óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ) ìîæíà
îòðèìàòè ç ïîðiâíÿííÿ ¨õíiõ ÿâíèõ ìàòðè÷íèõ çîáðàæåíü.

Îïåðàòîð çìiíè ôàçè îäíîãî êâàáiòà îçíà÷óþòü òàê:

Φ(ϕ) |x〉 = eiϕx |x〉, x = {0, 1},

âií ìà¹ òàêå ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ:

Φ(ϕ) = W(
ϕ

2
;ϕ, 0, 0) = ei

ϕ
2

[
e−i

ϕ
2 0

0 ei
ϕ
2

]
=

[
1 0
0 eiϕ

]
.

Çîêðåìà, Φ(π) = σz.
Ââåäiìî îïåðàòîð Àäàìàðà, ùî ïåðåâîäèòü áàçîâi ñòàíè â ¨õ

ñóïåðïîçèöi¨ ç ðiâíèìè àìïëiòóäàìè:

H|0〉 =
1√
2

(|0〉+ |1〉) , H|1〉 =
1√
2

(|0〉 − |1〉) ,

÷è çàãàëüíiøå:

H|x〉= 1√
2

(|0〉+(−1)x|1〉) =
1√
2

(
|0〉+eiπx|1〉

)
=

1√
2

1∑
y=0

eiπxy|y〉,
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äå x, y = {0, 1}. Ëåãêî ïîáóäóâàòè éîãî ìàòðè÷íå çîáðàæåííÿ:

H=W
(π

2
; 0,

π

2
, π
)

=

[
cos π4 − sin π

4
sin π

4 cos π4

][
1 0
0 −1

]
=

1√
2

[
1 1
1 −1

]
.

Ðîçãëÿíüìî òåïåð îäíî÷àñíó äiþ îïåðàòîðiâ Àäàìàðà íà êîæåí
êâàáiò êâàíòîâîãî ðåãiñòðà, ùî ïåðåáóâà¹ â ñòàíi |0 . . . 0〉n

H[n]|0 . . . 0〉n =
1

2
n
2

(|0〉+ |1〉) (|0〉+ |1〉) . . . (|0〉+ |1〉)

=
1

2
n
2

1∑
xn−1=0

. . .
1∑

x1=0

1∑
x0=0

|xn−1 . . . x1x0〉 =
1

2
n
2

∑
x

|x〉.

Äiÿ n îäíîêâàáiòîâèõ îïåðàòîðiâ Àäàìàðà íà êîæåí iç êâàáiòiâ
n�êâàáiòîâîãî ðåãiñòðà ïåðåâåëà ïî÷àòêîâèé ñòàí |0 . . . 0〉n ó ñòàí,
ùî ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ 2n ñòàíiâ îá÷èñëþâàëüíîãî áàçèñó, êîæåí iç
ÿêèõ âèçíà÷à¹ öiëå ÷èñëî ç îáëàñòi 0 ÷ 2n−1. Òîáòî, òàêèé ñòàí
âiäîáðàæà¹ îäíî÷àñíî âñi ÷èñëà ç öi¹¨ îáëàñòi ç îäíàêîâîþ àìïëi-
òóäîþ.

Öþ âëàñòèâiñòü êâàíòîâèõ ðåãiñòðiâ íàçèâàþòü êâàíòîâèì ïà-

ðàëåëiçìîì, âîíà ¹ íàéâàæëèâiøîþ ç òèõ, ùî âèçíà÷àþòü íàäåôå-

êòèâíiñòü êâàíòîâèõ ïðîöåñîðiâ.

Êëàñè÷íi êîìï'þòåðè òàêî¨ âëàñòèâîñòi íå ìàþòü, îñêiëüêè êî-
æåí ¨õíié ñòàí âèçíà÷à¹ òiëüêè îäíå ÷èñëî.

Îäíî÷àñíà äiÿ n îïåðàòîðiâ Àäàìàðà íà âñi êâàáiòè ðåãiñòðà,
ÿêèé ïåðåáóâà¹ â ñòàíi, ùî âèçíà÷à¹ ÷èñëî y, ïåðåâîäèòü éîãî â
ñòàí, ùî çàäà¹ �ñóïåðïîçèöiþ� ÷èñåë

H[n]|y〉 =
1

2
n
2

1∑
xn−1,...,x0=0

(−1)x·y |x〉,

y · x ≡ (yn−1xn−1 + yn−2xn−2 + . . .+ y1x1 + y0x0) mod 2. (4.4)

Íà ïåðøèé ïîãëÿä öå ¹ ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹, àëå öÿ âiäïîâiäíiñòü
âèíèêà¹ òiëüêè, ÿêùî y = 0, îñêiëüêè ïðè ïåðåòâîðåííi Ôóð'¹ ïî-
êàçíèê åêñïîíåíòè ìiñòèòü ìíîæåííÿ xy mod 2n, òîäi ÿê ìíîæå-
ííÿ (4.4) øâèäøå íàãàäó¹ ñêàëÿðíèé äîáóòîê çà mod 2. Îïåðàòîð
H[n] ùå íàçèâàþòü îïåðàòîðîì Óîëøà-Àäàìàðà.
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Çðîçóìiëî, ùî êâàíòîâèé ðåãiñòð ìîæå ïåðåáóâàòè i ó ñòàíàõ,
ÿêi ¹ ñóïåðïîçèöi¹þ áàçèñíèõ ñòàíiâ iç ðiçíèìè àìïëiòóäàìè:

|ψ〉 =
∑

x0,...,xn−1

Cx0,...,xn−1 |xn−1 . . . x0〉,

ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó íîðìóâàííÿ∑
x0,...,xn−1

|Cx0,...,xn−1 |2 = 1.

Îïåðàòîðà Àäàìàðà é îïåðàòîðiâ çìiíè ôàç äîñèòü, ùîá çáó-
äóâàòè äîâiëüíèé óíiòàðíèé îäíîêâàáiòîâèé îïåðàòîð:

W(δ;α, θ, β)=ei(δ−
α+β−θ

2
)Φ
(
α−π

2

)
HΦ(−θ)HΦ

(
β+

π

2

)
. (4.5)

Ñóêóïíiñòü óñiõ êâàíòîâèõ ëîãi÷íèõ åëåìåíòiâ, ÿêi ðåàëiçóþòü
äiþ äåÿêîãî óíiòàðíîãî îïåðàòîðà, íàçèâàþòü êâàíòîâîþ ñõåìîþ.
Äëÿ ñïðîùåííÿ àíàëiçó êâàíòîâèõ ñõåì âèêîðèñòîâóþòü ãðàôi-
÷íi çîáðàæåííÿ äié êâàíòîâèõ âåíòèëiâ íà êâàáiòè, â ÿêèõ ëiíiÿ
çîáðàæà¹ �ñâiòîâó ëiíiþ� êâàáiòà, à äiÿ ÊËÅ íà öåé êâàáiò � âiä-
ïîâiäíèì çíàêîì íà íié. Íàïðèêëàä, äiþ îïåðàòîðà Àäàìàðà H
íà êâàáiò |x〉 ãðàôi÷íî çîáðàæàþòü òàê:

H|x〉 ↔ |x〉 H
1√
2

(|0〉+ (−1)x|1〉),

à äiþ îïåðàòîðà çìiíè ôàçè:

Φ(ϕ)|x〉 ↔ |x〉 sΦ(ϕ)
eiϕx|x〉.

Çàãàëüíèé îïåðàòîð W((α+β−θ)/2;α, θ, β) (4.5) ïîâîðîòiâ ó U(2)
çîáðàæàþòü òàêîþ êâàíòîâîþ ñõåìîþ:

sΦ(β+ π
2 )

H sΦ(−θ)
H sΦ(α− π

2 )
.

Âàðòî çâåðíóòè óâàãó, ùî çíàêè ÊËÅ íà �ñâiòîâèõ ëiíiÿõ� êâà-
áiòiâ ðîçòàøîâàíi ó çâîðîòíîìó ïîðÿäêó ïîðiâíÿíî ç âiäïîâiäíèìè
îïåðàòîðàìè, îñêiëüêè òóò ÷àñ ó ñõåìàõ çðîñòà¹ çëiâà íàïðàâî.
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Iç (4.1) âèïëèâà¹ ùî, ïðè δ= − α=β= − π
2 , θ= − π îïåðàòîð

W ñòà¹ îïåðàòîðîì çàïåðå÷åííÿ, òîáòî ðåàëiçó¹ óíàðíó îïåðàöiþ
ëîãi÷íîãî çàïåðå÷åííÿ NOT àëãåáðè Áóëÿ:

W(−π/2;π/2,−π,−π/2) = NOT = X ≡ σx =

[
0 1
1 0

]
,

X|0〉 = |1〉, X|1〉 = |0〉,

à éîãî êâàíòîâà ñõåìà ñïðîùó¹òüñÿ äî:

⊕
= H sΦ(π)

H , |x〉
⊕

|x⊕ 1〉,

äå

Φ(π) = Z = σz.

Ïåðåä òèì, ÿê ïåðåéòè äî êîíñòðóþâàííÿ äâîêâàáiòîâèõ ëîãi-
÷íèõ åëåìåíòiâ, ç'ÿñó¹ìî ç âðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåíü:

Ry(θ1)Ry(θ2) = Ry(θ1+θ2), Rz(α1)Rz(α2) = Rz(α1+α2),

XRy(θ)X = Ry(−θ), XRz(α)X = Rz(−α),

ùî äëÿ îïåðàòîðiâ

A=Rz(α) Ry

(
θ

2

)
, B=Ry

(
−θ

2

)
Rz

(
−α+β

2

)
, C=Rz

(
β−α

2

)
ñïðàâåäëèâî

ABC=Rz(α) Ry

(
θ

2

)
Ry

(
−θ

2

)
Rz

(
−α+ β

2

)
Rz

(
β−α

2

)
=I,

à òàêîæ

AXBXC = W(0;α, θ, β). (4.6)

Òîáòî, äîáóòîê (4.6) ðåàëiçó¹ äîâiëüíå ïåðåòâîðåííÿ â SU(2).
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4.3 Äâîêâàáiòîâi âåíòèëi

Äâîêâàáiòîâi ÊËÅ îïèñóþòü óíiòàðíèìè îïåðàòîðàìè â ïðîñòîði
ñòàíiâ H[2] = H ⊗ H, ÿêi íå ìîæíà çîáðàçèòè òåíçîðíèì äîáó-
òêîì îäíîêâàáiòîâèõ îïåðàòîðiâ. Íàéâàæëèâiøèì òóò ¹ îïåðàòîð
CNOT, äiÿ ÿêîãî â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi àíàëîãi÷íà âiäïîâiä-
íîìó êëàñè÷íîìó âåíòèëþ, òîáòî:

CNOT|x〉|y〉 = |x〉|y ⊕ x〉,

çîêðåìà

CNOT|x〉|0〉 = |x〉|x〉, (4.7)

i ìîæå âèäàòèñÿ, ùî ïîðóøó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî âiäñóòíiñòü êëîíó-
âàííÿ, àëå íiÿêîãî êëîíóâàííÿ íåìà¹, áî (4.7) iñòèííî òiëüêè äëÿ
âiäîìèõ ñòàíiâ x = 0 àáî x = 1. Âåíòèëü CNOT ìà¹ òàêå ãðàôi÷íå
çîáðàæåííÿ:

|x〉 s |x〉
|y〉

⊕
|y ⊕ x〉.

(çíàê ⊕ îçíà÷à¹ äîäàâàííÿ çà ìîäóëåì 2). Ó áàçèñi |00〉, |01〉, |10〉,
|11〉 ìàòðèöÿ îïåðàòîðà CNOT ìà¹ âèãëÿä:

CNOT =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

.
Öåé îïåðàòîð ïåðåêèäà¹ (çàïåðå÷ó¹) ñòàí äðóãîãî êâàáiòà òiëü-
êè òîäi, êîëè ïåðøèé êâàáiò ïåðåáóâà¹ â ñòàíi |1〉. Òàêi îïåðàòî-
ðè íàçèâàþòü êîíòðîëüîâàíèìè (ïåðøèé êâàáiò êîíòðîëþ¹ äiþ íà
äðóãèé êâàáiò), çâiäñè i íàçâà controlled-NOT. Â äâîêâàáiòîâîìó
ïðîñòîði ñòàíiâ çàãàëüíà ñòðóêòóðà ìàòðèöi êîíòðîëüîâàíèõ îïå-
ðàòîðiâ ¹ òàêîþ:

CW =

[
I 0
0 W

]
, (4.8)
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äå W = W(δ;α, θ, β) � îçíà÷åíèé ðàíiøå îïåðàòîð, à I i 0 îäèíè-
÷íà òà íóëüîâà ìàòðèöi äðóãîãî ïîðÿäêó. Çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðiâ
CNOT òà A, B, C (4.8) çàïèøåìî:

CW(0;α, θ, β) = (I⊗A) CNOT (I⊗B) CNOT (I⊗C) ,

çîáðàçèâøè êâàíòîâîþ ñõåìîþ:

s
W

≡
s s

C
⊕

B̃
⊕

Ã ,

äå iç çðîçóìiëèõ ïðè÷èí ââåäåíî îïåðàòîðè iç çâîðîòíèì ïîðÿäêîì
äi¨:

Ã = Ry

(
θ

2

)
Rz (α), B̃ = Rz

(
−α+ β

2

)
Ry

(
−θ

2

)
.

Ìàòðèöÿ iíøîãî ÊËÅ � êîíòðîëüîâàíîãî çñóâó ôàçè � ìà¹ òàêó
ñàìó çàãàëüíó ñòðóêòóðó:

B(ϕ) =

[
I 0
0 Φ(ϕ)

]
=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 eiϕ

,
iç êâàíòîâîþ ñõåìîþ:

|x〉 s
|y〉 s eiϕxy|x〉|y〉

B(ϕ)

.

Ââåäiìî îäíîêâàáiòîâèé îïåðàòîð

V ≡ Φ
(π

2

)
=

[
1 0
0 i

]
,

äå i � óÿâíà îäèíèöÿ, òà âiäïîâiäíèé éîìó äâîêâàáiòîâèé êîíòðî-
ëüîâàíèé îïåðàòîð

CV =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 i

 = B
(π

2

)
,
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ùî ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì îïåðàòîðà B(ϕ), ÿêèé çîáðàçèìî ãðàôi-
÷íî:

|x〉 s
|y〉 V

ixy|x〉|y〉
.

Ç öüîãî îïåðàòîðà é îïåðàòîðà Àäàìàðà çáóäó¹ìî êâàíòîâó ñõåìó,
ÿêà ðåàëiçîâó¹ îïåðàòîð CNOT:

s s
H V V H

≡
Z

H s H
≡
s⊕

Äâà âíóòðiøíi âåíòèëi â öié ñõåìi ìîæíà çàìiíèòè îäíèì B(π).
Ðiçíi âàðiàíòè óòâîðåííÿ îäíèõ ÊËÅ ç iíøèõ ¹ âàæëèâèìè, òî-
ìó ùî ïîáóäóâàòè ïåâíèé êâàíòîâèé âåíòèëü çà îäíi¹þ ñõåìîþ â
ðiçíèõ ôiçè÷íèõ ñèñòåìàõ íå çàâæäè âäà¹òüñÿ.

4.4 Âåíòèëi äëÿ òðüîõ i áiëüøå êâàáiòiâ

Àíàëîãi÷íî iç öèõ äâîõ îïåðàòîðiâ ìîæíà çáóäóâàòè ÊËÅ � êâàí-
òîâèé âiäïîâiäíèê âåíòèëÿ Òîôôîëi ç òðüîìà âõîäàìè i âèõîäàìè:

s s s⊕ ⊕s s
H V V+ V H

≡

ss⊕
.

Îñòàííié ÊËÅ âèêîíó¹ òàêó æ îïåðàöiþ, ÿê ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó
âåíòèëü Òîôôîëi:

|x1〉

|x2〉

|y〉

|x1〉

|x2〉

|y ⊕ x1x2〉

ss⊕
é ðàçîì iç ÊËÅ CNOT äà¹ çìîãó çáóäóâàòè ñóìàòîð iç ïåðåíåñåí-
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íÿì ó âèùèé ðîçðÿä:

|x1〉

|x2〉

|0〉

|x1〉

|x2 ⊕ x1〉

|0⊕ x1x2〉

ss⊕
s⊕

.

Òðèêâàáiòîâèé êîíòðîëüîâàíèé ÊËÅ çàãàëüíîãî âèäó ìîæíà çî-
áðàçèòè êâàíòîâîþ ñõåìîþ:

ss
w2

≡

s s s⊕ ⊕s s
w w+ w .

Çàóâàæèìî, ùî ìàòðèöÿ îñòàííüîãî ó öié ñõåìi ÊËÅ ìà¹ òàêó
ñòðóêòóðó:

s
w

←→


I 0 0 0
0 I 0 0
0 0 w 0
0 0 0 w

,
äå I i 0 � îäèíè÷íà i íóëüîâà ìàòðèöi ðîçìiðó 2×2, à w � ìàòðèöÿ
äîâiëüíîãî îïåðàòîðà iç SU(2).
Âåíòèëü Òîôôîëi, ÿêèé ïîçíà÷àþòü Λ2(X), ìà¹ ìàòðèöþ 23 × 23

Λ2(X) =


I 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 X

 ,
à ìàòðèöÿ 2n+1 × 2n+1 îïåðàòîðà ÊËÅ, ÿêèé çäiéñíþ¹ íà n + 1-
øèé êâàáiò äiþ W, êîíòðîëüîâàíó âñiìà ïîïåðåäíiìè n êâàáiòàìè,
ìà¹ íà äiàãîíàëi âñi îäèíèöi, êðiì ÷îòèðüîõ åëåìåíòiâ ó ïðàâîìó
íèæíüîìó êóòêó, äå ¹ ìàòðèöÿ îïåðàòîðà W, ðåøòà ¨¨ åëåìåíòiâ
äîðiâíþþòü íóëþ. Òàêi ÊËÅ ïîçíà÷àþòü Λn(W). Ó öèõ ïîçíà÷åí-
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íÿõ

CNOT = Λ1(X) =

[
I 0
0 X

]
=

1

2
[(I + σz)⊗ I + (I− σz)⊗ σx] .

Äëÿ ïðèêëàäó çîáðàçèìî êâàíòîâó ñõåìó äëÿ Λ3(X), çáóäîâàíó ç
òðüîõ Λ2(X) iç âèêîðèñòàííÿì äîäàòêîâîãî êâàáiòà:

|x1〉

|x2〉

|0〉

|x1〉

|x2〉

|0〉

ss⊕
ss⊕ss⊕|x3〉

|y〉

|x3〉

|y ⊕ x1x2x3〉.

Ñèìåòðiÿ âiäíîñíî âõîäó i âèõîäó öi¹¨ ñõåìè, ÿê i âñiõ iíøèõ, ïîâ'ÿ-
çàíà iç âèìîãîþ çâîðîòíîñòi (óíiòàðíîñòi âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ).

×àñòî âæèâàíèé äëÿ ïîáóäîâè êâàíòîâèõ ìåðåæ êâàíòîâèé
âåíòèëü SWAP, ÿêèé âèêîíó¹ îáìií âìiñòîì äâîõ êâàáiòiâ, òàê
ïîâ'ÿçàíèé iç ÊËÅ CNOT:

|x〉 s ⊕ s |y〉
|y〉

⊕ s ⊕ |x〉,

éîãî ìàòðèöÿ ó ñïiíîðíîìó áàçèñi òàêà:

SWAP = CNOT ·CNOT′ ·CNOT =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

.
ÊËÅ, ùî çìiíþ¹ ñòàíè ïåðøîãî êâàáiòà ïiä êîíòðîëåì äðóãîãî,
ìîæíà ðåàëiçóâàòè òàêîþ êâàíòîâîþ ñõåìîþ:⊕

s =
H H

H H

s⊕
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iç ìàòðè÷íèì çîáðàæåííÿì:

CNOT′ =


1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0

 =
1

2
[I⊗ (I + σz) + σx ⊗ (I− σz)] .

Äåòàëüíiøå óíiâåðñàëüíi íàáîðè ÊËÅ ðîçãëÿíóòî ó ïðàöi [11].
Ó ñïðîùåíîìó âàðiàíòi ìîæíà ââàæàòè, ùî:
Êâàíòîâèé ïðîöåñîð � öå êâàíòîâèé ðåãiñòð + ñêií÷åííà ñõå-

ìà êâàíòîâèõ ëîãi÷íèõ åëåìåíòiâ (ÊËÅ), ÿêà, äiþ÷è íà êâàíòîâèé

ðåãiñòð, çìiíþ¹ éîãî ñòàíè.

Êâàíòîâå îá÷èñëåííÿ � öå ââåäåííÿ êâàíòîâîãî ðåãiñòðà â ïî-

÷àòêîâèé ñòàí + óíiòàðíà åâîëþöiÿ êâàíòîâîãî ðåãiñòðà ïiä êåðó-

âàííÿì êâàíòîâî¨ ñõåìè çà ñêií÷åííèé ïðîìiæîê ÷àñó âiä ïî÷àòêî-

âîãî ñòàíó êâàíòîâîãî ðåãiñòðà (�âõîäó�) äî éîãî êiíöåâîãî ñòàíó

(�âèõîäó�) + ç÷èòóâàííÿ êiíöåâîãî ñòàíó êâàíòîâîãî ðåãiñòðà.

Äëÿ åôåêòèâíîãî âèêîíàííÿ êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü íåîáõiäíî
n-êâàáiòîâèé ðåãiñòð ââîäèòè â äîâiëüíèé ïî÷àòêîâèé ñòàí |x〉 çà
ñêií÷åííå ÷èñëî êðîêiâ ∼poly(n).

Çðîçóìiëî, ùî ïðè îäíîìó é òîìó æ ïî÷àòêîâîìó ñòàíi óíiòàð-
íà åâîëþöiÿ êâàíòîâî¨ ìåðåæi ìàòèìå òîé ñàìèé êiíöåâèé ñòàí
(ïðè çáåðåæåííi êâàíòîâî¨ êîãåðåíòíîñòi, òîáòî, çà âiäñóòíîñòi
âïëèâiâ îòî÷åííÿ íà ðîáîòó êâàíòîâîãî ïðîöåñîðà). Ç÷èòàòè êií-
öåâèé ñòàí ìîæíà òiëüêè âèêîíóþ÷è âèìiðþâàííÿ, òîáòî, ïðîåê-
òóâàííÿ íà îá÷èñëþâàëüíèé áàçèñ. Îñêiëüêè ìiæ êâàáiòàìè çàâ-
æäè ¹ âçà¹ìîäiÿ (íåîáõiäíà äëÿ âèêîíàííÿ äâîêâàáiòîâèõ îïåðà-
öié), à îòæå � i êâàíòîâà êîðåëÿöiÿ, òî âåêòîðè ñòàíiâ îêðåìèõ
êâàáiòiâ áóäóòü ìiæ ñîáîþ çàïëóòàíèìè, òîìó âñòàíîâèòè ðåçóëü-
òàòè îá÷èñëåííÿ ìîæíà ëèøå iç ñòàòèñòè÷íîãî àíàëiçó ðîçïîäiëó
ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàíü, îòðèìàíèõ ïiä ÷àñ áàãàòîêðàòíîãî ïîâòî-
ðåííÿ ðîáîòè êâàíòîâîãî ïðîöåñîðà. Äîñòîâiðíîþ ââàæàþòü âiä-
ïîâiäü, çíàéäåíó ç iìîâiðíiñòþ P=1−ε, ε<1/3. Äëÿ åôåêòèâíèõ
îá÷èñëåíü êiëüêiñòü ïîâòîðiâ íå ïîâèííà çðîñòàòè øâèäøå, íiæ
∼poly(n).

Ïðîiëþñòðó¹ìî öå íà ïðèêëàäi ïðîåêòèâíîãî âèìiðþâàííÿ êií-
öåâîãî ñòàíó ðåãiñòðà. Ðåçóëüòàòîì îá÷èñëåííÿ áóäå ÷èñëî, çîáðà-
æåíå ñåïàðàáåëüíèìè ñòàíàìè êâàáiòiâ |k〉=|x(k)

n−1〉|x
(k)
n−2〉 · · · |x

(k)
0 〉,
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îäíàê, âíàñëiäîê çàïëóòàíîñòi, ðåãiñòð ïåðåáóâàòèìå â ñòàíi |s〉 =∑2n−1
j=0 cj |j〉. Ñåëåêòèâíå âèìiðþâàííÿ ñòàíó êîæíîãî êâàáiòà â áà-

çèñi {|0〉, |1〉} ïåðåâåäå ðåãiñòð ó çìiøàíèé ñòàí ρ =
∑2n−1

j=0 |cj |2|j〉〈j|.
Ïîâòîðíi îá÷èñëåííÿ i âèìiðþâàííÿ âñòàíîâëÿòü, ùî |ck| � |cj |, j 6=
k, òîáòî, íàéáiëüø iìîâiðíèì ¹ ñòàí |k〉.

Íàñàìêiíåöü çàóâàæèìî, ùî óíàñëiäîê òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåíü
îòðèìàíî ðåçóëüòàò:

Êëàñ ôóíêöié, îá÷èñëþâàíèõ êâàíòîâèì ïðîöåñîðîì, çáiãà¹-

òüñÿ ç êëàñîì ôóíêöié Òþðèíãà (äèâ., íàïð. [11]).

4.5 Îñíîâíi âèìîãè äî êâàíòîâîãî ïðîöåñîðà

Îñíîâíi âèìîãè äî ôiçè÷íèõ ñèñòåì ðåàëiçàöi¨ óíiâåðñàëüíîãî êâàí-
òîâîãî ïðîöåñîðà äëÿ îá÷èñëåííÿ ôóíêöié iç êëàñó Òþðèíãà ñôîð-
ìóëþâàâ Äiâií÷åíöî (äèâ., íàïð. [15]):

1. Ðåàëiçàöiÿ êâàíòîâèõ áiòiâ ÿê äâîðiâíåâèõ ñèñòåì, ÿêi ìîæ-
íà iíäèâiäóàëüíî iäåíòèôiêóâàòè i íà ÿêi ìîæíà äiÿòè êâàí-
òîâèìè âåíòèëÿìè (êâàíòîâèìè ëîãi÷íèìè åëåìåíòàìè) äëÿ
çìiíè êâàíòîâîãî ñòàíó. Äëÿ ðåàëiçàöi¨ ïîâíîìàñøòàáíîãî
êâàíòîâîãî ðåãiñòðà ç ìåòîþ âòiëåííÿ âñiõ ïåðåâàã, íàäàíèõ
¨õíüîþ êâàíòîâîþ ïðèðîäîþ, íåîáõiäíi êâàíòîâi ðåãiñòðè ç
êiëüêiñòþ êâàáiòiâ L > 103.

2. Çàáåçïå÷åííÿ ïðèãîòóâàííÿ ïî÷àòêîâîãî (îñíîâíîãî áàçîâî-
ãî) ñòàíó ðåãiñòðà (iíiöiàëiçàöi¨).

3. Çáåðåæåííÿ êâàíòîâî¨ êîãåðåíòíîñòi íà ïðîòÿçi ÷àñó, äîñòà-
òíüîìó äëÿ âèêîíàííÿ ïîíàä 104 êâàíòîâèõ âåíòèëiâ. Ïîõèá-
êà ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ îêðåìî¨ îïåðàöi¨ ïîâèííà áóòè ìåíøîþ
íiæ 10−4 äëÿ çàáåçïå÷åííÿ äi¨ ñõåì êîðåêöi¨ ïîìèëîê.

4. Iñíóâàííÿ íåëiíiéíî¨ ìiæêâàáiòîâî¨ âçà¹ìîäi¨ äëÿ ðåàëiçàöi¨
äâîêâàáiòîâèõ âåíòèëiâ. Iìïóëüñè, ùî êåðóþòü îïåðàöiÿìè,
ïîâèííi êîíòðîëþâàòèñÿ ç òî÷íiñòþ íå ìåíøîþ íiæ 10−4.

5. Çäàòíiñòü çàáåçïå÷èòè íàäiéíå ç÷èòóâàííÿ ðåçóëüòàòó îá÷è-
ñëåíü (âèìiðþâàííÿ êiíöåâîãî ñòàíó).
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Êâàíòîâi îá÷èñëåííÿ. Êâàíòîâi àëãîðèòìè

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî áàçèñè êâàíòîâèõ âåíòèëiâ i çàãàëüíó
ñòðóêòóðó êâàíòîâîãî îá÷èñëåííÿ. Îïèñàíî îñíîâíi iç ñòâîðåíèõ
íà äàíèé ÷àñ åôåêòèâíèõ êâàíòîâèõ àëãîðèòìiâ.

5.1 Êâàíòîâi îá÷èñëåííÿ

Íàâåäåíå âèùå îçíà÷åííÿ êâàíòîâîãî îá÷èñëåííÿ ïîòðåáó¹ äåÿêî-
ãî óòî÷íåííÿ. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïîáóäóâàòè ïîâíèé íàáið ÊËÅ äëÿ
éîãî âèêîíàííÿ ìîæíà òiëüêè âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçøèðåíèé êâàí-
òîâèé ðåãiñòð, ÿêèé, îêðiì êâàáiòiâ äëÿ çàïèñó àðãóìåíòó, ìiñòèòü
òàêîæ äîäàòêîâi, íåîáõiäíi â ïðîöåñi îá÷èñëåííÿ. Ç'ÿñó¹ìî ñïîñiá

îá÷èñëåííÿ ôóíêöi¨ x
f→ y. Ôîðìóþòü êâàíòîâèé ðåãiñòð äîâæèíè

N > n ó ñòàíi |xn−1 . . . x0〉n ⊗ |0 . . . 0〉N−n, ïîòiì óíiòàðíèìè ïåðå-
òâîðåííÿìè â ïðîñòîði êâàíòîâîãî ðåãiñòðà H[N ] éîãî ïåðåâîäÿòü
ó ñòàí

|f(x)〉m ⊗ |z〉N−m = (U |xn−1 . . . x0〉n)⊗ |0 . . . 0〉N−n
= Ũ

(
|xn−1 . . . x0〉n ⊗ |0 . . . 0〉N−n

)
,

i ïåðøim êâàáiòiâ âèìiðþþòü â áàçèñi {|0〉, |1〉}. Ïiñëÿ áàãàòîêðàò-
íîãî ïîâòîðåííÿ, ÷èñëî, ÿêå îòðèìóâàëè ç iìîâiðíiñòþ P > 1− ε,
âèçíàþòü çà ðåçóëüòàò îá÷èñëåííÿ ôóíêöi¨.

Çàóâàæèìî, ùî êâàáiòè àðãóìåíòó òà êâàáiòè ðåçóëüòàòó îá÷è-
ñëåííÿ ìàþòü áóòè ìiíiìàëüíî çàïëóòàíèìè ç iíøèìè êâàáiòàìè,
iíàêøå öå ïðèçâåäå äî óñêëàäíåííÿ ïðîöåñó âèìiðþâàííÿ!

Äëÿ ðîçøèðåíîãî êâàíòîâîãî ðåãiñòðà ¹ äâà âàðiàíòè áàçèñó
ÊËÅ: òî÷íèé íåñêií÷åííèé òà íàáëèæåíèé ñêií÷åííèé [14].
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Ïåðøèé ñêëàäà¹òüñÿ ç íåñêií÷åííîãî íàáîðó îäíîêâàáiòîâèõ
ÊËÅ, âèçíà÷åíèõ âñiìà îïåðàòîðàìè W(δ;α, θ, β) (ç óñiìà ìîæëè-
âèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ), òà îäíîãî äâîêâàáiòîâîãî ÊËÅ (íà-
ïðèêëàä, CNOT). Äîâiëüíó óíiòàðíó U ðîçìiðó 2N×2N ìàòðèöþ
â H[N ] ìîæíà óòâîðèòè ÿê äîáóòîê 2N

(
2N−1

)
/2 ìàòðèöü ðîçìiðó

2N×2N âèäó (5.1) (äèâ. [14]):



1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
... . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
...

0 . . . . . . 1 0 0 0 . . . . . . 0
0 . . . . . . 0 a b 0 . . . . . . 0
0 . . . . . . 0 c d 0 . . . . . . 0
0 . . . . . . 0 0 0 1 . . . . . . 0
... . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . .
...

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 0
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 1


,

[
a b
c d

]
∈ U(2). (5.1)

Äëÿ ïîáóäîâè áóäü-ÿêîãî óíiòàðíîãî îïåðàòîðà â H[N ] ó òî÷íî-
ìó (íåñêií÷åííîìó) áàçèñi íåîáõiäíà åêñïîíåíòíà êiëüêiñòü ∼ 4N

áàçîâèõ ÊËÅ. (Â [11] íàâåäåíî îöiíêó ∼ 4NN2).
Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî âñòàíîâëåííÿ ñêií÷åííèõ áàçèñiâ, îçíà-

÷èìî óíiòàðíèé îïåðàòîð, áëèçüêèé äî iíøîãî. Äëÿ âåêòîðiâ ïðî-
ñòîðó ñòàíiâ ââåäåíî íîðìó:

‖ |ψ〉 ‖ ≡
√
〈ψ|ψ〉

iç âëàñòèâîñòÿìè:

‖ |ψ〉+ |ϕ〉 ‖ ≤ ‖ |ψ〉 ‖+ ‖ |ϕ〉 ‖, ‖c |ψ〉 ‖ = |c|‖ |ψ〉 ‖. (5.2)

Íà ïiäñòàâi âåêòîðíî¨ íîðìè ââåäåìî ïiäïîðÿäêîâàíó ¨é îïåðàòîð-
íó íîðìó:

‖A‖ = sup
‖A|ψ〉‖
‖|ψ〉‖

≡ sup

√
〈ψ|A+A|ψ〉√
〈ψ|ψ〉

,
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ÿêà îêðiì âëàñòèâîñòåé, ùî âèïëèâàþòü iç (5.2), ìà¹ òàêîæ äîäàò-
êîâi âëàñòèâîñòi:

‖cA‖ = |c|‖A‖, ‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖, ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖,
‖A+‖ = ‖A‖, ‖A⊗B‖ = ‖A‖‖B‖. (5.3)

ßêùî ‖Ã−A‖≤δ, òî êàæóòü, ùî îïåðàòîð Ã çîáðàæà¹ îïåðà-
òîð A ç òî÷íiñòþ δ. ßêùî ‖Ũk−Uk‖≤δk, òî äëÿ äîáóòêó óíiòàðíèõ
îïåðàòîðiâ ïîõèáêà íàãðîìàäæó¹òüñÿ ëiíiéíî:

‖ŨL · · · Ũ1 −UL · · ·U1‖ ≤
L∑
k=1

δk.

I ñïðàâäi, äëÿ óíiòàðíèõ ïîïàðíî áëèçüêèõ îïåðàòîðiâ iç âðàõóâà-
ííÿì âëàñòèâîñòåé (5.3) ìà¹ìî:

‖Ũ2Ũ1−U2U1‖ = ‖Ũ2(Ũ1−U1)+(Ũ2 −U2)U1‖ ≤ δ1+δ2.

Íåõàé H[N ] � ïðîñòið ñòàíiâ ðîçøèðåíîãî êâàíòîâîãî ðåãiñòðà,
à H[n] � éîãî ïiäïðîñòið, â ÿêîìó çàïèñàíî àðãóìåíò. Òîäi îïåðà-
òîð U : H[n] → H[n] íàáëèæó¹òüñÿ ó ïðîñòîði ñòàíiâ ðîçøèðåíîãî
ðåãiñòðà îïåðàòîðîì Ũ : H[N ] → H[N ] ç òî÷íiñòþ δ, ÿêùî äëÿ
äîâiëüíîãî |ψ〉 ∈ H[n] âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

‖Ũ(|ψ〉 ⊗ |0 . . . 0〉N−n)−U|ψ〉 ⊗ |0 . . . 0〉N−n‖ ≤ δ‖|ψ〉‖. (5.4)

Ââiâøè içîìåòðè÷íèé îïåðàòîð ðîçøèðåííÿ ïðîñòîðó Q : H[n] →
H[N ], ùî äi¹ çà ïðàâèëîì Q : |ψ〉 → |ψ〉 ⊗ |0 . . . 0〉N−n, óìîâó (5.4)
çàïèøåìî ôîðìóëîþ:

‖ŨQ−QU‖ ≤ δ. (5.5)

ßêùî óìîâó (5.5) çàäîâîëüíÿþòü îïåðàòîðè Ũ i U, òî ¨¨ çàäîâîëü-
íÿþòü i Ũ−1 òà U−1. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñèòü ïîìíîæèòè âèðàç ïiä
çíàêîì íîðìè â (5.5) çëiâà íà Ũ−1 i ñïðàâà íà U−1, ùîá îòðèìàòè

‖Ũ−1Q−QU−1‖ ≤ δ.

Öi òâåðäæåííÿ ïðî áëèçüêiñòü îïåðàòîðiâ ¹ ñïðàâåäëèâèìè i
äëÿ iíøèõ îçíà÷åíü íîðìè îïåðàòîðà, âàæëèâî, ùîáè çàäîâîëü-
íÿëèñü óìîâè (5.3).
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ßê áóëî çàçíà÷åíî ðàíiøå, äîâiëüíèé îäíîêâàáiòîâèé âåíòèëü
ìîæíà óòâîðèòè iç îïåðàòîðà Àäàìàðà H i îïåðàòîðà çñóâó ôàçè
Φ(ϕ) = exp(iϕ/2)Z(ϕ), äå ϕ äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, ÿêå ç òî÷íiñòþ
äî ôàçè äîñòàòíüî âèáèðàòè 0 ≤ ϕ < 2π. Àëå ôiçè÷íî ðåàëiçó-
âàòè òàêi ÊËÅ ç äîâiëüíèì çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà ϕ ïðàêòè÷íî
íåìîæëèâî, òîìó òðåáà çíàéòè ñïîñiá ¨õ ïîáóäîâè ç äîñòàòíüîþ
òî÷íiñòþ çà äîïîìîãîþ äèñêðåòíèõ áàçîâèõ ÊËÅ.

Íåõàé ìè óìi¹ìî ïîâåðòàòè ñïií íàâêîëî îñi z íà êóò π/4. Ó
ïðîñòîði ñòàíiâ öüîìó ïåðåòâîðåííþ âiäïîâiäà¹ îïåðàòîð:

Z(π/4) = exp
(
−iπ

8
σz
)

= I cos
π

8
− i sin

π

8
σz.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

HσzH = σx, HσxH = σz, HσyH = −σy, (5.6)

ç'ÿñîâó¹ìî, ùî
HZ(ϕ)H = X(ϕ).

Çàïðîâàäüìî îïåðàòîð:

R(~m,ϕ0) = Z(π/4)X(π/4) = Z(π/4)HZ(π/4)H

= I cos2 π

8
− i sin

π

8

(
cos

π

8
σx + sin

π

8
σy + cos

π

8
σz
)

= I cos
ϕ0

2
− i sin

ϕ0

2
(~m~σ) = exp

(
−iϕ0

2
(~m~σ)

)
äå

cos
ϕ0

2
≡ cos2 π

8
, ~m ≡

(
cos

π

8
, sin

π

8
, cos

π

8

) 1√
1 + cos2 π

8

,

ÿêèé çîáðàæà¹ ïîâîðîò ñïiíó íà êóò ϕ0 íàâêîëî âåêòîðà ~m. Êóò
ϕ0 ¹ iððàöiîíàëüíèì ÷èñëîì çà ìîäóëåì 2π, òîìó çãiäíî ïðèíöèïó
Äàëàìáåðà [11] äîáóòêè kϕ0 mod 2π, k = 1, 2, . . . ðiâíîìiðíî çà-
ïîâíþþòü ïðîìiæîê 0 ÷ 2π, à îòæå äëÿ äåÿêîãî êóòà 0 ≤ ϕ < 2π
çíàéäåòüñÿ òàêå k, ùî |ϕ − (kϕ0 mod 2π)| ≤ ε, òîáòî çà ñêií÷åí-
íó êiëüêiñòü êðîêiâ ìîæíà ç äîñòàòíüîþ òî÷íiñòþ íàáëèçèòèñü äî
äîâiëüíîãî êóòà, ùî îçíà÷à¹ áëèçüêiñòü òàêèõ îïåðàòîðiâ:

||Rk(~m,ϕ0)−R(~m,ϕ)|| ≤ δ.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è (5.6), óòâîðèìî íîâèé îïåðàòîð

HR(~m,ϕ0)H = R(~m′, ϕ0),

ÿêèé âèêîíó¹ ïîâîðîòè íà òîé ñàìèé êóò, àëå íàâêîëî iíøîãî âå-
êòîðà ~m′ = (mz,−my,mx) íå êîëiíåàðíîãî äî ~m. Çà äîïîìîãîþ
òðüîõ ïîâîðîòiâ íàâêîëî äâîõ îðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ ìîæíà çáó-
äóâàòè äîâiëüíèé îäíîêâàáiòîâèé îïåðàòîð, ó âèïàäêó ïîâîðîòiâ
íàâêîëî íåîðòîãîíàëüíèõ âåêòîðiâ òàêèõ ïîâîðîòiâ ìîæå âèÿâè-
òèñÿ áiëüøå. Îäíàê äîâiëüíèé îäíîêâàáiòîâèé îïåðàòîð ìîæíà ç
òî÷íiñòþ δ íàáëèçèòè ñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ïîâîðîòiâ, çäiéñíþ-
âàíèõ îïåðàòîðàìè R(~m,ϕ0) i R(~m′, ϕ0), ïðè÷îìó êiëüêiñòü öèõ
êðîêiâ îöiíþ¹òüñÿ çãiäíî òåîðåìè Ñîëîâåÿ-Êiòà¹âà ∼ loga(1/δ), äå
ñòàëà a ≈ 2 (äèâ. [11]). ßêùî äëÿ ïîáóäîâè äåÿêî¨ òî÷íî¨ ñêëàäíî¨
êâàíòîâî¨ ñõåìè âèêîðèñòàíî m òî÷íèõ åëåìåíòiâ (îäíî- i äâîêâà-
áiòîâèõ), òî äëÿ àïðîêñèìàöi¨ ¨¨ ç òî÷íiñòþ δ òðåáà âèêîðèñòàòè
∼ m loga(l/δ) äèñêðåòíèõ áàçîâèõ ÊËÅ [11]. ßê óæå áóëî çàçíà÷å-
íî, äëÿ ïîáóäîâè òî÷íî¨ êâàíòîâî¨ ñõåìè äîâiëüíîãî òî÷íîãî óíi-
òàðíîãî îïåðàòîðà â ïðîñòîði ñòàíiâ H[n] n-êâàáiòîâîãî ðåãiñòðà
ïîòðiáíî ∼ 4n îäíî- i äâîêâàáiòîâèõ ÊËÅ. Îòæå, êâàíòîâó ñõåìó
òàêîãî äîâiëüíîãî óíiòàðíîãî îïåðàòîðà ìîæíà ç òî÷íiñòþ δ íà-
áëèçèòè êâàíòîâîþ ñõåìîþ ç ∼ 4n loga(4n/δ) äèñêðåòíèõ áàçîâèõ
ÊËÅ. (Ó ïðàöi [11] íàâåäåíî òàêîæ îöiíêó ∼ 4nn2 loga(4nn2/δ)).

Áàçèñ ÊËÅ íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì, ÿêùî áóäü-ÿêèé óíiòàðíèé
îïåðàòîð ìîæíà ç äîâiëüíîþ òî÷íiñòþ çîáðàçèòè êâàíòîâîþ ñõå-
ìîþ â öüîìó áàçèñi [14] ó ïðîñòîði ñòàíiâ ðîçøèðåíîãî ðåãiñòðà.

Äîâåäåíî (äèâ., çîêðåìà, [11, 14]), ùî ñêií÷åííi áàçèñè Q =
{H,Φ(π/2),Φ(π/4),Λ1 (X)} i Q = {H,V,Λ1 (X) ,Λ2 (X)}, äå

H =
1√
2

[
1 1
1 −1

]
, V =

[
1 0
0 i

]
, Φ(ϕ) =

[
1 0
0 exp(iϕ)

]
,

Λ1 (X) ≡


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


¹ ïîâíèìè.

Âïåðøå ïîâíèé áàçèñ Q={X,Λ2(R)}, äå R=−i exp(iπαX) (α�
iððàöiîíàëüíå), çàïðîïîíóâàâ D.Deutsch (äèâ., íàïð. [14]).
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Îöiíêè ñêëàäíîñòi àëãîðèòìiâ, âèêîíóâàíèõ óíiòàðíèìè îïå-
ðàòîðàìè, ÿêi çáóäîâàíi ó öèõ áàçèñàõ â H[n], äàþòü åêñïîíåíòíi
÷àñè (K ∼ 4n), ùî ñâiä÷èòü ïðî íååôåêòèâíiñòü öèõ àëãîðèòìiâ,
àëå òðåáà çâåðíóòè óâàãó, ùî éäåòüñÿ ïðî äîâiëüíèé óíiòàðíèé
îïåðàòîð. Öå i çðîçóìiëî, áî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó êâàíòîâi óíi-
òàðíi ïåðåòâîðåííi ìîæíà ðåàëiçóâàòè òiëüêè åêñïîíåíòíî ñêëà-
äíèìè àëãîðèòìàìè. Êâàíòîâi ïðîöåñîðè ìîæóòü äàòè åêñïîíåí-
òíå ïðèñêîðåííÿ òiëüêè äëÿ äåÿêèõ àëãîðèòìiâ, êîëè åêñïîíåíòíî
ñêëàäíi êëàñè÷íi àëãîðèòìè ñòàþòü ïîëiíîìíèìè.

5.2 Êâàíòîâi àëãîðèòìè

Äëÿ àíàëiçó çàïðîïîíîâàíèõ êâàíòîâèõ àëãîðèòìiâ, çðó÷íî ðîç-
äiëèòè êâàíòîâèé ðåãiñòð íà äâà: ðåãiñòð àðãóìåíòó |x〉n i ðåãiñòð
çíà÷åíü ôóíêöi¨ |y〉m, óïóñêàþ÷è äëÿ ïðîñòîòè äîäàòêîâi êâàáiòè.
Òîäi îá÷èñëåííÿ ôóíêöi¨ ìîæíà çîáðàçèòè:

|x〉n|y〉m
f(x)→ |x〉n|y ⊕ f(x) mod 2m〉m

àáî

|x〉|0〉 f(x)→ |x〉|f(x)〉.

Íà ñüîãîäíi ñòâîðåíî äîñèòü íåçíà÷íó êiëüêiñòü ïðîåêòiâ êâàíòî-
âèõ ñõåì äëÿ åôåêòèâíîãî (ïîëiíîìíîãî) îá÷èñëåííÿ òèõ ÷è iíøèõ
îá÷èñëþâàíèõ ôóíêöié. Êâàíòîâà íàäåôåêòèâíiñòü ìîæå âèÿâëÿ-
òèñÿ íå îáîâ'ÿçêîâî ó îá÷èñëåííi ñàìèõ ôóíêöié, à ó äîñëiäæåííi
äåÿêèõ ¨õíiõ âëàñòèâîñòåé. Òîìó, çäåáiëüøîãî, äàëi ââàæàòèìåìî,
ùî íàì äîñòóïíà êâàíòîâà (ïiä)ñõåìà, ÿêà îá÷èñëþ¹ äåÿêó ôóíê-
öiþ f(x). Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùîáè äîáóäóâàòè äî íå¨ íîâó
êâàíòîâó ñõåìó, ÿêà á äàëà çìîãó åôåêòèâíî (â ïîëiíîìíèé ÷àñ ÷è
ç ïîëiíîìíèì ÷èñëîì ÊËÅ) ïðîâåñòè äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé
ôóíêöi¨ f(x), ÿêå íà êëàñè÷íîìó êîìï'þòåði îáõîäèòüñÿ åêñïîíåí-
òíèìè çàòðàòàìè.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð äåêiëüêà ïðèêëàäiâ âiäîìèõ ñüîãîäíi êâàíòî-
âèõ àëãîðèòìiâ, ÿêi iëþñòðóþòü íàäåôåêòèâíiñòü êâàíòîâèõ ïðî-
öåñîðiâ.
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Ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü ó áàãàòüîõ ôóí-
äàìåíòàëüíèõ i ïðèêëàäíèõ äîñëiäæåííÿõ. Õî÷à êâàíòîâå ïåðå-
òâîðåííÿ Ôóð'¹ íå ìîæíà çàñòîñîâóâàòè áåçïîñåðåäíüî ÷åðåç ïðî-
áëåìè ñòâîðåííÿ ñòàíó ðåãiñòðà, äî ÿêîãî éîãî çàñòîñîâóþòü, à
òàêîæ ïðîáëåìè ïðî÷èòàííÿ ðåçóëüòàòiâ, âîíî íåîáõiäíå ÿê ïðî-
ìiæíà îïåðàöiÿ â iíøèõ îá÷èñëåííÿõ [11].

5.3 Êâàíòîâå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

Äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ f(x), äå x � öiëå ÷èñëî ç
ïðîìiæêó x ∈ Zn = {0÷ 2n−1}, ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

f̃(x) =
1√
2n

∑
y∈Zn

ei2πxy/2
n
f(y).

Äëÿ éîãî âèêîíàííÿ ïîòðiáíî íå ìåíøå íiæ K=22n îïåðàöié (äëÿ
2n çíà÷åíü ôóð'¹-îáðàçó f̃(x) òðåáà îá÷èñëèòè 2n çíà÷åíü âèðà-
çó ïiä çíàêîì ñóìè). Ñêîðèñòàâøèñü âëàñòèâîñòÿìè åêñïîíåíòè, â
öüîìó âèðàçi äîäàíêè ïiä çíàêîì ñóìè ìîæíà ïåðåãðóïóâàòè i öèì
êiëüêiñòü îïåðàöié ñêîðîòèòè äî K≈2nn. Õî÷à öi àëãîðèòìè ¹ åêñ-
ïîíåíòíî ñêëàäíèìè, âîíè ìàþòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ, îñêiëüêè
ïðàêòè÷íi òðóäíîùi âèíèêàþòü òiëüêè äëÿ äóæå âåëèêèõ n.

Êâàíòîâèé àëãîðèòì ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ D.Coppersmith çà-
ïðîïîíóâàâ ó 1994 ðîöi. Ðîçãëÿíüìî ñïî÷àòêó ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
÷îòèðèêâàáiòîâîãî ÷èñëà, çàïèñàíîãî â êâàíòîâîìó ðåãiñòði (òî÷-
íiøå, ïåðåòâîðåííÿ ñòàíó êâàíòîâîãî ðåãiñòðà, â ÿêîìó çàïèñàíî
äåÿêå ÷èñëî, â ñòàí ñóïåðïîçèöi¨ ç àìïëiòóäàìè, âèçíà÷åíèìè åêñ-
ïîíåíòíèìè ìíîæíèêàìè ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹).

Çãàäàéìî, ùî ÷èñëî x ó äâiéêîâîìó çîáðàæåííi çà ìîäóëåì 2n

ìà¹ âèãëÿä

x = xn−12n−1 + xn−22n−2 + . . .+ x121 + x020 =
n−1∑
j=0

xj2
j ,

(xj = {0, 1}) òîäi äîáóòîê äâîõ ÷èñåë (çà ìîäóëåì 2n) ìîæíà çà-
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ïèñàòè

xy =

n−1∑
j=0

xj2
jy0 + 2

n−2∑
j=0

xj2
jy1 + 22

n−3∑
j=0

xj2
jy2 + . . .

+2n−3
(
x222+x12+x0

)
yn−3+2n−2(x12+x0)yn−2+2n−1x0yn−1.

Ïîäiëèìî îòðèìàíå ÷èñëî íà 2n (çà ìîäóëåì 2n)

xy

2n
=
(xn−1

2
+
xn−2

22
+ . . .+

x2

2n−2
+

x1

2n−1
+
x0

2n

)
y0

+
(xn−2

2
+
xn−3

22
+ . . .+

x2

2n−3
+

x1

2n−2
+

x0

2n−1

)
y1

+
(xn−3

2
+
xn−4

22
+ . . .+

x2

2n−4
+

x1

2n−3
+

x0

2n−2

)
y2 + . . .

+
(x2

2
+
x1

22
+
x0

23

)
yn−3 +

(x1

2
+
x0

22

)
yn−2 +

x0

2
yn−1.

Íà ðèñóíêó 5.1 çîáðàæåíî êâàíòîâó ñõåìó ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
÷îòèðèðîçðÿäíîãî äâiéêîâîãî ÷èñëà, äàëi ñòàíå çðîçóìiëèì, ÿê
ðîçáóäóâàòè öþ ñõåìó äëÿ n-ðîçðÿäíîãî ÷èñëà.

|x3〉 H s s sB(π2 ) B(π4 ) B(π8 )
|0〉+eiπ(x3+

x2
2

+
x1
4

+
x0
8 )|1〉

|x2〉 Hs s sB(π2 ) B(π4 )
|0〉+eiπ(x2+

x1
2

+
x0
4 )|1〉

|x1〉 Hs s sB(π2 )
|0〉+eiπ(x1+

x0
2 )|1〉

|x0〉 Hs s s |0〉+eiπx0 |1〉

Ðèñ. 5.1: Ñõåìà ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ñòàíó ÷îòèðèêâàáiòîâîãî ðåãiñòðà

Ïåðø íiæ îçíàéîìèòèñÿ ç äi¹þ êâàíòîâî¨ ñõåìè äëÿ âèêîíàííÿ
êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, ïðèãàäàéìî, ÿê äiþòü ¨¨ îêðåìi
åëåìåíòè: îïåðàòîð Àäàìàðà äi¹ íà îêðåìèé êâàáiò:

H|xj〉 = |0〉+ eiπxj |1〉,

à îïåðàòîð çìiíè ôàçè â öié ñõåìi � íà äâà êâàáiòè:

B(ϕ)|xk〉|xj〉 = eiϕxkxj |xk〉|xj〉.
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(Ïîêè ùî ìíîæíèêè 1/
√

2 áóäåìî óïóñêàòè.) Ïîçíà÷èâøè iíäåê-
ñàìè áiëÿ çíà÷êiâ îïåðàòîðiâ ÊËÅ íîìåðè êâàáiòiâ, íà ÿêi âîíè
äiþòü, åâîëþöiþ êâàíòîâî¨ ñõåìè çàïèøåìî òàê:

|x〉≡|x3〉|x2〉|x1〉|x0〉
H3−→

(
|0〉+ eiπx3 |1〉

)
|x2〉|x1〉|x0〉

B32(π
2

)
−→(

|0〉+ eiπ(x3+
x2
2 )|1〉

)
|x2〉|x1〉|x0〉

H2−→(
|0〉+ eiπ(x3+

x2
2 )|1〉

) (
|0〉+ eiπx2 |1〉

)
|x1〉|x0〉

B31(π
4

)
−→(

|0〉+ eiπ(x3+
x2
2

+
x1
4 )|1〉

) (
|0〉+ eiπx2 |1〉

)
|x1〉|x0〉

B21(π
2

)
−→(

|0〉+ eiπ(x3+
x2
2

+
x1
4 )|1〉

)(
|0〉+ eiπ(x2+

x1
2 )|1〉

)
|x1〉|x0〉

H1−→(
|0〉+ eiπ(x3+

x2
2

+
x1
4 )|1〉

)(
|0〉+ eiπ(x2+

x1
2 )|1〉

)
(
|0〉+ eiπx1 |1〉

)
|x0〉

B30(π
8

)
−→(

|0〉+ eiπ(x3+
x2
2

+
x1
4

+
x0
8 )|1〉

)(
|0〉+ eiπ(x2+

x1
2 )|1〉

)
(
|0〉+ eiπx1 |1〉

)
|x0〉

B20(π
4

)
−→(

|0〉+ eiπ(x3+
x2
2

+
x1
4

+
x0
8 )|1〉

)(
|0〉+ eiπ(x2+

x1
2

+
x0
4 )|1〉

)
(
|0〉+ eiπx1 |1〉

)
|x0〉

B10(π
2

)
−→(

|0〉+ eiπ(x3+
x2
2

+
x1
4

+
x0
8 )|1〉

)(
|0〉+ eiπ(x2+

x1
2

+
x0
4 )|1〉

)
(
|0〉+ eiπ(x1+

x0
2 )|1〉

)
|x0〉

H0−→(
|0〉+ eiπ(x3+

x2
2

+
x1
4

+
x0
8 )|1〉

)(
|0〉+ eiπ(x2+

x1
2

+
x0
4 )|1〉

)
(
|0〉+ eiπ(x1+

x0
2 )|1〉

) (
|0〉+ eiπx0 |1〉

)
=
∑
y0

eiπ(x3+
x2
2

+
x1
4

+
x0
8 )y0 |y0〉

∑
y1

eiπ(x2+
x1
2

+
x0
4 )y1 |y1〉∑

y2

eiπ(x1+
x0
2 )y2 |y2〉

∑
y3

eiπx0y3 |y3〉

=
∑
y

ei2π
xy

24 |y〉.

(5.7)



110 Ðîçäië 5. Êâàíòîâi îá÷èñëåííÿ. Êâàíòîâi àëãîðèòìè

Çàóâàæèìî, ùî ïîðÿäîê ïîçèöié ðîçðÿäiâ ÷èñëà-ðåçóëüòàòó ¹ çâî-
ðîòíèì ïîðiâíÿíî ç ÷èñëîì-àðãóìåíòîì.

Çàãàëîì êâàíòîâå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

|x〉 QFT−→ 1

2
n
2

∑
y

ei2π
xy
2n |y〉 (5.8)

ïåðåâîäèòü n-êâàáiòîâèé êâàíòîâèé ðåãiñòð ó ñòàí, ùî ¹ ñóïåðïî-
çèöi¹þ ç àìïëiòóäàìè, ÿêi äîðiâíþþòü êîåôiöi¹íòàì ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð'¹. Ç ðèñ. 5.1 òà iç ïåðåòâîðåíü (5.7) ëåãêî çðîçóìiòè, ÿê ðîç-
øèðèòè ñõåìó äëÿ êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ n-ðîçðÿäíîãî
÷èñëà i âñòàíîâèòè, ùî òàêà ñõåìà áóäå ìàòè n(n+ 1)/2 ÊËÅ.

Äîïóñòèìî, ùî ìè ïåðåâåëè êâàíòîâèé ðåãiñòð ó ñóïåðïîçèöié-
íèé ñòàí iç àìïëiòóäàìè, ÿêi ¹ çíà÷åííÿìè äåÿêî¨ ôóíêöi¨ f(x), à
ïîòiì âèêîíàëè êâàíòîâå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ðåãiñòðà àðãóìåíòó:

∑
x

f(x)|x〉QFT−→
∑
x

f(x)
1

2
n
2

∑
y

exp(i2π
xy

2n
)|y〉=

∑
y

f̃(y)|y〉,

òîäi íîâi àìïëiòóäè ñòàíiâ áóäóòü ôóð'¹-îáðàçàìè ôóíêöi¨ f(x)

f̃(y) =
1

2
n
2

∑
x

f(x) exp
(
i2π

xy

2n

)
.

Çâè÷àéíî, ç÷èòóâàííÿ öèõ àìïëiòóä ¹ ïðîáëåìîþ, àëå ó âèïàäêàõ,
êîëè ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ¹ ïðîìiæíîþ îïåðàöi¹þ â îá÷èñëåííÿõ,
ïåðåâàãè êâàíòîâîãî àëãîðèòìó ¹ áåçïåðå÷íèìè. Êâàíòîâèé ïðî-
öåñîð âèêîíó¹ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ çà K = n(n + 1)/2
êðîêiâ, òîáòî, ç ïîëiíîìíèìè çàòðàòàìè ÷àñó, òîäi ÿê àëãîðèòìè
äëÿ êëàñè÷íîãî ðåãiñòðà ¹ åêñïîíåíòíî ñêëàäíèìè.

Âèêîíà¹ìî â (5.8) îáåðíåíå êâàíòîâå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (òà
ñàìà ñõåìà, àëå ç âiä'¹ìíèìè êóòàìè â B(ϕ))

|y〉 QFT−1

−→ 1

2
n
2

∑
z

e−i2π
yz
2n |z〉.
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Òîäi (5.8) ìîæíà çàïèñàòè ÿê:

|x〉QFT−→ 1

2
n
2

∑
y

ei2π
xy
2n |y〉QFT−1

−→ 1

2
n
2

∑
y

ei2π
xy
2n

1

2
n
2

∑
z

e−i2π
yz
2n |z〉

=
∑
z

1

2n

∑
y

ei2π
(x−z)y

2n |z〉=
∑
z

δx,z|z〉=|x̃〉.

Îñòàííi äâi ðiâíîñòi óìîâíi, âîíè îçíà÷àþòü, ùî âèìiðþâàííÿ
êâàíòîâîãî ðåãiñòðà ó òîìó ñòàíi, ó ÿêîìó âií îïèíèâñÿ ïiñëÿ ïðÿ-
ìîãî i îáåðíåíîãî êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, ç âåëèêîþ éìî-
âiðíiñòþ äàñòü çíà÷åííÿ ÷èñëà x, ÿêå â íüîìó áóëî ïî÷àòêîâî çà-
ïèñàíî.

5.4 Çàäà÷à Äîé÷à-Éîæè

Çàäà÷à Äîé÷à � iñòîðè÷íî ïåðøà, ÿêà çàñâiä÷èëà, ùî äåÿêi åêñïî-
íåíòíî ñêëàäíi äëÿ êëàñè÷íèõ êîìï'þòåðiâ çàäà÷i, íà êâàíòîâèõ
ïðîöåñîðàõ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ç ïîëiíîìíèìè çàòðàòàìè. Çàäà÷à
ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi äî ÿêîãî êëàñó íàëåæèòü ôóíêöiÿ � âîíà
ñòàëà ÷è çáàëàíñîâàíà. Â ïåðøîìó âàðiàíòi Äîé÷ ñôîðìóëüîâàâ
¨¨ äëÿ áiíàðíîãî àðãóìåíòó. Êîëè

f(0) = f(1) = 0 àáî f(0) = f(1) = 1

ôóíêöiþ íàçèâàþòü ñòàëîþ, à êîëè

f(0) = 0, f(1) = 1 àáî f(0) = 1, f(1) = 0

òî � çáàëàíñîâàíîþ. Ïiçíiøå Äîé÷ i Éîæà (R.Jozsa) óçàãàëüíè-
ëè öþ çàäà÷ó íà äîâiëüíèé àðãóìåíò x ç îáëàñòi Zn, ïðè òîìó,
ùî ñàìà ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ äâà çíà÷åííÿ {0, 1}. Â öüîìó âèïàäêó
ôóíêöiÿ íàçèâàþòü ñòàëîþ, ÿêùî äëÿ âñiõ çíà÷åíü àðãóìåíòó âî-
íà íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 0 àáî 1, i � çáàëàíñîâàíîþ, ÿêùî äëÿ îäíi¹¨
ïîëîâèíè çíà÷åíü àðãóìåíòó âîíà íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 0, à äëÿ iíøî¨
ïîëîâèíè � çíà÷åííÿ 1. Ùîá ç'ÿñóâàòè, äî ÿêîãî êëàñó íàëåæèòü
òàêà ôóíêöiÿ, çà äîïîìîãîþ êëàñè÷íîãî ïðîöåñîðà òðåáà âèêîíàòè
2n îá÷èñëåíü ¨¨ çíà÷åíü. Çà äîïîìîãîþ êâàíòîâîãî ïðîöåñîðà öþ
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ïåðåâiðêó ìîæíà âèêîíàòè òiëüêè îäèí ðàç îá÷èñëèâøè ôóíêöi¨
f(x). Äëÿ öüîãî áóäóþòü ðåãiñòð àðãóìåíòó ç n êâàáiòiâ i ðåãiñòð
çíà÷åíü ôóíêöi¨ ç îäíîãî êâàáiòà, ç ïî÷àòêîâèì ñòàíîì:

|0 . . . 0〉n|1〉,

äàëi íà êîæåí êâàáiò äiþòü îïåðàòîðîì Àäàìàðà, ùî ïðèçâîäèòü
äî òàêî¨ ñóïåðïîçèöi¨: ∑

x

|x〉(|0〉 − |1〉).

Ïîòiì îá÷èñëþþòü ôóíêöiþ f(x):∑
x

|x〉(|f(x)〉 − |1⊕ f(x)〉) =
∑
x

(−1)f(x)|x〉(|0〉 − |1〉),

i çíîâó íà êîæåí êâàáiò àðãóìåíòó äiþòü îïåðàòîðîì Àäàìàðà:

H[n]|y〉 =
1

2
n
2

1∑
xn−1,...,x0=0

(−1)x·y |x〉,

y · x ≡ (yn−1xn−1 + yn−2xn−2 + . . .+ y1x1 + y0x0)mod 2,

ùî ïðèçâîäèòü äî ðåçóëüòàòó∑
x,y

(−1)f(x)+x·y|y〉(|0〉 − |1〉).

Íàðåøòi âèìiðþþòü çíà÷åííÿ ÷èñëà y, çàïèñàíîãî â ðåãiñòði àð-
ãóìåíòó. ßêùî y=0, òî f(x) ¹ ñòàëîþ, îñêiëüêè iíàêøå àìïëiòóäà
ñòàíó |0 . . . 0〉 äîðiâíþâàëà á íóëþ, áî äëÿ ïîëîâèíè çíà÷åíü àðãó-
ìåíòó f(x) = 0, à äëÿ ïîëîâèíè çíà÷åíü àðãóìåíòó f(x) = 1,∑

x

(−1)f(x) = 0,

ÿêùî æ y 6= 0, òî f(x) ¹ çáàëàíñîâàíîþ, iíàêøå àìïëiòóäà ñòàíó
|y〉 äîðiâíþâàëà á íóëþ∑

x

(−1)x·y = 0.

Äëÿ ôóíêöi¨ f(x)=a · x, âèìiðþâàííÿ äà¹ y=a.
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Â öüîìó îá÷èñëåííi ìè äâà ðàçè âèêîðèñòàëè îïåðàòîð H[n]

(2n îäíîêâàáiòîâèõ îïåðàöié) i îäèí ðàç îá÷èñëèëè ôóíêöiþ f(x)
ïðîòè 2n ¨ ¨ îá÷èñëåíü, íåîáõiäíèõ ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó.

5.5 Âèçíà÷åííÿ ïåðiîäó ôóíêöi¨

Íåõàé çàäàíà ôóíêöiÿ f : Zn
f→ Zn, ïðî ÿêó âiäîìî, ùî âîíà ìà¹

ïåðiîä r, f(x + r) = f(x), òàêèé, ùî 2n−1 < r < 2n − 1 i òðåáà
çíàéòè éîãî çíà÷åííÿ. Ïîáóäó¹ìî äâà ðåãiñòðè ç n êâàáiòiâ êîæåí,
ïîäi¹ìî íà êîæåí êâàáiò ðåãiñòðà àðãóìåíòó îïåðàòîðîì Àäàìàðà,
ïiñëÿ ÷îãî îá÷èñëèìî ôóíêöiþ f :

|0 . . . 0〉n|0 . . . 0〉n
H[n]

−→
∑
x

|x〉|0 . . . 0〉n
f→
∑
x

|x〉|f(x)〉, (5.9)

äàëi âèìiðÿ¹ìî ÷èñëî, çàïèñàíå â ðåãiñòði çíà÷åíü ôóíêöi¨, ùî
äàñòü äåÿêå f(k), à îáèäâà ðåãiñòðè ïåðåéäóòü ó ñòàí

(|k〉+ |k + r〉)|f(k)〉.

Òàêèé ðåçóëüòàò ìè îòðèìàëè òîìó, ùî ïiñëÿ îá÷èñëåííÿ ôóíêöi¨
â (5.9) ðåãiñòðè àðãóìåíòó i çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ïåðåáóâàëè â çà-
ïëóòàíîìó (ñêîðåëüîâàíîìó) ñòàíi i âèìiðþâàííÿ ðåãiñòðà çíà÷åíü
ôóíêöi¨ çàôiêñóâàëî ñòàí ðåãiñòðà àðãóìåíòó ó âèãëÿäi ñóïåðïîçè-
öi¨ ñòàíiâ, ùî âiäïîâiäàþòü äâîì çíà÷åííÿì àðãóìåíòó, äëÿ ÿêèõ
ôóíêöiÿ ìà¹ òå ñàìå çíà÷åííÿ f(k). Âèìiðþâàííÿ ðîçïëóòàëî ñòà-
íè ðåãiñòðiâ àðãóìåíòó i çíà÷åíü ôóíêöi¨!

Çàñòîñóéìî H[n] äî ðåãiñòðà àðãóìåíòó∑
y

[
(−1)k·y + (−1)(k+r)·y

]
|y〉 ⊗ |f(k)〉

=
∑
y

(−1)k·y [1 + (−1)r·y] |y〉 ⊗ |f(k)〉.

Âèìiðþâàííÿ ÷èñëà y, çàïèñàíîãî â ðåãiñòði àðãóìåíòó, äàñòü

y · r = 0.
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Ïîâòîðèâøè âèìiðþâàííÿ m ðàçiâ, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó m ëiíié-
íèõ ðiâíÿíü äëÿ r, ÿêó ðîçâ'ÿæåìî íà êëàñè÷íîìó êîìï'þòåði çà
äîïîìîãîþ àëãîðèòìiâ ïîëiíîìíî¨ ñêëàäíîñòi.

Òóò ìèm ðàçiâ äâi÷i âèêîíóâàëèH[n] i îäíå âèìiðþâàííÿ, âñüî-
ãî 2nm îäíîêâàáiòîâèõ îïåðàöié, m îá÷èñëåíü ôóíêöi¨ i m âèìi-
ðþâàíü, à òàêîæ ðîçâ'ÿçóâàííÿm ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Ó êëàñè÷íîìó
âèïàäêó íàì äîâåëîñÿ á 2n ðàçiâ îá÷èñëþâàòè ôóíêöiþ.

5.6 Àëãîðèòì Øîðà ôàêòîðèçàöi¨ ÷èñåë

ÀëãîðèòìØîðà äëÿ ôàêòîðèçàöi¨ ÷èñåë çà äîïîìîãîþ êâàíòîâîãî
ïðîöåñîðà ïðèâåðíóâ âåëèêó óâàãó äî ïðîåêòó ñòâîðåííÿ êâàíòî-
âîãî êîìï'þòåðà. Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî âií äà¹ çìîãó åôåêòèâíî
çëàìàòè øèðîêîâæèâàíèé øèôð RSA (äèâ. Äîäàòîê).

Íåõàé N=PQ � ñêëàäåíå ÷èñëî (N ≤ 2n), P i Q � íåâiäîìi
ïðîñòi ÷èñëà. Öi äiëüíèêè ¹ ñåðåä íàéáiëüøèõ ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ
÷èñåë N i (ar/2 mod N)±1, äå r � ïåðiîä ïîñëiäîâíîñòi aj mod N ,
j = 0, 1, 2, . . . . Âåëè÷èíó r íàçèâàþòü ïîðÿäêîì ÷èñëà a çà ìîäó-
ëåì N (ar mod N = 1). Ñêëàäíiñòü öüîãî àëãîðèòìó â òîìó, ùî
òðåáà ùîíàéìåíøå r ðàçiâ îá÷èñëèòè ôóíêöiþ aj .

Çáóäó¹ìî äâà ðåãiñòðè: ðåãiñòð çíà÷åíü ôóíêöi¨ äîâæèíè n
(N ≤ 2n) i ðåãiñòð àðãóìåíòó äîâæèíè m (M = 2m), òàêî¨ ùî
m� n. Çàíóëèìî îáèäâà ðåãiñòðè, ïîòiì ïåðåòâîðåííÿìè Àäàìà-
ðà ïåðåâåäåìî ðåãiñòð àðãóìåíòó â ñóïåðïîçèöiéíèé ñòàí, ïiñëÿ
÷îãî âèáåðåìî ÷èñëî a < N âçà¹ìíî ïðîñòå ç N i îá÷èñëèìî ôóí-
êöiþ: ax modN

|0 . . . 0〉m|0 . . . 0〉n
H[m]

−→
∑
x

|x〉|0〉n
ax modN−→

∑
x

|x〉|ax modN〉.

Âèìiðÿ¹ìî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨:

(|k〉+ |k + r〉+ · · ·+ |k + lr〉)|ak〉 =

l∑
j=0

|k + jr〉|ak〉
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i âèêîíà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ðåãiñòðà àðãóìåíòó

∑
y

l∑
j=0

exp

[
2πi(jr + k)y

M

]
|y〉|ak〉

=
∑
y

exp [2πiryl/M ]− 1

exp [2πiry/M ]− 1
exp [2πiky/M ] |y〉|ak〉.

Âèìiðÿ¹ìî y, ïðè öüîìó íàéáiëüø iìîâiðíèì ¹ ðåçóëüòàò, äëÿ ÿêî-
ãî âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ ry/M = b, äå b äåÿêå öiëå ÷èñëî.
Îñêiëüêè y i M íàì âiäîìi, òî ïîáóäó¹ìî âiäíîøåííÿ y/M i çàìi-
íèìî éîãî äðîáîì y

M ≈
D
d , äå d < N . Ïåðåâiðèìî, ÷è ad modN = 1,

ÿêùî íi � òî ïîâòîðþ¹ìî àëãîðèòì, ÿêùî æ òàê � òî çàïèøå-
ìî r1 = d. Ïiñëÿ áàãàòîêðàòíîãî ïîâòîðåííÿ îòðèìà¹ìî íàáið
r1, r2, . . . , ìiíiìàëüíå ÷èñëî ç öüîãî íàáîðó i áóäå øóêàíèì ïå-
ðiîäîì r (ïîðÿäêîì ÷èñëà a çà ìîäóëåì N). Òîäi îá÷èñëèìî (ar/2

mod N)±1. Çàñòîñóâàííÿ àëãîðèòìó Åâêëiäà äàñòü çíà÷åííÿ ñïiâ-
ìíîæíèêiâ ÷èñëà N .

Äîâåäåíî [14], ùî êâàíòîâèé àëãîðèòì Øîðà ôàêòîðèçàöi¨ ÷è-
ñëà N ìà¹ ïîëiíîìiàëüíó ñêëàäíiñòü n3(log n)k, k=const, òîäi ÿê
âiäîìèé êëàñè÷íèé àëãîðèòì ¹ åêñïîíåíòíî ñêëàäíèì ç ÷àñîì âè-

êîíàííÿ t ∼ exp
(√

lnN ln lnN
)
[21].

5.7 Àëãîðèòì ïîøóêó Ãðîâåðà

Íåõàé çàäàíà ôóíêöiÿ Zn
F→ Zm òàêà, ùî F (ω) = a. Äëÿ çàäàíîãî

a òðåáà çíàéòè ω. Çäåáiëüøîãî ãîâîðÿòü, ùî òðåáà çíàéòè ñòàí ω,
ïîçíà÷åíèé ñèìâîëîì a, òîáòî iíòåðïðåòóþòü çàäà÷ó ÿê ïîøóê ó
íåñòðóêòóðîâàíié (íåâïîðÿäêîâàíié) áàçi äàíèõ.

Ïîáóäîâàíèé íà êâàíòîâîìó ðåãiñòði �îðàêóë� íà çàïèòàííÿ: ÷è
x = ω? îá÷èñëþ¹ ôóíêöiþ F (x) i âiäïîâiäà¹ 1, ÿêùî F (x) = a, i 0,
ÿêùî F (x) 6= a, òîáòî, îá÷èñëþ¹ ôóíêöiþ fω(x) = δω,x. Àëãîðèòì
ïîøóêó Ãðîâåðà äi¹ òàê:
1) ïåðåâåñòè êâàíòîâèé ðåãiñòð ó ïî÷àòêîâèé ñòàí:

|0 . . . 0〉n|1〉,
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2) ïîäiÿòè îïåðàòîðîì Óîëøà-Àäàìàðà H[n+1], ùî äàñòü:

1√
N

∑
x

|x〉 1√
2

(|0〉 − |1〉) ,

3) îá÷èñëèòè ôóíêöiþ fω(x) (çâåðíóòèñÿ äî �îðàêóëà�)

1√
N

∑
x

|x〉 1√
2

(|fω(x)〉 − |1⊕ fω(x)〉) =

1√
N

∑
x

(−1)fω(x) |x〉 ⊗ 1√
2

(|0〉 − |1〉) , (5.10)

òà, iãíîðóþ÷è êâàáiò çíà÷åíü ôóíêöi¨, çàïèñàòè:

1√
N

∑
x

(−1)fω(x) |x〉 =
1√
N

∑
x

|x〉 − 2√
N
|ω〉, (5.11)

ùî åêâiâàëåíòíî äi¨ îïåðàòîðà

Uω = I− 2|ω〉〈ω|

íà ñòàí

|s〉 ≡ 1√
N

∑
x

|x〉.

Ó öèõ âèðàçàõ I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð ó ïðîñòîði ñòàíiâ àðãó-
ìåíòó H[n], N = 2n.

Ïåðåòâîðåííÿ (5.10) i (5.11) òðåáà ðîçóìiòè òàê, ùî âiäïîâiäü
�îðàêóëà� çìiíþ¹ ôàçó íà π òiëüêè â øóêàíîìó ñòàíi (õî÷à âií i
çàëèøà¹òüñÿ íåâiäîìèì). Íà iíøi ñòàíè îïåðàòîð Uω äi¹ ÿê îïå-
ðàòîð äçåðêàëüíîãî âiäáèòòÿ âiäíîñíî ñòàíó |ω⊥〉.

Îñêiëüêè ñòàí |ω〉 ¹ îäíèì iç ñòàíiâ ñóïåðïîçèöi¨ |s〉, òî êîñèíóñ
êóòà ìiæ öèìè âåêòîðàìè:

sin θ = sin(π/2− β) = cosβ = 〈s|ω〉 =
1√
N

äóæå ìàëà âåëè÷èíà, îòæå âåêòîðè |ω〉 i |s〉 ¹ ìàéæå ïåðïåíäèêó-
ëÿðíèìè. Iäåÿ Ãðîâåðà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîáè ïîâåðíóòè ñòàí ðå-
ãiñòðà àðãóìåíòó |s〉 òàê, àáè âií ñòàâ ìàéæå ïàðàëåëüíèì äî |ω〉.
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Òîäi âèìiðþâàííÿ ñòàíó àðãóìåíòó i äàñòü øóêàíå çíà÷åííÿ âèäi-
ëåíîãî (ïîìi÷åíîãî) ÷èñëà ω ç éìîâiðíiñòþ, áëèçüêîþ äî îäèíèöi.
Ãðîâåð çàïðîïîíóâàâ ïðîöåäóðó òàêîãî ïîâîðîòó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ
ç äåÿêî¨ êiëüêîñòi êðîêiâ, ó êîæíîìó ç ÿêèõ âiäáóâà¹òüñÿ ïîâîðîò
íà êóò 2θ, ÿêèé âèêîíó¹ îïåðàòîð:

RG = UsUω,

äå ââåäåíî îïåðàòîð äçåðêàëüíîãî âiäîáðàæåííÿ âiäíîñíî âåêòîðà
|s〉 (éîãî iùå íàçèâàþòü îïåðàòîðîì äèôóçi¨):

Us = 2|s〉〈s| − I.

Ïðÿìîþ äi¹þ îïåðàòîðà RG íà ñòàí |s〉 iç âðàõóâàííÿì:

〈s|s〉 = 1, 〈ω|ω〉 = 1, 〈s|ω〉 =
1√
N

|s〉〈s| |ω〉 =
1√
N
|s〉, |ω〉〈ω| |s〉 =

1√
N
|ω〉

ìîæíà âñòàíîâèòè, ùî:

|s1〉 = RG|s〉 =

(
1− 4

N

)
|s〉+

2√
N
|ω〉,

|s2〉=RG|s1〉=R2
G|s〉=

(
1−12

N
+

16

N2

)
|s〉+ 4√

N

(
1− 2

N

)
|ω〉.

Çâiäñè

sin θ1 = cosβ1 = 〈ω|s1〉 =
3√
N
− 4

N
√
N

= sin 3θ,

sin θ2= cosβ2=〈ω|s2〉=
5√
N
− 20

N
√
N

+
16

N2
√
N

= sin 5θ.

Ïiñëÿ k êðîêiâ îòðèìà¹ìî:

sin θk = 〈ω|sk〉 = 〈ω|Rk
G|s〉 = sin(2k+1)θ.

Ïîêëàâøè sin θk ≈ 1, çíàéäåìî:

(2k + 1)θ ≈ π

2
.
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|ω>

β

|s >1

|s>

|ω  >

2θ

θ ⊥

|s’>
θ

Ðèñ. 5.2: Ïîâîðîòè Ãðîâåðà

Òîáòî, ïiñëÿ k ≈ π
4

√
N êðîêiâ êâàíòîâèé ðåãiñòð ïåðåéäå ó ñòàí,

ùî ç éìîâiðíiñòþ áëèçüêîþ äî 1 áóäå âiäïîâiäàòè øóêàíîìó ÷èñëó
ω, ÿêå ìè çíàéäåìî, âèìiðÿâøè ñòàí êâàíòîâîãî ðåãiñòðà. Íàãàäà-
¹ìî, ùî N = 2n, äå n � äîâæèíà âõiäíîãî ñëîâà. Îòæå êâàíòîâèé
àëãîðèòì Ãðîâåðà äà¹ çìîãó çà ∼

√
N êðîêiâ çíàéòè ïîçíà÷åíèé

åëåìåíò ó íåâïîðÿäêîâàíié áàçi äàíèõ, à âiäïîâiäíèé êëàñè÷íèé
àëãîðèòì ïîòðåáó¹ â ñåðåäíüîìó N/2 êðîêiâ. Î÷åâèäíî, ùî êâàí-
òîâèé àëãîðèòì áóäå åôåêòèâíèì ëèøå òîäi, êîëè �îðàêóë� âiäïî-
âiäà¹ íà çàïèòàííÿ çà ÷àñ, ùî ïîëiíîìíî çàëåæèòü âiä äîâæèíè
âõiäíîãî ñëîâà, òîáòî, ∼ poly(n).

Àëãîðèòì Ãðîâåðà çðó÷íî îïèñóâàòè ó ãåîìåòðè÷íié iíòåðïðå-
òàöi¨. Äiÿ îïåðàòîðà Uω íà ñòàí |s〉 ïåðåâîäèòü éîãî â ñòàí |s′〉,
ùî ¹ äçåðêàëüíèì âiäîáðàæåííÿì |s〉 âiäíîñíî |ω⊥〉 (äèâ. ðèñ. 5.2).
Êóò ìiæ ñòàíàìè |s〉 i |s′〉 äîðiâíþ¹ 2θ. Íàñòóïíå äçåðêàëüíå âiä-
îáðàæåííÿ |s′〉 âiäíîñíî |s〉, âèêîíóâàíå îïåðàòîðîì Us, ïðèçâî-
äèòü äî ñòàíó |s1〉, ùî ¹ ðåçóëüòàòîì ïåðøî¨ iòåðàöi¨ Ãðîâåðà. Êóò
ìiæ |s〉 i |s1〉 äîðiâíþ¹ 2θ, à ìiæ |s1〉 i |ω⊥〉 äîðiâíþ¹ 3θ. Íàñòóïíà
äiÿ Uω íà ñòàí |s1〉 ïåðåâîäèòü éîãî ó ñòàí |s′′〉, ùî óòâîðþ¹ êóò
3θ iç âåêòîðîì |ω⊥〉 i êóò 4θ iç âåêòîðîì |s〉. Âiäîáðàæåííÿ Us

ïåðåâîäèòü âåêòîð |s′′〉 ó |s2〉, ùî óòâîðþ¹ êóò 4θ iç âåêòîðîì |s〉 i
êóò 5θ ç âåêòîðîì |ω⊥〉. ßê ìè ç'ÿñóâàëè ðàíiøå, ïiñëÿ k êðîêiâ
êóò ìiæ |sk〉 i |ω⊥〉 áóäå (2k + 1)θ.
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ßêèé ðåçóëüòàò îòðèìà¹ìî ïiñëÿ k ≈ π
4

√
N êðîêiâ àëãîðèòìó

Ãðîâåðà, ÿêùî øóêàíîãî ÷èñëà íåìà â ïðîìiæêó Zn? Â öüîìó
âèïàäêó �îðàêóë� çàâæäè âiäïîâiäàòèìå 0, òîáòî, íå çìiíþâàòè-
ìå ôàçó â æîäíîìó ç ÷èñåë iç ïðîìiæêó Zn, à çíà÷èòü îïåðàòîð
Uω = I i ñòàí |s〉 íå ïîâåðòà¹òüñÿ. Òîìó âèìiðþâàííÿ áóäóòü ç
îäíàêîâîþ éìîâiðíiñòþ äàâàòè âñi ÷èñëà ç îáëàñòi âèçíà÷åííÿ çà-
äàíî¨ ôóíêöi¨.

Ðîçãëÿíüìî òåïåð âèïàäîê, êîëè F (x) = a âèêîíó¹òüñÿ íå äëÿ
îäíîãî x = ω, à äëÿ r çíà÷åíü ωi. Òîäi �îðàêóë� âiäïîâiäà¹ �òàê�
äëÿ âñiõ çíà÷åíü ωi, òîáòî, ïåðåâîäèòü êâàíòîâèé ðåãiñòð àðãó-
ìåíòó ó ñòàí:

1√
N

∑
x

r∑
i=1

(−1)fωi (x) |x〉 =
1√
N

∑
x

|x〉 − 2√
N

r∑
i=1

|ωi〉,

ùî ¹ åêâiâàëåíòíî äçåðêàëüíèì âiäîáðàæåííÿì âiäíîñíî âåêòîðà,
ïåðïåíäèêóëÿðíîãî äî âåêòîðà, óòâîðåíîãî âñiìà íåâiäîìèìè çíà-
÷åííÿìè àðãóìåíòó,

|ω̃〉 =
1√
r

r∑
i=1

|ωi〉

ó ïëîùèíi, â ÿêié ëåæàòü âåêòîðè |ω̃〉 i |s〉. Öi âiäîáðàæåííÿ âè-
êîíó¹ îïåðàòîð Uω̃ = I − 2|ω̃〉〈ω̃| i òåïåð êóò ïîâîðîòó ïiñëÿ âè-
êîíàííÿ âñiõ iòåðàöié Ãðîâåðà äîðiâíþâàòèìå:

sin θ =

√
r

N
.

Îòæå, ïiñëÿ k ≈ π
4

√
N
r êðîêiâ ðåãiñòð àðãóìåíòó ç iìîâiðíiñòþ

áëèçüêîþ äî îäèíèöi ïåðåéäå â ñòàí |ω̃〉, i éîãî âèìiðþâàííÿ äàñòü
îäíå iç çíà÷åíü ωi. Çðîçóìiëî, ùî ó âèïàäêó ìíîæèííîñòi çíà÷åíü
ωi çàäà÷à ¨õ âèçíà÷åííÿ ñóòò¹âî óñêëàäíþ¹òüñÿ â ïîðiâíÿííi ç âè-
ïàäêîì îäíîãî çíà÷åííÿ ω. Çàäà÷à ùå áiëüøå óñêëàäíþ¹òüñÿ, êîëè
íåâiäîìî êiëüêiñòü r øóêàíèõ âåëè÷èí, îñêiëüêè â öüîìó âèïàäêó
íåâiäîìî ñêiëüêè iòåðàöié òðåáà âèêîíàòè.

Îïåðàòîð Us ìîæíà ðåàëiçóâàòè òàêîþ êâàíòîâîþ ñõåìîþ:
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H
⊕ s ⊕ H

H
⊕ s ⊕ H

H
⊕ s ⊕ H

...

H
⊕ s ⊕ H

H
⊕

σz
⊕

H ,

äå êîíòðîëüîâàíèé Λn−1 (σz) ïðè ïîòðåái ìîæíà çàìiíèòè íà:

(In−1 ⊗H) Λn−1 (σx) (In−1 ⊗H) .

Ìàòðèöÿ îïåðàòîðà Λn−1 (σz) ìà¹ íà ãîëîâíié äiàãîíàëi âñi
åëåìåíòè, ÿêi äîðiâíþþòü +1 îêðiì îñòàííüîãî â ïðàâîìó íèæíüî-
ìó êóòêó, ÿêèé äîðiâíþ¹ −1. Äi¹þ îïåðàòîðiâ σx ⊗ σx ⊗ · · · ⊗ σx
(ç äâîõ áîêiâ) öÿ ìàòðèöÿ âiäáèâà¹òüñÿ âiäíîñíî ái÷íî¨ äiàãîíàëi
i åëåìåíò −1 ç ïðàâîãî íèæíüîãî êóòêà ïåðåõîäèòü ó ëiâèé âåðõ-
íié êóòîê. À òàêà ìàòðèöÿ çîáðàæà¹ îïåðàòîð I − 2|0〉〈0|, ÿêèé
ïiñëÿ äi¨ îïåðàòîðiâ H ⊗ H ⊗ · · · ⊗ H (ç äâîõ áîêiâ) ïåðåõîäèòü
â I − 2|s〉〈s|, òîáòî, â îïåðàòîð −Us. Çíàê ìiíóñ íå âïëèâà¹ íà
çáiëüøåííÿ àìïëiòóäè â êîæíié iòåðàöi¨ Ãðîâåðà.

Îêðiì íàâåäåíèõ â öüîìó ðîçäiëi àëãîðèòìiâ ñòâîðåíî é iíøi,
çîêðåìà, ïîâ'ÿçàíi ç êâàíòîâèì ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹.

Çàïðîïîíîâàíî òàêîæ àëãîðèòìè, ÿêi îêðiì óíiòàðíèõ îïåðà-
öié ïåðåäáà÷àþòü i âèìiðþâàííÿ.

Äîêëàäíiøèé àíàëiç êâàíòîâèõ àëãîðèòìiâ âèñâiòëåíî, çîêðå-
ìà, ó ïðàöÿõ [11, 14].



Ðîçäië 6

Êâàíòîâi øóìè â ïðîöåñîðàõ

Äîñi ìè ðîçãëÿäàëè êâàíòîâèé ïðîöåñîð ÿê içîëüîâàíó ñèñòåìó,
åâîëþöiÿ ÿêî¨ ¹ äåòåðìiíîâàíèì ïðîöåñîì, ùî ãåíåðó¹òüñÿ äi¹þ
çîâíiøíiõ êëàñè÷íèõ ïîëiâ i âíóòðiøíiõ âçà¹ìîäié, ÿêi íå ðóéíó-
þòü ¨¨ êâàíòîâî¨ êîãåðåíòíîñòi. Îäíàê æîäíà êâàíòîâà ñèñòåìà
íå ìîæå áóòè öiëêîì içîëüîâàíîþ, ç ÷àñîì âîíà áóäå çàçíàâàòè
çîâíiøíiõ âïëèâiâ i âòðà÷àòè êâàíòîâó êîãåðåíòíiñòü. Îêðiì òî-
ãî, ôiçè÷íà ðåàëiçàöiÿ êâàíòîâèõ ëîãi÷íèõ åëåìåíòiâ íå ¹ öiëêîì
òî÷íîþ, ùî òàêîæ ïðèçâîäèòü äî ïîìèëîê ó ñòàíàõ êâàíòîâîãî
ðåãiñòðà. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÷è òàêi âïëèâè öiëêîì óíåìîæëèâëþ-
þòü âèêîíàííÿ êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü? ×è âñå æ îá÷èñëåííÿ ìîæíà
âèêîíóâàòè, ïåðåäáà÷èâøè ïåâíi çàïîáiæíi çàõîäè? Äîñëiäæåííÿ
ïåðåêîíóþòü ó òîìó, ùî çà äîñòàòíüî íèçüêîãî ðiâíÿ êâàíòîâèõ
øóìiâ ìîæíà çáóäóâàòè ïåâíi ñèñòåìè çàõèñòó, ÿêi çàáåçïå÷óþòü
êîðåêòíå âèêîíàííÿ îá÷èñëåíü.

Ç òàêèìè æ òðóäíîùàìè çiòêíóëèñÿ i ðîçðîáíèêè êëàñè÷íîãî
ïðîöåñîðà, òîìó ñïî÷àòêó îçíàéîìèìîñÿ iç âïëèâîì øóìó íà ïå-
ðåäàâàííÿ êëàñè÷íî¨ iíôîðìàöi¨. Ïåðåøêîäè â êëàñè÷íèõ êàíàëàõ
çâ'ÿçêó (øóì) íàçèâàþòü òàêîæ çàâàäàìè.

6.1 Êëàñè÷íèé øóì

Íåõàé ïåâíå äæåðåëî ãåíåðó¹ ïîñëiäîâíîñòi ñèìâîëiâ (òåêñò) iç
äåÿêîãî àëôàâiòó, ùî ìiñòèòü N çíàêiâ (öå ìîæóòü áóòè, íàïðè-
êëàä, ëiòåðè ëàòèíñüêî¨, êèðèëè÷íî¨ ÷è ÿêî¨ñü iíøî¨ àáåòêè ðàçîì
iç çíàêàìè ïðîáiëó, êðàïêè, êîìè i ò.ä.). Àëôàâiò ïðîíóìåðîâàíî
i êîæíîìó öiëîìó ÷èñëó ç âiäðiçêà 1 . . . N âiäïîâiäà¹ ïåâíèé ñèì-
âîë, ÿêèé ó âõiäíîìó òåêñòi òðàïëÿ¹òüñÿ ç ÷àñòîòîþ (éìîâiðíiñòþ)

121
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pi≥0,
∑N

i=1 pi=1. Ïiä âïëèâîì øóìó â êàíàëi çâ'ÿçêó (êàíàëîì
çâ'ÿçêó ìîæå áóòè ïðîöåñ ç÷èòóâàííÿ ç äèñêà, øëåéô ìiæ äè-
ñêîì i ìàòåðèíêîþ, êàáåëü iíòåðíåò-ìåðåæi, äèñêè, êàðòè ïàì'ÿòi
òà ií.) ñèãíàë ìîæå çìiíèòèñÿ i íà âèõîäi êàíàëó ñèìâîë çà íîìå-
ðîì i âæå áóäå ñïðèéíÿòèé ÿê ñèìâîë çà íîìåðîì j, òîáòî òåêñò
ñïîòâîðþ¹òüñÿ i íà âèõîäi êàíàëó ñèìâîëè ç àëôàâiòó âæå áóäóòü
òðàïëÿòèñÿ ç iíøîþ ÷àñòîòîþ (éìîâiðíiñòþ) qi≥0,

∑N
i=1 qi=1. Öi

éìîâiðíîñòi ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ:

qi =
N∑
j=1

Tijpj ÷è ó ìàòðè÷íié ôîðìi q = T p

ìàòðèöåþ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó T, ÿêà ìà¹ âëàñòèâîñòi: 1) ìà-
òðèöÿ T ¹ ïîçèòèâíîþ, òîáòî, âñi ¨¨ åëåìåíòè ¹ äîäàòíèìè (iíàê-
øå ìîæå ñòàòèñÿ, ùî äåÿêi qi<0), 2) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ïîâíîòè,
òîáòî, ñóìà åëåìåíòiâ êîæíîãî ñòîâïöÿ ìà¹ äîðiâíþâàòè îäèíèöi∑

i Tij = 1 (äëÿ òîãî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà
∑N

i=1 qi=1). Ìà-
òðèöÿ T ¹ îäíi¹þ ç õàðàêòåðèñòèê êàíàëó, åëåìåíò ìàòðèöi Tij
âèçíà÷à¹ éìîâiðíiñòü îòðèìàòè íà âèõîäi êàíàëó ñèìâîë çà íîìå-
ðîì i, ÿêùî íà âõiä êàíàëó áóâ ïîäàíèé ñèìâîë j. Äëÿ êàíàëó
áåç øóìó ìàòðèöÿ T ¹ îäèíè÷íîþ. Ïåðåäà÷à iíôîðìàöi¨ â êàíàëi
ìîæå âiäáóâàòèñÿ â K êðîêiâ, òîäi ìàòðèöÿ éìîâiðíîñòi ïåðåõîäó
êàíàëó áóäå äîáóòêîì ìàòðèöü óñiõ êðîêiâ, òîáòî,

T = TKTK−1 · · ·T2T1,

à êîæíà ç öèõ ìàòðèöü çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 1)�2). Òàêó (äîñèòü
òðèâàëó) ïîñëiäîâíiñòü äi¨ øóìó òðàêòóþòü ÿê ñòîõàñòè÷íèé ïðî-
öåñ, ïðè öüîìó ó âèïàäêó ñëàáêîãî øóìó ïðèïóñêàþòü, ùî øóìîâi
åôåêòè íà ðiçíèõ êðîêàõ ¹ íåçàëåæíèìè, à òàêi ñòîõàñòè÷íi ïðî-
öåñè íàçèâàþòü ìàðêîâñüêèìè. Ïðè ñëàáêîìó øóìi äiàãîíàëüíi
åëåìåíòè ìàòðèöi ïåðåõîäó ñóòò¹âî áiëüøi çà ïîçàäiàãîíàëüíi.

Âàæëèâèì êàíàëîì çâ'ÿçêó ¹ ñèìåòðè÷íèé áiíàðíèé (äâiéêî-
âèé) êàíàë, ÿêèé ïåðåäà¹ äâîñèìâîëüíèé àëôàâiò {0, 1} iç éìî-
âiðíîñòÿìè T11=T22=1 − p, T12=T21=p. Çðîçóìiëî, ùî ïðè p=1/2
êàíàë ¹ öiëêîì çàøóìëåíèì, áî ïðè ïîñèëàííi íà âõiä ñèìâîëó 0(1)
íà âèõîäi ç îäíàêîâîþ éìîâiðíiñòþ îòðèìó¹ìî 0 ÷è 1, òîáòî, ìè íå
ìîæåìî âèçíà÷èòè, ÿêèé ñèìâîë áóëî íàäiñëàíî. Äiÿ êëàñè÷íîãî
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øóìó â òàêîìó êàíàëi ïðèçâîäèòü äî êëàñè÷íî¨ ïîìèëêè, òîáòî,
çàìiíè 0→1 i íàâïàêè 1→0, ÿêà ¹ òàêîæ i â êâàíòîâèõ êàíàëàõ.

Âñòàíîâëåíî, êîëè ðiâåíü øóìó â êëàñè÷íîìó êàíàëi ¹ íå äóæå
âèñîêèì, òî ìîæíà ñòâîðèòè òàêó ñèñòåìó çàõèñòó iíôîðìàöi¨, ÿêà
öiëêîì óñóâà¹ éîãî âïëèâ.

Öåé çàõèñò  ðóíòó¹òüñÿ íà êîäóâàííi, òîáòî, äîäàâàííi òàêî¨
êiëüêîñòi íàäëèøêîâî¨ iíôîðìàöi¨, ÿêà ïiñëÿ ïîøêîäæåííÿ â êà-
íàëi, äà¹ çìîãó âiäíîâèòè çàêîäîâàíó. Õî÷à ìåòîäè êîäóâàííÿ ðîç-
ðîáëåíî äëÿ äîâiëüíèõ àëôàâiòiâ [26, 27], äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî
òiëüêè áiíàðíèé êàíàë.

Ñòâîðåíî äâà ïðèíöèïîâî âiäìiííi òèïè êîäiâ: áëîêîâi êîäè i
äåðåâîïîäiáíi êîäè [26, 27], ÿêi ïîäiëÿþòüñÿ íà ðiçíi âèäè. Äëÿ
êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü âàæëèâèìè ¹ áëîêîâi êîäè.

Íåõàé, ÷åðåç êàíàë çâ'ÿçêó òðåáà ïåðåäàòè òåêñò â äåÿêîìó
àëôàâiòi, êîæåí iç M ñèìâîëiâ ÿêîãî çîáðàæåíèé ïîñëiäîâíiñòþ
k áiòiâ. Ó òåîði¨ êîäóâàííÿ çàçâè÷àé ïî÷èíàþòü iç äåÿêî¨ äîâãî¨
ïîñëiäîâíîñòi áiòiâ, ÿêó òðåáà ïåðåäàòè ÷åðåç êàíàë iç øóìîì. Öþ
ïîñëiäîâíiñòü ðîçäiëÿþòü íà áëîêè äîâæèíîþ k áiòiâ, çðîçóìiëî,
ùî âñüîãî ðiçíèõ áëîêiâ ìîæå áóòè M=2k. Êîæíîìó ç áëîêiâ äîâ-
æèíè k çiñòàâëÿ¹òüñÿ êîäîâå ñëîâî äîâæèíîþ n, (n>k), âñiõ êîäî-
âèõ ñëiâ ¹ M=2k. Êîäîì íàçèâàþòü ìíîæèíó âñiõ êîäîâèõ ñëiâ,
ÿêà ïîâèííà áóòè âåêòîðíèì ïðîñòîðîì, ÿêùî êîäîâi ñëîâà iíòåð-
ïðåòóâàòè ÿê âåêòîðè. Øóì ó êàíàëi ìîæå ïåðåòâîðèòè ¨õ ó 2n

iíøèõ ñëiâ. Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî æîäåí ñèìâîë êîäîâîãî ñëîâà íå
çìiíèòüñÿ äîðiâíþ¹ K0 = (1− p)n, éìîâiðíiñòü òîãî, ùî çìiíèòüñÿ
îäèí áiò áóäå K1 = p(1− p)n−1, äâà � K2 = p2(1− p)n−2, i áiòiâ �
Ki = pi(1 − p)n−i. ßêùî p < 1/2, òî K0 > K1 > K2 > . . . > Kn,
à öå äà¹ çìîãó ïðèïóñòèòè, ùî ñëîâà, íàéáëèæ÷i äî äåÿêîãî êî-
äîâîãî ñëîâà, óòâîðèëèñÿ ñàìå ç íüîãî i ïðèéíÿòè éîãî çà âõiäíå.
Áëèçüêiñòü äâîõ ñëiâ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âiääàëëþ Õåììiíãà, ÿêà
äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ïîçèöié, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ ìiæ ñîáîþ. Ìíîæè-
íó êîäîâèõ ñëiâ òðåáà çáóäóâàòè òàê, ùîá ìiíiìàëüíà âiääàëü ìiæ
êîäîâèìè ñëîâàìè d áóëà ÿêíàéáiëüøîþ. Î÷åâèäíî, ùî d áóäå òèì
áiëüøå, ÷èì áiëüøå n, òîáòî, äîâãi êîäîâi ñëîâà êðàùå çàõèùàþòü
iíôîðìàöiþ. Îäíàê òóò òðåáà øóêàòè îïòèìóì, îñêiëüêè çáiëüøå-
ííÿ n ïîòðåáó¹ áiëüøî¨ ïðîïóñêíî¨ çäàòíîñòi êàíàëó çâ'ÿçêó. Çáó-
äîâàíi ó òàêèé ñïîñiá áëîêîâi êîäè ïîçíà÷àþòü ñèìâîëàìè [k, n, d].
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Âñüîãî ðiçíèõ êîäiâ ìîæå áóòè 2n2k , à öå äóæå âåëèêå ÷èñëî, òîìó
çàäà÷à ñòâîðåííÿ äîáðîãî êîäó çi øâèäêèìè é åôåêòèâíèìè àëãî-
ðèòìàìè êîäóâàííÿ i äåêîäóâàííÿ ¹ ñêëàäíîþ ïðîáëåìîþ çàõèñòó
iíôîðìàöi¨ âiä øóìó [26, 27].

Êîäè, ÿêi äàþòü çìîãó òiëüêè âñòàíîâèòè, ùî ïåâíå ñëîâî ïå-
ðåáóâà¹ íà âiääàëi < d − 1 äî íàéáëèæ÷îãî êîäîâîãî íàçèâàþòü
êîäàìè, ùî âèÿâëÿþòü ïîìèëêè.

ßêùî ñëîâî ïåðåáóâà¹ íà âiääàëi t, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
2t + 1 ≤ d, âiä äåÿêîãî êîäîâîãî ñëîâà, òî ç âèñîêîþ éìîâiðíiñòþ
ìîæíà ââàæàòè öå êîäîâå ñëîâî âõiäíèì. Òàêå äåêîäóâàííÿ íà-
çèâàþòü äåêîäóâàííÿì iç íàéâèùîþ ïðàâäîïîäiáíiñòþ. Êîäè, ÿêi
äàþòü çìîãó öå çðîáèòè, íàçèâàþòü êîäàìè, ùî âèïðàâëÿþòü ïî-
ìèëêè. Óìîâà 2t + 1 ≤ d îçíà÷à¹, ùî ðiçíi êîäîâi ñëîâà aenc, benc
ïiñëÿ ïîøêîäæåííÿ çàâàäàìè E(·) íå çáiãàþòüñÿ, òîáòî âèêîíó¹-
òüñÿ óìîâà âèïðàâëåííÿ (êëàñè÷íèõ) ïîìèëîê

E(aenc) 6= E(benc). (6.1)

ßêùî æ êiëüêiñòü ïîìèëîê òàêà, ùî óìîâà (6.1) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî
âèïðàâèòè ïîìèëêó íå âäàñòüñÿ. Äëÿ êëàñè÷íèõ êàíàëiâ ñòâîðåíî
âåëèêó êiëüêiñòü ðiçíîìàíiòíèõ êîäiâ äëÿ ðiçíîãî õàðàêòåðó øóìiâ
(äèâ., íàïð. [26, 27]).

Ïðèêëàäîì ïðîñòîãî êîäó, ùî âèïðàâëÿ¹ îäíó ïîìèëêó, ¹ êîä
ïîâòîðåííÿ 0→000, 1→111, iç ïàðàìåòðàìè [1, 3, 3]. Äâi ÷è òðè ïî-
ìèëêè öåé êîä âèïðàâèòè íå ìîæå, àëå ¨õ éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹
pe=3p2(1−p)+p3=3p2−2p3 i, ÿêùî p äîñòàòíüî ìàëå, òî âîíà ñóò-
ò¹âî ìåíøà éìîâiðíîñòi îäíi¹¨ ïîìèëêè p íåçàêîäîâàíîãî ñëîâà.
Êîä ïîâòîðåííÿ äîâæèíè n äà¹ çìîãó âèïðàâèòè (n−1)/2 ïîìè-
ëîê.

Ïåðø íiæ ïåðåéòè äî ðîçãëÿäó çàäà÷i çàõèñòó â êâàíòîâèõ
êàíàëàõ, ç'ÿñó¹ìî õàðàêòåð ïîìèëîê, ÿêi â íèõ âèêëèêà¹ øóì.

6.2 Êâàíòîâi ïåðåòâîðåííÿ êâàáiòà

Ó êëàñè÷íèõ áiíàðíèõ êàíàëàõ ìîæëèâà òiëüêè îäíà ïîìèëêà �
ïîìèëêà ïåðåêèäàííÿ áiòà, ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç ïîäîëàííÿì ïåâíî-
ãî åíåðãåòè÷íîãî áàð'¹ðó ìiæ äâîìà ñòàíàìè ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè.
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Êâàíòîâèé áiò ìiñòèòü êîíòèíóóì ñòàíiâ, òîìó âií ¹ çíà÷íî âðà-
çëèâiøèì äî çîâíiøíiõ âïëèâiâ, çîêðåìà, â íüîìó ìîæëèâi çìiíè
ñòàíiâ i íå ïîâ'ÿçàíi ç îáìiíîì åíåðãi¹þ, à òàêi, ùî âèêëèêàþòü
äóæå ìàëi çìiíè ïàðàìåòðiâ ñóïåðïîçèöi¨, â òîìó ÷èñëi, íåêîíòðî-
ëüîâàíî¨ çìiíè ôàçè. Îäíàê äîñëiäæåííÿ âèÿâèëè, ùî âñi ìîæëèâi
ïîìèëêè ìîæíà çâåñòè äî êiëüêîõ, ÿêi ðîçãëÿíåìî íèæ÷å.

Ñòàíè êâàáiòà îïèñó¹ìî ÿê ñòàíè (ïñåâäî)ñïiíó i ãåîìåòðè÷íî
iíòåðïðåòó¹ìî ¨õ íà ñôåði Áëîõà. Çàãàëîì îïåðàòîð ãóñòèíè òàêèé:

ρ =
1

2
[I + ~n~σ] =

1

2

[
1 + nz nx − iny
nx + iny 1− nz

]
,

äå I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, ~σ = (σx,σy,σz), ~n = (nx, ny, nz) �
âåêòîð, óçäîâæ ÿêîãî ñêåðîâàíî ñïií, |~n| = 1 � äëÿ ÷èñòèõ ñòàíiâ
i 0 ≤ |~n| < 1 � äëÿ çìiøàíèõ.

Äîâiëüíå ïåðåòâîðåííÿ, ùî çáåðiãà¹ ñëiä, ìîæíà çàïèñàòè:

~n
E→ ~n′ = R~n+ ~c,

äå R � äiéñíà ìàòðèöÿ 3× 3, ~c � ñòàëèé âåêòîð. Òàêîìó ïåðåòâî-
ðåííþ âiäïîâiäàþòü åëåìåíòè:

Ek = αkI +
∑

j={x,y,z}

αkjσ
j .

Öå íàéçàãàëüíiøå ïåðåòâîðåííÿ êâàáiòà, ùî çáåðiãà¹ ñëiä. Äëÿ ñïi-
íó s = 1/2 êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ïåðåòâîðåííÿ íå ïåðåâèùó¹ n2,
òîáòî, 1 ≤ k ≤ n2 = 4.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð îêðåìi ìåõàíiçìè êâàíòîâèõ ïåðåòâîðåíü,
÷è, ÿê ¨õ iùå íàçèâàþòü, êâàíòîâi êàíàëè.

1. Êàíàë iç êëàñè÷íîþ ïîìèëêîþ îïèñó¹ ñóòò¹âî êâàíòîâå ïå-
ðåòâîðåííÿ êâàáiòà, ÿêå öiëêîì åêâiâàëåíòíå øóìó â êëàñè÷íîìó
áiíàðíîìó ñèìåòðè÷íîìó êàíàëi, òîáòî ç éìîâiðíiñòþ (1− p) êâà-
áiò çáåðiãà¹ ñâié ñòàí, à ç éìîâiðíiñòþ p ïåðåõîäèòü çi ñòàíó |0〉 â
|1〉 i íàâïàêè, çi ñòàíó |1〉 â |0〉. Êâàíòîâå ïåðåòâîðåííÿ â öüîìó
âèïàäêó ìîæíà çîáðàçèòè äâîìà åëåìåíòàìè:

E0 =
√

1− pI =
√

1− p
[
1 0
0 1

]
, E1 =

√
pσx =

√
p

[
0 1
1 0

]
,
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ÿêi ïåðåòâîðþþòü ìàòðèöþ ãóñòèíè êâàáiòà

ρ′ = Ex(ρ) = E0ρE+
0 + E1ρE+

1 =
1

2

(
I + ~n′~σ

)
òàê, ùî âåêòîð ~n ïåðåõîäèòü ó ~n′ = (nx, (1− 2p)ny, (1− 2p)nz),
òîáòî, ñôåðà Áëîõà äåôîðìó¹òüñÿ â åëiïñî¨ä îáåðòàííÿ íàâêîëî
îñi x i âèðîäæó¹òüñÿ ó âiäðiçîê [−1, 1] îñi x ïðè p = 1/2.

2. Êàíàë ïåðåêèäàííÿ ôàçè îïèñó¹ ñóòò¹âî êâàíòîâå ïåðåòâî-
ðåííÿ êâàáiòà, ÿêå íå ìà¹ êëàñè÷íîãî àíàëîãó. Éîãî åëåìåíòè, ÿêi
ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi:

E0=
√

1− pI=
√

1− p
[
1 0
0 1

]
, E1=

√
pσz=

√
p

[
1 0
0 −1

]
,

ïåðåòâîðþþòü ìàòðèöþ ãóñòèíè êâàáiòà

ρ′ = Ez(ρ) = E0ρE+
0 + E1ρE+

1 =
1

2

(
I + ~n′~σ

)
ó ñòàí iç âåêòîðîì ~n′ = ((1− 2p)nx, (1− 2p)ny, nz), òîáòî, ñôåðà
Áëîõà äåôîðìó¹òüñÿ â åëiïñî¨ä îáåðòàííÿ íàâêîëî îñi z i âèðî-
äæó¹òüñÿ ó âiäðiçîê [−1, 1] îñi z ïðè p = 1/2.

3. Êàíàë iç ôàçîâîþ ïîìèëêîþ ìà¹ òàêi åëåìåíòè êâàíòîâîãî
ïåðåòâîðåííÿ:

E0=
√

1− pI=
√

1− p
[
1 0
0 1

]
, E1=

√
pσy=

√
p

[
0 −i
i 0

]
,

ÿêi ïåðåòâîðþþòü ìàòðèöþ ãóñòèíè êâàáiòà

ρ′ = Ey(ρ) = E0ρE+
0 + E1ρE+

1 =
1

2

(
I + ~n′~σ

)
ó ñòàí iç âåêòîðîì ~n′ = ((1− 2p)nx, ny, (1− 2p)nz), òàê, ùî ñôåðà
Áëîõà äåôîðìó¹òüñÿ â åëiïñî¨ä îáåðòàííÿ íàâêîëî îñi y i âèðî-
äæó¹òüñÿ ó âiäðiçîê [−1, 1] îñi y ïðè p = 1/2.

Ðîçãëÿíóòi òðè ïåðåòâîðåííÿ ïîâåðòàþòü i çìåíøóþòü äîâæè-
íó âñiõ âåêòîðiâ, êðiì òèõ, ÿêi ñêåðîâàíi âçäîâæ îñåé x, z, y, âiä-
ïîâiäíî, îñêiëüêè îñòàííi îïèñóþòü ñòàíè, ùî ¹ âëàñíèìè äëÿ öèõ
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ïåðåòâîðåíü. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî öi ïåðåòâîðåííÿ çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó ïîâíîòè.

4. Äåïîëÿðèçóþ÷èé êàíàë � öå òàêå êâàíòîâå ïåðåòâîðåííÿ,
êîëè ç éìîâiðíiñòþ p êâàáiò ïåðåõîäèòü ó öiëêîì çìiøàíèé ñòàí
òà ç éìîâiðíiñòþ (1− p) çàëèøà¹òüñÿ â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi, òîáòî,

ρ′ = E(ρ) = p
1

2
I + (1− p)ρ =

1

2

(
I + ~n′~σ

)
(6.2)

ñôåðà Áëîõà çìiíþ¹ ðàäióñ â p ðàçiâ ~n′ = (1−p)~n = ((1−p)nx, (1−
p)ny, (1−p)nz), ïðè p = 1 ñïií ïåðåõîäèòü ó öiëêîì çìiøàíèé ñòàí.
Îäíèì iç ìîæëèâèõ âèáîðiâ åëåìåíòiâ öüîãî êâàíòîâîãî ïåðåòâî-
ðåííÿ ìîæå áóòè íàáið:

E0 =

√
1− 3

4
pI, E1 =

√
p

2
σx, E2 =

√
p

2
σy, E3 =

√
p

2
σz,

ÿêèé ëåãêî ìîæíà îòðèìàòè ç (6.2), âèêîðèñòîâóþ÷è ñïðàâåäëèâó
äëÿ êâàáiòà òîòîæíiñòü:

I =
1

2
(ρ+ σxρσx + σyρσy + σzρσz) .

Iíøèì âèáîðîì åëåìåíòiâ êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ äåïîëÿðèçóþ-
÷îãî êàíàëó ìîæå áóòè íàáið:

F0 =
√

1− pI, F1 =

√
p

3
σx, F2 =

√
p

3
σy, F3 =

√
p

3
σz,

ÿêèé çàäà¹ ïåðåòâîðåííÿ F(ρ) = 2
3pI + (1 − 4

3p)ρ, ÿêå íàáóâà¹
âèãëÿäó (6.2) ïiñëÿ çàìiíè p→ 3/4p.

5. Êàíàë çàãàñàííÿ àìïëiòóäè ïîâ'ÿçàíèé iç ïðîöåñàìè äèñèïà-
öi¨ åíåðãi¨ â ñèñòåìi, âèêëèêàíèìè íåñòàáiëüíiñòþ (êâàçiñòàáiëüíi-
ñòþ) îäíîãî ç ðiâíiâ êâàáiòà (íàïð. |1〉), êîëè ç ÷àñîì êâàáiò ñïîí-
òàííî ïåðåõîäèòü â îñíîâíèé ñòàí (íàïð. |0〉). Òàêå ïåðåòâîðåííÿ
îïèñóþòü åëåìåíòàìè, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ïîâíîòè:

E0 =

[
1 0
0
√

1− γ

]
, E1 =

[
0
√
γ

0 0

]
,
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à éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó |1〉→|0〉 γ äëÿ ñïiíîâî¨ ìîäåëi ïîâ'ÿçàíà iç
ñïií- ðàòêîâîþ âçà¹ìîäi¹þ γ=1− exp(−t/T1). Ïåðåòâîðåííÿ

E(ρ) = E0ρE+
0 + E1ρE+

1 =
1

2

(
I + ~n′σ

)
äåôîðìó¹ ~n′ =

(√
1− γnx,

√
1− γny, (1− γ)nz + γ

)
ñôåðó Áëîõà

òàê, ùî âîíà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â åëiïñî¨ä îáåðòàííÿ íàâêîëî îñi z,
öåíòð ÿêîãî çñóâà¹òüñÿ äî òî÷êè |0〉, ÿêà çàëèøà¹òüñÿ íåðóõîìîþ
ïðè öüîìó ïåðåòâîðåííi.

6. Êàíàë óçàãàëüíåíîãî çàãàñàííÿ àìïëiòóäè îïèñó¹ ïðîöåñ äè-
ñèïàöi¨ åíåðãi¨ â ñåðåäîâèùi çi ñêií÷åííîþ àìïëiòóäîþ. Åëåìåíòè
öüîãî ïåðåòâîðåííÿ

E0 =
√
p

[
1 0
0
√

1− γ

]
, E1 =

√
p

[
0
√
γ

0 0

]
,

E2 =
√

1− p
[√

1− γ 0
0 1

]
, E3 =

√
1− p

[
0 0√
γ 0

]
äåôîðìóþòü ñôåðó Áëîõà ïîäiáíî ÿê i ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó:

~n′ =
(√

1− γnx,
√

1− γny, (1− γ)nz + (2p− 1)γ
)
,

ïðè p=1 öåé êàíàë äi¹ ÿê ïîïåðåäíié. Ïåðøi äâà åëåìåíòè öüîãî
êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ E0 i E1 îïèñóþòü ïåðåõîäè iç ñòàíó |1〉
â ñòàí |0〉, à äâà íàñòóïíi åëåìåíòè E2 i E3 îïèñóþòü ïåðåõîäè iç
ñòàíó |0〉 â ñòàí |1〉, òîáòî, ïðîöåñ çáóäæåííÿ ïiä âïëèâîì òåìïå-
ðàòóðè (â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó öüîãî ìåõàíiçìó íå áóëî). Ïðè
âåëèêèõ ÷àñàõ γ=1 i ~n′= (0, 0, (2p− 1)), òîìó â ñèñòåìi ìîæíà âèäi-
ëèòè åôåêòèâíî ÷èñòèé ñòàí. Äëÿ âèñîêèõ òåìïåðàòóð õàðàêòåðíà
îäíàêîâà çàñåëåíiñòü ðiâíiâ |0〉 i |1〉, òîáòî ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ ó öië-
êîì çìiøàíîìó ñòàíi i ~n′= (0, 0, 0), òîáòî, p=1/2. Îòæå, p îïèñó¹
ñïiââiäíîøåííÿ çàñåëåíîñòåé ðiâíiâ, êîëè ïðè p≤1/2 ïåðåâàæàþòü
ïðîöåñè çáóäæåííÿ íàä ïðîöåñàìè çàãàñàííÿ i íàâïàêè.

7. Êàíàë çàãàñàííÿ ôàçè, ÿê i iíøi êâàíòîâi ïåðåòâîðåííÿ, ìîæ-
íà çîáðàçèòè ðiçíèìè îïåðàòîðíèìè åëåìåíòàìè, çîêðåìà:

E0 =

[
1 0
0
√

1− q

]
, E1 =

[
0 0
0
√
q

]
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àáî

F0 = (1− p)I, F1 =

[√
q 0

0 0

]
, F2 =

[
0 0
0
√
q

]
,

ÿêi ïðèçâîäÿòü äî òîãî ñàìîãî ðåçóëüòàòó:

ρ′ = E(ρ) = F(ρ) =

[
ρ00 (1− q)ρ01

(1− q)ρ10 ρ11

]
. (6.3)

Çàãàñàííÿ ôàçè íå ïîâ'ÿçàíî iç âòðàòîþ åíåðãi¨, à ç ïåâíèìè ïðî-
öåñàìè �ðîçñiÿííÿ�, ÿêùî éìîâiðíiñòü àêòó òàêîãî �ðîçñiÿííÿ� çà
ìàëèé ïðîìiæîê ÷àñó òàêîæ ìàëà i äîðiâíþ¹ q=Γ∆t, òîäi çà ÷àñ
t=n∆t âiäáóäåòüñÿ n òàêèõ àêòiâ �ðîçñiÿííÿ� i ñóìàðíå êâàíòîâå
ïåðåòâîðåííÿ áóäå:

En(ρ)=

[
ρ00 (1− Γt/n)nρ01

(1− Γt/n)nρ10 ρ11

]
à ïðè âåëèêèõ n âîíî ïåðåéäå â:

En→∞(ρ) =

[
ρ00 e−Γtρ01

e−Γtρ10 ρ11

]
.

Îòæå, ç ÷àñîì âiäáóâà¹òüñÿ âòðàòà âiäíîñíî¨ ôàçè âëàñíèõ ñòàíiâ
åíåðãi¨, iíòåðôåðåíöiéíi åëåìåíòè ìàòðèöi ãóñòèíè çàíóëþþòüñÿ,
i âîíà ñòà¹ äiàãîíàëüíîþ, òîáòî, êâàáiò ïåðåõîäèòü ó çìiøàíèé
ñòàí. Ó ñïiíîâèõ ñèñòåìàõ öåé ïðîöåñ ïîâ'ÿçóþòü iç ñïií-ñïiíîâîþ
ðåëàêñàöi¹þ, òîäi Γ = 1/T2, äå T2 � ÷àñ ïîïåðå÷íî¨ ðåëàêñàöi¨.

Òàêèé ïðîöåñ ÷àñòî íàçèâàþòü äåêîãåðåíöi¹þ, õî÷à öå òiëüêè
çàãàñàííÿ ôàçè, à äåêîðåíöi¹þ ïðàâèëüíî íàçèâàòè âñi ïðîöåñè
(çîêðåìà i ðîçãëÿíóòi âèùå êâàíòîâi êàíàëè), ÿêi ïðèçâîäÿòü äî
âòðàòè êâàíòîâî¨ êîãåðåíòíîñòi.

Ïîâåðíóâøèñü äî çîáðàæåííÿ ñòàíiâ êâàáiòà íà ñôåði Áëîõà, iç
(6.3) çàóâàæó¹ìî, ùî âåêòîð íàïðÿìó ñïiíó ~n çìiíþ¹òüñÿ íà ~n′ =
((1− q)nx, (1− q)ny, nz), òîáòî, ÿê ó êàíàëi ïåðåêèäàííÿ ôàçè, i
ñïðàâäi àíòèóíiòàðíå ïåðåòâîðåííÿ (det V = −1)[

Ẽ0

Ẽ1

]
=

[ √
α

√
1− α√

1− α −
√
α

] [
E0

E1

]
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ïðèçâîäèòü äî iíøèõ åëåìåíòiâ öüîãî æ êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ:

Ẽ0 =
√
αI, Ẽ1 =

√
1− α

[
1 0
0 −1

]
,

äå α = 1
2

(
1 +
√

1− q
)
, ùî öiëêîì çáiãà¹òüñÿ ç åëåìåíòàìè êâàí-

òîâîãî ïåðåòâîðåííÿ êàíàëó ïåðåêèäàííÿ ôàçè. Âèÿâëåííÿ öüîãî
çâ'ÿçêó ¹ âàæëèâèì ðåçóëüòàòîì, îñêiëüêè óìîæëèâëþ¹ âèêîðè-
ñòàííÿ äëÿ êâàíòîâî¨ êîðåêöi¨ ïîìèëîê ó êàíàëi çàãàñàííÿ ôàçè
òèõ æå çàñîáiâ, ùî é ó âèïàäêó êàíàëó ïåðåâîðîòó ôàçè.

6.3 Âèïðàâëåííÿ ïîìèëîê

Îòæå, ïîìèëêè êâàíòîâîãî áiòà óòâîðþþòü ìíîæèíó êîíòèíóàëü-
íî¨ ïîòóæíîñòi, îäíàê ¨õ ìîæíà ïîäiëèòè íà äåêiëüêà õàðàêòåðíèõ
òèïiâ. Âñòàíîâëåíî (äèâ., íàïð. [11, 16, 17]), ùî ÿê i ó êëàñè÷íîìó
âèïàäêó, êîëè ¹ òiëüêè îäíà ïîìèëêà, ìîæíà ïîáóäóâàòè êâàíòî-
âi êîäè, ÿêi äàþòü çìîãó íå òiëüêè âèÿâëÿòè, àëå i âèïðàâëÿòè
ïîìèëêè. Ñòâîðåíi ñüîãîäíi ïiäõîäè ¹ äîâîëi ñêëàäíèìè, äîêëà-
äíî îçíàéîìèòèñÿ ç íèìè ìîæíà, çîêðåìà, ó ïðàöÿõ [11, 16, 17] i
öèòîâàíié òàì ëiòåðàòóði. Òóò ìè ïðîiëþñòðó¹ìî iäå¨ êâàíòîâîãî
êîäóâàííÿ íà ïðîñòèõ ïðèêëàäàõ.

Êîä ïîâòîðåííÿ ç òðüîõ áiòiâ ó êâàíòîâîìó âèïàäêó íàçèâà¹-
òüñÿ òðèêâàáiòîâèì êîäîì, âií òàê êîäó¹ ñòàíè |0〉, |1〉

|0〉 → |000〉, |1〉 → |111〉, α|0〉+ β|1〉 → α|000〉+ β|111〉. (6.4)

Ãåíåðó¹òüñÿ öåé êîä êâàíòîâîþ ñõåìîþ ç äâîõ êâàíòîâèõ âåíòèëiâ
CNOT

|ψ〉

|0〉

|0〉

s
⊕
s⊕

.

Ðèñ. 6.1: Ñõåìà ôîðìóâàííÿ êîäó, ùî âèïðàâëÿ¹ êëàñè÷íi ïîìèëêè
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ßê i êëàñè÷íèé òðèáiòîâèé êîä ïîâòîðåííÿ, öåé êîä âèïðàâëÿ¹
îäíó êëàñè÷íó ïîìèëêó, éìîâiðíiñòü òîãî, ùî çàëèøèëèñÿ íåâè-
ïðàâëåíèìè äâi i áiëüøå ïîìèëêè äîðiâíþ¹ pe = 3p2 − 2p3.

+β|111〉 +β|111〉
α|000〉 α|000〉

|0〉

|0〉

E

⊕ ⊕ ⊕ ⊕

s s s s
s c ss s c

⊕ ⊕ ⊕
ñèíäðîìó
Îá÷èñëåííÿ

ïîìèëêè
Âèïðàâëåííÿ

Ðèñ. 6.2: Êâàíòîâà ñõåìà âèïðàâëåííÿ îäíi¹¨ êëàñè÷íî¨ ïîìèëêè.
Ïîðîæíi êðóæå÷êè íà ñõåìi îçíà÷àþòü, ùî âåíòèëü ñïðàöüîâó¹
ïðè ñòàíi âiäïîâiäíîãî êâàáiòà |0〉.

Íà ðèñ. 6.2 çîáðàæåíî êâàíòîâó ñõåìó âèïðàâëåííÿ îäíi¹¨ êëà-
ñè÷íî¨ ïîìèëêè. Ïiñëÿ âèõîäó iç êàíàëó, äå áóëà çðîáëåíà ïîìèëêà
E , âèêîíó¹òüñÿ îá÷èñëåííÿ ñèíäðîìó ïîìèëêè, iíêîëè êàæóòü âè-
ìiðþâàííÿ ñèíäðîìó, ÿêå ïîëÿãà¹ ó âèÿâëåííi êâàáiòà, ñòàí ÿêîãî
çìiíèâñÿ |0〉� |1〉. Ïîòiì âiäáóâà¹òüñÿ âèïðàâëåííÿ ïîìèëêè, êî-
ëè ó âèÿâëåíîìó êâàáiòi âiäíîâëþ¹òüñÿ ïî÷àòêîâèé ñòàí |1〉� |0〉.
Öÿ ñõåìà ïðàöþ¹ i äëÿ êëàñè÷íèõ áiòiâ.

Öiêàâiøèì ¹ âèïðàâëåííÿ ïîìèëêè â êàíàëi ïåðåêèäàííÿ ôà-
çè. Äëÿ ¨¨ âèÿâëåííÿ i âèïðàâëåííÿ âèêîðèñòîâóþòü êîä, ÿêèé
ãåíåðó¹òüñÿ òàêîþ ñõåìîþ:

|ψ〉

|0〉

|0〉

H

H

H

s
⊕
s⊕

Ðèñ. 6.3: Ñõåìà ôîðìóâàííÿ êîäó, ùî âèïðàâëÿ¹ ïîìèëêè ïåðåêè-
äàííÿ ôàçè
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i ñòâîðþ¹ òàêi êîäîâi ñòàíè:

|0〉 → |000〉 → |+++〉, |1〉 → |111〉 → |−−−〉,
α|0〉+ β|1〉 → α|000〉+ β|111〉 → α|+++〉+ β|−−−〉,

|+〉 =
1√
2

(|0〉+ |1〉), |−〉 =
1√
2

(|0〉 − |1〉)

Ïîìèëêà ïåðåêèäàííÿ ôàçè ïðèçâîäèòü äî êëàñè÷íî¨ ïîìèëêè íà
ñòàíàõ |+〉, |−〉, òîáòî, |+〉� |−〉. Îñêiëüêè îïåðàòîð Àäàìàðà ïå-
ðåòâîðþ¹ ñòàíè |0〉 � |+〉 i |1〉 � |−〉, òî äëÿ ïîáóäîâè êâàíòîâî¨
ñõåìè âèïðàâëåííÿ ïîìèëêè ïåðåêèäàííÿ ôàçè äîñèòü ó ñõåìi äëÿ
âèïðàâëåííÿ êëàñè÷íî¨ ïîìèëêè (ðèñ. 6.2) íà ïî÷àòêó (ïåðåä îïå-
ðàòîðàìè CNOT) i â êiíöi ëiíi¨ êîæíîãî êâàáiòó êîäó ïîñòàâèòè
îïåðàòîð Àäàìàðà. Ïiñëÿ òàêî¨ ìîäèôiêàöi¨ ñõåìà áóäå çàáåçïå÷ó-
âàòè ïåðåäàâàííÿ ñëîâà α|+++〉+β|−−−〉 áåç ïîìèëîê iç éìîâið-
íiñòþ P = 1− 3p2 + 2p3.

Iç öèõ ïðîñòèõ òðèêâàáiòîâèõ êîäiâ Ï.Øîð çáóäóâàâ äåâ'ÿòè-
êâàáiòîâèé êîä, ùî âèïðàâëÿ¹ îäíî÷àñíî äâi ïîìèëêè � êëàñè÷íó
i ïîìèëêó ïåðåêèäàííÿ ôàçè. Ñõåìó äëÿ éîãî ãåíåðóâàííÿ ìîæíà
îòðèìàòè iç ñõåìè íà ðèñ. 6.3, ïðè¹äíóþ÷è äî êîæíî¨ ëiíi¨ êâàáiòà
ïiñëÿ îïåðàòîðà Àäàìàðà ñõåìó ãåíåðóâàííÿ êîäó, ùî âèïðàâëÿ¹
êëàñè÷íó ïîìèëêó (ðèñ. 6.1) ëiíi¹þ, ùî ïî÷èíà¹òüñÿ êâàáiòîì |ψ〉.
Ïîäiáíî çáóäîâàíi êîäè íàçèâàþòü êàñêàäíèìè. Îòðèìàíà ñõåìà
ãåíåðó¹ òàêi êîäîâi ñòàíè:

|0〉 → |000〉 → |+++〉 →
→ 2−3/2(|000〉+ |111〉)(|000〉+ |111〉)(|000〉+ |111〉),

|1〉 → |111〉 → |−−−〉 →
→ 2−3/2(|000〉 − |111〉)(|000〉 − |111〉)(|000〉 − |111〉).

Íà ïðîòèâàãó äî òðèêâàáiòîâîãî êîäó, ÿêèé äóæå ïîäiáíèé äî
êëàñè÷íîãî, äåâ'ÿòèêâàáiòîâèé êîä Øîðà ¹ çíà÷íî íàäiéíiøèì,
îñêiëüêè âií çáóäîâàíèé iç çàïëóòàíèõ ñòàíiâ, ùî ¹ ñòiéêèìè äî
ëîêàëüíîãî ïîøêîäæåííÿ.

Ñõåìó äëÿ âèïðàâëåííÿ êëàñè÷íèõ ïîìèëîê i ïîìèëîê ïåðå-
êèäàííÿ ôàçè â êîäi Øîðà ìîæíà çáóäóâàòè íà ïiäñòàâi ñõåìè
ðèñ. 6.2, âîíà äîâîëi ãðîìiçäêà, òîìó íå áóäåìî ¨¨ ðîçãëÿäàòè. Öåé
êîä âèïðàâëÿ¹ âñi êâàíòîâi ïîìèëêè îäíîãî êâàáiòà [11, 17].
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ßêi æ êâàíòîâi ïîìèëêè âèïðàâëÿ¹ ïåâíèé çàïðîïîíîâàíèé
êâàíòîâèé êîä? Íåõàé âñi éîãî êîäîâi ñòàíè, ùî ïîâèííi áóòè îðòî-
íîðìîâàíèìè, óòâîðþþòü âåêòîðíèé ïðîñòið QC, à P � ïðîåêòîð
íà öåé ïðîñòið, òîäi, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà:

PE†iEjP = αijP, (6.5)

äå [αij ] � åðìiòîâà ìàòðèöÿ, òî öåé êîä âèïðàâëÿ¹ âñi ïîìèëêè,
çóìîâëåíi êâàíòîâèì ïåðåòâîðåííÿì E ç åëåìåíòàìè Ei [11]. Íå
âàæêî çäîãàäàòèñÿ, ùî öåé êîä âèïðàâëÿ¹ òàêîæ ïîìèëêè çóìîâ-
ëåíi øóìîì iç åëåìåíòàìè Fj =

∑
i βjiEi äå [βji] � ìàòðèöÿ ç êîì-

ïëåêñíèõ ÷èñåë. Îñêiëüêè áóäü-ÿêèé åëåìåíò Ei ìîæíà çîáðàçèòè
ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ìàòðèöü Ïàóëi σ0,σx,σy,σz, òî äîñòàòíüî
âñòàíîâèòè âèêîíàííÿ óìîâè (6.5) äëÿ öèõ ìàòðèöü, òîáòî,

Pσµnσ
ν
nP = αµνP, (6.6)

òóò n � íîìåð êâàáiòà â êîäi. Îòæå, ÿêùî äëÿ ïåâíîãî êâàíòî-
âîãî êîäó âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (6.6), òî öåé êîä ìîæå âèïðàâëÿòè
äîâiëüíó îäíîêâàáiòîâó ïîìèëêó.

Îòæå, ÿêùî p � éìîâiðíiñòü ïîìèëêè â îäíîìó êâàáiòi, òî
êâàíòîâèé êîä, ùî âèïðàâëÿ¹ ïîìèëêè, äà¹ çìîãó çíèçèòè éìî-
âiðíiñòü ïîìèëêè äî cp2 ó êîæíîìó êîäîâîìó ñòàíi (ñëîâi), äå c �
ñòàëà, çàëåæíà âiä äîâæèíè êîäîâîãî ñëîâà.

6.4 Îá÷èñëåííÿ, çàõèùåíi âiä ïîìèëîê

� äâà ãîëîâíèõ äæåðåëà ïîìèëîê ó êâàíòîâîìó ðåãiñòði ïiä ÷àñ âè-
êîíàííÿ êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü � öå äåêîãåðåíöiÿ, âèêëèêàíà âçà-
¹ìîäi¹þ ç îòî÷åííÿì, i ïîìèëêè âiä íåòî÷íîãî âèêîíàííÿ êâàíòî-
âèõ âåíòèëiâ. Êâàíòîâi ñõåìè âèïðàâëåííÿ ïîìèëîê ïîòðåáóþòü
ââåäåííÿ ó êâàíòîâèé ðåãiñòð çíà÷íî¨ êiëüêîñòi äîäàòêîâèõ êâàái-
òiâ i âèêîíàííÿ áàãàòüîõ äîäàòêîâèõ êâàíòîâèõ âåíòèëiâ, ùî ïðè-
çâîäèòü äî âèíèêíåííÿ âåëèêî¨ êiëüêîñòi íîâèõ ïîìèëîê. Òî ÷è
òàêèé ñïîñiá çàõèñòó ñïðèÿòèìå âèêîíàííþ êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü?

Ðàíiøå ìè çãàäóâàëè, ùî íàáið {H,Φ(π/2),Φ(π/4),Λ1 (X)}
óòâîðþ¹ ïîâíèé áàçèñ êâàíòîâèõ âåíòèëiâ (ÊËÅ), ÿêèé ðàçîì iç
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iíiöiàëiçàöi¹þ òà ðiçíèìè îïåðàöiÿìè âèìiðþâàííÿ äàþòü çìîãó
âèêîíàòè äîâiëüíå êâàíòîâå îá÷èñëåííÿ ç íàïåðåä çàäàíîþ òî÷íi-
ñòþ. Öi âåíòèëi ïðàöþþòü iç îêðåìèìè (îäíèì ÷è äâîìà) êâàáiòà-
ìè. Äëÿ ðîáîòè iç çàêîäîâàíèìè êâàáiòàìè òðåáà çàêîäóâàòè ÊËÅ.
Íèæ÷å íàâåäåíî ïðèêëàäè çàêîäîâàíèõ êâàíòîâèõ âåíòèëiâ Àäà-
ìàðà òà CNOT íà òðèêâàáiòîâîìó êîäi. Ãðóïó êâàáiòiâ, ùî íåñóòü
êîäîâèé ñòàí, íàçèâàþòü áëîêîì.

H

H

H

s s s
⊕⊕⊕

Çàêîäîâàíèé ÊËÅ ¹ âiäìîâîñòiéêèì, ÿêùî ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ
âií ïîðîäæó¹ íå áiëüøå îäíi¹¨ ïîìèëêè â áëîöi. Äâîêâàáiòîâi âåí-
òèëi ìîæóòü ïîøèðþâàòè îäíó ïîìèëêó íà äâà êâàáiòè ÷è ïîðî-
äæóâàòè îäíó àáî äâi ïîìèëêè, àëå âîíè áóäóòü ïî îäíié ó áëîöi.
ßêùî â êîæíîìó áëîöi ïiñëÿ êîæíîãî êâàíòîâîãî âåíòèëÿ áóäå
äiÿòè ñõåìà âèïðàâëåííÿ ïîìèëîê, òî éìîâiðíiñòü íåâèïðàâëåíî¨
ïîìèëêè áóäå cp2, äå p� éìîâiðíiñòü âèíèêíåííÿ îäíi¹¨ ïîìèëêè, c
� ñòàëà, ùî çàëåæèòü âiä äîâæèíè êîäîâîãî ñëîâà, êiëüêîñòi êîì-
ïîíåíò çàêîäîâàíîãî âåíòèëÿ òà iíøèõ õàðàêòåðèñòèê (c > 104)
[11]. Ñõåìà âèïðàâëåííÿ ïîìèëîê òàêîæ ïîâèííà ïðàöþâàòè ç íà-
äiéíiñòþ cp2. Îòæå, îá÷èñëåííÿ âèêîíóþòüñÿ êîðåêòíî, ÿêùî éìî-
âiðíiñòü âèíèêíåííÿ îäíi¹¨ ïîìèëêè ìåíøà âiä ïîðîãîâîãî çíà÷å-
ííÿ p < pïîð = 1/c ∼ 10−5 ÷ 10−6 [11]. Éìîâiðíiñòü íåâèïðàâëå-
íî¨ ïîìèëêè çíà÷íî çìåíøèòüñÿ, ÿêùî âèêîðèñòàòè êàñêàäíi êîäè,
òîáòî, êîæåí êâàáiò êîäó çíîâó çàêîäóâàòè òèì ñàìèì êîäîì, òîäi
éìîâiðíiñòü áóäå c(cp2)2=c3p4, à ïiñëÿ êàñêàäó iç k ðiâíiâ (cp)2k/c.

Ïîðîãîâà òåîðåìà [11, 17] ñòâåðäæó¹, ùî iäåàëüíó êâàíòîâó
ñõåìó içM âåíòèëiâ ìîæíà ìîäåëþâàòè ç éìîâiðíiñòþ ïîìèëêè íå
áiëüøîþ íiæ ε, âèêîðèñòîâóþ÷è O

(
M logm

(
M
ε

))
âåíòèëiâ íà àïà-

ðàòóði, êîìïîíåíòè ÿêî¨ âíîñÿòü ïîìèëêè ç éìîâiðíiñòþ p íèæ÷îþ
äåÿêî¨ ïîðîãîâî¨ pïîð i çà ðîçóìíèõ ïðèïóùåíü ñòîñîâíî çàâàä íà
öüîìó îáëàäíàííi.
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Êâàíòîâèé ïðîöåñîð íà îñíîâi ßÌÐ ó

ðiäêèõ ðîç÷èíàõ

Ðîçãëÿíóòà âèùå iäåàëiçîâàíà ìîäåëü ñïiíó 1/2 ó ìàãíiòíîìó ïîëi,
ÿê êâàíòîâîãî áiòà, íàéïîâíiøå âiäïîâiäà¹ ñïiíîâèì ñòàíàì ÿäåð
òàêèõ íåðàäiîàêòèâíèõ içîòîïiâ: 1H, 13C, 15N , 19F , 31P òà äåÿêèõ
iíøèõ. Àòîìíi ÿäðà äîñèòü äîáðå içîëüîâàíi i çàçíàþòü íåçíà÷íîãî
çîâíiøíüîãî âïëèâó. Ó ñêëàäi âåëèêèõ îðãàíi÷íèõ ìîëåêóë âîíè
ôîðìóþòü ñèñòåìó êâàíòîâèõ áiòiâ, ñòàíè ÿêèõ ÷iòêî iäåíòèôi-
êóþòüñÿ çà åíåðãåòè÷íèìè ðiâíÿìè (÷àñòîòàìè ïåðåõîäiâ). Ìiæ-
ñïiíîâà âçà¹ìîäiÿ, íåîáõiäíà äëÿ âèêîíàííÿ äâîêâàáiòîâèõ îïåðà-
öié, ôîðìó¹òüñÿ åëåêòðîííèìè îáîëîíêàìè. Åëåêòðîííi îáîëîí-
êè âïëèâàþòü òàêîæ íà ÷àñòîòè ïðåöåñié ÿäåðíèõ ñïiíiâ ωA,(B),...

ó ïîñòiéíîìó çîâíiøíüîìó ïîëi B0. Òîìó íàâiòü òîòîæíi ÿäðà â
ðiçíèõ ïîëîæåííÿõ ó ìîëåêóëi ìàþòü ðiçíi ÷àñòîòè. Öþ çìiíó ÷à-
ñòîòè íàçèâàþòü õiìi÷íèì çñóâîì. Ñèñòåìè ç òîòîæíèõ (àëå íå
åêâiâàëåíòíèõ) ÿäåð íàçèâàþòüñÿ ãîìîÿäåðíèìè, ç ðiçíèõ � ãå-

òåðîÿäåðíèìè. ßäðà iíøèõ õiìi÷íèõ åëåìåíòiâ, ùî âõîäÿòü äî
ñêëàäó ìîëåêóëè, ìóñÿòü ìàòè ÷àñòîòè, ÿêi ëåæàòü ïîçà îáëàñòþ
÷àñòîò êâàáiòiâ. Åëåêòðîííi ñïiíè ìàþòü ÷àñòîòè íà ÷îòèðè-ï'ÿòü
ïîðÿäêiâ âèùi íiæ ÿäåðíi i, òîìó ¨õ ìîæíà íå ðîçãëÿäàòè.

Âñi L ÿäåðíèõ ñïiíiâ òàêî¨ ìîëåêóëè i óòâîðþþòü êâàíòîâèé ðå-
ãiñòð. Îäíi¹¨ ìîëåêóëè íåäîñòàòíüî äëÿ îòðèìàííÿ ñèãíàëó, ÿêèé
áè ìîæíà áóëî çàðå¹ñòðóâàòè ïðèéìà÷àìè, òîìó âèêîðèñòîâóþòü
¨õ ðîç÷èí ïðè êiìíàòíèõ òåìïåðàòóðàõ iç çàãàëüíîþ êiëüêiñòþ ó
êâàíòîâîìó ðåãiñòði ïðèáëèçíî ∼ 1018. Òàêèé êâàíòîâèé êîìï'þ-
òåð (ðåãiñòð) íàçèâà¹òüñÿ àíñàìáëåâèì, áî âií ¹ çìiøàíèì àíñàì-
áëåì ñïiíiâ, ùî íàëåæàòü äî ðiçíèõ ìîëåêóë. Öå ñòâîðþ¹ ïåâíi
ïðîáëåìè â ïðèãîòóâàííi ïî÷àòêîâîãî ñòàíó (iíiöiàëiçàöi¨), âèêî-
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Ðèñ. 7.1: Õiìi÷íà ñòðóêòóðà ìîëåêóëè, âèêîðèñòàíî¨ â [29] ÿê ñåìèêâà-
áiòîâèé êâàíòîâèé ðåãiñòð ïðè ðåàëiçàöi¨ àëãîðèòìó Øîðà

íàííi îá÷èñëåíü òà ç÷èòóâàííi ðåçóëüòàòó.
Ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè âçà¹ìîäiþ÷èõ ñïiíiâ ó ñåðåäîâèùi (íå

îáîâ'ÿçêîâî ðiäêîìó), ïîìiùåíîìó â ïîñòiéíå ìàãíiòíå ïîëå, ìà¹
âèãëÿä:

H = −~
2

∑
j

ωjσ
z
j +

~
2

∑
j<l

Ωjl~σj~σl + HD + Henv, (7.1)

äå ïåðøèé äîäàíîê âèçíà÷à¹ âçà¹ìîäiþ ñïiíiâ iç ïîëåì, äðóãèé �
îáìiííó âçà¹ìîäiþ ìiæ ñïiíàìè â ìåæàõ ìîëåêóëè, äîäàíîê

HD=
~
2

∑
j<l

γjγl
2|~rj−~rl|3

(~σj~σl−3 (~σj~njl) (~σl~njl)) , ~njl ≡
~rl−~rj
|~rl−~rj |

(7.2)

çàäà¹ ïðÿìó ìàãíiòíó äèïîëüíó âçà¹ìîäiþ ìiæ ñïiíàìè ç êîîðäè-
íàòàìè ~rj , ~rl (ïîïàðíó âçà¹ìîäiþ êëàñè÷íèõ ìàãíiòíèõ äèïîëiâ),
ÿêà ñèëüíî çàëåæèòü âiä âçà¹ìíî¨ îði¹íòàöi¨ ñïiíiâ. Îñòàííié äî-
äàíîê îïèñó¹ iíøi âçà¹ìîäi¨ ñïiíiâ ç îòî÷åííÿì.

Ñïií-ñïiíîâi âçà¹ìîäi¨ ïðèçâîäÿòü äî ñïií-ñïiíîâî¨ ðåëàêñàöi¨,
ùî õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ÷àñîì ïîïåðå÷íî¨ ðåëàêñàöi¨ τ2, ÿêèé âèçíà-
÷à¹ ïiâøèðèíó ñïåêòðàëüíî¨ ëiíi¨ 2/τ2. Ñóòò¹âèé âêëàä ó ñïií-
ñïiíîâó ðåëàêñàöiþ â êðèñòàëàõ âíîñÿòü ìàãíiòíi äèïîëüíi âçà-
¹ìîäi¨ (7.2), òîäi ÿê ó ðiäèíàõ, óíàñëiäîê øâèäêèõ îáåðòàëüíèõ
ðóõiâ ìîëåêóë, öi âçà¹ìîäi¨ óñåðåäíþþòüñÿ i ¨õíié âêëàä çìåíøó¹-
òüñÿ òàê, ùî ñïåêòðàëüíi ëiíi¨ çâóæóþòüñÿ íà äåêiëüêà ïîðÿäêiâ,
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Òàáë. 7.1: Õiìi÷íi çñóâè ÷àñòîò â ïîëi 11.7 Òë (∆ωi, Hz), ÷àñè ðåëàêñà-
öi¨ (τ (1)i , τ (2)i , sec), âiäíîñíi ÷àñòîòè (Ωij , Hz) ÿäåðíèõ ñïiíiâ ìîëåêóëè,
çîáðàæåíî¨ íà ðèñ. 7.1. Âçÿòî ç [29]

i ∆ωi τ
(i)
1 τ

(i)
2 Ω7i Ω6i Ω5i Ω4i Ω3i Ω2i

1 −22052.0 5.0 1.3 −221.0 37.7 6.6 −114.3 14.5 25.16
2 489.5 13.7 1.8 18.6 −3.9 2.5 79.9 3.9
3 25088.3 3.0 2.5 1.0 −13.5 41.6 12.9
4 −4918.7 10.0 1.7 54.1 −5.7 2.1
5 15186.6 2.8 1.8 19.4 59.5
6 −4519.1 45.4 2.0 68.9
7 4244.3 31.6 2.0

òîáòî, τ2 çðîñòà¹ íà äåêiëüêà ïîðÿäêiâ. Ðàçîì iç ÷àñîì ñïií- ðà-

òêîâî¨ ðåëàêñàöi¨ τ1 ÷àñ ïîïåðå÷íî¨ ðåëàêñàöi¨ τ2 õàðàêòåðèçó¹ ÷àñ
ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè â êîãåðåíòíîìó ñòàíi, à îñêiëüêè τ1 � τ2, òî
îñòàííié ââàæàþòü ÷àñîì êîãåðåíòíîñòi. Â ðiäêèõ ðîç÷èíàõ âií
ìîæå çìiíþâàòèñÿ âiä 10−2 ñåê äî 108 ñåê, ùî äà¹ çìîãó âèêî-
íàòè 105 ÷ 1014 åëåìåíòàðíèõ îïåðàöié îäíîêâàáiòîâèõ êâàíòîâèõ
âåíòèëiâ.

ßê çàçíà÷àëîñÿ ðàíiøå, ó âèïàäêó, êîëè ÷àñòîòè ïðåöåñi¨ ñïiíiâ
ó ìàãíiòíîìó ïîëi ñèëüíî âiäðiçíÿþòüñÿ, òîáòî, |ωl − ωj | � |Ωjl|,
îáìiííó ìiæñïiíîâó âçà¹ìîäiþ äîñèòü ðîçãëÿäàòè ÿê Içiíãîâó:

~
2

∑
j<l

Ωjlσ
z
jσ

z
l .

Êâàíòîâi âåíòèëi (ÊËÅ) â òàêèõ ñèñòåìàõ ìîæíà ðåàëiçóâàòè,
âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè ÿäåðíîãî ìàãíiòíîãî ðåçîíàíñó (ßÌÐ).
Îñêiëüêè ïåðåõîäè âiäáóâàþòüñÿ ìiæ ñòàíàìè ç äóæå âóçüêèìè
ñïåêòðàëüíèìè ëiíiÿìè, òî òàêèé ßÌÐ íàçèâàþòü ßÌÐ ç âèñîêîþ

ðîçäiëüíîþ çäàòíiñòþ.
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7.1 Îñíîâè ìåòîäó ÿäåðíîãî ìàãíiòíîãî ðåçîíàíñó

Äëÿ âèâ÷åííÿ çðàçêiâ ìåòîäîì ßÌÐ ¨õ âìiùóþòü ó ñèëüíå ïîñòié-
íå ìàãíiòíå ïîëå B0, ñêåðîâàíå âçäîâæ îñi z. Âîíî ìà¹ áóòè îäíî-
ðiäíèì ïî âñüîìó îá'¹ìó çðàçêà, ùîá çàáåçïå÷èòè ðiâíiñòü ÷àñòîò
óñiõ òîòîæíèõ ñïiíiâ. Íàïðóæåíiñòü éîãî ìà¹ áóòè ÿêîìîãà âèùîþ,
ùîá çàáåçïå÷èòè âåëèêó ðiçíèöþ ÷àñòîò i, âíàñëiäîê öüîãî, âèñî-
êó ðîçäiëüíó çäàòíiñòü. Ñòâîðþþòü òàêå ïîëå íàäïðîâiäíèêîâè-
ìè åëåêòðîìàãíiòàìè, îïòèìàëüíà éîãî íàïðóæåíiñòü íà ñüîãîäíi
∼ 10÷ 12 Òë (Òåñëà). Ðàäiî÷àñòîòíi iìïóëüñè ôîðìóþòüñÿ äâîìà
ïàðàìè ñîëåíî¨äiâ, ùî ñòâîðþþòü çìiííi ìàãíiòíi ïîëÿ, ñêåðîâàíi
âçäîâæ îñåé x òà y ëàáîðàòîðíî¨ ñèñòåìè âiäëiêó. Öi æ ñîëåíî¨äè
äåòåêòóþòü ñèãíàëè, çóìîâëåíi çìiííèì ìàãíiòíèì ïîëåì, ãåíåðî-
âàíèì ñïiíàìè, ùî ðåëàêñóþòü äî ðiâíîâàãè.

Âïëèâ ðàäiî÷àñòîòíèõ iìïóëüñiâ íà çàñåëåíiñòü ðiâíiâ.Äëÿ ðîç-
ãëÿäó äi¨ ðàäiî÷àñòîòíèõ iìïóëüñiâ, âèêîðèñòîâóâàíèõ ó ßÌÐ, äî
ãàìiëüòîíiàíó ñèñòåìè (7.1) òðåáà äîäàòè äîäàíîê, ùî îïèñó¹ âçà-
¹ìîäiþ iç çìiííèì ïîïåðå÷íèì ïîëåì:

Hð÷ = −~
2

∑
j

Ωj

[
fx(t)σxj + fy(t)σ

y
j

]
.

ßêùî ÷àñòîòà ðàäiî÷àñòîòíîãî iìïóëüñó ω çáiãà¹òüñÿ ç ÷àñòîòîþ
ïðåöåñi¨ ωl ñïiíó l, òî iç âñi¹¨ ñóìè ñóòò¹âèì ¹ òiëüêè äîäàíîê ç
iíäåêñîì l. Â óìîâàõ öüîãî ðåçîíàíñó ñïií çäiéñíþ¹ îñöèëÿöi¨ Ðàái,
òîáòî, ç ÷àñòîòîþ Ωl ïåðåõîäèòü iç ðiâíÿ E

(+)
l íà ðiâåíü E(−)

l i
íàâïàêè. Íåõàé N+, N− � çàñåëåíîñòi âiäïîâiäíèõ ðiâíiâ i N+ +
N− = N = const, òîäi:

dN+

dt
= N−w(−)→(+) −N+w(+)→(−)

Îñêiëüêè éìîâiðíîñòi âèìóøåíèõ ïåðåõîäiâ ïiä âïëèâîì çáóðåííÿ
V ó äâîðiâíåâié ñèñòåìi íå çàëåæàòü âiä íàïðÿìó ïåðåõîäó [1]:

w =
2π

~
|〈f |V |j〉|2δ(ωfj) (7.3)

òîáòî, w(+)→(−) = w(−)→(+) = w, òî:

dn

dt
= −2wn, n ≡ N− −N+ =⇒ n(t) = n(0)e−2wt.
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Òîáòî, çà ÷àñ òðèâàëî¨ äi¨ ðàäiî÷àñòîòíîãî ïîëÿ, ùî âèêëèêà¹
îñöèëÿöi¨ Ðàái, çàñåëåíîñòi ðiâíiâ ñòàþòü îäíàêîâèìè n→ 0.

Øâèäêiñòü ïîãëèíàííÿ åíåðãi¨ äîðiâíþ¹:

dE

dt
= N−w~ω −N+w~ω = ~ωwn.

ßêùî n > 0, òîáòî, çàñåëåíiñòü íèæ÷îãî ðiâíÿ áiëüøà, òî âiäáóâà¹-
òüñÿ ïîãëèíàííÿ, ÿêùî æ çàñåëåíiñòü âèùîãî ðiâíÿ áiëüøà, n < 0,
òî âiäáóâà¹òüñÿ âèïðîìiíþâàííÿ åíåðãi¨. Çà îäíàêîâî¨ çàñåëåíîñòi
ðiâíiâ n=0 íå ïîâèííî âiäáóâàòèñÿ íi ïîãëèíàííÿ, íi âèïðîìiíþâà-
ííÿ, îäíàê åêñïåðèìåíòàëüíî öüîãî íå ñïîñòåðiãàþòü, ùî ñâiä÷èòü
ïðî iñíóâàííÿ òàêîæ iíøèõ ìåõàíiçìiâ çìiíè çàñåëåíîñòi.

Çìiíà çàñåëåíîñòi ðiâíiâ ïiä âïëèâîì òåïëîâèõ ðóõiâ. Íåõàé ó
ñèñòåìi âiäñóòí¹ ðåçîíàíñíå ðàäiî÷àñòîòíå ïîëå, àëå çàëèøà¹òüñÿ
ïîñòiéíå ïîëå B0. Âiçüìåìî äî óâàãè âçà¹ìîäiþ ñïiíiâ iç ñåðåäîâè-
ùåì. Âîíà ñïðè÷èíÿòèìå îáìií åíåðãi¹þ, óíàñëiäîê ÿêîãî ñïiíîâà
ñèñòåìà íàìàãàòèìåòüñÿ ìiíiìiçóâàòè ñâîþ âiëüíó åíåðãiþ, òîá-
òî, ÿêîìîãà áiëüøó êiëüêiñòü ñïiíiâ ïåðåâåñòè ó ñòàí iç íèæ÷îþ
åíåðãi¹þ E(−), ùî ïðèçâåäå äî âñòàíîâëåííÿ òåðìîäèíàìi÷íî¨ ðiâ-
íîâàãè, êîëè

N0
+

N0
−

= e−
~ωl
kT .

Íàãàäà¹ìî, ùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïåðåõîäè ïåâíîãî ñïiíó l, ÿêèé
iäåíòèôiêó¹ìî çà ÷àñòîòîþ ωl, òàêèõ ñïiíiâ ¹ N � ÿê i âåëèêèõ
ìîëåêóë ó ñèñòåìi.

Ïîçíà÷èìî éìîâiðíiñòü ïåðåõîäiâ ñïiíó iç ñòàíó ç ìåíøîþ åí-
åðãi¹þ â ñòàí iç áiëüøîþ åíåðãi¹þ ÷åðåç w↑, à â çâîðîòíüîìó íà-
ïðÿìi � ÷åðåç w↓, òîäi çìiíó çàñåëåíîñòi îïèøåìî ðiâíÿííÿì:

dN−
dt

= N+w↓ −N−w↑. (7.4)

Ç óìîâè ðiâíîâàãè îòðèìà¹ìî:

N0
+

N0
−

=
w↑
w↓

= e−
~ωl
kT .
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Óâiâøè N≡N++N− i n≡N−−N+, ðiâíÿííÿ (7.4) ìîæíà çàïèñàòè:

dn

dt
=
n0 − n
τ1

, n0 ≡ N
w↓ − w↑
w↓ + w↑

, τ1 ≡
1

w↓ + w↑
. (7.5)

Iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿííÿ (7.5) äà¹ ðåëàêñàöiéíó çàëåæíiñòü ðiçíèöi
çàñåëåíîñòåé:

n(t) = n0 +Ae−t/τ1 ,

äå τ1 � ÷àñ ñïií- ðàòêîâî¨ ðåëàêñàöi¨, A � ñòàëà iíòåãðóâàííÿ.
Ðîçãëÿíóâøè äiþ ðàäiî÷àñòîòíîãî ñèãíàëó ðàçîì iç ñïií- ðàòêî-
âîþ ðåëàêñàöi¹þ, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ:

dn

dt
= −2wn+

n0 − n
τ1

=⇒ n(t) = n0
1 + 2wτ1e

−(2w+1/τ1)t

1 + 2wτ1
,

çâiäêè çíàéäåìî ðiâíîâàæíó ðiçíèöþ çàñåëåíîñòåé â óìîâàõ äi¨
ðàäiî÷àñòîòíîãî ïîëÿ i ñïií- ðàòêîâî¨ ðåëàêñàöi¨:

n(0) =
n0

1 + 2wτ1
.

Îòðèìàíà çàëåæíiñòü ñâiä÷èòü, ùî ïðè 2wτ1 � 1 ñïií- ðàòêîâà
ðåëàêñàöiÿ äîìiíó¹ i ðàäiî÷àñòîòíå ïîëå íå ìîæå çìiíèòè ðiâíî-
âàæíî¨ çàñåëåíîñòi. Éìîâiðíiñòü âèìóøåíèõ ïåðåõîäiâ w ïðîïîð-
öiéíà äî êâàäðàòó âåëè÷èíè ~b(t) ðàäiî÷àñòîòíîãî ïîëÿ (7.3), òîìó
çáiëüøóþ÷è éîãî, ìîæíà äîñÿãòè ïîìiòíèõ çìií çàñåëåíîñòåé.

Äåòåêòóâàííÿ ðåëàêñàöi¨ ìàãíiòíîãî ìîìåíòó. Íåõàé êîðîòêèì
iìïóëüñîì ìàãíiòíèé ìîìåíò M0 ïîâåðíóòî òàê, ùî â ïî÷àòêî-
âèé ìîìåíò ÷àñó éîãî êîîðäèíàòè Mx(0) = M0 sin θ, My(0) = 0,
Mz(0) = M0 cos θ, òîäi â íàñòóïíi ìîìåíòè ÷àñó ìàãíiòíèé ìîìåíò
åâîëþöiîíó¹ â çîâíiøíüîìó ïîëi ïiä âïëèâîì ñïií-ñïiíîâèõ òà ñïií-
 ðàòêîâèõ ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ:

Mx(t)=M0 sin θ cosω0te
−t/τ2 , My(t)=M0 sin θ sinω0te

−t/τ2 ,

Mz = M0 cos θe−t/τ1 .

Ó ñîëåíî¨äàõ, ùî ãåíåðóþòü ðàäiî÷àñòîòíi iìïóëüñó âçäîâæ îñåé
x òà y, äåòåêòó¹òüñÿ ñèãíàë V (t), ÿêèé ¹ ïðîïîðöiéíèì äî:

M+(t) = Mx(t) + iMy(t) = M0 sin θeiω0t−t/τ2 .
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Ôóð'¹-îáðàç öüîãî ñèãíàëó äà¹ çìîãó âèäiëèòè ÷àñòîòè ω0 òà îöi-
íèòè ÷àñ ñïií-ñïiíîâî¨ ðåëàêñàöi¨ τ2:

V (ω) =

∫ ∞
0

V (t)e−iωtdt ∼M0 sin θ

∫ ∞
0

ei(ω0−ω)t−t/τ2dt

= M0 sin θ

(
1/τ2

1/τ2
2 + (ω0 − ω)2

+ i
ω0 − ω

1/τ2
2 + (ω0 − ω)2

)
. (7.6)

Ïåðøèé äîäàíîê ó (7.6) îïèñó¹ ïðîôiëü ëiíi¨ ïîãëèíàííÿ, à äðó-
ãèé � äèñïåðñiþ. Ëîðåíöiâ ïðîôiëü ëiíi¨ ïîãëèíàííÿ ¹ íàñëiäêîì
íàäçâè÷àéíî¨ ïðîñòîòè ìîäåëi ïðîöåñó ïîãëèíàííÿ i ãðóáèõ íàáëè-
æåíü â éîãî îòðèìàííi. Ç (7.6) áà÷èìî, ùî ìàêñèìàëüíèé ñèãíàë
ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïðè θ = π/2, òîáòî, ïiñëÿ ïîâîðîòó ìàãíiòíîãî
ìîìåíòó â ïëîùèíó x−y.

7.2 Iíiöiàëiçàöiÿ

Íå iñíó¹ ìåòîäiâ äëÿ ñòâîðåííÿ ïîâíî¨ çàñåëåíîñòi ÿêîãîñü iç ðiâ-
íiâ (N− = N ÷è N+ = N), òîáòî ïåðåâåäåííÿ âñiõ ñïiíiâ ó ñòàí
|0 . . . 0〉L ÷è |1 . . . 1〉L ïðè êiìíàòíèõ òåìïåðàòóðàõ. Öå ïîâ'ÿçàíî
ç âåëèêèìè òåðìi÷íèìè ôëóêòóàöiÿìè â ïîðiâíÿííi iç åíåðãiÿìè
âçà¹ìîäié ñïiíiâ iç ïîëåì, òàê äëÿ ïîëÿ B0 = 11.7 Òë ëàðìîðî-
âà ÷àñòîòà ñïiíó ïðîòîíà äîðiâíþ¹ νH = ωH/(2π) ≈ 5 · 108 Hz i
âiäíîøåííÿ:

~ωH
2kBT

≈ 4 · 10−5 (7.7)

¹ äóæå ìàëå. Âîíî ùå ìåíøå äëÿ ÿäåðíèõ ñïiíiâ iíøèõ åëåìåíòiâ,
à äëÿ âiäíîñíèõ ÷àñòîò Ωij ùå íà êiëüêà ïîðÿäêiâ ìåíøå. Îñêiëüêè
ìîëåêóëè â ðîç÷èíi ïåðåáóâàþòü íà âåëèêèõ âiääàëÿõ i íå âçà¹ìî-
äiþòü ìiæ ñîáîþ, òî âêëàä âiä ðiçíèõ ìîëåêóë ó ðåçóëüòóþ÷èé
ñèãíàë âèçíà÷àþòü ÿê çâè÷àéíå ñåðåäí¹, òîáòî, ñòàí óñiõ ìîëå-
êóë îïèñóþòü ìàòðèöåþ ãóñòèíè îäíi¹¨ ìîëåêóëè â ðiâíîâàæíîìó
ñòàíi:

ρ =
e−βH

Z
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äåH � ãàìiëüòîíiàí, âèçíà÷åíèé ó (7.1), Z � ñòàòèñòè÷íà ñóìà. Ç
îãëÿäó íà (7.7) ó ãàìiëüòîíiàíi äîñèòü çáåðåãòè òiëüêè ïåðøèé äî-
äàíîê, òîäi, ïîçíà÷èâøè αj ≡ ~ωj/2kT , ìàòðèöþ ãóñòèíè ìîæíà
çàïèñàòè:

ρ ≈ (I− βH)2−L =

= (I+α1σ
z
1 ⊗ I2 ⊗ · · · ⊗ IL+α2I1 ⊗ σz2 ⊗ I3 ⊗ · · · ⊗ IL+ . . .

+αLI1 ⊗ I2 ⊗ · · · ⊗ IL−1 ⊗ σzL) 2−L (7.8)

îñêiëüêè â öüîìó íàáëèæåííi Z = Spe−βH ≈ 2L. Ìàòðèöÿ (7.8)
¹ äiàãîíàëüíà ç åëåìåíòàìè áëèçüêèìè äî îäèíèöi. Çäiéñíèâøè
2L − 1 öèêëi÷íèõ ïåðåñòàíîâîê Pj âñiõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ,
êðiì ïåðøîãî, ìàòðèöþ ãóñòèíè ìîæíà âèðàçèòè ÿê ñóìó 2L − 1
äîäàíêiâ:

ρeff=
1

2L−1

(
ρ+ P1ρP+

1 + P2ρP+
2 + . . .+P2L−2ρP+

2L−2

)
. (7.9)

Âðàõîâóþ÷è, ùî ñóìà âñiõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ äîðiâíþ¹ îäè-
íèöi, öþ ìàòðèöþ ìîæíà çîáðàçèòè:

ρeff=
2L−1−a
2L(2L−1)

I +
a

(2L − 1)
|0 . . . 0〉L〈0 . . . 0|, (7.10)

äå ïåðøèé åëåìåíò ïîçíà÷åíî a=
∑L

j=1 αj . Ñòàí, ÿêèé îïèñó¹ ìàò-
ðèöÿ (7.10), íàçèâàþòü åôåêòèâíî ÷èñòèì ÷è ïñåâäî÷èñòèì. Ó
òàêîìó ñòàíi íà âñi çîâíiøíi (óíiòàðíi) äi¨ ñèñòåìà ðåàãó¹ òiëüêè
çàâäÿêè äðóãîìó äîäàíêó, ÿêèé îïèñó¹ ÷èñòèé ñòàí. Òàêèé ñïî-
ñiá ïðèãîòóâàííÿ ïî÷àòêîâîãî ñòàíó íàçèâàþòü ìåòîäîì ÷àñîâî-

ãî çàñåðåäíåííÿ. Íàñïðàâäi åêñïåðèìåíò (îá÷èñëåííÿ) âiäáóâà¹-
òüñÿ 2L − 1 ðàçiâ, êîæåí ðàç ïiñëÿ âèêîíàííÿ îïåðàòîðà ïåðåñòà-
íîâêè Pj , ÿêèé ðåàëiçó¹òüñÿ ÿê ïîñëiäîâíîñòi îïåðàòîðiâ SWAP
i CNOT, ùî äiþòü íà âiäïîâiäíi êâàáiòè. Îïåðàòîðè SWAP i
CNOT ôîðìóþòüñÿ ðàäiî÷àñòîòíèìè iìïóëüñàìè. Ïiñëÿ âèìiðþ-
âàííÿ ðåçóëüòàòè àðèôìåòè÷íî óñåðåäíþþòüñÿ, ùî åêâiâàëåíòíî
óñåðåäíåííþ ç ìàòðèöåþ ãóñòèíè (7.9), (7.10). Òàêå ÷àñîâå çàñåðå-
äíåííÿ ¹ ñêëàäíîþ çàäà÷åþ, îñêiëüêè ïîòðåáó¹ 2L − 1 îá÷èñëåíü,
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F

F

C
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F

C

Br

2
1

Ðèñ. 7.2: Õiìi÷íà ñòðóêòóðà ìîëåêóëè, âèêîðèñòàíî¨ â [29] äëÿ iëþñòðà-
öi¨ ìåòîäó ëîãi÷íî¨ ìiòêè

îêðiì òîãî, êîæåí îïåðàòîð Pj ôîðìó¹òüñÿ ∼ mL (m > 2) åëåìåí-
òàðíèìè îïåðàöiÿìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî äiàãîíàëüíi åëåìåí-
òè óòâîðåíi ç L âåëè÷èí αj , äëÿ çàíóëåííÿ äiàãîíàëüíèõ åëåìåí-
òiâ çàìiñòü öèêëi÷íèõ ïåðåñòàíîâîê ìîæíà âèêîðèñòàòè ïðîñòiøi
(íàáàãàòî ìåíø çàòðàòíi) îïåðàöi¨ ÷èì ñóòò¹âî ñêîðîòèòè òàêîæ
êiëüêiñòü åêñïåðèìåíòiâ. Äîêëàäíiøå ç ìåòîäîì ÷àñîâîãî çàñåðå-
äíåííÿ ìîæíà ïîçíàéîìèòèñÿ ó ïðàöÿõ [11, 15, 29].

Iíøèé ìåòîä iíiöiàëiçàöi¨, ÿêèé íàçèâàþòü ìåòîäîì ëîãi÷íî¨

ìiòêè, çàñòîñîâóþòü äî ãîìîÿäåðíèõ ñèñòåì. Âïåðøå âií áóâ åêñ-
ïåðèìåíòàëüíî ðåàëiçîâàíèé L.M.K.Vandersypen òà ií. [29] íà ìî-
ëåêóëi, çîáðàæåíié íà ðèñ. 7.2. Êâàíòîâèé ðåãiñòð ôîðìó¹òüñÿ
ÿäåðíèìè ñïiíàìè àòîìiâ ôòîðó 19F , iíøi ÿäðà ìàþòü íóëüîâi
ñïiíîâi ìîìåíòè. Â ïîëi B0 = 11.7 Òë ÿäåðíi ñïiíè ìàþòü ÷àñòîòè
Ëàðìîðà ω0 ≈ 470 MHz, à ðiçíèöi ÷àñòîò äîðiâíþþòü ν1−ν2 ≈ 13.2
kHz, ν3− ν1 ≈ 9.5 kHz, ν3− ν2 ≈ 24.7 kHz. Âiäíîñíi æ ÷àñòîòè ìà-
þòü çíà÷åííÿ Ω12 = −122.1 Hz, Ω13 = 75.0 Hz, Ω23 = 53.8 Hz.
Òîäi, âðàõîâóþ÷è òiëüêè ÷àñòîòè ω0, ìàòðèöþ, ùî îïèñó¹ âêëàä
ãàìiëüòîíiàíà â ìàòðèöþ ãóñòèíè, ìîæíà âèðàçèòè ó äiàãîíàëü-
íîìó âèãëÿäi (âåðõíÿ ìàòðèöÿ â (7.11)):

diag[3, 1, 1,−1, 1,−1,−1,−3],

diag[3, 1, 1, 1,−1,−1,−1,−3]. (7.11)

Ïiñëÿ äi¨ îïåðàòîðiâ CNOT21 i CNOT31 âîíà ïåðåõîäèòü ó íî-
âó äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ (íèæíÿ ìàòðèöÿ â (7.11)), çà äîïîìîãîþ
ÿêî¨ ìàòðèöþ ãóñòèíè (ïîçíà÷èâøè α ≡ β~ω0/2kT ) ìîæíà çàïè-
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ñàòè òàê:

ρeff =
1

23
[I+α|0〉1〈0|⊗(I2⊗I3+2|00〉23〈00|)

−α|1〉1〈1|⊗(I2⊗I3+2|11〉23〈11|)] .

Ç öüîãî âèðàçó áà÷èìî, ùî ñòàíè ïåðøîãî ñïiíó |0〉1 i |1〉1 ôi-
êñóþòü ïñåâäî÷èñòi ñòàíè äðóãîãî i òðåòüîãî ñïiíiâ |00〉23 i |11〉23

âiäïîâiäíî. Îòæå, ñòàíè äðóãîãî i òðåòüîãî ñïiíiâ ôîðìóþòü äâà
êâàáiòè, ÿêi ìîæíà âèêîðèñòàòè ÿê êâàíòîâèé ðåãiñòð, íà ÿêîìó
âèêîíóâàòè êâàíòîâi îá÷èñëåííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è êâàíòîâi âåí-
òèëi, îïèñàíi ðàíiøå. Äëÿ ïîáóäîâè êâàíòîâèõ ðåãiñòðiâ áiëüøèõ
ðîçìiðiâ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ãîìîÿäåðíi ìîëåêóëè ç áiëüøîþ
êiëüêiñòþ ñïiíiâ àáî âåëèêi ãåòåðîÿäåðíi ìîëåêóëè ç ãîìîÿäåðíèìè
ôðàãìåíòàìè, êîæåí ç ÿêèõ âiäïîâiäíî âiäìiòèâøè çà ïðîöåäóðîþ
îïèñàíîþ âèùå. Äîêëàäíiøå ïðî öåé ìåòîä äèâ. [11, 15, 29].

Ùå îäèí ìåòîä, ÿêèé âèêîðèñòîâóâàëè äëÿ ïðèâåäåííÿ ñèñòå-
ìè ÿäåðíèõ ñïiíiâ äî ïî÷àòêîâîãî ñòàíó, íàçèâàþòü ìåòîäîì ïðî-

ñòîðîâîãî óñåðåäíåííÿ. Éîãî ñóòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çà äîïîìî-
ãîþ ðàäiî÷àñòîòíèõ iìïóëüñiâ ãðàäi¹íòà ìàãíiòíîãî ïîëÿ çðàçîê
iç ðîç÷èíîì ìîëåêóë ïåðåâîäÿòü â íåîäíîðiäíèé ñòàí, ÿêèé åêâi-
âàëåíòíèé àíñàìáëþ ïñåâäî÷èñòîãî ñòàíó. Ñèãíàë ïiñëÿ iìïóëüñó
âèìiðþâàííÿ â òàêîìó íåîäíîðiäíîìó ñòàíi åêâiâàëåíòíèé ñèãíà-
ëó óñåðåäíåíîìó ç ìàòðèöåþ ãóñòèíè ïñåâäî÷èñòîãî ñòàíó. Òîá-
òî, ðiçíi îáëàñòi çðàçêà ïîäiáíi äî ðiçíèõ çðàçêiâ ìåòîäó ÷àñîâîãî
çàñåðåäíåííÿ. Ðàäiî÷àñòîòíi iìïóëüñè ãðàäi¹íòà ìàãíiòíîãî ïîëÿ
äàþòü çìîãó ïðîâîäèòè ðåôàçóâàííÿ êîæíîãî ñïiíó, i öèì ãàñèòè
øêiäëèâi ìiæñïiíîâi êîðåëÿöi¨. Äåòàëüíiøå äèâ. [15].

7.3 Ç÷èòóâàííÿ ðåçóëüòàòó

ßêùî ïiñëÿ âèêîíàííÿ îá÷èñëåíü êâàíòîâèé ðåãiñòð ìiñòèòü çàïèñ
îäíîãî ÷èñëà, òîáòî, êîæåí êâàáiò ïåðåáóâà¹ àáî â ñòàíi |0〉 àáî â
ñòàíi |1〉, òî ñïîñòåðiãàòè áåçïîñåðåäíüî òàêèé ñòàí íåìîæëèâî,
áî â ïðèéìàëüíèõ ñîëåíî¨äàõ ñïåêòðîìåòðà íå iíäóêó¹òüñÿ æî-
äíèé ñèãíàë. Òîìó äëÿ âèìiðþâàííÿ ñòàíó êîòðîãîñü iç êâàáiòiâ
(íàïð. êâàáiòó l) íà íüîãî äiþòü ðàäiî÷àñòîòíèì iìïóëüñîì (ðåçî-
íàíñíî¨ ÷àñòîòè ωl), ÿêèé ðåàëiçó¹ êâàíòîâèé âåíòèëü Y≡Y(π/2),
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Y†≡Y(−π/2), òîáòî, ïîâåðòàþòü ñïií iç íàïðÿìó óçäîâæ îñi z ó
íàïðÿì âçäîâæ îñi x, òîáòî, â ïëîùèíó x−y. Ïiñëÿ çàêií÷åííÿ
äi¨ êâàíòîâîãî âåíòèëÿ ñïií âèêîíó¹ âiëüíèé ðóõ, ãåíåðîâàíèé ãà-
ìiëüòîíiàíîì (7.1), ùî iíäóêó¹ â ïðèéìàëüíèõ ñîëåíî¨äàõ ñèãíàë:

V (t) = −V0Sp
(
e−iHt/~Ylρ(0)Y†l e

iHt/~σ+
l

)
, (7.12)

äå ρ(0) � îïåðàòîð ãóñòèíè êâàíòîâîãî ðåãiñòðà ïiñëÿ âèêîíàííÿ
îá÷èñëåíü, σ+

l ≡ σxl + iσyl , à V0 � êîíñòàíòà, ùî õàðàêòåðèçó¹
êîíñòðóêöiþ ïðèéìàëüíèõ ñîëåíî¨äiâ ñïåêòðîìåòðà. Òàêèé ñïî-
ñiá âèìiðþâàííÿ íàçèâàþòü ìåòîäîì âiëüíîãî çàãàñàííÿ iíäóêöi¨.
Âèêîðèñòîâóþ÷è iíâàðiàíòíiñòü ñëiäó îïåðàòîðà ùîäî öèêëi÷íî¨
ïåðåñòàíîâêè éîãî ñïiâìíîæíèêiâ, âèðàç (7.12) çàïèøåìî ÿê:

V (t)= −V0Sp
(
ρ(0)Y†lσ

+
l (t)Yl

)
, σ+

l (t)≡eiHt/~σ+
l e
−iHt/~. (7.13)

Äëÿ ïðèêëàäó îá÷èñëèìî ñèãíàëè äëÿ ðiçíèõ êiíöåâèõ ñòàíiâ äâî-
êâàáiòîâîãî ðåãiñòðà. Íàãàäà¹ìî éîãî ãàìiëüòîíiàí:

H = −~ωA
2
σz ⊗ I− ~ωB

2
I⊗ σz +

~Ω

2
σz ⊗ σz, (7.14)

òóò ìè çíåõòóâàëè äèïîëüíîþ ìàãíiòíîþ i ñïií- ðàòêîâîþ âçà¹-
ìîäiÿìè, ÿêi ïðèçâîäÿòü äî äåêîãåðåíöi¨, îñêiëüêè ââàæà¹ìî, ùî
îá÷èñëåííÿ âiäáóëèñÿ çà ÷àñ ìåíøèé âiä ÷àñó êîãåðåíòíîñòi ñè-
ñòåìè. Äàëi ç'ÿñó¹ìî, ÿê âðàõóâàòè âïëèâ ïîïåðå÷íî¨ ðåëàêñàöi¨
íà øèðèíó ñïåêòðàëüíî¨ ëiíi¨ ñèãíàëó. Ðîçãëÿíåìî âèìiðþâàííÿ
ñòàíó ñïiíó A, äëÿ ÿêîãî ç âèðàçó (7.13) ìîæíà îòðèìàòè:

σ+
A(t) = e−iωAtσ+⊗Z(2Ωt),

Y†Aσ
+
A(t)YA = e−iωAt


−eiΩt 0 eiΩt 0

0 −e−iΩt 0 e−iΩt

−eiΩt 0 eiΩt 0
0 −e−iΩt 0 e−iΩt

. (7.15)

Òóò ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ σ+
A ≡ σ+ ⊗ I, YA ≡ Y ⊗ I, äëÿ ñïiíà B

âiäïîâiäíî áóäå σ+
B ≡ I⊗ σ+, YB ≡ I⊗Y.

Ñêàëÿðíà ÷àñòèíà ìàòðèöi ãóñòèíè äà¹ íóëüîâèé ñèãíàë, à âiä-
ìiííèé âiä íóëÿ âêëàä äà¹ òiëüêè äåâiàöiÿ ìàòðèöi ãóñòèíè, òîáòî,
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÷àñòèíà, ÿêà îïèñó¹ ïñåâäî÷èñòèé ñòàí. Ñïåðøó çíàéäåìî âiäãóê
ó âèïàäêó ìàòðèöi ãóñòèíè ðiâíîâàæíîãî ñòàíó:

∆ρ =
1

4


αA + αB 0 0 0

0 αA − αB 0 0
0 0 −αA + αB 0
0 0 0 −αA − αB

 . (7.16)

Ïiäñòàâèâøè (7.16) i (7.15) ó âèðàç (7.13), îòðèìà¹ìî:

V (t) = V0αAe
−iωAt cos Ωt = V0αAe

−iωAt 1

2

(
eiΩt + e−iΩt

)
.

Ñïåêòð öüîãî ñèãíàëó çíàéäåìî ÿê ôóð'¹-îáðàç ç óðàõóâàííÿì ÷à-
ñó τ2 ñïií-ñïiíîâî¨ (ïîïåðå÷íî¨) ðåëàêñàöi¨:

V (ω) =

∫ ∞
0

V (t)e−iωt−t/τ2dt

=
V0αA

2

(
1/τ2 + i(ω + ωA − Ω)

1/τ2
2 + (ω + ωA − Ω)2

+
1/τ2 + i(ω + ωA + Ω)

1/τ2
2 + (ω + ωA + Ω)2

)
. (7.17)

ßêùî çàìiñòü ω + ωA ââåñòè íîâó çìiííó ω, òî ìîæíà ïîáà÷èòè,
ùî äiéñíà ÷àñòèíà âèðàçó (7.17) îïèñó¹ äâà ëîðåíöîâi ïiêè íà ÷à-
ñòîòàõ ω = −Ω i ω = Ω, ÿêi ïðè τ2 → 0 ïåðåõîäÿòü ó äåëüòà-ïiêè
V (ω) = V0αA[δ(ω + Ω) + δ(ω − Ω)]/2. ßêùî çáåðåãòè ω + ωA, òî
ïiêè áóäóòü ðîçòàøîâàíi ñèìåòðè÷íî âiäíîñíî ωA.

Îòðèìà¹ìî âèðàçè äëÿ ñèãíàëó âiä êîíêðåòíèõ ñòàíiâ. Íàãà-
äà¹ìî, ùî äåâiàöiÿ ìàòðèöi ãóñòèíè â öüîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä
∆ρ(0) = ε|ψ〉〈ψ|/4, äå |ψ〉 � âåêòîð ñòàíó êâàíòîâîãî ðåãiñòðà.

Íèæ÷å íàâåäåíî âèðàçè ôóíêöi¨ V (t) äëÿ ðiçíèõ ñòàíiâ êâàí-
òîâîãî ðåãiñòðà

|00〉 =⇒ +v(t)eiΩt, |01〉 =⇒ +v(t)e−iΩt,

|10〉 =⇒ −v(t)eiΩt, |11〉 =⇒ −v(t)e−iΩt,

òóò âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ v(t)≡V0εe
−iωAt/4. Ñòàíè ìîæíà iäåí-

òèôiêóâàòè çà çíàêîì ïiêà (|x〉A) ÷è ïîëîæåííÿì ïiêà (|x〉B). Âè-
ìiðþþ÷è òiëüêè ñòàíè ïåðøîãî ñïiíó, ìîæíà çíàéòè òàêîæ i ñòà-
íè äðóãîãî ñïiíó (íàñïðàâäi çíàõîäèìî ¹äèíèé ñòàí ñèñòåìè äâîõ



7.3 Ç÷èòóâàííÿ ðåçóëüòàòó 147

ñïiíiâ). Öå çóìîâëåíî çàïëóòóâàííÿì (ñêîðåëüîâàíiñòþ) ñòàíiâ â
ïðîöåñi åâîëþöi¨, ïîðîäæåíî¨ âçà¹ìîäi¹þ.

Ñóïåðïîçèöiéíi ñòàíè ñïiíó A âæå íå òàê ëåãêî iäåíòèôiêóâàòè

1√
2

(|0〉+|1〉)|0〉 ⇒ 0,
1√
2

(|0〉−|1〉)|0〉 ⇒ 0,

1√
2

(|0〉+i|1〉)|0〉 ⇒ −iv(t)eiΩt,
1√
2

(|0〉−i|1〉)|0〉 ⇒ iv(t)eiΩt.(7.18)

×îìó ñòàíè 1√
2
(|0〉 + |1〉) i 1√

2
(|0〉 − |1〉) äàþòü íóëüîâèé ñèãíàë?

Öi âåêòîðè îïèñóþòü ñòàíè ñïiíó A, ñêåðîâàíîãî óçäîâæ îñi x, iì-
ïóëüñ Y ïîâåðíóâ ¨õ íàâêîëî îñi y íà π/2 i ñêåðóâàâ óçäîâæ îñi z, à
òàêi ñòàíè íå iíäóêóþòü ñèãíàë â äåòåêòîði ñïåêòðîìåòðà. Âåêòî-
ðè 1√

2
(|0〉+ i|1〉) i 1√

2
(|0〉− i|1〉) îïèñóþòü ñòàíè ñïiíó, ñêåðîâàíîãî

óçäîâæ îñi y i ¨õ iìïóëüñ Y íå çà÷åïèâ, òîìó âîíè äàëè ñèãíàë:

1√
2

(|0〉+|1〉)|1〉 ⇒ 0,
1√
2

(|0〉−|1〉)|1〉 ⇒ 0,

1√
2

(|0〉+i|1〉)|1〉 ⇒ −iv(t)e−iΩt,
1√
2

(|0〉−i|1〉)|1〉 ⇒ iv(t)e−iΩt.(7.19)

Âèðàçè äëÿ ñèãíàëó (7.19) âiäðiçíÿþòüñÿ âiä âèðàçiâ (7.18) òiëüêè
÷àñòîòîþ, íà ÿêié ñïîñòåðiãàþòüñÿ ïiêè.

Âèìiðþâàííÿ ñòàíiâ òiëüêè ñïiíó A âæå íåäîñòàòíüî äëÿ âè-
çíà÷åííÿ ñóïåðïîçèöiéíèõ ñòàíiâ ñïiíó B, òîìó íåîáõiäíî ïðîâî-
äèòè âèìiðþâàííÿ i íàä íèì. Òîáòî, äëÿ îá÷èñëåííÿ î÷iêóâàíîãî
ñèãíàëó ôîðìóëó (7.13) òðåáà çàïèñàòè:

V (t)= −V0Sp
(
ρ(0)(Y† ⊗Y†)(σ+

A + σ+
A)(t)(Y ⊗Y)

)
,

i çàìiñòü σ+
A(t) âèêîðèñòîâóâàòè îïåðàòîð(

σ+
A + σ+

B

)
(t) = eiHt/~ (σ+ ⊗ I + I ⊗ σ+

)
e−iHt/~.

Ïîçíà÷èâøè |±〉 ≡ (|0〉±|1〉)/
√

2 âåêòîðè ñòàíiâ ñïiíó, ñêåðîâàíîãî
óçäîâæ îñi x, çàïèøåìî âèðàçè äëÿ îòðèìàíèõ ñèãíàëiâ:

|xA〉|xB〉 ⇒ [(−1)xAvA(t)+(−1)xBvB(t)] cos Ωt, |±〉|±〉 ⇒ 0,

|xA〉|±〉 ⇒ (−1)xAvA(t) exp(±iΩt),
|±〉|xB〉 ⇒ (−1)xBvB(t) exp(±iΩt). (7.20)
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Ïîçíà÷èâøè àíàëîãi÷íî |±〉 ≡ (|0〉 ± i|1〉)/
√

2, îòðèìà¹ìî ñèãíàëè
äëÿ äåÿêèõ ñòàíiâ:

|xA〉|±〉 =⇒ vB(t) cos(Ωt)± (−1)1⊕xAvA(t) sin(Ωt),

|±〉|xB〉 =⇒ vA(t) cos(Ωt)± (−1)1⊕xBvB(t) sin(Ωt). (7.21)

Îçíà÷åíi âèðàçîì (7.12) âèìiðþâàííÿ íàëåæàòü äî îïèñàíèõ â
ïåðøîìó ðîçäiëi POVM�âèìiðþâàíü, ÿêi äàþòü çìîãó çíàéòè ñòà-
íè ñèñòåìè, ó ÿêèõ âîíà ïåðåáóâàëà äî ïî÷àòêó âèìiðþâàííÿ.

7.4 Òîìîãðàôiÿ êâàíòîâîãî ñòàíó

Ìåòîä âiëüíîãî çàãàñàííÿ iíäóêöi¨ äà¹ çìîãó âèêîíàòè òîìîãðà-

ôiþ êâàíòîâîãî ñòàíó, òîáòî, öiëêîì âiäòâîðèòè ìàòðèöþ ãóñòè-
íó. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî öåé ìåòîä íà ïðèêëàäi îäíîãî ñïiíó â
ïîñòiéíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi. Éîãî ãàìiëüòîíiàí ìà¹ âèãëÿä:

H = −~ω0

2
σz.

Íàéçàãàëüíiøà ìàòðèöÿ ãóñòèíè îäíîãî ñïiíó âèçíà÷à¹òüñÿ òðüî-
ìà äiéñíèìè ïàðàìåòðàìè:

ρ =
1

2
(I + nxσ

x + nyσ
y + nzσ

z) =
1

2

[
1 + nz nx − iny
nx + iny 1− nz

]
.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âèìiðþâàííÿ ñèãíàëó âiëüíîãî çàãàñàííÿ
iíäóêöi¨

V (t) = V0Sp
(
e−iHt/~UρU+eiHt/~σ+

l

)
(7.22)

ïiñëÿ äi¨ òàêèõ îïåðàòîðiâ, ùî ôîðìóþòüñÿ iìïóëüñàìè:

X≡X
(π

2

)
=

1√
2

[
1 i
i 1

]
, X+≡X

(
−π

2

)
=

1√
2

[
1 −i
−i 1

]
,

Y≡Y
(π

2

)
=

1√
2

[
1 1
−1 1

]
, Y+≡Y

(
−π

2

)
=

1√
2

[
1 −1
1 1

]
(7.23)
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ïðèçâåäå äî ðåçóëüòàòiâ:

U = I =⇒ V (t) = v(t)(nx + iny),

U = X =⇒ V (t) = v(t)(inz + nx),

U = X+ =⇒ V (t) = v(t)(−inz + nx),

U = Y =⇒ V (t) = v(t)(−nz + iny),

U = Y+ =⇒ V (t) = v(t)(nz + iny),

U = XY =⇒ V (t) = v(t)(−nz + inx).

Òóò ïîçíà÷åíî v(t) ≡ V0e
−iω0t. Ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ÷èñëîâi

ðåçóëüòàòè äàþòü çìîãó çíàéòè òðè íåâiäîìi ïàðàìåòðè, ùî öië-
êîì âèçíà÷àþòü ìàòðèöþ ãóñòèíè îäíîãî ñïiíó.

Äëÿ ìàòðèöi ãóñòèíè çìiøàíîãî ñòàíó îäíîãî ñïiíó

ρ =

[
a 0
0 1− a

]
â óñiõ âèìiðþâàííÿõ îòðèìà¹ìî ñèãíàë V (t) = γv(t)(a − 1/2), äå
γ äîðiâíþ¹ ±1 ÷è ±i.

Íàéçàãàëüíiøà ìàòðèöÿ ãóñòèíè äâîõ ñïiíiâ ìà¹ 16 åëåìåíòiâ,
àëå, âíàñëiäîê åðìiòîâîñòi i ðiâíîñòi îäèíèöi ñëiäó, âîíà çàëåæèòü
âiä 9 äiéñíèõ ïàðàìåòðiâ. Äëÿ âiäøóêàííÿ öèõ ïàðàìåòðiâ, ÿê i ó
âèïàäêó îäíîãî ñïiíó, òðåáà çáóäóâàòè íàáið îïåðàòîðiâ, ÿêi ìîæ-
íà ðåàëiçóâàòè ðàäiî÷àñòîòíèìè iìïóëüñàìè, i âèêîíàòè âèìiðþ-
âàííÿ, âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (7.22), ÿêà â äàíîìó âèïàäêó íàáóâà¹
âèãëÿäó:

V (t) = −V0Sp
(
e−iHt/~UρU+eiHt/~ (σ+

A + σ+
B

))
,

äå ãàìiëüòîíiàí, ùî îïèñó¹ åâîëþöiþ, çàäàíèé âèðàçîì (7.14), à
îïåðàòîðè σ+

A i σ+
B ó äâîñïiíîâîìó ïðîñòîði çîáðàæàþòüñÿ òàê:

σ+
A ≡ σ

+ ⊗ I, σ+
B ≡ I⊗ σ+.

Âèêîíàííÿ òàêèõ âèìiðþâàíü äà¹ çìîãó îòðèìàòè ñèñòåìó íåçà-
ëåæíèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äëÿ ïàðàìåòðiâ, ùî âõîäÿòü ó âèðàç äëÿ
ìàòðèöi ãóñòèíè äâîñïiíîâî¨ ñèñòåìè, i ó òàêèé ñïîñiá öiëêîì âiä-
òâîðèòè ¨¨. Ïîøèðåííÿ ìåòîäó òîìîãðàôi¨ êâàíòîâîãî ñòàíó íà
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ñèñòåìè áiëüøî¨ âèìiðíîñòi ïðèçâîäèòü äî åêñïîíåíòíîãî çðîñòà-
ííÿ êiëüêîñòi âèìiðþâàíü i ðîçìiðíîñòi ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü,
òîìó íå ìîæå áóòè åôåêòèâíèì, àëå ¹ ïðèíöèïîâî ìîæëèâèì.

Íàðåøòi âiäçíà÷èìî òîé ôàêò, ùî îïèñàíi âèìiðþâàííÿ íå íà-
ëåæàòü äî ïðîåêòèâíèõ âèìiðþâàíü ôîí Íîéìàíà. Â ïðîåêòèâ-
íèõ åêñïåðèìåíòàõ ñèñòåìà ïåðåõîäèòü ó âëàñíèé ñòàí îïåðàòîðà,
ÿêèé ìè âèìiðþâàëè i âëàñíå çíà÷åííÿ ÿêîãî îòðèìàëè â ðåçóëü-
òàòi åêñïåðèìåíòó. Òóò æå ìè äiçíà¹ìîñÿ ñòàí ñèñòåìè, â ÿêîìó
âîíà ïåðåáóâàëà äî åêñïåðèìåíòó, à êiíöåâèé ñòàí ¹ äåÿêèì ðiâ-
íîâàæíèì ñòàíîì, ùî âñòàíîâëþ¹òüñÿ â ïðîöåñi âiëüíî¨ åâîëþöi¨
(ðåëàêñàöi¨) ïiñëÿ âiäïîâiäíîãî âèìiðþâàëüíîãî ðàäiî÷àñòîòíîãî
iìïóëüñó, òîáòî, òóò ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç POVM�âèìiðþâàííÿìè.

7.5 Ïåðåâàãè i íåäîëiêè ïðîöåñîðà íà îñíîâi ßÌÐ

Ïðîåêò êâàíòîâîãî ïðîöåñîðà íà ðiäèííîìó ßÌÐ ðîçâèâàâñÿ ðî-
áîòàìè áàãàòüîõ íàóêîâöiâ (äèâ., íàïð. [15, 29, 30]), â ÿêèõ áó-
ëî åêñïåðèìåíòàëüíî äîâåäåíî ìîæëèâiñòü ïðàêòè÷íî¨ ðåàëiçàöi¨
iäåé êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü. Íà íåâåëèêèõ ìîëåêóëàõ áóëî âèêî-
íàíî iíiöiàëiçàöiþ ìåòîäàìè ÷àñîâîãî òà ïðîñòîðîâîãî óñåðåäíå-
ííÿ, à òàêîæ ìåòîäîì ëîãi÷íî¨ ìiòêè. Óñïiøíî ðåàëiçîâàíî àëãî-
ðèòìè Äîé÷à, Ãðîâåðà i Øîðà. Âèêîíàíî êâàíòîâó òîìîãðàôiþ
îäíî- òà äâîñïiíîâèõ ñèñòåì òà âïðîâàäæåíî iíøi iäå¨ êâàíòîâèõ
îá÷èñëåíü. Ðàçîì ç òèì âñòàíîâëåíî, ùî ìåòîä ðåàëiçàöi¨ êâàí-
òîâîãî ïðîöåñîðà íà ðiäèííîìó ßÌÐ ¹ áåçïåðñïåêòèâíèì ÷åðåç
åêñïîíåíòíå 2−L îñëàáëåííÿ ñèãíàëó âiëüíîãî çàãàñàííÿ iíäóêöi¨
çi çáiëüøåííÿì ÷èñëà êâàíòîâèõ áiòiâ L â ìîëåêóëi. Îêðiì òîãî,
çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi êâàáiòiâ â ìîëåêóëi ïðèçâîäèòü äî çãóùåííÿ
ñïåêòðàëüíèõ ëiíié, ùî ñóòò¹âî óòðóäíþ¹ ðîçäiëüíó äiþ ðàäiî÷à-
ñòîòíèõ iìïóëüñiâ íà îêðåìi ñïiíè.

Öåé ðîçäië â çíà÷íié ìiði  ðóíòó¹òüñÿ íà ìàòåðiàëi ðîáîòè [15].
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Êâàíòîâèé ïðîöåñîð íà iîíàõ ó ïàñòöi

Ïàóëÿ

Êâàíòîâi áiòè â òàêîìó ïðîöåñîði ðåàëiçóþòüñÿ íà äâîõ êâàçiñòà-
áiëüíèõ åëåêòðîííèõ ðiâíÿõ ïîçèòèâíî çàðÿäæåíèõ iîíiâ, ïîìiùå-
íèõ ó ëiíiéíó ïàñòêó Ïàóëÿ i îõîëîäæåíèõ äî äóæå íèçüêèõ òåì-
ïåðàòóð, êîëè âiäñóòíi âiäíîñíi ðóõè iîíiâ. Êîæåí êâàáiò ïîâ'ÿçà-
íèé ç îêðåìèì iîíîì, ïîëîæåííÿ ÿêîãî â ïðîñòîði âiäîìå. Êâàí-
òîâi âåíòèëi ôîðìóþòüñÿ iìïóëüñàìè ëàçåðíîãî âèïðîìiíþâàííÿ
ïåâíî¨ ÷àñòîòè, ñêåðîâàíèìè íà êîíêðåòíi êâàáiòè, òà êîëèâíèìè
ðóõàìè iîíiâ. Îõîëîäæåííÿ ëàíöþæêà iîíiâ ïðîâîäÿòü íà îñíî-
âi ìåòîäiâ, ñòâîðåíèõ äëÿ íåéòðàëüíèõ àòîìiâ (äèâ., íàïð. ïðàöi
[47, 48, 49, 50]).

8.1 Ïàñòêà Ïàóëÿ. Ôîðìóâàííÿ iîííîãî ëàíöþæêà

Íà ðèñóíêàõ 8.1 i 8.2 ïîäàíî ñõåìàòè÷íi çîáðàæåííÿ ëiíiéíî¨ ïàñò-
êè Ïàóëÿ i ïðèêëàäåíèõ â íié íàïðóã. Íà îñi z ïàñòêè ðîçòàøî-
âóþòü ïîçèòèâíî çàðÿäæåíi iîíè, íà êiëüöÿ ïîäàþòü ïîçèòèâíèé
çàðÿä íàïðóãè U0, ÿêèé óòðèìó¹ iîíè âiä ðîçáiãàííÿ âçäîâæ îñi z
ïiä âïëèâîì êóëîíiâñüêîãî âiäøòîâõóâàííÿ. Âiääàëü ìiæ êiëüöÿ-
ìè ∼ 10mm, ðàäióñè åëåêòðîäiâ R′ ≈ R0 ≈ 1mm.

Ç åëåêòðîñòàòèêè âiäîìî, ùî íåìîæëèâî ñòâîðèòè ñòàòè÷íèé
åëåêòðè÷íèé ïîòåíöiàë, â ÿêîìó çàðÿäæåíà ÷àñòèíêà ïåðåáóâàëà
á ó ìåõàíi÷íié ðiâíîâàçi (òåîðåìà Iðíøîó). Ó ïàñòöi Ïàóëÿ åôåê-
òèâíà ðiâíîâàãà ôîðìó¹òüñÿ ïî¹äíàííÿì ñòàòè÷íèõ i äèíàìi÷íèõ
åëåêòðè÷íèõ ïîëiâ.

Â îêîëi öåíòðó ïàñòêè (x=0, y=0, z=0) ñòàòè÷íèé (�çîâíiøíié

151
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Ðèñ. 8.1: Îäíà iç ñõåì ëiíiéíî¨ ïàñòêè Ïàóëÿ [35]

êâàäðóïîëüíèé�) ïîòåíöiàë, ñòâîðåíèé êiëüöÿìè, ìîæíà çàïèñàòè:

Φs =
kU0

z2
0

[
z2 − x2 + y2

2

]
=
M

2Q
Ω2
z

[
z2 − x2 + y2

2

]
,

äå k ≈ 1 � ãåîìåòðè÷íèé ôàêòîð, z0 � âiääàëü âiä öåíòðó ïàñ-
òêè äî ïëîùèíè êiëüöÿ, M � ìàñà iîíà, Q � çàðÿä iîíà, Ω2

z ≡
(2kQU0)/(z2

0M) � ÷àñòîòà êîëèâàíü iîíà â íàïðÿìi z ó ñòàòè÷íî-
ìó ïîòåíöiàëi Φs. Çìiííà íàïðóãà V0 cos ΩT t + Ur, ïðèêëàäåíà äî
öèëiíäðè÷íèõ åëåêòðîäiâ, ñòâîðþ¹ ó öåíòði ïàñòêè (�âíóòðiøíié
êâàäðóïîëüíèé�) ïîòåíöiàë:

Φr =
1

2
(V0 cos ΩT t+ Ur)

x2 − y2

R2
0

.

Ðiâíÿííÿ ðóõó iîíà â ñóìàðíîìó ïîòåíöiàëi Φ=Φs+Φr ìàþòü òà-
êèé âèãëÿä

M
d2x

dt2
= −Q∂Φ

∂x
, =⇒ d2z

dt2
+ Ω2

zz = 0,

d2x

dτ2
+ [ax + 2dx cos(2τ)]x=0,

d2y

dτ2
+ [ay + 2dy cos(2τ)] y=0, (8.1)

äå ïîçíà÷åíî:

τ ≡ ΩT t/2, dx = −dy =
2QV0

MΩ2
TR

2
0

,

ax ≡ −
4Q

MΩ2
T

(
kU0

z2
0

− Ur
R2

0

)
, ay ≡ −

4Q

MΩ2
T

(
kU0

z2
0

+
Ur
R2

0

)
.
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R’

R0
x

y

ΩV cos      t + U0 T r

Ðèñ. 8.2: Ñõåìà ïðèêëàäàííÿ âèñîêî÷àñòîòíî¨ íàïðóãè â ïàñòöi Ïàóëÿ

Iç ðiâíÿíü (8.1) âèäíî, ùî âçäîâæ îñi z iîí âèêîíó¹ ãàðìîíi÷íèé
ðóõ iç ÷àñòîòîþ Ωz. Ó íàïðÿìàõ x i y éîãî ðóõ îïèñóþòü ðiâíÿí-
íÿìè Ìàòü¹, ÿêi ¹ ðiâíÿííÿìè íà âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi çíà-
÷åííÿ i ìàþòü äîñèòü áàãàòèé íàáið ðîçâ'ÿçêiâ ó ðiçíèõ îáëàñòÿõ
ñòiéêîñòi. Äëÿ ïàñòêè Ïàóëÿ ìiæ ïàðàìåòðàìè ðiâíÿíü iñíóþòü
ñïiââiäíîøåííÿ |ax(y)| < d2

x(y)/2 � 1, òîìó ìîæíà îòðèìàòè íà-

áëèæåíi ðîçâ'ÿçêè ç òî÷íiñòþ äî d2
x(y):

x(t) = Ax

[
cos Ωxt

(
1 +

dx
4

cos ΩT t+
d2
x

32
cos 2ΩT t+ . . .

)
−dx

4
sin Ωxt

(
sin ΩT t+

dx
16

sin 2ΩT t+ . . .

)]
,

y(t) = Ay

[
cos Ωyt

(
1 +

dy
4

cos ΩT t+
d2
y

32
cos 2ΩT t+ . . .

)

−dy
4

sin Ωyt

(
sin ΩT t+

dy
16

sin 2ΩT t+ . . .

)]
,

Ωx(y) =

√
ax(y) +

d2
x(y)

2

ΩT

2
. (8.2)
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Îñêiëüêè Ωx(y) � ΩT , òî ç (8.2) âèïëèâà¹, ùî iîí ó ïëîùèíi x−y
âèêîíó¹ âiäíîñíî ïîâiëüíi, áëèçüêi äî ãàðìîíi÷íèõ, êîëèâàííÿ ç
÷àñòîòàìè Ωx,Ωy, íà ÿêi íàêëàäàþòüñÿ âèñîêî÷àñòîòíi ΩT îñöè-
ëÿöi¨ ìàëî¨ àìïëiòóäè. Âiäìiííiñòü ó ÷èñëîâèõ çíà÷åííÿ ÷àñòîò
Ωx,Ωy çóìîâëåíà ñòàëîþ íàïðóãîþ Ur. Àìïëiòóäè Ax, Ay ïîïåðå-
÷íèõ êîëèâàíü ¹ çíà÷íî ìåíøèìè çà àìïëiòóäè ïîçäîâæíiõ, òîìó
ïîïåðå÷íèìè êîëèâàííÿìè çàçâè÷àé íåõòóþòü ïðè îïèñi ìåõàíi÷-
íèõ ðóõiâ iîíiâ ó ïàñòöi Ïàóëÿ.

Iç âðàõóâàííÿì ìiæ÷àñòèíêîâîãî êóëîíiâñüêîãî âiäøòîâõóâàí-
íÿ ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ iîíiâ ó ïàñòöi Ïàóëÿ òàêà [33]:

V =
MΩ2

z

2

 L∑
i=1

z2
i (t) +

L∑
i 6=j

ζ3

|zi(t)− zj(t)|

 , ζ3 ≡ Z2e2

MΩ2
z

.

Êîîðäèíàòè òî÷îê ðiâíîâàãè iîíiâ ui

zi(t) = z
(0)
i + qi(t), ui ≡ z(0)

i /ζ, i = 1, . . . , L

ìîæíà çíàéòè ÷èñåëüíî ç óìîâè:[
∂V

∂zi

]
q=0

= 0,=⇒ ui −
i−1∑
j=1

1

(ui − uj)2
+

L∑
j=i+1

1

(ui − uj)2
= 0.

Âîíè çàëåæàòü âiä âiääàëi z äî öåíòðó ïàñòêè, â êîíòèíóàëüíîìó
íàáëèæåííi öÿ çàëåæíiñòü òàêà:

s(z) = s0

(
1− z2

`20

)−1

,

äå `0 ïiâäîâæèíà iîííîãî ëàíöþæêà, s0 � âiääàëü ìiæ iîíàìè â
öåíòði ïàñòêè, ÿêà ¹ ìiíiìàëüíîþ, ó ïðàöi [15] äëÿ íå¨ íàâåäåíî
òàêi îöiíêè:

s0(L) ≈ 2.018ζL−0.559, s0(L) ≈ 2.29ζL−0.596.

Öi âiääàëi ìiæ iîíàìè ñêëàäàþòü âåëè÷èíè ïîðÿäêó êiëüêîõ µm, à
àìïëiòóäè êîëèâàíü iîíiâ � ïîðÿäêó 10nm. Òàêi âiääàëi ìiæ iîíà-
ìè äàþòü âiëüíèé äîñòóï ëàçåðíîãî ïðîìåíÿ äî êîæíîãî iîíà i çà-
áåçïå÷óþòü âiäñóòíiñòü ïåðåêðèòòÿ åëåêòðîííèõ õâèëüîâèõ ôóí-
êöié ñóñiäíiõ iîíiâ, ùî óíåìîæëèâëþ¹ îáìiííi âçà¹ìîäi¨. Îäíàê
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äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü L âiääàëü ìiæ iîíàìè ìîæå äóæå çìåíøèòè-
ñÿ, ùî ñòàíå ïåðåøêîäîþ äëÿ ëàçåðíîãî êåðóâàííÿ åëåêòðîííèìè
ñòàíàìè iîíiâ. Iîííèé êðèñòàë ó ïàñòöi Ïàóëÿ ¹ ñòiéêèì äëÿ íåâå-
ëèêèõ L, çîêðåìà, âäàëîñÿ åêñïåðèìåíòàëüíî çáóäóâàòè êðèñòàë ç
L = 33 iîíiâ 199Hg+ [15]. Âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ äîâãèõ ëàíöþæêiâ
L = 103 ÷ 104 íåîáõiäíîþ óìîâîþ ñòiéêîñòi ¹ òàêå ñïiââiäíîøåííÿ
÷àñòîò, ùîá Ωr/Ωz > 0.73L0.86 [15].

Ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà êîëèâíèõ ðóõiâ iîíiâ ìà¹ âèãëÿä [33]:

L =
M

2

L∑
i=1

q̇2
i −

MΩ2
z

2

L∑
i,j=1

Aijqiqj ,

äå ïîçíà÷åíî[
∂2V

∂zi∂zj

]
q=0

=MΩ2
zAij , Aij=

{
1+2

∑L
l=1 |ui − ul|−3, i = j,

−2|ui − uj |−3, i 6= j.

Ìàòðèöÿ A äiéñíà, ñèìåòðè÷íà, íåâiä'¹ìíà i ¨¨ âëàñíi çíà÷åííÿ
ìàþòü áóòè íåâiä'¹ìíi. Âëàñíi âåêòîðè âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíÿííÿì:

Ab(k) = λkb
(k)

i çàäîâîëüíÿþòü óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi òà ïîâíîòè:

L∑
k=1

b
(k)
i b

(k)
j = δij ,

L∑
j=1

b
(k1)
j b

(k2)
j = δk1k2 .

Äâîì íàéíèæ÷èì âëàñíèì çíà÷åííÿì âiäïîâiäàþòü âåêòîðè [33]

λ1 = 1, b(1)={1, 1, . . . , 1}/
√
L,

λ2 = 3, b(2)={u1, u2, . . . , uL}/
(
ΣL
i=1u

2
i

)1/2
.

Î÷åâèäíî, ùî âñi êîìïîíåíòè âëàñíèõ âåêòîðiâ k 6= 1 çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó

∑L
i=1 b

(k)
i = 0.

Ââåäåìî íîðìàëüíi êîîðäèíàòè (ìîäè)

Qk(t) =

L∑
i=1

b
(k)
i qi(t).
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Ìîäó Q1 íàçèâàþòü ìîäîþ öåíòðà ìàñ, à ìîäó Q2 � äèõàþ÷îþ
ìîäîþ (breathing). Ëàãðàíæiàí êîëèâíèõ ðóõiâ iîíiâ ìîæíà âèðà-
çèòè ÷åðåç íîðìàëüíi ìîäè

L =
M

2

L∑
k=1

[
Q̇2
k − Ω2

kQ
2
k

]
, Ω2

k ≡ λkΩ2
z.

Ç íüîãî çáóäó¹ìî ãàìiëüòîíiàí ó òåðìiíàõ êàíîíi÷íî ñïðÿæåíèõ
íîðìàëüíèõ êîîðäèíàò Qk òà iìïóëüñiâ Pk = MQ̇k:

H =
1

2M

L∑
k=1

P 2
k +

M

2

L∑
k=1

Ω2
kQ

2
k.

Çàìiíèâøè â íüîìó êàíîíi÷íi çìiííi îïåðàòîðàìè çà ïðàâèëàìè

Qk→Qk=i

√
~

2MΩk

(
ak−a+

k

)
, Pk→Pk=

√
M~Ωk

2

(
ak+a+

k

)
,

ç òàêèìè êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè [Qk1 ,Pk2 ] =i~δk1k2 òà[
ak1 ,a

+
k2

]
=δk1k2 , îòðèìó¹ìî êâàíòîâî-ìåõàíi÷íèé ãàìiëüòîíiàí ðó-

õó iîíiâ ó ïàñòöi Ïàóëÿ:

H =
L∑
k=1

~Ωk

(
a+
k ak + 1/2

)
,

äå a+
k (ak) � îïåðàòîðè íàðîäæåííÿ (çíèùåííÿ) ôîíîíà â ñòàíi

k. ßê i òðåáà áóëî î÷iêóâàòè, öå äîáðå âiäîìèé ãàìiëüòîíiàí ãàð-
ìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà. Â êàðòèíi Ãàéçåíáåðãà îïåðàòîðè çìiùåíü
iîíiâ ó íîâèõ çìiííèõ òàê çàëåæàòü âiä ÷àñó:

qj(t) = eiHt/~qje
−iHt/~ =

L∑
k=1

b
(k)
j Qk(t)

= i

√
~

2M

L∑
k=1

b
(k)
j√
Ωk

(
ake
−iΩkt − a+

k e
iΩkt
)
.

Çîêðåìà äëÿ ìîäè öåíòðà ìàñ îñòàííié âèðàç ñïðîùó¹òüñÿ:

qj(t) = i

√
~

2MLΩz

(
ae−iΩzt − a+eiΩzt

)
, (8.3)
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äå ïîçíà÷åíî a+ ≡ a+
1 , a ≡ a1, à Ω1 = Ωz. Âií ïîòðiáíèé äëÿ îïèñó

âçà¹ìîäi¨ ëàçåðíîãî ïðîìåíÿ ç êîëèâíèìè ìîäàìè ïðè ïîáóäîâi
äâîêâàáiòîâèõ êâàíòîâèõ âåíòèëiâ.

8.2 Êâàíòîâi áiòè. Êâàíòîâi âåíòèëi

Ôîðìóâàííÿ êâàíòîâèõ áiòiâ i ÊËÅ ðîçãëÿíåìî íà ïðèêëàäi iî-
íà êàëüöiþ 40Ca+, ÿêèé âèêîðèñòîâóâàëè â åêñïåðèìåíòàõ ç öi¹þ
ìåòîþ [35]. Çà êâàíòîâèé áiò âèáèðàëè ñòàíè 42S1/2 ↔ |0〉 (ñòà-
öiîíàðíèé ñòàí) òà 32D5/2 ↔ |1〉, iíøi ðiâíi, ïîêàçàíi íà ðèñ. 8.3,
âèêîðèñòîâóâàëè ÿê äîïîìiæíi. Äëÿ îïåðóâàííÿ çi ñòàíàìè öüîãî
iîíà çàñòîñîâóâàëè ëàçåðè ç äîâæèíàìè õâèëü 729nm � äëÿ ïåðå-
õîäiâ S1/2 ↔ D5/2, 397 nm � äëÿ ïåðåõîäiâ S1/2 ↔ P1/2 i 866 nm �
äëÿ ïåðåõîäiâ P1/2 ↔ D3/2. Ïåðåõiä S1/2 ↔ D5/2 ìà¹ êâàäðóïîëü-
íèé õàðàêòåð, òîìó ñòàí 32D5/2 ¹ äîñèòü äîâãîâi÷íèì ∼ 1.14 sec
(êâàçiñòàöiîíàðíèì).

Ïåðåä òèì, ÿê ðîçãëÿäàòè êåðóâàííÿ ñòàíàìè ïåâíîãî iîíà êî-
ðîòêî îçíàéîìèìîñÿ iç îïèñîì ïåðåõîäiâ åëåêòðîíà ìiæ äâîìà ðiâ-
íÿìè ïiä äi¹þ ëàçåðíîãî ïðîìåíÿ. Äëÿ öüîãî äîñèòü îáìåæèòèñÿ
íàáëèæåííÿì, ó ÿêîìó ðóõ iîíiâ òà åëåêòðîíiâ îïèñó¹òüñÿ êâàíòî-
âî-ìåõàíi÷íî, à åëåêòðîìàãíiòíå âèïðîìiíþâàííÿ ëàçåðiâ � êëà-
ñè÷íî. Òîäi åâîëþöiÿ ñòàíó åëåêòðîíà â iîíi âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿí-
íÿì Øðåäiíãåðà:

i~
d

dt
|ψ(t)〉 =

(
H(0) + H(1)(t)

)
|ψ(t)〉, (8.4)

äåH(0) � ãàìiëüòîíiàí åëåêòðîíà â iîíi áåç âçà¹ìîäi¨ iç ïîëåì ëàçå-
ðà, H(1)(t) � äîäàíîê, ùî çàäà¹ âçà¹ìîäiþ åëåêòðîíà iç çàëåæíèì
âiä ÷àñó åëåêòðîìàãíiòíèì ïîëåì. Áóäåìî ââàæàòè öþ âçà¹ìîäiþ
ñëàáêîþ íàñòiëüêè, ùî âîíà íå ðóéíó¹ ñòàíiâ åëåêòðîíà, âèçíà÷å-
íèõ ãàìiëüòîíiàíîì H(0), à òiëüêè ïðèçâîäèòü äî ïåðåõîäiâ ìiæ
íèìè. Öå äà¹ çìîãó ðîçêëàñòè âåêòîð çáóðåíîãî ñòàíó çà âåêòîðà-
ìè íåçáóðåíîãî:

|ψ(t)〉 =
∑
n

an(t)|ψ(0)
n (t)〉, i~

d

dt
|ψ(0)
n (t)〉 = H(0)|ψ(0)

n (t)〉,

|ψ(0)
n (t)〉 = e−iEnt/~|ϕn〉
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Ðèñ. 8.3: Ñõåìà åëåêòðîííèõ ðiâíiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ôîðìóâà-
ííÿ êâàáiòà íà iîíi 40Ca+ (âçÿòî ç [33])

i îòðèìàòè ðiâíÿííÿ (8.4) ó âèãëÿäi:

i~
d

dt
am(t)=

∑
n

H(1)
mn(t)an(t), H(1)

mn(t)≡〈ψ(0)
m (t)|H(1)(t)|ψ(0)

n (t)〉.

Äëÿ ïåðåõîäiâ ìiæ äâîìà ðiâíÿìè, çà óìîâè H
(1)
11 (t)=H

(1)
22 (t)=0, öå

ðiâíÿííÿ ìà¹ òàêó ìàòðè÷íó ôîðìó:

i~
d

dt

[
a1(t)
a2(t)

]
=

[
0 H

(1)
12 (t)

H
(1)
21 (t) 0

][
a1(t)
a2(t)

]
. (8.5)

Íåõàé íà iîí, ðîçòàøîâàíèé ó ïàñòöi Ïàóëÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíî äî
îñi z ïàäà¹ ïðîìiíü ëàçåðà, òîäi îïåðàòîð âçà¹ìîäi¨ åëåêòðîíà ç
ïîëåì òàêèé:

H(1)(t) = −~p · ~E cosωt,
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äå ~p � îïåðàòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòó, à ~E � íàïðóæåíiñòü åëåê-
òðè÷íîãî ïîëÿ â òî÷öi çíàõîäæåííÿ åëåêòðîíà. Ðiâíÿííÿ (8.5) â
öüîìó âèïàäêó áóäå òàêèì:

i~
d

dt

[
a1(t)
a2(t)

]
=

1

2

[
0 F
F ∗ 0

] [
a1(t)
a2(t)

]
,

F ≡
(
e−i(ω0−ω)t+e−i(ω0+ω)t

)
(px−ipy),

äå ω0 ≡ (E2 − E1)/~ � ÷àñòîòà âèïðîìiíþâàííÿ ïðè ïåðåõîäi iç
ñòàíó 2 â ñòàí 1, px − ipy ≡ −〈ϕ1|~p · ~E|ϕ2〉 � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ
äèïîëüíîãî ìîìåíòó ïîìíîæåíîãî íà íàïðóæåíiñòü åëåêòðè÷íîãî
ïîëÿ õâèëi.

ßêùî â ìîìåíò ÷àñó t = 0 åëåêòðîí ïåðåáóâàâ ó ñòàíi 1, òîáòî,
a1(0) = 1, a2(0) = 0, òî ïiä äi¹þ êîðîòêîãî iìïóëüñó òðèâàëiñòþ τ
åëåêòðîí ïåðåéäå ó ñòàí:

a1(t) = 1, a2(t) = −ipx + ipy
~

∫ τ

0
eiω0t cosωtdt

= −px + ipy
2~

[
ei(ω0+ω)τ − 1

ω0 + ω
+
ei(ω0−ω)τ − 1

ω0 − ω

]
.

Îòæå, ãîëîâíèé âêëàä â àìïëiòóäó äà¹ äîäàíîê ç ω0−ω, ÿêèé íà-
áóâà¹ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ, êîëè ÷àñòîòà ëàçåðíîãî ïðîìåíÿ
çáiãà¹òüñÿ ç ÷àñòîòîþ ïåðåõîäó, à äîäàíêîì ç ω0+ω ìîæíà çíåõòó-
âàòè. Â öüîìó íàáëèæåííi (íàáëèæåííi õâèëi, ùî îáåðòà¹òüñÿ)
ç ïîçíà÷åííÿìè px − ipy ≡ 〈p〉eiφ, ω̃0 ≡ 〈p〉/~, δ ≡ ω − ω0 ðiâíÿííÿ
(8.5) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi:

i
d

dt
|χ〉 =

ω̃0

2

[
0 eiδt+iφ

e−iδt−iφ 0

]
|χ〉. (8.6)

Óíiòàðíèì ïåðåòâîðåííÿì |χ〉 = VR(t)|χr〉 = eiδtσ
z/2|χr〉 ðiâíÿííÿ

(8.6) çâåäåìî äî ôîðìè:

i
d

dt
|χr〉 =

(
δ

2
σz +

ω̃0

2
σφ
)
|χr〉, σφ ≡

[
0 eiφ

e−iφ 0

]
çâiäêè ëåãêî îòðèìà¹ìî îïåðàòîð åâîëþöi¨:

Vr(t)=e
−i(δσz+ω̃0σφ)t/2=e−iΩt~n~σ/2=I cos

Ωt

2
− i~n~σ sin

Ωt

2
,
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äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ:

Ω ≡
√
δ2 + ω̃2

0, ~n~σ ≡
(
δσz + ω̃0σ

φ
)
/Ω.

Åâîëþöiþ âåêòîðà ñòàíó |χ(t)〉 = V(t)|χ(0)〉 îïèñó¹ òàêèé óíiòàð-
íèé îïåðàòîð:

V(t) = VR(t)Vr(t) = eiδtσ
z/2e−iΩt~n~σ/2,

ó âèïàäêó ðåçîíàíñó δ = 0 âií ñïðîùó¹òüñÿ äî âèðàçó:

V(ϕ, φ) =

[
cos ϕ2 −ieiφ sin ϕ

2
−ie−iφ sin ϕ

2 cos ϕ2

]
, (8.7)

äå ϕ ≡ ω̃0t. Ç öüîãî âèðàçó âèäíî, ùî iç ïåðiîäîì 2π/ω̃0 åëåêòðîí
ïîâåðòà¹òüñÿ ó ïî÷àòêîâèé ñòàí (ç òî÷íiñòþ äî çíàêó âåêòîðà ñòà-
íó), òàêi îñöèëÿöi¨ äâîñòàíîâî¨ ñèñòåìè ïiä äi¹þ ãàðìîíi÷íî¨ åëå-
êòðîìàãíiòíî¨ õâèëi, ÿê i ó âèïàäêó ÿäåðíîãî ìàãíiòíîãî ðåçîíàí-
ñó, íàçèâàþòüñÿ îñöèëÿöiÿìè Ðàái, à ÷àñòîòà ω̃0 � ÷àñòîòîþ Ðàái.

Îïåðàòîð (8.7) ïðè ϕ = π i φ = 0 ç òî÷íiñòþ äî ôàçîâîãî ìíî-
æíèêà ôîðìó¹ êâàíòîâèé âåíòèëü NOT. Çàãàëîì öåé îïåðàòîð
äà¹ çìîãó ðåàëiçóâàòè âñi îäíîêâàáiòîâi êâàíòîâi âåíòèëi (îïåðà-
öi¨ V-òèïó [34]) íà iîíi çà íîìåðîì j äi¹þ ëàçåðíîãî iìïóëüñó:

Vj(ϕ, π) = Xj(ϕ), Vj(ϕ, π/2) = Yj(ϕ),

Z(ϕ) = Y(π/2)X(ϕ)Y(−π/2).

Äëÿ ôîðìóâàííÿ äâîêâàáiòîâèõ âåíòèëiâ íåîáõiäíî âêëþ÷èòè
äåÿêó âçà¹ìîäiþ ìiæ êâàáiòàìè. �¨ ìîæå çàáåçïå÷èòè êîëåêòèâíå
çáóäæåííÿ ìîäè öåíòðà ìàñ [34], êîëè âñi iîíè ïåðåõîäÿòü ó êîëèâ-
íèé ñòàí. Öüîãî ìîæíà äîñÿãòè, ÿêùî ñêåðóâàòè ïðîìiíü ëàçåðà
íå ïåðïåíäèêóëÿðíî äî îñi z, à òàê, ùîáè âií ìàâ ñêëàäîâó õâè-
ëüîâîãî âåêòîðà κz. Òîäi ïðè âçà¹ìîäi¨ iîí, íà ÿêèé ïàäà¹ òàêèé
ïðîìiíü, îòðèìà¹ âçäîâæ îñi z äåÿêèé ìåõàíi÷íèé iìïóëüñ, ùî i
ïðèçâåäå äî çáóäæåííÿ êîëåêòèâíî¨ ìîäè. Ãàìiëüòîíiàí âçà¹ìîäi¨
ïðîìåíÿ ç åëåêòðîíîì ìàòèìå çàëåæíiñòü âiä êîîðäèíàòè z:

H(1)(t) = −~p · ~E cos(ωt+ κzzj(t)) =

−~p · ~E cos(ωt+ κzz
(0)
j + κzqj(t)).
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Òîäi ðiâíÿííÿ (8.5), ç óðàõóâàííÿì òiëüêè ðåçîíàíñíèõ δ = ω−ω0,
äîäàíêiâ íàáåðå âèãëÿäó:

i~
d

dt

[
a1(t)
a2(t)

]
=
〈p〉
2

[
0 ei(δt+φ+κzz

(0)
j +κzqj(t))

e−i(δt+φ+κzz
(0)
j +κzqj(t)) 0

][
a1(t)
a2(t)

]
, (8.8)

òóò ìîæíà ïîêëàñòè z
(0)
j = 0, îñêiëüêè ïðîìiíü äi¹ íà îêðåìèé

iîí, i öåé äîäàíîê íå âíîñèòü âiäíîñíî¨ ôàçè ìiæ ðiçíèìè iîíà-
ìè. Îñêiëüêè çìiùåííÿ qj(t) äóæå ìàëi, òî åêñïîíåíòè ó (8.8) ìî-
æíà ðîçêëàñòè çà äîäàíêîì κzqj(t) ç òî÷íiñòþ äî ëiíiéíîãî ÷ëåíà.
Ïiñëÿ çàìiíè çìiùåííÿ íà îïåðàòîð çìiùåííÿ (8.3) ðiâíÿííÿ (8.8)
ïåðåéäå ó òàêå:

i
d

dt
|xj , ξ〉 =

{
ω̃0

2

(
S+
j e

iδt+iφ + S−j e
−iδt−iφ

)
− ω̃
′
0

2

[
S+
j e

iδt+iφ
(
ae−iΩzt − a+eiΩzt

)
+S−j e

−iδt−iφ (a+eiΩzt − ae−iΩzt
)]}
|xj , ξ〉, (8.9)

äå ïîçíà÷åíî ω̃0 ≡ 〈p〉/~, ω̃′0 ≡ ηω̃0/
√
L, à η ≡ κz

√
~/(2MΩz) �

ïàðàìåòð Ëåìáà-Äiêå äëÿ iîíiâ ó ïàñòöi Ïàóëÿ i ëàçåðíèõ ïðîìåíiâ
ç äîâæèíàìè õâèëü λ ≈ 500 nm ñêëàäà¹ âåëè÷èíó áëèçüêó äî
η ≈ 0.1 [15], òîìó ω̃′0 < ω̃0. Îïåðàòîðè

S+ ≡ |0〉〈1| =
[
0 1
0 0

]
, S− ≡ |1〉〈0| =

[
0 0
1 0

]
îïèñóþòü ïåðåõîäè ìiæ ñòàíàìè |0〉 i |1〉. Ðiâíÿííÿ (8.9) îïèñó¹ åâî-
ëþöiþ âåêòîðà ñòàíó |xj , ξ〉 åëåêòðîíà íà iîíi j (çìiííà xj) ðàçîì
iç êîëèâíîþ ìîäîþ Q1 (çìiííà ξ). �õíþ âçà¹ìîäiþ îïèñó¹ äîäàíîê
ó êâàäðàòíèõ äóæêàõ iç ìíîæíèêîì ω̃′0. Äëÿ çáóäæåííÿ ôîíîíà
íåîáõiäíå âèêîíàííÿ óìîâè ðåçîíàíñó δ = Ωz ÷è δ = −Ωz (çàëå-
æíî âiä çíàêó δ), ïîêëàäåìî äëÿ âèçíà÷åíîñòi δ = −Ωz. Ó ðiâíÿííi
(8.9) çáåðåæóòüñÿ òiëüêè äîäàíêè, äå â åêñïîíåíòi δ + Ωz = 0, à
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iíøi äîäàíêè áóäóòü äàâàòè äóæå ìàëi âêëàäè:

i
d

dt
|xj , ξ〉 =

ω̃′0
2

[
e+iφS+

j a+ + e−iφS−j a
]
|xj , ξ〉. (8.10)

Öå ðiâíÿííÿ îïèñó¹ ïåðåõîäè ìiæ ñòàíàìè |0, 1〉 i |1, 0〉, à òîìó
ðîçâ'ÿçîê áóäåìî øóêàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

|x, ξ〉 = c(t)|0, 1〉+ d(t)|1, 0〉.

Ïiäñòàâèâøè öåé âèðàç ó (8.10), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ êîåôi-
öi¹íòiâ:

i
d

dt

[
c
d

]
=
ω̃′0
2

[
0 eiφ

e−iφ 0

] [
c
d

]
,

ÿêå ëåãêî ðîçâ'ÿçàòè:[
c(t)
d(t)

]
=

[
cos

ω̃′0t
2 −ieiφ sin

ω̃′0t
2

−ie−iφ sin
ω̃′0t
2 cos

ω̃′0t
2

] [
c(0)
d(0)

]
i îòðèìàòè óíiòàðíèé îïåðàòîð

U(θ, φ) =

[
cos θ2 −ieiφ sin θ

2

−ie−iφ sin θ
2 cos θ2

]
ç ïàðàìåòðîì θ ≡ ω̃′0t. Ó ïðàöi [34] òàêi îïåðàöi¨ íàçèâàþòü îïå-
ðàöiÿìè U-òèïó. Ââiâøè äîïîìiæíèé ðiâåíü, ìîæíà ðåàëiçóâàòè
îïåðàòîð U

(aux)
j (θ, φ), ÿêèé äi¹ íà ñòàíè |0j , 1〉 i |auxj , 0〉, òîáòî âií

äi¹ òiëüêè íà ñòàí |0j , 1〉 êâàáiòà. Îïåðàòîð CNOTjl, äå j � êîí-
òðîëþþ÷èé êâàáiò, à l � êîíòðîëüîâàíèé, ìîæíà âèêîíàòè òàêîþ
ïîñëiäîâíiñòþ [15, 34]:

CNOTjl=Vl

(π
2
,−π

2

)
Uj(π,π)U

(aux)
l (2π,φ)Uj(π,π)Vl

(π
2
,
π

2

)
,(8.11)

îïåðàòîðiâ

V(π/2, π/2)=
1√
2

[
1 1
−1 1

]
, V(π/2,−π/2)=

1√
2

[
1 −1
1 1

]
,

U(π, π) =

[
0 i
i 0

]
.
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Oñòàííié ç íèõ òàêèì ÷èíîì çìiíþ¹ ñòàíè êâàáiòà j i êîëèâíî¨
ìîäè v: U(π, π)|0〉j |1〉v = i|1〉j |0〉v i U(π, π)|1〉j |0〉v = i|0〉j |1〉v, íà
ñòàíè |0〉j |0〉v i |1〉j |1〉v âií äi¹ ÿê îäèíè÷íèé îïåðàòîð. À îïå-

ðàòîð U
(aux)
l (2π, φ) çìiíþ¹ çíàê òiëüêè ó âåêòîðà ñòàíó |0〉l|1〉v.

Ïîêàæåìî äåòàëüíiøå ïîñëiäîâíiñòü äi¨ îïåðàòîðà (8.11) íà ñòàí
|1〉j |0〉l|0〉v:

|1〉j |0〉l|0〉v
Vl(π/2,π/2)−→ 1√

2
|1〉j(|0〉−|1〉)l|0〉v

Uj(π,π)
−→ i√

2
|0〉j(|0〉−|1〉)l|1〉v

U
(aux)
l (2π,φ)
−→ − i√

2
|0〉j(|0〉+|1〉)l|1〉v

Uj(π,π)
−→ 1√

2
|1〉j(|0〉+|1〉)l|0〉v

Vl(π/2,−π/2)−→ |1〉j |1〉l|0〉v.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîð (8.11) òàê äi¹ íà ñòàíè:

CNOTjl|1〉j |1〉l|0〉v = |1〉j |0〉l|0〉v,
CNOTjl|0〉j |0〉l|0〉v = |0〉j |0〉l|0〉v,
CNOTjl|0〉j |1〉l|0〉v = |0〉j |1〉l|0〉v. (8.12)

Îòæå, îïåðàöié V-òèïó i U-òèïó äîñòàòíüî, ùîá çáóäóâàòè äî-
âiëüíèé óíiòàðíèé îïåðàòîð äëÿ âèêîíàííÿ êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü
íà êâàíòîâîìó ðåãiñòði, çáóäîâàíîìó ç iîíiâ ó ïàñòöi Ïàóëÿ.

8.3 Ç÷èòóâàííÿ ðåçóëüòàòó

ßêùî ïiñëÿ çàêií÷åííÿ îá÷èñëåíü iîí íîìåð j ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi
|0〉j = |42S1/2〉, òî, äiþ÷è íà öåé iîí ëàçåðíèì ïðîìåíåì iç äîâæè-
íîþ õâèëi λ = 397 nm, ìè ïåðåâåäåìî éîãî â ñòàí |42P1/2〉, ç ÿêîãî
âií ìîæå ïîâåðíóòèñÿ â ñòàí |42S1/2〉, âèïðîìiíèâøè ôîòîí äîâ-
æèíîþ õâèëi λ = 397 nm, àáî ïåðåéòè â êâàçiñòàöiîíàðíèé ñòàí
|42D3/2〉. Ïîâåðíóòè éîãî â ñòàí |42P1/2〉 iç ñòàíó |42D3/2〉 ìîæíà,
ÿêùî ïîäiÿòè ëàçåðíèì ïðîìåíåì iç äîâæèíîþ õâèëi λ = 866 nm.
Îñêiëüêè çàôiêñóâàòè äåòåêòîðîì îêðåìèé ôîòîí íåìîæëèâî, òî
íåîáõiäíî äiÿòè íà öåé iîí íà ïðîòÿçi äåÿêîãî ÷àñó, çà ÿêèé áó-
äå âèïðîìiíåíî áàãàòî ôîòîíiâ, ÿêi äåòåêòîð çàôiêñó¹ ç âåëèêîþ
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éìîâiðíiñòþ. ßêùî æ ïiñëÿ çàêií÷åííÿ îá÷èñëåíü iîí ïåðåáóâàâ ó
ñòàíi |1〉j = |42D5/2〉, òî äåòåêòîð íå çàôiêñó¹ æîäíîãî ôîòîíà.

8.4 Ïåðåâàãè i íåäîëiêè

Äî ïåðåâàã êâàíòîâîãî ïðîöåñîðà íà iîíàõ ó ïàñòöi Ïàóëÿ ñëiä
âiäíåñòè äîáðå âiäïðàöüîâàíó òåõíîëîãiþ ñïîâiëüíåííÿ iîíiâ, âiä-
íîñíó ïðîñòîòó ôîðìóâàííÿ êâàíòîâèõ âåíòèëiâ i ç÷èòóâàííÿ ðå-
çóëüòàòiâ îá÷èñëåíü. Íåäîëiêàìè öüîãî êâàíòîâîãî ïðîöåñîðà ¹ íå-
ñòiéêiñòü iîííîãî ëàíöþæêà ïðè âåëèêèõ L, ïðàêòè÷íî íåìîæëèâî
äîñÿãòè L ≈ 103÷104, ñèëüíó äåêîãåðåíöiþ ÷åðåç êóëîíiâñüêó âçà-
¹ìîäiþ ç îòî÷åííÿì, ÿêà òàêîæ ïðèçâîäèòü i äî íàãðiâàííÿ iîííîãî
êðèñòàëó, òåõíi÷íi òðóäíîùi êîìïîíóâàííÿ ïðèñòðîþ êåðóâàííÿ â
ìàëîìó ïðîñòîðîâîìó îá'¹ìi.

Öåé ðîçäië çíà÷íîþ ìiðîþ  ðóíòó¹òüñÿ íà ìàòåðiàëi ïðàöi [15].
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åëåìåíòiâ

Öiêàâèì íàïðÿìîì ïîøóêó ôiçè÷íèõ ñèñòåì, ïðèäàòíèõ äëÿ ñòâî-
ðåííÿ êâàíòîâèõ áiòiâ, ¹ äîñëiäæåííÿ ïðèñòðî¨â íà îñíîâi íàäïðî-
âiäíèêîâèõ åëåìåíòiâ (äèâ., íàïð. ïðàöi [39, 41]). Íàäïðîâiäíiñòü ¹
íàñëiäêîì ïåðåõîäó ìàêðîñêîïi÷íî¨ êiëüêîñòi åëåêòðîíiâ ó êâàíòî-
âèé êîãåðåíòíèé ñòàí, ÿêèé ìà¹ ìàêðîñêîïi÷íi ïðîÿâè i äà¹ çìîãó
ïîáóäóâàòè ïðèñòðî¨, ùî ìîæóòü ôîðìóâàòè ìàêðîñêîïi÷íi êâàí-
òîâi ñòàíè, çîêðåìà, ñòàíè êâàáiòà.

9.1 Äåÿêi âëàñòèâîñòi íàäïðîâiäíèêiâ

Ïîñëiäîâíà òåîðiÿ (íèçüêîòåìïåðàòóðíî¨) íàäïðîâiäíîñòi ìåòàëiâ
i ñïëàâiâ ¹ äîñòàòíüî ñêëàäíîþ (äèâ., íàïð. ïðàöi [36, 37, 38]), àëå
äëÿ êîðåêòíîãî îïèñó òèõ âëàñòèâîñòåé íàäïðîâiäíèêiâ, ÿêi ìîæ-
íà âèêîðèñòàòè äëÿ ïîáóäîâè êâàíòîâîãî ïðîöåñîðà, äîñòàòíüî
îáìåæèòèñÿ ôåíîìåíîëîãi÷íîþ òåîði¹þ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó [36].

Íàäïðîâiäíiñòü ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ó ìåòàëàõ, â ÿêèõ ïðè òåìïå-
ðàòóðàõ íèæ÷èõ âiä êðèòè÷íî¨ Tc âèíèêà¹ ùiëèíà â ñïåêòði åëåê-
òðîíiâ ∆(T ), çàëåæíà âiä òåìïåðàòóðè. Íîñiÿìè íàäïðîâiäíîãî
ñòðóìó ¹ ïàðè åëåêòðîíiâ (êóïåðiâñüêi ïàðè), ùî ìàþòü åíåðãiþ
äóæå áëèçüêó äî åíåðãi¨ Ôåðìi, à iìïóëüñè ¨õ âçà¹ìíî ïðîòèëåæ-
íi ~p i −~p. Òàêi ïàðè óòâîðþþòüñÿ íèæ÷å êðèòè÷íî¨ òåìïåðàòó-
ðè Tc âíàñëiäîê åôåêòèâíîãî ïðèòÿãàííÿ, âèêëèêàíîãî åëåêòðîí-
ôîíîííîþ âçà¹ìîäi¹þ. Õàðàêòåðíèì ðîçìiðîì ïàðè ¹ äîâæèíà

êîãåðåíòíîñòi ξ0 = ~vF /∆(0)π (vF � øâèäêiñòü Ôåðìi, ∆(0) �
ùiëèíà â ñïåêòði åëåêòðîíiâ ïðè íóëüîâié òåìïåðàòóði), íà âiä-

165
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äàëÿõ ìiæ åëåêòðîíàìè áiëüøié âiä ξ0 õâèëüîâà ôóíêöiÿ ïàðè
ïî÷èíà¹ ðîçìèâàòèñÿ. Íàäïðîâiäíèé ñòðóì ìîæå ïðîòiêàòè áåç
ïðèêëàäàííÿ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, ïðè öüîìó êóïåðiâñüêi ïàðè íå
ðîçñiþþòüñÿ i íå ðîçðèâàþòüñÿ (ÿêùî çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå ìåí-
øå âiä êðèòè÷íîãî Hc). Âñi íàäïðîâiäíi åëåêòðîíè íàäïðîâiäíè-
êà óòâîðþþòü ¹äèíó êîãåðåíòíó êâàíòîâó ìàêðîñêîïi÷íó ñèñòåìó,
ÿêó â òåîði¨ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó (ÃË) îïèñóþòü õâèëüîâîþ ôóíêöi-
¹þ ψ(~r, t) =

√
ns(~r, t)/2 exp(iϑ(~r, t)), äå ns(~r, t) � ãóñòèíà íîñi¨â

íàäïðîâiäíîãî ñòðóìó, ϑ(~r, t) � ôàçà õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨. Â òåî-
ði¨ ÃË öþ õâèëüîâó ôóíêöiþ ââàæàþòü ïàðàìåòðîì ïîðÿäêó, à
îñêiëüêè ïåðåõiä ó íàäïðîâiäíèé ñòàí ¹ ôàçîâèì ïåðåõîäîì II ðî-
äó, òî, çãiäíî òåîði¨ Ëàíäàó, âiëüíà åíåðãiÿ ñèñòåìè åëåêòðîíiâ
ïðîâiäíîñòi (íàäïðîâiäíèõ i íîðìàëüíèõ), êîëè ψ(~r, t) ïîâîëi çìi-
íþ¹òüñÿ â ïðîñòîði, ïîâèííà ìàòè âèãëÿä1:

F=Fn+

∫ { ~B2

8π
+

~2

4m

∣∣∣∣(~∇− i2e~c ~A
)
ψ

∣∣∣∣2 +a|ψ|2+
b

2
|ψ|4

}
d~r. (9.1)

Fn � âiëüíà åíåðãiÿ â íîðìàëüíîìó ñòàíi áåç ïîëÿ, ~B i ~A � iíäóê-
öiÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ i âåêòîðíèé ïîòåíöiàë, a=α(T − Tc), b � ôå-
íîìåíîëîãi÷íi ñòàëi, çíà÷åííÿ ÿêèõ ó íàáëèæåííi ÁÊØ òàêi:

α =
6π2Tc

7ζ(3)TF
≈ 7.04

Tc
TF

, b = α
Tc
ne
. (9.2)

Ìiíiìóì âiëüíî¨ åíåðãi¨ ðåàëiçó¹òüñÿ íà ñòàíàõ (õâèëüîâèõ ôóíê-
öiÿõ), äëÿ ÿêèõ âàðiàöiÿ ôóíêöiîíàëó (9.1) çà δψ∗ (÷è δψ)

δF =

∫ {
− ~2

4m

(
~∇− i2e

~c
~A

)2

ψ + aψ + b|ψ|2ψ

}
δψ∗d~r

+
~2

4m

∮ (
~∇ψ − i2e

~c
~Aψ

)
δψ∗d~s (9.3)

äîðiâíþâàòèìå íóëþ δF=0, òîáòî çà óìîâè:

1

4m

(
−i~~∇− 2e

c
~A

)2

ψ + aψ + b|ψ|2ψ = 0. (9.4)

1Íàñïðàâäi â íåíóëüîâîìó ìàãíiòíîìó ïîëi ïåðåõiä ó íàäïðîâiäíèé ñòàí
ñòà¹ ôàçîâèì ïåðåõîäîì I ðîäó, àëå äëÿ ñëàáèõ ïîëiâ öåé ðîçêëàä çàëèøà¹òüñÿ
â ñèëi.
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Ó âèïàäêó ~A=0 õâèëüîâà ôóíêöiÿ íå çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò, òîäi
ç ðiâíÿííÿ (9.4), âðàõóâàâøè (9.2), îòðèìó¹ìî ns=−2ne(T−Tc)/Tc
(ïðè T>Tc, çðîçóìiëî, ns=0).

Ìiíiìiçàöiÿ ôóíêöiîíàëó (9.1) çà ~A ïðèçâîäèòü äî ðiâíÿííÿ:

rot ~B =
4π

c
~js, ~js = −i ~e

2m

(
ψ∗~∇ψ − ψ~∇ψ∗

)
− 2e2

mc
|ψ|2 ~A, (9.5)

äå ~js � ãóñòèíà íàäïðîâiäíîãî ñòðóìó. Ðiâíÿííÿ (9.4), (9.5) óòâî-
ðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ðiâíÿíü Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó. Çà ïåâíèõ óìîâ,
ÿêi ðåàëiçóþòüñÿ, çîêðåìà, ïðè òåìïåðàòóðàõ ïîáëèçó Tc, ðàçîì
iç ðiâíÿííÿìè Ìàêñâåëà âîíè äîñèòü äîêëàäíî îïèñóþòü ìàêðîñ-
êîïi÷íi âëàñòèâîñòi íàäïðîâiäíèêiâ.

Ïðèðiâíþâàííÿ äî íóëÿ äðóãîãî äîäàíêó â (9.3) (iíòåãðàëó ïî
ïîâåðõíi íàäïðîâiäíèêà) ïðèçâîäèòü äî êðàéîâî¨ óìîâè:

~n

(
~∇ψ − i2e

~c
~Aψ

)
= 0, (9.6)

ÿêà ôiçè÷íî ðåàëiçó¹òüñÿ íà ãðàíèöi íàäïðîâiäíèêà ç âàêóóìîì
÷è (ìàñèâíèì) äiåëåêòðèêîì. Öÿ óìîâà íå âèìàãà¹, ùîáè õâèëüîâà
ôóíêöiÿ íà ïîâåðõíi äîðiâíþâàëà íóëþ. Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ìîæå
ïîøèðþâàòèñÿ (â äàíîìó âèïàäêó ó âàêóóì ÷è ìàñèâíèé äiåëåê-
òðèê) íà âåëè÷èíó êîðåëÿöiéíîãî ðàäióñó ôëóêòóàöié ïàðàìåòðà
ïîðÿäêó ξ(T )=~/(2

√
mα(Tc − T )). Òîìó äëÿ ïîâåðõíi êîíòàêòó

íàäïðîâiäíèêà ç ìåòàëàìè (â òîìó ÷èñëi i ç íàäïðîâiäíèêàìè)
óìîâó (9.6) òðåáà çàìiíèòè iíøîþ. Ç ðiâíÿíü (9.5) i (9.6) âèïëèâà¹
òàêîæ óìîâà ~n~js=0.

Ïîäiÿâøè îïåðàòîðîì rot íà îáèäâi ñòîðîíè ðiâíÿííÿ (9.5) iç
âðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåíü div ~B=0 i rot(rot ~B)=~∇(~∇ ~B) −∆ ~B çà
óìîâè ~∇ns=0, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ Ëîíäîíiâ:

∆ ~B = λ−2
L
~B, (9.7)

äå λL=
√
mc2/(4πe2ns)=

√
mc2Tc/(8πe2ne(Tc − T )) � ëîíäîíiâñüêà

ãëèáèíà ïðîíèêíåííÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ â íàäïðîâiäíèê. Ðîçãëÿíå-
ìî ïëàñêèé íàäïðîâiäíèê â îäíîðiäíîìó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó
ïîëi, ñêåðó¹ìî âiñü z óãëèá íàäïðîâiäíèêà, à îñi x, y � ïàðàëåëüíî
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äî ïîâåðõíi. Ïîëå, ùî ïðîíèêà¹ óãëèá íàäïðîâiäíèêà, ìîæå çàëå-
æàòè òiëüêè âiä z. Ç ðiâíÿííÿ div ~B=0 âèïëèâà¹, ùî dBz/dz=0, à ç
ðiâíÿííÿ (9.7) � Bz=0. Òîäi ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (9.7) áóäå âèðàç:

~B(z) = ~B(0)e−z/λL , (9.8)

äå ~B(0) � âåêòîð ïàðàëåëüíèé äî ïîâåðõíi. Âèðàç (9.8) ïîÿñíþ¹
ÿâèùå âèøòîâõóâàííÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ ç íàäïðîâiäíèêà (åôåêò
Ìàéññíåðà). Ãëèáèíà ïðîíèêíåííÿ λL ¹ äóæå ìàëîþ âåëè÷èíîþ,
îäíàê äëÿ íå¨ i äëÿ êîðåëÿöiéíîãî ðàäióñó ôëóêòóàöié ïàðàìåòðà
ïîðÿäêó ïîâèííi âèêîíóâàòèñü óìîâè ξ0 � ξ(T ) i ξ0 � λL, êîëè
çàñòîñîâíà òåîðiÿ ÃË2. Ñòðóì íàäïðîâiäíèõ åëåêòðîíiâ ó òîíêî-
ìó ïðèïîâåðõíåâîìó øàði íàçèâàþòü åêðàíóþ÷èì äiàìàãíiòíèì
ñòðóìîì, îñêiëüêè ãåíåðîâàíå íèì ìàãíiòíå ïîëå ãàñèòü çîâíiøí¹,
ùî âèêëèêà¹ åôåêò âèøòîâõóâàííÿ, ÿêèé ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïðè ìà-
ëèõ ïîëÿõ, ïîëÿ âèùi âiä êðèòè÷íèõ ðóéíóþòü íàäïðîâiäíiñòü i
ïðîíèêàþòü óãëèá ïðîâiäíèêà.

Ç âèðàçó äëÿ ãóñòèíè ñòðóìó (9.5) ìîæíà çíàéòè, ùî ïðè T <
Tc íàäïðîâiäíèé ñòðóì çàëåæèòü âiä òåìïåðàòóðè, ÿê i ãóñòèíà
íàäïðîâiäíèõ åëåêòðîíiâ ns:

~js =
e~
2m

ns

(
~∇ϑ− 2e

~c
~A

)
. (9.9)

Âëàñíå îñòàííié âèðàç ¹ îçíà÷åííÿì âåëè÷èíè ns, ÿêà íå çáiãà-
¹òüñÿ íi ç ãóñòèíîþ êóïåðiâñüêèõ ïàð, íi ç ãóñòèíîþ åëåêòðîíiâ
ïðîâiäíîñòi ne.

Ç ðiâíÿíü (9.5) i (9.8) âèïëèâà¹, ùî (ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíî-
ìó ïîëi) íàäïðîâiäíèé ñòðóì ïðîòiêà¹ òiëüêè â ïðèïîâåðõíåâié
îáëàñòi íàäïðîâiäíèêà òîâùèíîþ ïîðÿäêó λL, à â ãëèáèíi ãóñòè-
íà ñòðóìó äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîäi äëÿ ìàñèâíîãî êiëüöÿ ç îòâîðîì
iíòåãðàë âiä ïðàâî¨ ÷àñòèíè âèðàçó (9.9) âçäîâæ êîíòóðà, ùî ïðî-

2Âèðàç (9.8) îïèñó¹ íàäïðîâiäíèêè I ðîäó (ïiïïàðäîâi) i II ðîäó (ëîíäîíiâ-
ñüêi), òiëüêè â íàäïðîâiäíèêàõ I ðîäó ãëèáèíà ïðîíèêíåííÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ
íà êiëüêà ïîðÿäêiâ áiëüøà, i îïèñó¹òüñÿ iíøèì ðiâíÿííÿì, àëå íàäàëi âîíà äó-
æå ìàëà â ìàêðîñêîïi÷íèõ ìàñøòàáàõ. Äëÿ íàøî¨ ìåòè öÿ ðiçíèöÿ íåñóòò¹âà,
òîìó íå áóäåìî ¨õ ðîçðiçíÿòè.



9.1 Åôåêò Äæîçåôñîíà 169

õîäèòü ó ãëèáèíi êiëüöÿ i îõîïëþ¹ îòâið, äà¹:∮
~∇ϑ d~l = 2πk,

∮
~Ad~l =

∫
rot ~Ad~s =

∫
~B d~s = Φ,

Φ = kΦ0, Φ0 =
π~c
|e|

=
hc

2|e|
≈ 2 · 10−7Ãñ·ñì2.

Òóò k = 0,±1,±2, . . . öiëå ÷èñëî, îñêiëüêè ôàçà õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨
ïðè ïîâíîìó îáõîäi êîíòóðà ìîæå çìiíþâàòèñÿ òiëüêè íà 2πk, öå
ñâiä÷èòü ïðî êâàíòóâàííÿ ìàãíiòíîãî ïîòîêó â îòâîði êiëüöÿ ç
êâàíòîì ìàãíiòíîãî ïîòîêó Φ0. Âiäîìî òàêîæ, ùî ïîâíèé ñòðóì ó
êiëüöi (iíòåãðàë ïî ïîïåðå÷íîìó ïåðåòèíó êiëüöÿ âiä ãóñòèíè ñòðó-
ìó) ãåíåðó¹ ìàãíiòíèé ïîòiê â îòâîði LJ/c = Φ, äå L � êîåôiöi¹íò
ñàìîiíäóêöi¨ êiëüöÿ, ùî ïðèçâîäèòü äî êâàíòóâàííÿ ïîâíîãî íàä-
ïðîâiäíîãî ñòðóìó Js = kcΦ0/L, êâàíò ÿêîãî çàëåæèòü âiä ôîðìè
i ðîçìiðiâ êiëüöÿ.

9.2 Åôåêò Äæîçåôñîíà

ßêùî ó òiëî êiëüöÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî äî îñi âíåñåíî òîíêèé øàð
äiåëåêòðèêà òîâùèíîþ ìåíøîþ çà êîðåëÿöiéíèé ðàäióñ ôëóêòóà-
öié ïàðàìåòðà ïîðÿäêó ξ(T ), òî õâèëüîâi ôóíêöi¨ ç îäíîãî êðàþ
íàäïðîâiäíèêà áóäóòü ïðîíèêàòè ÷åðåç øàð äiåëåêòðèêà â iíøèé
øàð íàäïðîâiäíèêà. Â öüîìó âèïàäêó êðàéîâà óìîâà (9.6) íå ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ, à òîìó, ðîçãëÿäàþ÷è êîíòàêò ÿê îäíîâèìiðíó ñèñòåìó,
ñôîðìóëþ¹ìî íîâi óìîâè [36]:

∂ψ1

∂x
− i2e

~c
Axψ1 =

1

δ
ψ2,

∂ψ2

∂x
− i2e

~c
Axψ2 =

1

δ
ψ1,

äå ψ1 i ψ2 � õâèëüîâi ôóíêöi¨ íàäïðîâiäíèõ åëåêòðîíiâ ç äâîõ ñòî-
ðií äiåëåêòðè÷íîãî øàðó, à 1/δ � ñòàëà, ïðîïîðöiéíà ïðîíèêíîñòi
îñòàííüîãî. Ïiäñòàâèâøè öi óìîâè ó âèðàç (9.5), îòðèìà¹ìî ãóñòè-
íó ñòðóìó ÷åðåç äiåëåêòðè÷íèé øàð:

j = jm sin(ϑ1 − ϑ2) = jm sin(ϕ), jm =
~e

2mδ
ns. (9.10)

�¨ ÷àñòî çàïèñóþòü
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j = j0 sin(ϕ) (9.11)

÷åðåç ãóñòèíó êðèòè÷íîãî ñòðóìó [38]:

j0(T ) =
π∆̃(T )

2eRn
th

∆̃(T )

2kBT
, j0(0) =

π∆(0)

2eRn
, (9.12)

äå Rn � îïið äæîçåôñîíiâñüêîãî ïåðåõîäó äëÿ íîðìàëüíèõ åëåê-
òðîíiâ, à ∆̃(T )≈1.74∆(0)

√
1− T/Tc � ùiëèíà â åíåðãåòè÷íîìó

ñïåêòði åëåêòðîíiâ ïîáëèçó Tc, ∆(0)≈1.764kBTc � ùiëèíà â åíåð-
ãåòè÷íîìó ñïåêòði åëåêòðîíiâ ïðè T = 0.

ßâèùå ïðîòiêàííÿ (òóíåëüíîãî) íàäïðîâiäíîãî ñòðóìó ÷åðåç
òîíêèé äiåëåêòðè÷íèé øàð áåç ïðèêëàäàííÿ çîâíiøíüîãî åëåêòðè-
÷íîãî ïîëÿ òåîðåòè÷íî ïåðåäáà÷èâ Äæîçåôñîí ó 1961 ðîöi, éîãî
íàçèâàþòü ñòàöiîíàðíèì åôåêòîì Äæîçåôñîíà. Ó öüîìó âèïàäêó
iíòåãðóâàííÿ ôàçè âçäîâæ êîíòóðó â ãëèáèíi íàäïðîâiäíèêà, ÿêèé
ïåðåáóâà¹ â çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó ïîëi, äà¹ óìîâó:

ϕ+ 2πk = 2π
Φ

Φ0
÷è Φ = (ϕ/2π + k) Φ0, (9.13)

äå ϕ=θ1−θ2 � ðiçíèöÿ ôàç õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ íà ïåðåõîäi Äæîçåô-
ñîíà.

ßêùî æ çîâíiøí¹ åëåêòðè÷íå ïîëå ñòâîðþ¹ íà äiåëåêòðè÷íîìó
øàði ðiçíèöþ ïîòåíöiàëiâ V = U1−U2, òî âèíèêà¹ íîâå ÿâèùå, ÿêå
íàçèâàþòü íåñòàöiîíàðíèì åôåêòîì Äæîçåôñîíà, êîëè òóíåëüíèé
ñòðóì ñòà¹ çìiííèì çà íàïðÿìîì i çà ÷àñîì. Öå ëåãêî ïîÿñíèòè ç
óìîâ êàëiáðóâàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi, çâ'ÿçîê

ϑ(t) = ϑ(0) +
2e

~

∫ t

0
U(t)dt, (9.14)

íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè ïåðåòâîðåííÿõ:

U → U +
1

c

∂χ

∂t
, ϑ→ ϑ+

2e

~c
χ.

Òîäi âèðàç äëÿ ñòðóìó (9.10) ïðè ñòàëié íàïðóçi áóäå òàêèì:

j = j0 sin(ϕ(0) + ωt), ω ≡ 2e

~
V. (9.15)
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Åíåðãiÿ êâàíòó âèïðîìiíþâàííÿ ~ω òî÷íî äîðiâíþ¹ åíåðãi¨, ÿêó
íàáóâà¹ êóïåðiâñüêà ïàðà, ïðîõîäÿ÷è ðiçíèöþ ïîòåíöiàëiâ V . Çà-
óâàæèìî, ùî ïðèêëàäàííÿ íàïðóãè ñïðè÷èíÿ¹ òàêîæ òóíåëüíèé
ñòðóì íîðìàëüíèõ åëåêòðîíiâ, àëå ÷åðåç âèñîêèé îïið äiåëåêòðè-
÷íîãî øàðó âií ¹ äóæå ìàëèì i íèì ìîæíà çíåõòóâàòè.

Óìîâó (9.14) ìîæíà çàïèñàòè ó äèôåðåíöiàëüíié ôîðìi äëÿ
ðiçíèöü ôàç i ïîòåíöiàëiâ:

dϕ

dt
=

2e

~
V. (9.16)

Âiäçíà÷èìî, ùî ñòàöiîíàðíèé (9.11) i çìiííèé (9.15) òóíåëüíi
ñòðóìè Äæîçåôñîíà ¹ íàáàãàòî ìåíøèìè çà åêðàíóþ÷i äiàìàãíiò-
íi ñòðóìè â íàäïðîâiäíèêó òîìó, çà âiäïîâiäíèõ óìîâ, íèìè ÷àñòî
íåõòóþòü.

9.3 Íàäïðîâiäíi êâàíòîâi iíòåðôåðîìåòðè

Íàäïðîâiäíi êâàíòîâi iíòåðôåðîìåòðè ÷àñòî íàçèâàþòü SQUID
(superconducting quantum interference devices), ¨õíÿ äiÿ  ðóíòó¹-
òüñÿ íà åôåêòàõ Äæîçåôñîíà. Âèêîðèñòîâóþòü ¨õ, çîêðåìà, äëÿ
âèñîêîòî÷íèõ âèìiðþâàíü íàïðóæåíîñòi ìàãíiòíîãî ïîëÿ. Ðîçãëÿ-
íåìî êîðîòêî SQUID íà ñòàöiîíàðíîìó åôåêòi Äæîçåôñîíà. Íàé-

=

Ðèñ. 9.1: rf-SQUID i éîãî ñõåìà. Ïîçíà÷åííÿ ïåðåõîäó Äæîçåôñîíà
âêëþ÷à¹ òàêîæ åëåêòðè÷íó ¹ìíiñòü SQUID

ïðîñòiøèé ç íèõ rf�SQUID (radio frequency SQUID) ñêëàäà¹òüñÿ
ç îäíîãî ïåðåõîäó Äæîçåôñîíà, â ÿêîìó äiåëåêòðè÷íèé øàð ìà¹
ôîðìó ïàðàëåëåïiïåäà (äèâ. ðèñ. 9.1). ßêùî òàêèé ïåðåõiä ïîìi-
ñòèòè â ìàãíiòíå ïîëå, ïåðïåíäèêóëÿðíå äî áiëüøî¨ âiëüíî¨ ãðàíi,
i äåòàëüíî âðàõóâàòè åêðàíóþ÷i äiåëåêòðè÷íi ñòðóìè, âèêëèêàíi
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ìàãíiòíèì ïîëåì (â äiåëåêòðèêó i éîãî îêîëi), òî ìîæíà âñòàíîâè-
òè, ùî ïîâíèé òóíåëüíèé íàäïðîâiäíèé ñòðóì êðiçü äiåëåêòðè÷-
íèé øàð âèçíà÷à¹òüñÿ ìàãíiòíèì ïîòîêîì ÷åðåç ïîâåðõíþ ïåðåõî-
äó [38]:

J = Jmax sin(ϕ), Jmax = j0Y Z
sin(πΦt/Φ0)

πΦt/Φ0
,

äå Z, Y � âèñîòà i øèðèíà äiåëåêòðè÷íîãî øàðó, Φ0 � êâàíò ìàã-
íiòíîãî ïîòîêó, Φt = BzY (d+ 2λL) � ïîòiê ìàãíiòíîãî ïîëÿ ÷åðåç
ïåðåõiä Äæîçåôñîíà, à Bz, λL, d � íàïðóæåíiñòü ìàãíiòíîãî ïî-
ëÿ, ãëèáèíà ïðîíèêíåííÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ â íàäïðîâiäíèê i òîâ-
ùèíà äiåëåêòðèêà âiäïîâiäíî. Ç îñòàííüî¨ ôîðìóëè áà÷èìî, ùî
çàëåæíiñòü íàäïðîâiäíîãî ñòðóìó âiä ìàãíiòíîãî ïîòîêó ìà¹ òà-
êèé ñàìèé õàðàêòåð ÿê iíòåíñèâíiñòü ñâiòëîâîãî ïîòîêó âiä êîîð-
äèíàòè ïðè äèôðàêöi¨ íà ùiëèíi. Íàäïðîâiäíèé ñòðóì äîðiâíþ¹
íóëþ, êîëè ïîòiê ìàãíiòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïåðåõiä êðàòíèé êâàíòó
ìàãíiòíîãî ïîòîêó. Òàêèé SQUID äà¹ çìîãó âèìiðþâàòè íàïðóæå-
íiñòü ìàãíiòíîãî ïîëÿ ç òî÷íiñòþ ∼ Φ0, ïiäâèùèòè òî÷íiñòü âè-
ìiðþâàííÿ çà äîïîìîãîþ öüîãî SQUID ìîæíà, âèêîðèñòîâóþ÷è
âèñîêî÷àñòîòíèé ñòðóì [38].

Ðèñ. 9.2: dc-SQUID i éîãî ñõåìà

Iíøèé iíòåðôåðîìåòð dc�SQUID (direct current SQUID) äà¹
çìîãó âèìiðþâàòè ïîòîêè ç òî÷íiñòþ äî ∼ 0.001Φ0. Éîãî âèãîòîâ-
ëÿþòü ó ôîðìi (òîïîëîãi÷íîãî) êiëüöÿ ç äâîìà ïåðåõîäàìè Äæîçå-
ôñîíà i ñèìåòðè÷íî ðîçòàøîâàíèõ âõîäó i âèõîäó ñòðóìó (Ðèñ. 9.2).
Ïîâíèé ñòðóì ó íüîìó îïèñó¹ òàêèé âèðàç:

J = J0 (sinϕA + sinϕB) .
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Âðàõóâàâøè, ùî â öüîìó âèïàäêó iíòåãðàë óçäîâæ êîíòóðó ó ôîð-
ìóëi (9.9) äà¹

ϕA − ϕB = 2πΦ/Φ0 + 2πk,

äëÿ ôiçè÷íî îäíàêîâèõ êîíòàêòiâ çìiíè ôàç íà êîæíîìó ç íèõ
ìîæíà çàïèñàòè ÿê:

ϕA = ϕ0 + πΦ/Φ0 + πk, ϕB = ϕ0 − πΦ/Φ0 − πk,

i îòðèìàòè âèðàç äëÿ ïîâíîãî ñòðóìó:

J = 2J0 sinϕ0 cos (πΦ/Φ0) .

Òóò Φ (ìàãíiòíèé ïîòiê ÷åðåç êiëüöå) ¹ çíà÷íî áiëüøèì çà ïîòî-
êè ÷åðåç ïåðåõîäè Φt, ÿêèìè ìè çíåõòóâàëè. Ç âðàõóâàííÿì öèõ
ïîòîêiâ ïîâíèé ñòðóì ÷åðåç dc�SQUID ìàòèìå âèãëÿä:

J = 2J0 sinϕ0
sin(πΦt/Φ0)

πΦt/Φ0
cos(πΦ/Φ0).

Ç öüîãî âèðàçó áà÷èìî, ùî íà âèñîêî÷àñòîòíi îñöèëÿöi¨, ïîâ'ÿçàíi
ç ïîòîêîì ÷åðåç êiëüöå Φ, íàêëàäà¹òüñÿ ïëàâíà çàëåæíiñòü âiä ïî-
òîêó ÷åðåç ïåðåõiä Φt, îñêiëüêè Φt�Φ. Òîìó ÷óòëèâiñòü dc�SQUID
äî çîâíiøíüîãî ïîëÿ ¹ çíà÷íî âèùîþ, íiæ ó rf�SQUID.

9.4 Êâàíòîâi áiòè íà îñíîâi rf-SQUID

Îòæå, ïðèñòðî¨, çáóäîâàíi ç íàäïðîâiäíèêiâ, ìîæóòü ïðàöþâàòè
â ðåæèìàõ, êîëè äåÿêi ìàêðîñêîïi÷íi õàðàêòåðèñòèêè öèõ ñèñòåì
êâàíòóþòüñÿ. ×è ìîæíà ¨õ âèêîðèñòàòè äëÿ ïîáóäîâè êâàíòîâî-
ãî áiòà? Ùîá âiäïîâiñòè, òðåáà çàïèñàòè ãàìiëüòîíiàí òàêî¨ ñè-
ñòåìè ó âiäïîâiäíèõ çìiííèõ, ïðîêâàíòóâàòè éîãî i ç'ÿñóâàòè ÷è
ñèñòåìà ìà¹ â ìàêðîñêîïi÷íèõ çìiííèõ òàêi äîñòàòíüî òðèâêi ñòà-
íè, ïðèäàòíi äëÿ ôîðìóâàííÿ êâàíòîâèõ áiòiâ. Òðåáà çâàæàòè íà
îáìåæåíiñòü çìiñòó ãàìiëüòîíiàíà, îñêiëüêè ìè ìà¹ìî ñïðàâó iç
òåðìîäèíàìi÷íîþ ñèñòåìîþ i çîáðàæåííÿ ¨¨ êâàíòîâîìåõàíi÷íîþ
ñèñòåìîþ ìîæå áóòè òiëüêè íàáëèæåíèì. Àëå, ÿê ñâiä÷àòü òåî-
ðåòè÷íi é åêñïåðèìåíòàëüíi äîñëiäæåííÿ, òàêå çîáðàæåííÿ ¹ äî-
ñòàòíüî àäåêâàòíèì i äà¹ çìîãó çáóäóâàòè ìàêðîñêîïi÷íi êâàíòîâi
ïðèñòðî¨ ç äîñèòü òðèâàëèì ÷àñîì êîãåðåíòíîñòi.



174 Ðîçäië 9. Êâàíòîâèé ïðîöåñîð iç íàäïðîâiäíèêiâ

Çàïèñàòè ãàìiëüòîíiàí, ÿêèé áóâ áè ïðèäàòíèé äëÿ îïèñó âñiõ
íàäïðîâiäíèêîâèõ ïðèñòðî¨â, íåìîæëèâî, òîìó ðîçãëÿíåìî ñïî÷àò-
êó íàéïðîñòiøèé ç íèõ rf-SQUID. Öåé ïðèêëàä äîïîìîæå çðîçóìi-
òè çàñàäè ïîáóäîâè ãàìiëüòîíiàíiâ äëÿ ñêëàäíiøèõ ñèñòåì. Íàâå-
äåìî (ÿêiñíi) ìiðêóâàííÿ, ÿêi äàþòü çìîãó ïðîÿñíèòè ïîõîäæåííÿ
ðiçíèõ ñêëàäîâèõ øóêàíîãî ãàìiëüòîíiàíà.

Ç êóðñó åëåêòðèêè âiäîìî, ùî áóäü-ÿêèé åëåêòðè÷íèé ëàíöþã
õàðàêòåðèçó¹òüñÿ àêòèâíèì îïîðîì R, åëåêòðè÷íîþ ¹ìíiñòþ C
òà êîåôiöi¹íòîì ñàìîiíäóêöi¨ L. ßêùî ÷åðåç rf-SQUID ïðîòiêà¹
ñòðóì J , òî éîãî ìîæíà çàïèñàòè (çíåõòóâàâøè äëÿ ñïðîùåííÿ
iíäóêòèâíiñòþ) ôîðìóëîþ:

J + JN = C
dV

dt
+
V

R
+ J0 sinϕ,

äå JN � ñòðóì, âèêëèêàíèé øóìàìè. Âèêîðèñòàâøè çâ'ÿçîê ìiæ
ôàçîþ i íàïðóãîþ (9.16), îñòàííþ ôîðìóëó ìîæíà âèðàçèòè â
çìiííèõ ôàçè:

J + JN = C
~
2e

d2ϕ

dt2
+

~
2eR

dϕ

dt
+ J0 sinϕ,

÷è ó âèãëÿäi:

JN = C
~
2e

d2ϕ

dt2
+

~
2eR

dϕ

dt
− d

dϕ
(J0 cosϕ+ Jϕ) .

Äëÿ òîãî, ùîá äîäàíêè â öüîìó ðiâíÿííi ìàëè ðîçìiðíiñòü åíåðãi¨,
ïîìíîæèìî éîãî íà âåëè÷èíó α = ~/(2e):

αJN = Cα2d
2ϕ

dt2
+
α2

R

dϕ

dt
− α d

dϕ
(J0 cosϕ+ Jϕ) .

Öå ðiâíÿííÿ îïèñó¹ rf-SQUID ó çìiííèõ ñòðóìó i ôàçè iç âðàõó-
âàííÿì øóìiâ i äèñèïàöi¨, ùî íåîáõiäíî äëÿ äîñëiäæåííÿ ïðîöå-
ñiâ äåêîãåðåíöi¨. Îñêiëüêè ìè öiêàâèìîñÿ ïðîöåñàìè ôîðìóâàííÿ
êâàíòîâèõ ðiâíiâ, òî âïëèâîì øóìiâ (JN ) i äèñèïàöi¨ (dϕ/dt) íà-
ðàçi çíåõòó¹ìî. Òîäi îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ áóäå ðiâíÿííÿì Ëàãðàíæà
äëÿ �ìåõàíi÷íî¨� ñèñòåìè ç ëàãðàíæiàíîì

L =
Cα2

2

(
dϕ

dt

)2

− U(ϕ), U(ϕ) = −α (J0 cosϕ+ Jϕ) .
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Çâiäñè ìîæíà îòðèìàòè ãàìiëüòîíiàí ó çìiííèõ çàðÿäó i ôàçè:

H =
Q2

2C
+ U(ϕ).

Àáî ç âðàõóâàííÿì iíäóêòèâíîñòi ñèñòåìè:

H=
Q2

2C
+U(ϕ)+

LJ2

2
÷è H=

Q2

2C
+U(ϕ)+

(Φ− Φex)2

2L
, (9.17)

äå Φ � ïîâíèé ìàãíiòíèé ïîòiê ÷åðåç êiëüöå rf-SQUID, Φex � ïîòiê
÷åðåç êiëüöå, âèêëèêàíèé çîâíiøíiì ìàãíiòíèì ïîëåì. Öi âèðàçè
íàñïðàâäi âèçíà÷àþòü âiëüíó åíåðãiþ rf-SQUID, ¨õ ìîæíà îòðè-
ìàòè ïðîñòiøå, äîäàâøè äî ñóìè åíåðãié êîíäåíñàòîðà òà iíäóê-
òèâíîñòi Q2/2C+LJ2/2 âiëüíó åíåðãiþ íàäïðîâiäíîãî ñòðóìó â
ïåðåõîäi Äæîçåôñîíà, ÿêó ìîæíà çíàéòè ÿê ðîáîòó öüîãî ñòðóìó:∫ t

−∞
Js(t)V (t)dt = α

∫ t

−∞
J0 sin(ϕ)dϕ/dt · dt

= αJ0

∫ ϕ

0
sin(ϕ)dϕ = αJ0 (1− cosϕ) .

Õî÷à âèðàçè (9.17) äëÿ åíåðãi¨ rf-SQUID ìè îá ðóíòîâóâàëè òå-
îði¹þ Ãiíçáóðãà-Ëàíäàó, ÿêà íàéêðàùå îïèñó¹ íàäïðîâiäíèêè ïî-
áëèçó òåìïåðàòóðè ïåðåõîäó Tc, îäíàê öi âèðàçè ïðèäàòíi äëÿ îïè-
ñó rf-SQUID i äëÿ òåìïåðàòóð çíà÷íî íèæ÷èõ âiä Tc. Áiëüøå òîãî,
ñïîñiá îòðèìàííÿ åíåðãi¨, êîëè äî åëåêòðîìàãíiòíî¨ åíåðãi¨ êîëà
äîäà¹òüñÿ åíåðãiÿ íàäïðîâiäíîãî ñòðóìó, ïîøèðþ¹òüñÿ íà çíà÷íî
ñêëàäíiøi åëåêòðè÷íi ñõåìè, çáóäîâàíi ç ïîäiáíèõ åëåìåíòiâ.

Çàïèøåìî åíåðãiþ (9.17) ó âèãëÿäi:

H = ECN
2 − EJ cosϕ− αJϕ+ EL (Φ/Φ0 − Φex/Φ0)2 (9.18)

ç ïàðàìåòðàìè EC=(2e)2/2C, EJ=αJ0=LJJ
2
0 , EL=Φ2

0/2L, äå N �
÷èñëî êóïåðiâñüêèõ ïàð ó çàðÿäi, àêóìóëüîâàíîìó ¹ìíiñòþ äæî-
çåôñîíiâñüêîãî ïåðåõîäó, à LJ � åêâiâàëåíòíà iíäóêòèâíiñòü íàä-
ïðîâiäíîãî ñòðóìó [38, 40, 42, 43] LJJ0 = Φ0/2π. ßêùî EL � EC i
EL � EJ , òî ìàãíiòíi ïîòîêè íå ¹ âàæëèâèìè i îñòàííiì äîäàíêîì
â (9.18) ìîæíà çíåõòóâàòè, òîäi ìîæëèâi äâà âàðiàíòè ñïiââiäíî-
øåíü ïàðàìåòðiâ: EC<EJ , êîëè ôàçà ¹ äîáðå âèçíà÷åíà, à çàðÿä
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ôëóêòóþ¹, àáî EC>EJ , êîëè çàðÿä ¹ äîáðå âèçíà÷åíèì, à ôàçà
ôëóêòóþ¹. Ó íàäïðîâiäíèêàõ îïåðàòîð ôàçè õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ i
îïåðàòîð ïîâíî¨ êiëüêîñòi êóïåðiâñüêèõ ïàð ¹ êàíîíi÷íî ñïðÿæå-
íèìè çìiííèìè:

[ϕ,N] = i, ⇒ {ϕ=ϕ, N=− i ∂
∂ϕ
} ÷è {N=N, ϕ=i

∂

∂N
}, (9.19)

òîáòî, ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì íåâèçíà÷åíîñòi ∆N∆ϕ & 1.Êiëü-
êiñòü êóïåðiâñüêèõ ïàð i ôàçà õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ¹ ìàêðîñêîïi÷íè-
ìè âåëè÷èíàìè, òîìó âèðàçè (9.19) äàþòü çìîãó ïîáóäóâàòè îïèñ
ìàêðîñêîïi÷íèõ êâàíòîâèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåì, ñêëàäåíèõ iç íàä-
ïðîâiäíèêîâèõ åëåìåíòiâ.

Âèðàç (9.18) ñïðàâåäëèâèé òîäi, êîëè ìîæíà íåõòóâàòè òåðìi÷-
íèìè ôëóêòóàöiÿìè â ñèñòåìi, òîìó äàëi ââàæàòèìåìî, ùî åíåðãiÿ
òåðìi÷íèõ çáóäæåíü kBT ¹ çíà÷íî ìåíøîþ çà êîæåí iç åíåðãåòè÷-
íèõ ïàðàìåòðiâ âèðàçó (9.18).

Ôàçîâèé êâàáiò. Öåé êâàáiò ðåàëiçó¹òüñÿ ñòàíàìè rf-SQUID,

J

Ðèñ. 9.3: Ñõåìà ôàçîâîãî êâàáiòà

äî ÿêîãî ïðè¹äíàíî äæåðåëî ñëàáêîãî ñòðóìó äëÿ êåðóâàííÿ öè-
ìè ñòàíàìè. rf-SQUID âèãîòîâëåíèé òàê, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè
EL � EC � EJ i ìàãíiòíèìè ïîòîêàìè ìîæíà çíåõòóâàòè, òîìó
äîáðå âèçíà÷åíîþ çìiííîþ ¹ ôàçà. Òîäi âèõîäÿ÷è iç âèðàçó (9.18),
iç âðàõóâàííÿì êîìóòàöiéíîãî ñïiââiäíîøåííÿ (9.19) îïåðàòîð Ãà-
ìiëüòîíà ìîæíà çàïèñàòè â çìiííèõ ôàçè:

H = −EC
∂2

∂ϕ2
− EJ cosϕ− αJϕ. (9.20)

Ðiâíÿííÿ íà âëàñíi ôóíêöi¨ i âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ öüîãî ãàìiëüòî-
íiàíà ¹ äîñèòü ñêëàäíèì:(

−EC
∂2

∂ϕ2
− EJ cosϕ− αJϕ

)
|ψ〉 = E|ψ〉 (9.21)
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(áåç äîäàíêà αJϕ öå áóëî á ðiâíÿííÿ Ìàòü¹) i òî÷íî ðîçâ'ÿçàòè
éîãî ìîæíà òiëüêè ÷èñåëüíî. Îäíàê çà ïåâíèõ óìîâ ìîæíà çíàéòè
àíàëiòè÷íî ñòàíè ç íàéíèæ÷èìè åíåðãiÿìè. Ïîòåíöiàëüíà åíåð-
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Ðèñ. 9.4: Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ ôàçîâîãî êâàáiòà

ãiÿ öüîãî ãàìiëüòîíiàíà íàãàäó¹ �ïðàëüíó äîøêó� (äèâ. ðèñ. 9.4).
Ðîçãëÿíåìî íàéíèæ÷i åíåðãåòè÷íi ðiâíi ñèñòåìè, êîëè −π.ϕ.π.
Òîäi ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ ìîæíà ðîçêëàñòè çà ϕ áiëÿ ìiíiìóìó

U=−α (J0 cosϕ+Jϕ)≈−αJ0

(
cosϕ0+

J

J0
ϕ0

)
+
αJ0

2
cosϕ0(ϕ−ϕ0)2

ç cosϕ0=
√

1−J2/J2
0 i îòðèìàòè íàáëèæåíå ðiâíÿííÿ (9.21):(

−EC
∂2

∂ϕ2
+
EJ
2

cosϕ0(ϕ− ϕ0)2 − E
)
|ψ〉 = 0.

Óâiâøè íîâi áåçðîçìiðíi çìiííi ξ ≡ 4
√
EJ cosϕ0/2ECϕ îñòàíí¹ ðiâ-

íÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè ÿê:(
d2

dξ2
− ξ2 + ε

)
|ψ〉 = 0,

äå ε=2E/~ωp, ωp≡ω0p
√

cosϕ0, ω0p≡
√

2EJEC/~. Ìè îòðèìàëè ðiâ-
íÿííÿ íà âëàñíi çíà÷åííÿ îäíîâèìiðíîãî ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòî-
ðà, ðîçâ'ÿçêè ÿêîãî äîáðå âiäîìi [1]. Âèáðàâøè îñíîâíèé n=0 i
ïåðøèé çáóäæåíèé n=1 ñòàíè îñöèëÿòîðà çà ñòàíè êâàáiòà,
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En = ~ωp (n+ 1/2)

îòðèìà¹ìî ãàìiëüòîíiàí êâàáiòà:

H = −~ωp(s0)

2
σz,

iç çàëåæíîþ âiä ïîñòiéíîãî ñòðóìó s0=J/J0 ÷àñòîòîþ, ÿêùî æ äî-
äàòè çàëåæíèé âiä ÷àñó ñòðóì s(t)=∆J(t)/J0 òàêèé, ùî |s(t)|�1,
òî ãàìiëüòîíiàí êâàáiòà áóäå òàêèì (äèâ. [42, 43]):

H = −~ωp(s0)

2
σz − aEJ√

2
s(t)σx,

äå ïîçíà÷åíî a=a0(1 − s0)−1/8, a0= 4
√

2EC/EJ . Ïåðøèé äîäàíîê
öüîãî ãàìiëüòîíiàíà ôîðìó¹ ñòàíè êâàáiòà, à äðóãèé, çàëåæíèé
âiä ÷àñó, îïèñó¹ ïåðåõîäè ìiæ íèìè.

Çàðÿäîâèé êâàáiò. Ôiçè÷íî çàðÿäîâèé êâàáiò òâîðÿòü äâà íàä-
ïðîâiäíèêîâi íàíîîñòðiâöi, ïî¹äíàíi äæîçåôñîíiâñüêèì ïåðåõîäîì
ç åíåðãi¹þ EJ òà çàðÿäîâîþ ¹ìíiñòþ CJ , ÿêi âìîíòîâàíi â ëàíöþã
iç äîäàòêîâîþ ¹ìíiñòþ Cg òà äæåðåëîì íàïðóãè Vg (äèâ. ðèñ. 9.5).
Åíåðãiþ, àêóìóëüîâàíó îäíèì iç îñòðiâöiâ, çàïèøåìî ÿê:

Cg Vg

Ðèñ. 9.5: Ñõåìà çàðÿäîâîãî êâàáiòà

H =
(Q+Qg)

2

2(CJ + Cg)
− EJ cosϕ =

(2eN + VgCg)
2

2(CJ + Cg)
− EJ cosϕ

= EC(N −Ng)
2 − EJ cosϕ,

äå EC = (2e)2/2(CJ +Cg), N � ÷èñëî êóïåðiâñüêèõ ïàð, ùî óòâî-
ðþþòü çàðÿä íà ïåðåõîäi Äæîçåôñîíà, òîáòî, ðiçíèöÿ â ÷èñëi êó-
ïåðiâñüêèõ ïàð äâîõ îñòðiâöiâ. Âîíî ¹ ìàëèì óíàñëiäîê ìàëî¨ ¹ì-
íîñòi äæîçåôñîíiâñüêîãî ïåðåõîäó. Ng = −CgVg/(2e) � �êiëüêiñòü
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êóïåðiâñüêèõ ïàð�, ñòâîðåíèõ çàðÿäîì äîäàòêîâîãî êîíäåíñàòîðà,
ÿêå ìîæå ðåãóëþâàòèñÿ íåïåðåðâíî âåëè÷èíàìè Cg i Vg.

Óâiâøè îïåðàòîðè êiëüêîñòi êóïåðiâñüêèõ ïàð N i ôàçè ϕ, ìî-
æíà îòðèìàòè ôiçè÷íèé ãàìiëüòîíiàí, ÿêèé îïèñó¹ ïåðåõîäè êó-
ïåðiâñüêèõ ïàð ìiæ îñòðiâöÿìè:

H = EC(N−Ng)
2 − EJ cosϕ. (9.22)

Êâàíòîâèé áiò ìîæíà óòâîðèòè ç ïåðøèõ âëàñíèõ ñòàíiâ n = 0 i
n = 1 îïåðàòîðà N:

N|n〉 = n|n〉

{|0〉, |1〉}. Îñêiëüêè â öüîìó áàçèñi

N−Ng = −
(
Ng −

1

2

)
− 1

2
σz,

òî ïåðøèé äîäàíîê îïåðàòîðà (9.22) ìîæíà çàïèñàòè ÿê:

constEÑI + EC

(
Ng −

1

2

)
σz.

Ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ exp(−iϕ)|n〉= exp(d/dN)|n〉=|n + 1〉
ìîæíà çðîçóìiòè, ùî äðóãèé äîäàíîê îïåðàòîðà (9.22) îïèñó¹ ïå-
ðåõîäè ìiæ ñòàíàìè |n〉 (äèâ. [42, 43]):

EJ
2

(|n〉〈n+ 1|+ |n+ 1〉〈n|)

òîìó â áàçèñi {|0〉, |1〉} ãàìiëüòîíiàí (9.22) áóäå ìàòè âèãëÿä:

H = EC

(
Ng −

1

2

)
σz − EJ

2
σx.

À â áàçèñi {|+〉, |−〉}

H = EC

(
Ng −

1

2

)
σx − EJ

2
σz,

òîáòî, áàçèñíi ñòàíè {|+〉, |−〉} ôîðìóþòüñÿ äæîçåôñîíiâñüêèìè
ñòðóìàìè, à ïåðåõîäè ìiæ íèìè ðåãóëþþòüñÿ íàïðóãîþ Vg (çìi-
íîþ Ng). Êiíöåâèé ñòàí êâàáiòà âèçíà÷à¹òüñÿ âèìiðþâàííÿì Vg.
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Çàðÿäîâèé êâàáiò ¹ äóæå ÷óòëèâèé äî âïëèâó çîâíiøíiõ çàðÿ-
äiâ, òîìó ìà¹ äóæå ìàëèé ÷àñ êîãåðåíòíîñòi, ùî äóæå óñêëàäíþ¹
éîãî ôiçè÷íå çàñòîñóâàííÿ. Äîêëàäíiøå iç çàðÿäîâèìè êâàáiòàìè
íà íàäïðîâiäíèêîâèõ åëåìåíòàõ ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ çà êíèãàìè
[15, 39] òà íàâåäåíèìè òàì äæåðåëàìè.

Ïîòîêîâèé êâàáiò. Ñõåìà öüîãî êâàáiòà íà îñíîâi rf-SQUID íà-
âåäåíà íà ðèñ. 9.6. Éîãî åíåðãiþ çàïèøåìî òàê:

J L ϕ

ϕex

Ðèñ. 9.6: Cõåìà ïîòîêîâîãî êâàáiòà. ϕ≡2πΦ/Φ0, ϕex≡2πΦex/Φ0 [44, 45]

H = ECN
2 − EJ cosϕ+ EL (Φ/Φ0 − Φex/Φ0)2 , (9.23)

äå ïàðàìåòðè òàêi EC=(2e)2/2Ñ, EJ=αJ0, EL=Φ2
0/2L i â äàíîìó

âèïàäêó ïåðåáóâàþòü ó ñïiââiäíîøåííi EC � EJ < EL. Ç âèðàçó
(9.23), iç âðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåíü (9.13) i (9.19), ìîæíà îòðè-
ìàòè ãàìiëüòîíiàí â çîáðàæåííi ïîòîêàìè:

H = − ~2

2C

∂2

∂Φ2
− EJ cos

(
2π

Φ

Φ0

)
+

(Φ− Φex)2

2L

÷è ó ôàçîâîìó çîáðàæåííi:

H = −EC
∂2

∂ϕ2
− EJ cosϕ+

(
Φ0

2π

)2 (ϕ− ϕex)2

2L
.

Îñòàííié ãàìiëüòîíiàí äóæå ñõîæèé äî ãàìiëüòîíiàíà ôàçîâî-
ãî êâàáiòà òiëüêè çàìiñòü äîäàíêà iç çîâíiøíiì ñòðóìîì ìiñòèòü
äîäàíîê ç ìàãíiòíèìè ïîòîêàìè. ßê äëÿ ôàçîâîãî, òàê i äëÿ ïîòî-
êîâîãî êâàáiòà äîáðå âèçíà÷åíîþ çìiííîþ ¹ ôàçà, à çàðÿä ñèëüíî
ôëóêòóþ¹.
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Ðèñ. 9.7: Ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ òà íàéíèæ÷i ðiâíi ïîòîêîâîãî rf-SQUID
ïðè LJ/2L=2/(2π)2, ϕex=π (ñóöiëüíà ëiíiÿ), ϕex=5π/4 (øòðèõîâà ëiíiÿ)

Ðiçíi ïîòåíöiàëüíi ÿìè âiäïîâiäàþòü ðiçíèì îði¹íòàöiÿì iíäó-
êîâàíîãî ïîòîêó Φ−Φex, òîáòî, ðiçíèì íàïðÿìàì ïðîòiêàííÿ íàä-
ïðîâiäíîãî ñòðóìó. Òîìó ñòàíè, ëîêàëiçîâàíi â öèõ ÿìàõ, ìîæíà
áóëî á âèáðàòè çà ñòàíè êâàáiòà {|0〉, |1〉}. Îäíàê, îñêiëüêè áàð'¹ð
ìiæ ÿìàìè äîñèòü íèçüêèé, óíàñëiäîê êâàíòîâîãî òóíåëþâàííÿ
ìàãíiòíèé ïîòiê (i ñòðóì) çìiíþ¹ ñâié íàïðÿì, òîìó òàêi ñòàíè
íå áóäóòü ñòàáiëüíèìè. Âîäíî÷àñ ïðîöåñ òóíåëþâàííÿ ñïðè÷èíÿ¹
ðîçùåïëåííÿ ðiâíÿ îñíîâíîãî ñòàíó â ñèìåòðè÷íîìó ïîòåíöiàëi
(ϕ0=π ÷è Φex/Φ0=1/2) i ôîðìó¹ äâà ðiâíi â êîæíié iç ÿì, ÿê ïî-
êàçàíî íà ðèñ. 9.7. Òîìó çà ëîãi÷íi ðiâíi êâàáiòà ìîæíà âèáðàòè
|0〉 = (|g〉+ |e〉) /

√
2, |1〉 = (|g〉 − |e〉) /

√
2. �Ëîãi÷íèé� ãàìiëüòîíiàí

êâàáiòà (òîáòî íà áàçèñíèõ ñòàíàõ {|0〉, |1〉}) â äàíîìó âèïàäêó ìà¹
âèãëÿä:

Hq = −1

2
(εσz + ∆qσ

x) , (9.24)

äå ïîçíà÷åíî:

ε ≡ 2
〈1|Φ−Φ0/2|1〉

L

(
Φex−Φ0

2

)
, ∆q ≡ 〈e|H|e〉−〈g|H|g〉.

Ïðîñòèé rf-SQUID äà¹ çìîãó âiäíîñíî ëåãêî ðåàëiçóâàòè êâàáiò,
îäíàê âií ìà¹ íåäîëiêè, ÿêi íå ìîæíà óñóíóòè: 1) ïàðàìåòðîì ðîç-
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ùåïëåííÿ ðiâíiâ ∆q íå ìîæíà êåðóâàòè in situ, 2) öåé ïàðàìåòð
åêñïîíåíòíî ÷óòëèâèé äî ïàðàìåòðiâ SQUID, òîáòî äî êîåôiöi¹í-
òà ñàìîiíäóêöi¨ L i êðèòè÷íîãî ñòðóìó J0, òîìó âií íåïðèäàòíèé
äî êîíñòðóþâàííÿ êâàíòîâèõ ñõåì (äèâ. [44]).

Êâàíòîâi áiòè íà îñíîâi CJJ rf-SQUID Íåäîëiêè êâàáiòà íà rf-
SQUID âäà¹òüñÿ ÷àñòêîâî óñóíóòè, âèêîðèñòàâøè éîãî âäîñêîíà-
ëåíó ñõåìó CJJ rf-SQUID (coupled Josephson-junction rf-SQUID),
çîáðàæåíó íà ðèñ. 9.8, äå â ñõåìó rf-SQUID çàìiñòü ïåðåõîäó Äæî-
çåôñîíà ââåäåíî dc-SQUID (äèâ. [44]).

LCJJ /2LCJJ /2

L body

ϕ
ex

ϕ
CJJ

ex ϕϕϕ
1 2

q

q

J(0)
J1
(0)

2

Ðèñ. 9.8: Ñõåìà CJJ rf-SQUID êâàáiòà

Òàêó ñõåìó îïèñóþòü ãàìiëüòîíiàíîì:

H =
∑
n

[
Q2
n

2Cn
+ Un

(ϕ− ϕexn )

2

]
− Uqβeff cos(ϕq − ϕ0

q). (9.25)

Òóò ñóìóâàííÿ âåäåòüñÿ çà iíäåêñàìè n = {q, CJJ}, à çìiííi i
ïàðàìåòðè öüîãî ãàìiëüòîíiàíà òàê ïîâ'ÿçàíi iç çìiííèìè òà ïàðà-
ìåòðàìè ïðèñòðîþ (äèâ. [44]):

Cq ≡ C1+C2, 1/CCJJ ≡ 1/C1+1/C2, Lq ≡ Lbody+LCJJ/4,

ϕexn ≡ 2π
Φex
n

Φ0
, ϕ0

q ≡ 2π
Φ0
q

Φ0
≡ − arctg

(
β−
β+

tg
ϕCJJ

2

)
,

Un ≡
(

Φ0

2π

)2 1

Ln
β± ≡ 2π

Lq(J
(0)
1 ± J (0)

2 )

Φ0
,

βeff ≡ β+ cos

ϕCJJ
2

√
1 +

[
β−
β+

tg
ϕCJJ

2

]2
.

Êâàíòîâèé áiò ôîðìó¹òüñÿ, ÿê i â rf-SQUID, íàïðÿìàìè ìàãíiòíî-
ãî ïîòîêó ÷åðåç âåëèêå (q) êiëüöå. Éîãî ñóòò¹âîþ ïåðåâàãîþ ¹ òå,
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ùî ïàðàìåòðîì òóíåëþâàííÿ ∆q ìîæíà êåðóâàòè, çìiíþþ÷è çîâ-
íiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå Φex

CJJ â ìàëåíüêîìó êiëüöi (CJJ), òîáòî, in
situ âèïðàâëÿòè äåôåêòè âèãîòîâëåííÿ SQUID. Íåäîëiêîì öüîãî
ïðèñòðîþ ¹ àñèìåòðiÿ ïåðåõîäiâ Äæîçåôñîíà, òîáòî, ðiçíèöÿ êðè-
òè÷íèõ ñòðóìiâ J

(0)
1 − J

(0)
2 ó ðiçíèõ ïåðåõîäàõ, ÿêà ¹ äåôåêòîì

âèãîòîâëåííÿ i ïðèçâîäèòü äî àñèìåòði¨ ïîòåíöiàëó, à òîìó ìîæå
ñïðè÷èíèòè âèõiä çà äîïóñòèìi ìåæi ïàðàìåòðiâ ε i ∆q ó ïðîöåñi
âèêîíàííÿ îá÷èñëåíü. Âèêîðèñòàííÿ CJJ rf-SQUID ó íåâåëèêèõ
ìåðåæàõ ïîòðåáó¹ äåòàëüíîãî êîíòðîëþ éîãî ïàðàìåòðiâ.

Êâàíòîâi áiòè íà îñíîâi CCJJ rf-SQUID Öþ àñèìåòðiþ CJJ rf-
SQUID âäà¹òüñÿ óñóíóòè â CCJJ rf-SQUID (coupled-coupled Jose-
phson-junction rf-SQUID), ñõåìà ÿêîãî çîáðàæåíà íà ðèñ. 9.9 (äèâ.
[44]). Âií óòâîðåíèé iç CJJ rf-SQUID çà òèì ñàìèì ïðàâèëîì: çà-
ìiñòü êîæíîãî ïåðåõîäó Äæîçåôñîíà â ñõåìó ââåäåíi dc-SQUID.
Éîãî ãàìiëüòîíiàí òàêèé, ÿê i ãàìiëüòîíiàí (9.25) CJJ rf-SQUID,

ϕ q
ex

bodyL ϕqϕϕ ϕexex

ϕ ex

1
ϕ

l
ϕ

l 2 3
ϕ

4 ϕ rϕ r

CCJJ

L
CCJJ /2/2CCJJL

J J J
(0) (0) (0)(0)J1 2 3 4

Ðèñ. 9.9: Ñõåìà CCJJ rf-SQUID êâàáiòà

òiëüêè çìiííi i ïàðàìåòðè iíàêøå ïîâ'ÿçàíi iç çìiííèìè i ïàðàìå-
òðàìè ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè (äèâ. [44]). Âèáîðîì ìàãíiòíèõ ïîòîêiâ ó
ïðàâîìó i ëiâîìó ìàëèõ êiëüöÿõ ìîæíà äîñÿãòè ñèìåòði¨, ÿêî¨ íå
âäà¹òüñÿ äîñÿãòè â ïðîöåñi âèãîòîâëåííÿ CJJ rf-SQUID. Íà îñíîâi
òàêîãî êâàáiòà óæå ìîæíà áóäóâàòè âåëèêi ñõåìè (∼ 1000 êâàái-
òiâ).

Ïîâ'ÿçóâàííÿ êâàáiòiâ íà îñíîâi CJJ rf-SQUID. Íà ðèñ. 9.10 ïî-
êàçàíî ñõåìó iíäóêòèâíîãî çâ'ÿçêó ìiæ äâîìà êâàíòîâèìè áiòàìè,
ÿêó áóëî çàïðîïîíîâàíî i âèïðîáóâàíî ó ïðàöi [45]. Äîñëiäæåííÿ
äîâåëè, ùî òàêà ñõåìà âåäå äî áàæàíîãî ãàìiëüòîíiàíà, íå âíîñèòü
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ïåðåøêîä â ðîáîòó îêðåìèõ êâàáiòiâ i äà¹ çìîãó áóäóâàòè äîñèòü
âåëèêi ìåðåæi. �Ëîãi÷íèé� ãàìiëüòîíiàí êâàáiòà (9.24) ¹ òàêèì ñà-

Φ Φ Φ Φ Φ

Φ

ex ex ex

ex

ex ex
CJJ 1

CJJ 2q 2q 1
act

CO

MCO

M MCO,1 CO,2

Mact

Ðèñ. 9.10: Ñõåìà iíäóêòèâíîãî çâ'ÿçêó ìiæ äâîìà CJJ rf-SQUID

ìèì ó âñiõ òðüîõ âàðiàíòàõ. Çàïðîïîíîâàíà ñõåìà çâ'ÿçêó âíîñèòü
âçà¹ìîäiþ ìiæ z�êîìïîíåíòàìè åôåêòèâíèõ ñïiíiâ, ÿêîþ ìîæíà
êåðóâàòè, òîäi �ëîãi÷íèé� ãàìiëüòîíiàí ìåðåæi ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi:

H = −1

2

∑
j

(
εjσ

z
j + ∆jσ

x
j

)
+
∑
i,j

Ki jσ
z
i σ

z
j . (9.26)

Öå ãàìiëüòîíiàí êâàíòîâî¨ ìîäåëi Içiíãà â çîâíiøíiõ ïîëÿõ. Áåç äî-
äàíêà ç x�êîìïîíåíòîþ éîãî ùå íàçèâàþòü ãàìiëüòîíiàíîì ìîäåëi
ñïiíîâîãî ñêëà.
3JJ�êâàáiò. Ùå îäíèì ïðîåêòîì ïîòîêîâîãî êâàáiòà, íàä ÿêèì ïðà-
öþþòü i óêðà¨íñüêi â÷åíi iç Õàðêîâà, ¹ 3JJ-êâàáiò, îïèñàíèé çîêðå-
ìà ó ïðàöi [39]. Öå òîïîëîãi÷íå êiëüöå ç òðüîìà äæîçåôñîíiâñüêè-
ìè êîíòàêòàìè � äâîìà îäíàêîâèìè i òðåòiì âiäìiííèì âiä íèõ
(äèâ. ñõåìó íà ðèñ. 9.11). Ïåðåâàãîþ öüîãî êâàáiòà ¹ ìàëi ðîçìi-
ðè, ùî ñóòò¹âî çìåíøó¹ âïëèâ çîâíiøíiõ åëåêòðîìàãíiòíèõ ïîëiâ.
×åðåç ìàëó iíäóêòèâíiñòü äîäàíêîì iç ìàãíiòíèì ïîëåì ìîæíà
çíåõòóâàòè, òîìó éîãî åíåðãiÿ ïîâ'ÿçàíà òiëüêè iç äæîçåôñîíiâ-
ñüêèì ñòðóìîì i òàê âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç çìiíó ôàç íà êîíòàêòàõ:

U = EJ (2 + γ − cosϕ1 − cosϕ2 − γ cosϕ3) , (9.27)
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ϕ ϕ
2EJ

EJγ

ex
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ϕ
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Ðèñ. 9.11: Ñõåìà 3JJ�êâàáiòà

à ôàçè â íüîìó ïîâ'ÿçàíi ç ìàãíiòíèì ïîòîêîì ñïiââiäíîøåííÿì:

ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 = 2π
Φ

Φ0
≈ 2π

Φex

Φ0
= 2π (f + 1/2) .

Óâiâøè íîâi çìiííi ϕ = (ϕ1 + ϕ2)/2, θ = (ϕ1 − ϕ2)/2 âèðàç äëÿ
åíåðãi¨ (9.27) çàïèøåìî:

U(ϕ, θ)=EJ [2+γ−2 cosϕ cos θ−γ cos (2π(f+1/2)−2ϕ)] . (9.28)

Ïàðàìåòð γ çóìîâëþ¹ âiäìiííiñòü äæîçåôñîíiâñüêîãî ñòðóìó íà
òðåòüîìó êîíòàêòi âiä öüîãî ñòðóìó íà ïåðøèõ äâîõ, âií âèçíà÷à-
¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì ãåîìåòðè÷íèõ ðîçìiðiâ, åêñïåðèìåíòàëüíî
âñòàíîâëåíå îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹ γ ≈ 0.8 (äèâ. [39]).

Ïîòåíöiàë (9.28) â îáëàñòi −π < θ ≤ π,−π < ϕ ≤ π ïðè f = 0,
òîáòî, ñëàáêîìó ìàãíiòíîìó ïîëi Φex = Φ0/2 ìà¹ äâà îäíàêîâi
ìiíiìóìè â òî÷êàõ θ = 0, ϕ = ± arccos(1/2γ). Éîãî ïðîôiëü ïðè
θ = 0 áëèçüêèé äî çîáðàæåíîãî íà ðèñ. 9.7. Ïîäiáíî ÿê ó ïîòîêî-
âîìó êâàáiòi ôîðìóþòüñÿ ñòàíè ç ðiçíèìè íàïðÿìàìè ìàãíiòíîãî
ïîëÿ, àëå êâàáiò óòâîðþ¹òüñÿ íà ñóïåðïîçèöiéíèõ ñòàíàõ. Çãiäíî
òâåðäæåíü, íàâåäåíèõ ó ïðàöi [39], òàêi êâàáiòè ìîæíà ç'¹äíàòè
êåðîâàíèìè iíäóêòèâíèìè çâ'ÿçêàìè â êâàíòîâèé ðåãiñòð, ÿêèé
îïèñóþòü ãàìiëüòîíiàíîì (9.26).
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Îäíàê åêñïåðèìåíòàëüíî ñòâîðåíi íà ñüîãîäíi êâàíòîâi áiòè íà
îñíîâi íàäïðîâiäíèêîâèõ åëåìåíòiâ ìàþòü ÷àñ êîãåðåíòíîñòi ïî-
ðÿäêó êiëüêîõ ìiêðîñåêóíä (äèâ. [39]), ÷îãî íåäîñòàòíüî äëÿ ïî-
áóäîâè ðåàëüíèõ êâàíòîâèõ ïðîöåñîðiâ.

9.5 Àäiàáàòè÷íèé êîìï'þòåð

Íåõàé ïåðåä íàìè ñòî¨òü çàäà÷à, ðîçâ'ÿçêîì ÿêî¨ ¹ ÷èñëî, çàïèñàíå
â îñíîâíîìó ñòàíi ãàìiëüòîíiàíà

H = −
∑
j

hjσ
z +

∑
i,j

Ki jσ
z
i σ

z
j .

ßê ïåðåâåñòè ñèñòåìó â öåé ñòàí? Ç àäiàáàòè÷íî¨ òåîðåìè âiäî-
ìî, ùî ïðè àäiàáàòè÷íîìó âìèêàííi âçà¹ìîäi¨ ñèñòåìà ïåðåéäå ç
îñíîâíîãî ñòàíó ãàìiëüòîíiàíà áåç âçà¹ìîäi¨ â îñíîâíèé ñòàí ãà-
ìiëüòîíiàíà iç âçà¹ìîäi¹þ. ßêùî ìè ìîæåìî ñòâîðèòè ôiçè÷íó
ñèñòåìó ç �ëîãi÷íèì� ãàìiëüòîíiàíîì, ïàðàìåòðè ÿêîãî çàëåæàòü
âiä ÷àñó

H(t) = −
∑
j

hj(t)σ
z +

∑
i,j

Ki j(t)σ
z
i σ

z
j −

∑
j

f(t)σxj

òàê, ùî hj(0) = 0,Ki j(0) = 0, f(0) = const i hj(t → ∞) = hj ,
Ki j(t → ∞) = Ki j , f(t → ∞) = 0, ïðè÷îìó öåé ïåðåõiä áó-
äå àäiàáàòè÷íèì, òî ìè ðîçâ'ÿæåìî íàøó çàäà÷ó. Àâòîðè ïðàöü
[41, 44, 45] ñòâåðäæóþòü, ùî çàïðîïîíîâàíèé íèìè êâàíòîâèé ïðî-
öåñîð, i âèêîíó¹ òàêèé ïåðåõiä.



Ïiäñóìêè

Òåîðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ ïðîáëåìè êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü, âèêîíàíi
â ñåðåäèíi 1990-õ � íà ïî÷àòêó 2000 ðîêiâ, äàëè çìîãó ç'ÿñóâà-
òè, ùî ïðèíöèïîâèõ çàáîðîí íà ñòâîðåííÿ êâàíòîâèõ êîìï'þòåðiâ
(ïðîöåñîðiâ) êâàíòîâà ìåõàíiêà íå âñòàíîâëþ¹. Êâàíòîâå îá÷èñ-
ëåííÿ ïðîõîäèòü òðè âàæëèâi åòàïè: 1) iíiöiàëiçàöiþ êâàíòîâîãî
ðåãiñòðà (ïðèâåäåííÿ éîãî â ïî÷àòêîâèé ñòàí), 2) âèêîíàííÿ äi¨
êâàíòîâèõ ñõåì, ñêëàäåíèõ iç êâàíòîâèõ âåíòèëiâ (êâàíòîâèõ ëî-
ãi÷íèõ åëåìåíòiâ), 3) ïðî÷èòàííÿ (âèìiðþâàííÿ) êiíöåâîãî ñòàíó.
Êâàíòîâèé ðåãiñòð ñêëàäà¹òüñÿ ç L êâàíòîâèõ áiòiâ, ùî ïîïàð-
íî âçà¹ìîäiþòü. Êâàíòîâèé áiò � öå äâîðiâíåâà ñèñòåìà, ñòàíàìè
ÿêî¨ ìîæíà êåðóâàòè çà äîïîìîãîþ êâàíòîâèõ âåíòèëiâ (ÊËÅ),
ÿêi ðåàëiçóþòüñÿ çîâíiøíiìè ïîëÿìè. Êâàíòîâèé ðåãiñòð ïîâíî-
ìàñøòàáíîãî ïðîöåñîðà ïîâèíåí ñêëàäàòèñÿ ç L ≈ 103 ÷ 105 (à
ìîæå i áiëüøå) êâàíòîâèõ áiòiâ. Éîãî çàõèùåíiñòü âiä äåêîãåðåí-
öi¨ òà íåòî÷íîñòi âèêîíàííÿ êâàíòîâèõ âåíòèëiâ ïîâèííà áóòè òà-
êîþ, ùîáè éìîâiðíiñòü p ïîÿâè ïîõèáêè â îäíîìó êâàáiòi áóëà ìåí-
øîþ âiä äåÿêîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åííÿ p < pp ≈ 10−5 ÷ 10−6, òîäi
çàñòîñóâàííÿì âiäïîâiäíèõ êâàíòîâèõ êîäiâ i ñõåì âèïðàâëåííÿ
ïîìèëîê ìîæíà çàáåçïå÷èòè áåçïîìèëêîâå âèêîíàííÿ êâàíòîâèõ
îá÷èñëåíü. Çàóâàæèìî, ùî íàâåäåíi ÷èñëà ¹ íàáëèæåíèìè i íåî-
ñòàòî÷íèìè.

Òîäi æ áóëî ñòâîðåíî êiëüêà êâàíòîâèõ àëãîðèòìiâ (êâàíòî-
âå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, àëãîðèòì ôàêòîðèçàöi¨ Øîðà, àëãîðèòì
ïîøóêó Ãðîâåðà òà ií.), ÿêi âèêîíóþòüñÿ çà ÷àñ, ùî ïîëiíîìíî çà-
ëåæèòü âiä äîâæèíè âõiäíîãî ñëîâà, òîäi ÿê âiäïîâiäíi êëàñè÷íi
àëãîðèòìè ìàþòü åêñïîíåíòíó çàëåæíiñòü. Ñòâîðåííÿ åôåêòèâ-
íèõ êâàíòîâèõ àëãîðèòìiâ ¹ ñêëàäíèìè òà ðåñóðñíî çàòðàòíèìè
çàäà÷àìè i, ìàáóòü, áðàê îñòàòî÷íî¨ ÿñíîñòi â ìîæëèâîñòi ôiçè÷íî¨
ðåàëiçàöi¨ êâàíòîâîãî ïðîöåñîðà ãàëüìó¹ ðîáîòè â öüîìó íàïðÿìi.

Íàïðèêiíöi 1990 � íà ïî÷àòêó 2000 ðîêiâ â ïðàöÿõ Âàíäåðñè-

187



188 Ïiäñóìêè

ïåíà (Vandersypen L.M.K.) çi ñïiâàâòîðàìè íà êâàíòîâîìó ïðîöå-
ñîði íà ßÌÐ ó ðiäèíàõ (iç ÷èñëîì êâàáiòiâ L ≈ 2÷ 7 ) áóëî ðåàëi-
çîâàíî âiäîìi íà òîé ÷àñ êâàíòîâi àëãîðèòìè, ÷èì i ïiäòâåðäæåíî
äîñòîâiðíiñòü òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåíü òà ïðèíöèïîâó ìîæëèâiñòü
ïîáóäîâè êâàíòîâîãî ïðîöåñîðà. Îäíàê ïðîåêò öüîãî ïðîöåñîðà
âèÿâèâñÿ òóïèêîâèì, îñêiëüêè éîãî ðåãiñòð íå ìîæå áóòè ìàñøòà-
áîâàíèé ÷åðåç åêñïîíåíòíå çà ÷èñëîì êâàáiòiâ çàãàñàííÿ ñèãíàëó.

Ãðóái îöiíêè ÷àñiâ êîãåðåíòíîñòi òà êiëüêîñòi îïåðàöié ó äåÿêèõ ôiçè-
÷íèõ ñèñòåìàõ. (Âçÿòî ç [11])

Ñèñòåìà τK τîï nîï

Ñïií ÿäðà 10−2 ÷ 108 10−3 ÷ 10−6 105 ÷ 1014

Ñïií åëåêòðîíà 10−3 10−7 104

Iîííà ïàñòêà 10−1 10−14 1013

Åëåêòðîí � Au 10−8 10−14 106

Åëåêòðîí � GaAs 10−10 10−13 103

Êâàíòîâà òî÷êà 10−6 10−9 103

Îïòè÷íèé ðåçîíàòîð 10−5 10−14 109

ÍÂ× ðåçîíàòîð 100 10−4 104

Ãîëîâíîþ ïðîáëåìîþ ¹ ôiçè÷íà ðåàëiçàöiÿ êâàíòîâîãî ïðîöå-
ñîðà, òîáòî, ïîáóäîâà ðåãiñòðà ÿê îá'¹äíàííÿ êâàáiòiâ, ùî çàäî-
âîëüíÿ¹ çãàäàíi âèùå óìîâè, òà ñòâîðåííÿ ïðèñòðî¨â äëÿ âèêîíà-
ííÿ êâàíòîâèõ âåíòèëiâ. Ôiçè÷íi êâàíòîâi áiòè ìîæíà ðîçäiëèòè
íà äâà òèïè � òi, ÿêi iñíóþòü â ïðèðîäi (ñïiíè, àòîìè, ôîòîíè òà
ií.) i òi, ÿêi ìîæå ñòâîðèòè ëþäèíà (íàïð. SQUID, êâàíòîâi òî÷êè
òà ií.). Ïåðøi ìàþòü î÷åâèäíó ïåðåâàãó, îñêiëüêè âîëîäiþòü òî-
÷íî âèçíà÷åíèìè íåçìiííèìè õàðàêòåðèñòèêàìè i ¹ iäåíòè÷íèìè,
òîäi ÿê ëþäèíà ìîæå ñòâîðèòè òiëüêè ìàêðî�, íàíî�, ìåçîñêîïi÷íi
îá'¹êòè, ó ÿêèõ íå ìîæíà äîñÿãòè òî÷íèõ çíà÷åíü âiäïîâiäíèõ ïà-
ðàìåòðiâ, i öi ïàðàìåòðè ðiçíÿòüñÿ äëÿ ðiçíèõ êâàáiòiâ, ùî ñóòò¹âî
óòðóäíþ¹ îïèñ ñèñòåìè i ïîáóäîâó êâàíòîâèõ âåíòèëiâ.

Îêðiì ðîçãëÿíóòèõ âèùå ïðîåêòiâ êâàíòîâèõ ïðîöåñîðiâ, áóëî
çàïðîïîíîâàíî äåêiëüêà iíøèõ, ç ÿêèìè ïîçíàéîìèìîñÿ íèæ÷å.

Ó 1998 ð. Á.Êåéí (B.Kane) çàïðîïîíóâàâ ìîäåëü íàïiâïðîâiä-
íèêîâîãî ßÌÐ êâàíòîâîãî ïðîöåñîðà, â ÿêîìó êâàáiòè ôîðìóþ-
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òüñÿ ñòàíàìè ÿäåðíîãî i åëåêòðîííîãî ñïiíiâ ñòàáiëüíèõ àòîìiâ
içîòîïó ôîñôîðó 31P, ïîìiùåíèõ â êðèñòàë áåçñïiíîâîãî içîòîïó
êðåìíiþ 28Si ïîáëèçó ïîâåðõíi. Àòîìè ôîñôîðó óòâîðþþòü ïåâíó
ðåãóëÿðíó ñòðóêòóðó, â ÿêié íàéáëèæ÷i ñóñiäè âçà¹ìîäiþòü ÷å-
ðåç åëåêòðîííi îáîëîíêè. Íà ïîâåðõíþ êðèñòàëó íàíîñÿòü òîíêèé
øàð äiåëåêòðèêà, à ïîâåðõ íüîãî íàä êîæíèì àòîìîì ôîñôîðó
íàïèëþþòü ìåòàëåâèé åëåêòðîä. Óâåñü êðèñòàë óìiùóþòü â çîâ-
íiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå. Çìiíþâàòè ñòàíè êâàáiòà ïðîïîíóþòü ïîäà-
ííÿì íà åëåêòðîäè åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ. Õî÷à åêñïåðèìåíòàëüíî
âäàëîñÿ äîñÿãòè äóæå âåëèêîãî ÷àñó êîãåðåíòíîñòi êâàáiòiâ íàâiòü
ïðè êiìíàòíié òåìïåðàòóði, îäíàê ïðîáëåìè êåðóâàííÿ ñòàíàìè i
çàáåçïå÷åííÿ âçà¹ìîäi¨ ìiæ êâàáiòàìè, à òàêîæ iíiöiàëiçàöiÿ òà âè-
ìiðþâàííÿ êiíöåâèõ ñòàíiâ ¹ äóæå ñêëàäíèìè. Ñêëàäíèì ¹ òàêîæ
îáëàäíàííÿ äëÿ âèêîíàííÿ âñiõ öèõ îïåðàöié. Îäíàê äîñëiäæåííÿ
â öüîìó íàïðÿìi òðèâàþòü. (Äåòàëüíiøå äèâ. [15]).

Çàïðîïîíîâàíî òàêîæ ïðîåêò êâàíòîâîãî ïðîöåñîðà íà îïòè÷-
íèõ ôîòîíàõ, ó ÿêîìó êâàáiò ôîðìó¹òüñÿ ñòàíàìè ïîëÿðèçàöi¨
ôîòîíà ÷è éîãî ïåðåáóâàííÿì ó ðiçíèõ ðåçîíàòîðàõ (íàïðèêëàä,
|10〉≡|0〉�ôîòîí ó ïåðøîìó ðåçîíàòîði, |01〉≡|1〉�ôîòîí ó äðóãî-
ìó ðåçîíàòîði). Ôàçîîáåðòà÷ (ïðîçîðà ïëîñêîïàðàëåëüíà ïëàñòè-
íà) çìiíþ¹ ôàçó ôîòîíà, òîáòî, çäiéñíþ¹ ïîâîðîò Z(ϕ) êâàáiòà
íàâêîëî îñi z. Ñâiòëîïîäiëüíèê (íàïiâïðîçîðå äçåðêàëî) âèêîíó¹
ïîâîðîò Y (θ) íàâêîëî îñi y. Âçà¹ìîäiÿ äâîõ ôîòîíiâ ó íåëiíiéíîìó
ñåðåäîâèùi Êåððà äà¹ çìîãó ðåàëiçóâàòè äâîêâàáiòîâèé âåíòèëü
B(π) i òàêèì ÷èíîì óòâîðèòè áàçèñíèé íàáið êâàíòîâèõ âåíòèëiâ.
Îñêiëüêè íåëiíiéíà ñêëàäîâà êîåôiöi¹íòà çàëîìëåííÿ ñåðåäîâè-
ùà Êåððà ¹ äîñèòü ìàëà, òî äëÿ âèêîíàííÿ âåíòèëÿ B(π) ôîòîíè
ïîâèííi ïðîéòè â íüîìó çíà÷íó âiääàëü, à öå ïðèçâîäèòü äî çáiëü-
øåííÿ éìîâiðíîñòi ¨õíüîãî ïîãëèíàííÿ, à öi òðóäíîùi íå âäà¹òüñÿ
ïîäîëàòè.

�õ ïðîïîíóþòü îáiéòè âèêîðèñòàííÿì çàìiñòü ñåðåäîâèùà Êåð-
ðà êâàíòîâîåëåêòðîäèíàìi÷íîãî îïòè÷íîãî ðåçîíàòîðà, ÿêèé óòâî-
ðþ¹òüñÿ äâîðiâíåâèì àòîìîì, ïîìiùåíèì â iíòåðôåðîìåòð Ôàáði-
Ïåðî. Áàãàòîêðàòíå âiäáèâàííÿ ôîòîíà â iíòåðôåðîìåòði ñòâîðþ¹
âèñîêå åëåêòðè÷íå ïîëå (íàñïðàâäi � âèñîêó éìîâiðíiñòü çóñòði-
÷i ç öèì ôîòîíîì). Îäíî÷àñíà âçà¹ìîäiÿ äâîõ ôîòîíiâ ç àòîìíèì
åëåêòðîíîì äà¹ çìîãó, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ðåàëiçóâàòè
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äâîêâàáiòîâèé âåíòèëü B(π). Äëÿ çáiëüøåííÿ éìîâiðíîñòi ôîòîí-
ôîòîííî¨ âçà¹ìîäi¨ íåîáõiäíî çáiëüøèòè êîíñòàíòó çâ'ÿçêó àòîìà
ç ïîëåì, à öå ïðèçâîäèòü äî øâèäêîãî çìåíøåííÿ ÷àñó êîãåðåíò-
íîñòi ñòàíó àòîìà, òîáòî, i êîãåðåíòíîñòi ñàìèõ ôîòîíiâ. (Äåòàëü-
íiøå äèâ., íàïð. [11]).

� êiëüêà ïðîåêòiâ ïðîöåñîðiâ (äèâ., íàïð. [15]), â ÿêèõ êâàáiò
ôîðìó¹òüñÿ ñòàíàìè åëåêòðîíà â êâàíòîâèõ òî÷êàõ. Â îäíîìó ç
íèõ, çàïðîïîíîâàíîìó Ò.Òàíàìîòî â 1999 ð., åëåêòðîí ìîæå ïåðå-
áóâàòè â äâîõ ðiçíèõ çà ðîçìiðîì êâàíòîâèõ òî÷êàõ: áiëüøié ç ìåí-
øîþ åíåðãi¹þ i â ìåíøié iç áiëüøîþ åíåðãi¹þ. Åëåêòðîí ìîæå ïå-
ðåõîäèòè ìiæ öèìè êâàíòîâèìè òî÷êàìè, òóíåëþþ÷è êðiçü íèçü-
êèé áàð'¹ð. Äiþ÷è ëîêàëüíî íà öåé êâàáiò åëåêòðè÷íèì ïîëåì,
ìîæíà êåðóâàòè éîãî ñòàíîì, äâîêâàáiòîâi îïåðàöi¨ çäiéñíþþòü,
âèêîðèñòîâóþ÷è êóëîíiâñüêó âçà¹ìîäiþ åëåêòðîíiâ ç ðiçíèõ ïàð
êâàíòîâèõ òî÷îê (êâàáiòiâ). Â iíøîìó âàðiàíòi ïðîöåñîðà íà êâàí-
òîâèõ òî÷êàõ êâàáiò ïðîïîíóþòü ôîðìóâàòè ñòàíàìè åëåêòðîí-
íîãî ñïiíà, ÿêèìè êåðóþòü ìàãíiòíèì ïîëåì. Íåäîëiêîì ïðîöåñî-
ðiâ íà êâàíòîâèõ òî÷êàõ ¹ äóæå ìàëèé ÷àñ êîãåðåíòíîñòi, âèêëè-
êàíèé äàëåêîñÿæíèì õàðàêòåðîì åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ åëåêòðîíà.
(Äåòàëüíiøå äèâ. [15]).

Ïðîáëåìà ôiçè÷íî¨ ðåàëiçàöi¨ êâàíòîâîãî ïðîöåñîðà ¹ ñåðéî-
çíèì âèêëèêîì, ÿêèé çóìîâèâ ãëèáîêi íàóêîâi äîñëiäæåííÿ, ùî
ïîñòóïîâî ðîçøèðþþòüñÿ. Çàöiêàâèëèñÿ öèì i â áiçíåñîâèõ êîëàõ,
çîêðåìà, êàíàäñüêà ôiðìà �D Wave� âèãîòîâèëà i ïðîäàëà íå ìåí-
øå íiæ äâà àäiàáàòè÷íi êîìï'þòåðè, ñêëàäåíi ç íàäïðîâiäíèêîâèõ
åëåìåíòiâ. Íàóêîâi äîñëiäæåííÿ îäíîãî ç íèõ, âèêîíàíi íà çàìîâ-
ëåííÿ êîìïàíi¨ �Google�, çàñâiä÷èëè, ùî â ïðîöåñi éîãî ðîáîòè âiä-
áóâà¹òüñÿ êâàíòîâèé ïðîöåñ òóíåëþâàííÿ.



Âïðàâè

Äî ðîçäiëó 1

Ìàòðèöi ðîçãëÿäà¹ìî íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

1. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi ãóñòèíè îäíîãî ñïiíó
s = 1/2 ρ = 1

2 (I + ~n~σ) |~n| ≤ 1. Ïîáóäóâàòè ¨¨ ñïåêòðàëüíèé ðîçêëàä.
2. Íåõàé ìàòðèöÿ A ìà¹ ïåðiîä m, òîáòî, Am = I. Çíàéòè ôóíêöiþ
(I− αA)−1 ÿê ïîëiíîì âiä A.
3. Íåõàé P2 = λP, 0 < |λ| < 1, çíàéòè (I−P)−1 i eαP.
4. Íåõàé iñíó¹ ôóíêöiÿ f(A), ïîêàçàòè, ùî f(V−1AV) = V−1f(A)V.
5. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A ðîçìiðó 2 × 2 çíàéòè âñi êâàäðàòíi êîðå-
íi, òîáòî, ìàòðèöi S, äëÿ ÿêèõ S2 = A. Äëÿ ÿêèõ A ìàòðèöÿ S áóäå
åðìiòîâîþ? ×è âñi êîðåíi åðìiòîâî¨ ìàòðèöi áóäóòü åðìiòîâèìè?
6. Çàïèñàòè âèðàç íàéçàãàëüíiøî¨ óíiòàðíî¨ 2×2 ìàòðèöi. ×è âñi êîðåíi
óíiòàðíî¨ ìàòðèöi áóäóòü óíiòàðíèìè? Â ÷îìó âèÿâëÿ¹òüñÿ âiäìiííiñòü?
7. Çíàéòè âñi êâàäðàòíi êîðåíi îäèíè÷íî¨ 2× 2 ìàòðèöi.
8. Ñêiëüêè êîðåíiâ íîðìàëüíî¨ ìàòðèöi A ðîçìiðîì N ×N ìîæíà çáó-
äóâàòè ñêîðèñòàâøèñü ïðàâèëîì (1.17)? Ñêiëüêè ñåðåä íèõ áóäå åðìiòî-
âèõ? Äëÿ ÿêèõ ìàòðèöü?

9. Çíàéòè âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöi A =

[
a b
c d

]
. Äëÿ äiéñíèõ a, d âñòà-

íîâèòè óìîâè, çà ÿêèõ: âëàñíi çíà÷åííÿ äiéñíi, äîäàòíi, ðiâíi, îäíå ç íèõ
äîðiâíþ¹ íóëþ, êîìïëåêñíî ñïðÿæåíi.
10. Çíàéòè âèðàç äëÿ eαA+βB+γC êîëè A2=B2=C2=I, à òàêîæ:

AB+BA=AC+CA=CB+BC=0.

ßê çìiíèòüñÿ ðåçóëüòàò ïðè ÷èñòî óÿâíèõ ïàðàìåòðàõ α, β, γ? Çíàéòè
âiäïîâiäíi ãiïåðáîëi÷íi i òðèãîíîìåòðè÷íi ôóíêöi¨ âiä öi¹¨ ñóìè îïåðà-
òîðiâ.
11. Ñïðîñòèòè îïåðàòîð (I−(αA+βB+γC))

−1 çà óìîâ ïîïåðåäíüî¨ çà-
äà÷i.
12. Çíàéòè âèðàç äëÿ eαA+βB+γC êîëè A2=B2=C2=I, à îïåðàòîðè A,
B, C âçà¹ìíî êîìóòóþòü ïðè äiéñíèõ i óÿâíèõ ïàðàìåòðàõ.
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Äî ðîçäiëó 2

1. Ó ïðîñòîði ñòàíiâ ñïiíó 1/2 çíàéòè ìàòðèöi ïîâîðîòiâ X(ϕ), Y(ϕ),
Z(ϕ) íàâêîëî âiäïîâiäíèõ îñåé i çàñòîñóâàòè ¨õ äî âñiõ ìàòðèöü Ïàóëi,
âèáðàâøè ϕ = π/2.
2. Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ íà âëàñíi âåêòîðè i âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ ìà-
òðèöü Ïàóëi, ïîáóäóâàòè óíiòàðíi îïåðàòîðè, ÿêi ¨õ äiàãîíàëiçóþòü. Çà-
ñòîñóâàòè öi óíiòàðíi ïåðåòâîðåííÿ äî iíøèõ ìàòðèöü Ïàóëi i ïîðiâíÿòè
ç ðåçóëüòàòàìè ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i.
3. Çíàéòè óìîâè, çà ÿêèõ ãàìiëüòîíiàí

H=Jxσx1σ
x
2+Jyσy1σ

y
2+Jzσz1σ

z
2+Jxyσx1σ

y
2+Jyxσy1σ

x
2

−h1σz1 − h2σz2

óíiòàðíèì ïåðåòâîðåííÿì U(α)=eiαI⊗σ
z
2 ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó

H̃ = J̃xσx1σ
x
2 + J̃yσy1σ

y
2 + Jzσz1σ

z
2 − h1σz1 − h2σz2 .

Çíàéòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà öüîãî ïåðåòâîðåííÿ i ïàðàìåòðè J̃x i J̃y.
Äîâåäiòü, ùî óíiòàðíi ïåðåòâîðåííÿ U(α)eiθHU†(α) i eiθH̃ ¹ åêâiâàëåí-
òíèìè.
4. Çíàéòè êîîðäèíàòè âåêòîðà ~n, ïîâîðîò íàâêîëî ÿêîãî íà êóò ε åêâi-
âàëåíòíèé êîìïîçèöi¨ (4.1), òîáòî,

R(~n, ε) = Rz(α)Ry(θ)Rz(β).

5. Çíàéòè éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó iç ïî÷àòêîâîãî ñòàíó |ci〉=|0〉 ó êiíöåâèé
ñòàí |aj〉= (|0〉+ |1〉) /

√
2 ïðè ïðÿìîìó ïðîåêòóâàííi i ïðè íåñåëåêòèâ-

íîìó âèìiðþâàííi ç ïðîìiæíèìè ñòàíàìè |b1〉=|ψ+(m)〉, |b2〉 = |ψ−(m)〉
îçíà÷åíèìè â (2.4).
6. Çíàéòè îïåðàòîð åâîëþöi¨ îäíîãî ñïiíó ó çîâíiøíüîìó ìàãíiòíîìó
ïîëi ~B = (b sinωt, b cosωt,B0).

Äî ðîçäiëó 3

1. Äî ÿêîãî êëàñó îá÷èñëþâàíèõ ôóíêöié íàëåæàòü ôóíêöi¨, îá÷èñëþ-
âàíi íà êâàíòîâîìó êîìï'þòåði?
2. Äî ÿêîãî êëàñó ñêëàäíîñòi íàëåæàòü àðèôìåòè÷íi îïåðàöi¨?
3. Äî ÿêîãî êëàñó ñêëàäíîñòi íàëåæèòü àëãîðèòì ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹
íà êëàñè÷íîìó êîìï'þòåði?
4. Îöiíèòè êiëüêiñòü îïåðàöié ìíîæåííÿ ó ðàçi îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà
ìàòðèöi n×n, êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì, à òàêîæ ìåòîäîì ðîçêðèòòÿ çà
åëåìåíòàìè ðÿäêà. ßêîþ áóäå öÿ âåëè÷èíà ó ðàçi ïåðåòâîðåííi ìàòðèöi
äî òðèêóòíî¨ ôîðìè? (äèâ. [51])
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5. Ñêiëüêè îïåðàöié ìíîæåííÿ i äiëåííÿ òðåáà âèêîíàòè ó ðàçi ðîçâ'ÿçó-
âàííÿ ñèñòåìè n ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü iç n íåâiäîìèìè ìåòîäîì
Ãàóñà?
6. Äî ÿêîãî êëàñó ñêëàäíîñòi íàëåæàòü àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòå-
ìè n ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü iç n íåâiäîìèìè ìåòîäîì Ãàóñà i
ìåòîäîì Êðàìåðà?
7. Îöiíèòè êiëüêiñòü îá÷èñëåíü ôóíêöi¨ f(x) ó ïðîöåñi çíàõîäæåííÿ êî-
ðåíÿ ðiâíÿííÿ f(x) = 0 ìåòîäîì ïîëîâèííîãî ïîäiëó ç àáñîëþòíîþ ïî-
õèáêîþ ε íà âiäðiçêó [a, b]? ßê çìiíèòüñÿ öÿ âåëè÷èíà ó ïðîöåñi çíàõî-
äæåííÿ m êîðåíiâ, ðiâíîìiðíî ðîçìiùåíèõ íà öüîìó æ âiäðiçêó?

Äî ðîçäiëó 4

1. Çàïèñàòè îïåðàòîðè Ry(θ), Rz(α) â çîáðàæåííÿõ (4.2) i (4.3).
2. Çàïèñàòè îïåðàòîð W(...) (4.1) â çîáðàæåííÿõ (4.2) i (4.3).
3. Çàïèñàòè îïåðàòîð B(ϕ) â çîáðàæåííÿõ (4.2) i (4.3).
4. Çàïèñàòè ìàòðèöþ ñóìàòîðà äâîõ ÷èñåë iç ïåðåíåñåííÿì ó âèùèé
ðîçðÿä.
5. Çãàäàíèé ó ïîïåðåäíié çàäà÷i îïåðàòîð çàïèñàòè â çîáðàæåííÿõ (4.2)
i (4.3).
6. Çîáðàçèòè ñõåìó äëÿ âåíòèëÿ Òîôôîëi ç ïiäðîçäiëó (4.4) ÿê äîáóòîê
îïåðàòîðiâ.

Äî ðîçäiëó 5

1. Íàâåäiòü ïðèêëàäè ïîâíèõ äèñêðåòíèõ áàçèñiâ êâàíòîâèõ ëîãi÷íèõ
åëåìåíòiâ.
2. Ñêiëüêè êâàíòîâèõ âåíòèëiâ ïîòðiáíî äëÿ çäiéñíåííÿ êâàíòîâîãî ïå-
ðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ðåãiñòðó ç N êâàáiòàìè?
3. ×è ìîæíà çà äîïîìîãîþ êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ çíàéòè ïå-
ðiîä ôóíêöi¨?
4. Äëÿ ÷îãî ïðèçíà÷åíèé àëãîðèòì Øîðà? Äî ÿêîãî êëàñó ñêëàäíîñòi
âií íàëåæèòü?
5. Çà ñêiëüêè êðîêiâ àëãîðèòì Ãðîâåðà çíàéäå øóêàíå ÷èñëî â êâàíòî-
âîìó ðåãiñòði äîâæèíè L? ×è ¹ îïåðàòîðè Ãðîâåðà óíiòàðíèìè?

Äî ðîçäiëó 6

1. Äîâåäiòü, ùî êîìïîçèöiÿ êâàíòîâèõ ïåðåòâîðåíü â áóäü-ÿêîìó êàíàëi
¹ ïåðåòâîðåííÿì ç öüîãî æ êàíàëó. Çíàéòè éìîâiðíiñòü òàêèõ êîìïîçè-
öié ó êàíàëàõ iç êëàñè÷íîþ ïîìèëêîþ, ïåðåêèäàííÿì ôàçè i ôàçîâîþ
ïîìèëêîþ.
2. Ç îãëÿäó íà òå, ùî σzσx = iσy, ÷è áóäå âèêîíóâàòèñü ñïiââiäíîøåííÿ
Ez(Ex(ρ)) = Ey(ρ)?
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3. ×è ìîæíà êîìïîçèöi¹þ êâàíòîâèõ ïåðåòâîðåíü Ex,Ey,Ez ðåàëiçóâàòè
ïîìèëêó äåïîëÿðèçóþ÷îãî êàíàëó?
4. Íåõàé iìîâiðíiñòü p ó êâàíòîâèõ ïåðåòâîðåííÿõ Ex,Ey,Ez íà êîæíîìó
÷àñîâîìó êðîöi ∆t äîðiâíþ¹ p = Γ∆t. ßê çìiíèòüñÿ ìàòðèöÿ ãóñòèíè
ñïiíó ρ = 1

2 (I + ~n~σ) ïiñëÿ m êðîêiâ çà ÷àñ t = m∆t ïiä âïëèâîì öèõ
ïåðåòâîðåíü? Çíàéòè ãðàíèöþ m → ∞. ßê çàëåæèòü åíåðãiÿ ñèñòåìè
âiä ÷àñó, ÿêùî ¨¨ ãàìiëüòîíiàí H = −~ωσz/2?
5. Ðîçâ'ÿçàòè ïîïåðåäíþ çàäà÷ó äëÿ äåïîëÿðèçóþ÷îãî êàíàëó i êàíàëó
çàãàñàííÿ àìïëiòóäè.
6. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó (4) äëÿ êàíàëó óçàãàëüíåíîãî çàãàñàííÿ àìïëiòóäè.
7. Â ÿêèõ êàíàëàõ ñèñòåìà âòðà÷à¹ åíåðãiþ, à â ÿêèõ � íi? Â ÿêèõ
êàíàëàõ âiäáóâà¹òüñÿ äåêîãåðåíöiÿ?

Äî ðîçäiëó 7

1. Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (2.24) i (2.25) îòðèìàòè âèðàç (7.15).
2. Çíàéòè àíàëîãi÷íèé âèðàç äëÿ σ+

B(t) = (I⊗σ+)(t).
3. Çíàéòè âèðàçè äëÿ (Y†⊗I)σ+

A(t)(Y⊗I) i (I⊗Y†)σ+
A(t)(I⊗Y).

4. Çíàéòè âèðàçè äëÿ (Y†⊗I)σ+
B(t)(Y⊗I) i (I⊗Y†)σ+

B(t)(I⊗Y).
5. Çíàéòè âèðàçè äëÿ (X†⊗I)σ+

A(t)(X⊗I) i (I⊗X†)σ+
A(t)(I⊗X).

6. Çíàéòè âèðàçè äëÿ (X†⊗I)σ+
B(t)(X⊗I) i (I⊗X†)σ+

B(t)(I⊗X).
7. Âèâåñòè ôîðìóëè (7.20).
8. Âèâåñòè ôîðìóëè (7.21).

Äî ðîçäiëó 8

1. ßêèìè ôàêòîðàìè ìîæíà äîñÿãòè ñòàáiëüíîñòi iîííîãî ëàíöþæêà â
ïàñòöi Ïàóëÿ?
2. ßêi êîëèâíi ìîäè iîííîãî êðèñòàëó â ïàñòöi Ïàóëÿ âèêîðèñòîâóþòü
äëÿ ôîðìóâàííi äâîêâàáiòîâèõ âåíòèëiâ?
3. ßêîþ ¹ óìîâà âèíèêíåííÿ îñöèëÿöié Ðàái ó äâîðiâíåâîìó iîíi? ßêîþ
¹ ÷àñòîòà îñöèëÿöié Ðàái?
4. Â ÷îìó ïîëÿãà¹ íàáëèæåííÿ õâèëi, ùî îáåðòà¹òüñÿ?
5. ßêèì ìåõàíiçìîì çáóäæóþòüñÿ êîëèâàííÿ iîííîãî ëàíöþæêà â ïàñòöi
Ïàóëÿ?
6. Îïåðàöiÿìè ÿêîãî òèïó V ÷è U ôîðìóþòüñÿ îäíîêâàáiòîâi âåíòèëi?
7. Âèâåñòè ôîðìóëè (8.12).
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À. Êðîíåêåðiâ äîáóòîê ìàòðèöü

Òåíçîðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ i îïåðàòîðiâ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó â ìàòðè÷-
íîìó çîáðàæåííi ðåàëiçó¹òüñÿ ïðÿìèì (êðîíåêåðîâèì) äîáóòêîì ìàò-
ðèöü.

Ïðÿìèì (êðîíåêåðîâèì) äîáóòêîì ìàòðèöü A i B íàçèâàþòü ìàòðè-
öþ, óòâîðåíó çà ïðàâèëîì:

A⊗B =


A11B A12B . . . A1mB
A21B A22B . . . A2mB
...

...
An1B An2B . . . AnmB

 .
Ç öüîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâàþòü òàêi âëàñòèâîñòi ïðÿìîãî äîáóòêó:

à) (cA)⊗B = A⊗ (cB) = c(A⊗B), c ∈ C,
á) (A + B)⊗C) = A⊗C + B⊗C,
â) A⊗ (B + C) = A⊗B + A⊗C,
ã) A⊗ (B⊗C) = (A⊗B)⊗C,
ä) (A⊗B)T = AT ⊗BT , (A⊗B)† = A† ⊗B†,
e) Sp(A⊗B) = Sp(A)Sp(B) .
Âiäçíà÷èìî, ùî ïðÿìèé äîáóòîê, çàãàëîì, íå êîìóòàòèâíèé. Ìîæíà òà-
êîæ äîâåñòè, ùî äëÿ ìàòðèöü âiäïîâiäíèõ ðîçìiðiâ âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü:

(A⊗B)(C⊗D) = AC⊗BD,

ÿêà äëÿ ìàòðèöü ðîçìiðîì m×m (A) i n× n (B) ìà¹ òàêi íàñëiäêè:
à) A⊗B = (A⊗ In)(Im ⊗B),
á) det(A⊗B) = (det A)n(det B)m,
â) ÿêùî A i B íåîñîáëèâi, òî (A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1

ã) ÿêùî A1, . . . ,Ak � ìàòðèöi ðîçìiðîì m×m, à B1, . . . ,Bk � ìàòðèöi
ðîçìiðîì n× n, òî
(A1 ⊗B1)(A2 ⊗B2) · · · (Ak ⊗Bk) = (A1A2 · · ·Ak)⊗ (B1B2 · · ·Bk).
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Ïðèêëàäè:
1) Ïðÿìèé äîáóòîê âåêòîðà-ðÿäêà íà âåêòîð-ñòîâïåöü (i íàâïàêè)

¹ êîìóòàòèâíèé, çîêðåìà äëÿ âåêòîðà-ðÿäêà a =
[
a1 a2

]
i âåêòîðà-

ñòîâïöÿ b =

[
b1
b2

]
:

a⊗ b =
[
a1 a2

]
⊗
[
b1
b2

]
=

[
a1b1 a2b1
a1b2 a2b2

]
,

b⊗ a =

[
b1
b2

]
⊗
[
a1 a2

]
=

[
a1b1 a2b1
a1b2 a2b2

]
.

2) Äëÿ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü 2× 2:

A⊗B =


A11B11 A11B12 A12B11 A12B12

A11B21 A11B22 A12B21 A12B22

A21B11 A21B12 A22B11 A22B12

A21B21 A21B22 A22B21 A22B22

 .
Íåõàé ϕ(x, y) äåÿêèé ìíîãî÷ëåí âiä x, y ç êîìïëåêñíèìè êîåôiöi¹í-

òàìè cij
ϕ(x, y) =

∑
i,j

cijx
iyj ,

à A i B � ìàòðèöi m×m i n×n âiäïîâiäíî. ßêùî λ1 . . . λm i µ1 . . . µn ¨õíi
âiäïîâiäíi âëàñíi çíà÷åííÿ, òî âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨

ϕ(A,B) =
∑
i,j

cijA
i ⊗Bj

áóäóòü mn ÷èñåë ϕ(λk, µl) [46]. Çîêðåìà, äëÿ ôóíêöi¨ ϕ(A,B) = A⊗B
âëàñíèìè áóäóòü mn ÷èñåë λkµl. Äëÿ ôóíêöi¨ ϕ(x, y) = x+ y âiäïîâiäíà
ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ ìàòèìå âèãëÿä

ϕ(A,B) = A⊗ In + In ⊗B,

¨¨ æ âëàñíèìè çíà÷åííÿìè áóäóòü mn ÷èñåë λk +µl ç âëàñíèìè ôóíêöi-
ÿìè |ak〉⊗|bl〉, äå |ak〉 i |bl〉 � âiäïîâiäíi âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðiâ A i
B. Ìàòðèöþ ϕ(A,B) íàçèâàþòü êðîíåêåðîâîþ ñóìîþ ìàòðèöü A i B.
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Á. Øèôðóâàííÿ. Êðèïòîñèñòåìà RSA

Çàõèñò âàæëèâî¨ iíôîðìàöi¨ (âiéñüêîâî¨, äèïëîìàòè÷íî¨, êîìåðöiéíî¨ òà
ií.) âiä òðåòiõ îñiá (ñóïåðíèêiâ) çàâæäè áóâ æèòò¹âî âàæëèâîþ çàäà÷åþ.
Çà òèñÿ÷îëiòíþ iñòîðiþ âèíàéäåíî áàãàòî ñïîñîáiâ ïåðåòâîðåííÿ iíôîð-
ìàöi¨ (øèôðóâàííÿ) äî âèäó, ç ÿêîãî ¨¨ íåìîæëèâî îòðèìàòè áåç çíàííÿ
òà¹ìíîãî êëþ÷à. Íàéíàäiéíiøîþ íà ñüîãîäíi ââàæà¹òüñÿ ñèñòåìà ç öië-
êîì âèïàäêîâèì êëþ÷åì îäíîðàçîâîãî âèêîðèñòàííÿ. Öÿ ñèñòåìà ìîãëà
á ïðàöþâàòè òàê: òåêñò ïåðåòâîðþþòü ó äâiéêîâó ôîðìó T , ïîòiì ãåíå-
ðóþòü âèïàäêîâó äâiéêîâó ïîñëiäîâíiñòü (êëþ÷) K òi¹¨ æ äîâæèíè, ùî
i òåêñò ó äâiéêîâié ôîðìi. Äî T ïîáiòîâî äîäàþòü çà ìîäóëåì 2 êëþ÷
K. Îòðèìàíèé çàøèôðîâàíèé òåêñò S ëåãêî ðîçøèôðóâàòè, ïîâòîðíî
äîäàþ÷è êëþ÷K äî S, àëå áåç çíàííÿ êëþ÷à ðîçøèôðóâàòè S íåìîæëè-
âî. Ïðèíöèïîâi ïðàêòè÷íi òðóäíîùi çàñòîñóâàííÿ öi¹¨ ñõåìè ïîëÿãàþòü
ó ñêëàäíîñòi ãåíåðóâàííÿ ÷èñòî âèïàäêîâèõ êëþ÷iâ, à òàêîæ ó ïåðåäà-
âàííi ¨õ àäðåñàòó. Òîìó ïîäiáíi ìåòîäè âèêîðèñòîâóþòü òiëüêè äëÿ äóæå
âàæëèâî¨ iíôîðìàöi¨. Äëÿ øèôðóâàííÿ íå äóæå âàæëèâî¨ iíôîðìàöi¨,
à òàêîæ iíôîðìàöi¨, òà¹ìíiñòü ÿêî¨ ¹ àêòóàëüíîþ ïðîòÿãîì ïåâíîãî ÷à-
ñó, âèêîðèñòîâóþòü ìåòîäè øèôðóâàííÿ, ÿêi ó ïðîöåñi äåøèôðóâàííÿ
ïîòðåáóþòü ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷, àëãîðèòìè ÿêèõ ¹ åêñïîíåíòíî ñêëà-
äíèìè [21]. Äî íèõ, çîêðåìà, íàëåæàòü ñèñòåìè ç âiäêðèòèì êëþ÷åì.

Ñåðåä íàéïîøèðåíiøèõ ñüîãîäíi ñèñòåì øèôðóâàííÿ ç âiäêðèòèì
êëþ÷åì ¹ RSA.

Ñèñòåìà øèôðóâàííÿ RSA áóëà çàïðîïîíîâàíà 1977 ðîêó Ðîíàëü-
äîì Ðàéâåñòîì, Àäi Øàìiðîì òà Ëåîíàðäîì Àäëåìàíîì. (Îäíàê, ïiçíi-
øå âèÿâèëîñÿ, ùî òàêó ñèñòåìó øèôðóâàííÿ ñïåöñëóæáè Âåëèêîáðèòà-
íi¨ ñòâîðèëè íàïðèêiíöi 60-õ ðîêiâ.)

Âèáèðàþòü äâà âåëèêi ïðîñòi ÷èñëà p i q. Äëÿ ¨õ äîáóòêó N = p q
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ Îéëåðà äîðiâíþ¹

φ(N) = (p− 1)(q − 1).

Äàëi âèïàäêîâî âèáèðàþòü åëåìåíò e, ùî íå ïåðåâèùó¹ çíà÷åííÿ φ(N) i
¹ âçà¹ìíî ïðîñòèì ç φ(N). Ïiñëÿ öüîãî çà àëãîðèòìîì Åâêëiäà çíàõîäÿòü
îáåðíåíèé åëåìåíò d

ed mod φ(N) = 1.

Òîäi ïðèéìàþòü {e, N} � âiäêðèòèé êëþ÷, d � çàêðèòèé (òà¹ìíèé)
êëþ÷. Iíôîðìàöiÿ çàøèôðîâó¹òüñÿ êîíôiäåíòàìè, ÿêèì âëàñíèê òà¹ì-
íîãî êëþ÷à d íàäàâ âiäêðèòèé êëþ÷ {e, N}. Øèôðóâàííÿ âèêîíóþòü ó
êiëüêà êðîêiâ: ñïî÷àòêó òåêñò ïåðåâîäÿòü ó öèôðîâó ôîðìó (íàïðèêëàä,
ëiòåðàì àëôàâiòó çiñòàâëÿþòü ¨õ ïîðÿäêîâi íîìåðè), òîäi ðîçäiëÿþòü íà
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áëîêè äîâæèíè m, òàêî¨ ùîá 2m < N . Òîäi êîæåí iç áëîêiâ ââàæà-
þòü ÷èñëîì Bj , íàä ÿêèì âèêîíóþòü îïåðàöiþ E(Bj) = Bej mod N .
Çàøèôðîâàíó â òàêèé ñïîñiá iíôîðìàöiþ âiäêðèòî íàäñèëàþòü âëàñíè-
êó òà¹ìíîãî êëþ÷à, îñêiëüêè òiëüêè âií ìîæå ¨¨ äåøèôðóâàòè ó òàêèé
ñïîñiá:

E(Bj)
d mod N = (Bej mod N)d mod N = Bj ,

òîáòî âèêîíàííÿì îáåðíåíî¨ äî øèôðóâàííÿ îïåðàöi¨. Íåñàíêöiîíîâà-
íèé äîñòóï ìîæå îòðèìàòè òîé, õòî çóìi¹ çíàéòè ÷èñëî Îéëåðà äëÿ N ,
òîáòî, ôàêòîðèçóâàòè ÷èñëî N , àëå öå ñêëàäíà çàäà÷à, îñêiëüêè ÷èñëà
p i q âèáèðàþòü äîñòàòíüî âåëèêèìè.

Âiäîìî òàêèé àëãîðèòì ïîøóêó ñïiâìíîæíèêiâ ñêëàäåíîãî ÷èñëà N .
Âèáèðà¹ìî ïðîñòå ÷èñëî a < N i áóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü aj mod N, j =
0, 1, 2, . . .. Âèçíà÷à¹ìî ïåðiîä öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi r. Îäíèì iç ñïiâìíîæíè-
êiâ ÷èñëà N áóäå ñåðåä íàéáiëüøèõ ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ ÷èñåë N, (ar/2

mod N)+1 i (ar/2 mod N)−1. Ñêëàäíîþ çàäà÷åþ òóò ¹ âèçíà÷åííÿ ïå-
ðiîäó r, áî ÿêùî ïåðiîä âiäîìèé, òî çíàõîäæåííÿ íàéáiëüøèõ ñïiëüíèõ
äiëüíèêiâ ÷èñåë N i (ar/2 mod N)±1 çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà
¹ çàäà÷åþ ïîëiíîìíî¨ òðóäíîñòi äëÿ êëàñè÷íîãî ïðîöåñîðà.

Ðîçãëÿíüìî ïðîöåñ ôàêòîðèçàöi¨ ÷èñëà N=21 íà ïðîñòi ìíîæíè-
êè 3 i 7. Äëÿ öüîãî âèáåðiìî ïðîñòå ÷èñëî ìåíøå âiä N=21, íàïðè-
êëàä a=5, i ïîáóäóéìî ïîñëiäîâíiñòü aj mod N, j = 0, 1, 2, . . . . Îòðè-
ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü: 1, 5, 4, 6, 2, 3, 1, 5, 4, 6, 2, 3, . . . ç ïåðiîäîì r = 6, ùî
äà¹ çìîãó çíàéòè ar/2 mod N = 6, à òàêîæ (ar/2 mod N) + 1 = 7, (ar/2

mod N) − 1 = 5. Ñïiâìíîæíèêè ÷èñëà 21 ¹ ñåðåä íàéáiëüøèõ ñïiëüíèõ
äiëüíèêiâ ÷èñåë 21, 7 i 5, ÿêèì ¹ ÷èñëî 7, à äðóãèé ñïiâìíîæíèê îòðè-
ìóþòü äiëåííÿì, ùî äà¹ ÷èñëî 3.
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