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Передмова

Посiбник укладено на основi курсу для маґiстрантiв фiзичного фа-
культету Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Фран-
ка, що спецiалiзуються з теоретичної фiзики. Його мета — озна-
йомити читачiв iз фiзичними моделями, якi можна описувати за
допомогою квантових статистичних розподiлiв, вiдмiнних вiд тра-
дицiйних статистик Фермi–Дiрака i Бозе–Айнштайна.

Рiзноманiтнi типи дробових статистик використовують у широ-
кому спектрi фiзичних задач, вiд фiзики конденсованого стану до
космологiї. Зокрема, за їх допомогою створюють ефективнi моделi
для опису квантових систем з рiзними типами взаємодiй. Частин-
ки з промiжною статистикою, вiдомi як енiони, є одними з об’єктiв,
на яких пропонують реалiзовувати квантовi обчислення. Вивчення
неекстенсивних узагальнень статистики важливе у мiждисциплi-
нарних дослiдженнях складних систем.

Частина викладеного матерiалу ґрунтується на ориґiнальних
авторських дослiдженнях. Цей перелiк включає статистику Полi-
хронакоса з комплексним параметром, слабконеадитивну статисти-
ку Полiхронакоса, а також двопараметричнi моделi функцiї розпо-
дiлу енiонiв.

Курс є значною мiрою ознайомчим i вступним до широкого кла-
су задач. Зважаючи на це, лiтературу подано для зручностi напри-
кiнцi кожного роздiлу. Вiдповiднi джерела сприятимуть самостiй-
ному вивченню розглянутих питань.

За обговорення, кориснi зауваження i пропозицiї пiд час роботи
над посiбником висловлюю подяку своїм колегам iз кафедри теоре-
тичної фiзики Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана
Франка, а також рецензентам i редакторам.

Львiв, червень 2018



Позначення˚

a:, a оператори породження i знищення
bℓ вiрiальнi коефiцiєнти
Bℓ кластернi iнтеґрали
C, C, CV теплоємнiсть
D вимiрнiсть простору
Dq похiдна Джексона
E, E енерґiя системи
exq , expqpxq q-експонента (Цаллiса)
g параметр статистики Голдейна–Ву
gpεq густина станiв
Gj виродження j-го рiвня
H гамiльтонiан
Lispxq полiлогарифм (функцiя Бозе)
lnq x q-деформований логарифм
m маса частинки
M максимальне заповнення рiвня у статистицi Джентiле
N кiлькiсть частинок, оператор кiлькостi частинок
nj , npεq числа заповнення (функцiя розподiлу)
pj iмовiрнiсть реалiзацiї стану j

q параметр неекстенсивностi,
параметр деформацiї в комутаторi

S ентропiя
T температура
V , V2, VD об’єм, зокрема дво- i D-вимiрний
W кiлькiсть мiкростанiв
z активнiсть
Z, ZN велика статистична сума
α параметр енiонної статистики
β обернена температура, β “ 1{T
γ, γ̄ параметр статистики Полiхронакоса
Γpxq гамма-функцiя Ейлера
ε, εj енерґiя частинки, енерґiя j-го стану
ζpxq, ζqpxq дзета-функцiя Рiмана та її q-узагальнення
λ довжина теплової хвилi де Бройля
µ хiмiчний потенцiал
µ̃ параметр деформацiї
ν параметр статистики Полiхронакоса, γ “ eiπν ,

фактор заповнення (у квантовому ефектi Голла)
Ξ велика статистична сума
ρD, ρ D-вимiрна концентрацiя (густина), ρD “ N{VD, ρ “ N{V
σj ґенератори групи кiс
ω частота осцилятора
Ω великий термодинамiчний потенцiал

˚ Вказано найтиповiшi використанi позначення.



Роздiл 1

Вступ

Становлення статистичної фiзики як окремої дисциплiни почалося
у другiй половинi XIX ст. До її засновникiв належать Рудольф Кла-
узiус, який у 1850–1860-х рр. сформулював поняття ентропiї, запро-
понувавши вiдповiдний термiн 1865 р. [1], Джеймс Клерк Макс-
велл, який вивiв розподiл молекул за швидкостями в iдеальному
газi наприкiнцi 60-х рокiв XIX ст. [2, 3], Людвiґ Больцман, який
узагальнив результати Максвелла [4, 5], а також запропонував спо-
сiб розрахунку кiлькостi мiкростанiв [6]. Цiкаво, що вiдомий вираз
S “ k logW , який навiть викарбувано на могилi Больцмана, на-
справдi вперше записав Макс Планк аж 1901 р. [7].

Рудольф Клаузiус
(Rudolf Clausius,

1822–1888)

Людвiґ Больцман
(Ludwig Boltzmann,

1844–1906)

Джеймс Клерк Максвелл
(James Clerk Maxwell,

1831–1879)



8 Роздiл 1. Вступ

Джосая Вiллард Ґiббс, чиїм iменем названо парадокс, пов’я-
заний iз нерозрiзнювальнiстю частинок (1874 р. [8]), запропонував
поняття статистико-механiчних ансамблiв та отримав формулу для
розподiлу ймовiрностей [9] — так сформувалася класична стати-
стика Больцмана–Ґiббса .

Джосая Вiллард Ґiббс
(Josiah Willard Gibbs, 1839–1903)

Макс Планк
(Max Planck, 1858–1947)

На середину 20-х рр. XXст. припадає початок вивчення кван-
тових розподiлiв. Спочатку Сат’єндранат Бозе [10] скористався по-
няттям квантiв свiтла й отримав за допомогою комбiнаторних мiр-
кувань закон Планка. Альберт Айнштайн [11, 12] поширив цей пiд-
хiд на випадок масивних частинок, унаслiдок чого передбачив за
низьких температур макроскопiчне заповнення стану з нульовим
iмпульсом, яке зараз називають конденсацiєю Бозе–Айнштай-
на , а вiдповiднi частинки пiдкоряються статистицi Бозе–Айн-
штайна .

Сат’єндранат Бозе
(Satyendranath Bose, ,

1894–1974)

Альберт Айнштайн
(Albert Einstein, 1879–1955)
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Пауль Еренфест
(Paul Ehrenfest;

1880–1933)

Чимало питань статистичної фiзики,
зокрема в контекстi її зв’язку з квантовою
теорiєю, розглядав у своїх працях Пауль
Еренфест: це й поняття адiабатичних iнварi-
антiв [13], i класифiкацiя фазових переходiв
[14] та багато iнших. Його учнi, Семюел Ґа-
удсмiт та Джордж Уленбек, запропонували
1925 р. нове квантове число — спiн [15, 16].
Воно дозволило обґрунтувати принцип забо-
рони для електронiв, який сформулював цьо-
го ж року Вольфґанґ Паулi [17].

Учнi Пауля Еренфеста, злiва направо: Джордж Уленбек (George Eugene
Uhlenbeck, 1900–1988), Гендрик Крамерс (Hendrik Anthony Kramers,

1894–1952) та Семюел Ґаудсмiт (Samuel Abraham Goudschmidt, 1902–1978)

Енрiко Фермi [18] та Поль Дiрак [19] 1926 р. вивели функцiю
розподiлу для частинок, на якi поширюється принцип заборони
Паулi, започаткувавши статистику Фермi–Дiрака .

Якщо хвильова функцiя системи тотожних частинок є симетри-
чною щодо їх перестановок, то такi частинки пiдкоряються ста-
тистицi Бозе–Айнштайна (або просто статистицi Бозе) — їх
називають бозонами . Вони мають цiлий спiн i в одному кван-
товому станi їх може перебувати як завгодно. У випадку антиси-
метричної хвильової функцiї будемо мати справу зi статистикою
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Фермi–Дiрака (або статистикою Фермi), а самi частинки на-
зивають фермiонами . Їх спiн — пiвцiлий, а в одному квантовому
станi може перебувати не бiльше одного фермiона (це i є вже зга-
дуваний принцип заборони Паулi).

Енрiко Фермi
(Enrico Fermi, 1901–1954)

Поль Дiрак
(Paul Adrien Maurice Dirac, 1902–1984)

Фактично, наведене твердження становить змiст теореми про
зв’язок спiну зi статистикою. Її сформулював у 1939 р. Мар-
кус Фiрц [20], а згодом детальнiше опрацювали Вольфґанґ Паулi
[21] та Юлiан Швiнґер [22].

Вольфґанґ Паулi
(Wolfgang Ernst Pauli,

1900–1958)

Маркус Фiрц
(Markus Eduard Fierz,

1912–2006)

Юлiан Швiнґер
(Julian Seymour

Schwinger, 1918–1994)

Сучасна наукова картина свiту каже, що реальнi частинки мо-
жуть бути або фермiонами, або бозонами. Рiзноманiтнi узагаль-
нення, вiдомi як «промiжнi», «дробовi», «нестандартнi», «iнтерпо-
ляцiйнi», «модифiкованi» чи «екзотичнi» статистики, виникають
лише як ефективний наслiдок, наприклад, через урахування вза-
ємодiй чи перехiд у двовимiрний простiр. У багатьох задачах ви-
користання таких нових статистик також пов’язане зi спрощенням
математичного формулювання.
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Способи побудови дробових статистик можна роздiлити на двi
групи. До першої належать тi, що ґрунтуються переважно на поня-
ттях статистичної фiзики, наприклад, вираз для кiлькостi мiкро-
станiв або означення ентропiї. Друга група пов’язана з квантовоме-
ханiчними пiдходами i включає, зокрема, узагальнення симетрiй-
них властивостей хвильової функцiї та деформацiї стандартних ко-
мутацiйних спiввiдношень. У деяких випадках мiж способами по-
будови з рiзних груп можна встановити простий зв’язок.

У роздiлах 2–4 проаналiзовано статистико-механiчнi пiдходи до
введення промiжної статистики, починаючи вiд першого вiдомого
способу, який запропонував Джованнi Джентiле (мол.) 1940 р. [23].
У статистицi Джентiле максимальне заповнення стану обмежене
скiнченним числом мiж одиницею (статистика Фермi) та безмежнi-
стю (статистика Бозе). Наступнi узагальнення пов’язанi з рiзними
пiдходами до пiдрахунку кiлькостi мiкростанiв. Для статистик Бо-
зе (BE) та Фермi (FD) вiдповiднi вирази мають вигляд:

WBE
j “ pGj `Nj ´ 1q!

Nj ! pGj ´ 1q! , WFD
j “ Gj !

Nj ! pGj ´Njq!
, (1.1)

де Gj — ступiнь виродження j-го стану, а Nj — кiлькiсть частинок
у ньому. Середнi значення чисел заповнення nj “ Nj{Gj стану з
енерґiєю εj у великому канонiчному ансамблi будуть

nBE
j “ 1

eβpεj´µq ´ 1
, nFDj “ 1

eβpεj´µq ` 1
, (1.2)

де β “ 1{T — обернена температура, а µ — хiмiчний потенцiал.
Надалi температуру й енерґiю вимiрюватимемо в однакових оди-
ницях, тому стала Больцмана kB “ 1.

Алєксiос Полiхронакос 1996 р. дав iнтерпретацiю способу запов-
нення станiв [24], з якої випливає такий вираз для nj :

nPj “ 1

eβpεj´µq ´ γ
.

Так звана дробова виключна статистика (англ. fractional
exclusion statistics) пов’язана з працями Данкана Голдейна, який
увiв узагальнення принципу заборони Паулi (1991 р. [25]), та Йон-
Шi Ву (1994 р. [26]), який отримав вiдповiдну функцiю розподiлу.
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Окремо в роздiлi 5 видiлено пiдходи, пов’язанi з неадитивни-
ми та неекстенсивними узагальненнями ентропiї, якi запропонував
1988 р. Константiно Цаллiс [27], а згодом розвинули його колеги та
вченi з iнших наукових груп.

У роздiлi 6 згруповано квантовомеханiчнi узагальнення кван-
тових статистик, що ґрунтуються на модифiкацiях комутацiйних
спiввiдношень мiж операторами породження–знищення. Герберт
Сиднi Ґрiн запропонував 1953 р. так звану парастатистику ,
розглядаючи комбiнацiї комутаторiв трьох i бiльше операторiв [28].
Ще один спосiб пов’язаний iз так званими q-деформованими кому-
таторами або q-мутаторами ra, a:sq “ aa: ´ qa:a. Послiдовна
побудова термодинамiки для таких систем дещо вiдрiзняється i вiд
звичайної термодинамiки, i вiд її неекстенсивних узагальнень.

Роздiл 7 присвячено таким макроскопiчним квантовим явищам,
як цiлочисельний та дробовий квантовi ефекти Голла — кванту-
вання за низьких температур у двовимiрному електронному газi
голлiвської провiдностi σH “ νe2{h, де ν — цiле число або рацiо-
нальний дрiб, вiдповiдно. Для опису дробового квантового ефекту
Голла, вiдкритого 1982 р. [29], можна скористатися поняттям енiо-
нiв (англ. anyon, вiд any — ‘будь-який’) [30]. Цим термiном нази-
вають частинки, для яких фаза хвильової функцiї при перестанов-
цi двох частинок може набувати довiльних значень. Як показали
1977 р. Йон Манне Лайнос i Ян Мiргайм, це може вiдбуватися у
двовимiрних системах, на вiдмiну вiд тривимiрного випадку [31].

У роздiлi 8 обговорено способи встановлення зв’язку мiж рiзни-
ми типами дробових статистик. Особливу увагу тут зосереджено на
формалiзмi вiрiального i кластерного розвинення, яке дає змогу по-
в’язати статистико-механiчнi пiдходи з енiонною статистикою.

Завершальний роздiл 9 мiстить iнформацiю переважно довiд-
кового характеру про групи та алґебри.
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Verhaltens jedes einzelnen Elektrons.Naturwiss., 13(47): 953–952, 1925.



14 Роздiл 1. Вступ

[16] G. E. Uhlenbeck and S. Goudsmit. Spinning electrons and the structure
of spectra. Nature, 117: 264–265, 1926.
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Роздiл 2

Статистика Джентiле

2.1. Розподiл Джентiле

У цьому роздiлi розглядатимемо одне з найпростiших узагальнень
добре вiдомих двох квантових статистичних розподiлiв Бозе–Айн-
штайна i Фермi–Дiрака. У першому з них в одному станi може
перебувати довiльна кiлькiсть частинок, зокрема й макроскопiчно
велика. У розподiлi Фермi в одному станi може перебувати лише
одна частинка.

Джованнi Джентiле (мол.)
(Giovanni Gentile Jr;

1906–1942)

Можна постулювати певний промi-
жний розподiл, у якому максимальна за-
селенiсть стану буде обмежена якимось
скiнченним числом M . Вiдповiдна ста-
тистика має назву статистики Джентi-
ле (Gentile, 1940) [1]. Зрозумiло, що при
M “ 1 матимемо граничний випадок роз-
подiлу Фермi, а M “ 8 вiдповiдає розпо-
дiловi Бозе.

Одним зi способiв отримання функцiї
розподiлу є використання формалiзму
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великого канонiчного ансамблю. Розглядатимемо систему N час-
тинок, у якiй в i-му станi з енерґiєю εi перебуває ni частинок. Повна
кiлькiсть частинок буде

N “
ÿ

i

ni, (2.1)

а повна енерґiя

E “
ÿ

i

niεi. (2.2)

Треба зазначити, що ni можуть набувати значень вiд 0 до макси-
мального заповнення стану M .

Статистична сума системи з N частинок дорiвнює

ZN “
ÿ

tniu

exp

˜
´ 1

T

ÿ

i

niεi

¸
, (2.3)

де T — температура, а сукупнiсть tniu характеризує стани цiлої
системи N частинок. Зауважмо, що при цьому виконується умова
(2.1).

Велика статсума записується так:

Ξ “
8ÿ

N“0

zNZN . (2.4)

де z “ eµ{T — активнiсть, µ — хiмiчний потенцiал.
Можна показати, що цей вираз зводиться до вигляду

Ξ “
ź

i

ÿ

ni

”
z exp

´
´εi

T

¯ıni

. (2.5)

Знайдемо суму за ni як суму скiнченної геометричної проґресiї:

Mÿ

ni“0

”
z exp

´
´εi

T

¯ıni “
zM`1 exp

´
´ pM`1qεi

T

¯
´ 1

z exp
`
´ εi

T

˘
´ 1.

(2.6)
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Отже, велика статистична сума набуде вигляду:

Ξ “
ź

i

zM`1 exp
´

´ pM`1qεi
T

¯
´ 1

z exp
`
´ εi

T

˘
´ 1.

. (2.7)

Звiдси, враховуючи вираз для термодинамiчного потенцiалу

Ω “ ´T lnΞ, (2.8)

знаходимо кiлькiсть частинок:

N “
ˆBΩ

Bµ

˙

T,V

“
ˆB lnΞ

B ln z

˙

T,V

“

“
ÿ

i

„
1

z´1eεi{T ´ 1
´ M ` 1

z´pM`1qepM`1qεi{T ´ 1


. (2.9)

Отже, для чисел заповнення можна записати вираз

ni “ 1

z´1eεi{T ´ 1
´ M ` 1

z´pM`1qepM`1qεi{T ´ 1
, (2.10)

який i є функцiєю розподiлу у статистицi Джентiле:

nGpεq “ 1

z´1eε{T ´ 1
´ M ` 1

z´pM`1qepM`1qε{T ´ 1
. (2.11)

Легко переконатися, що граничнi випадки M “ 1 i M “ 8
приводять до функцiй розподiлу статистики Фермi–Дiрака й Бозе–
Айнштайна, вiдповiдно:

nGpεq
ˇ̌
ˇ
M“1

“ nFDpεq “ 1

z´1eε{T ` 1
, (2.12)

nGpεq
ˇ̌
ˇ
M“8

“ nBEpεq “ 1

z´1eε{T ´ 1
. (2.13)
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2.2. Комбiнаторний пiдхiд до отримання

функцiї розподiлу

Функцiю розподiлу у статистицi Джентiле можна отримати з ком-
бiнаторних мiркувань, керуючись виразом для кiлькостi способiв
розподiлу частинок за всiма можливими станами

W “
ź

i

Gi!

pip0q!pip1q! . . . pipMq! , (2.14)

де повна кiлькiсть частинок в i-му станi Ni “
Mÿ

j“0

jpipjq, тобто pipjq

визначає в i-му станi кiлькiсть «комiрок», де перебуває рiвно j час-

тинок, а Gi “
Mÿ

j“0

pipjq — ваговий множник i-го стану (повна кiль-

кiсть «комiрок»). Для цього шукатимемо екстремум функцiї

lnW “ ln
ź

i

Gi!

pip0q!pip1q! . . . pipMq!
за умов

δGi “ δ

Mÿ

j“0

pipjq “ 0, δN “ δ
ÿ

i

Mÿ

j“0

jpipjq “ 0,

δE “ δ
ÿ

i

Mÿ

j“0

εijpipjq “ 0,

що фiксують зокрема кiлькiсть частинок N та енерґiю E.
Варiацiя, з урахуванням формули Стiрлiнґа, буде

δ lnW “
ÿ

i

$
&
%δ lnGi!loomoon

“0

´δ ln pip0q! ´ δ ln pip1q! ´ . . .´ δ ln pipMq!

,
.
- “

“ ´
ÿ

i

δ
!
pip0q ln pip0q ´ pip0q ` . . .` pipMq ln pipMq ´ pipMq

)
“

“ ´
ÿ

i

!
ln pip0qδpip0q ` . . .` ln pipMqδpipMq

)
.
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Скористаємось методом множникiв Лаґранжа:

δ lnW ´ βδE ` νδN `
ÿ

i

γiδGi “ 0.

Розписуючи вiдповiднi варiацiї, матимемо:

ÿ

i

!
´ ln pip0qδpip0q ´ . . .´ ln pipMqδpipMq ´

´ βεi0δpip0q ´ . . .´ βεiMδpipMq `

` ν0δpip0q ` . . .` νMδpipMq `

` γiδpip0q ` . . .` γiδpipMq
)

“ 0.

У результатi

pipjq “ eγi`νj´βjεi .

Множники γi визначаємо з умови

Gi “
Mÿ

j“0

pipjq “ eγi
Mÿ

j“0

eνj´βjεi “ eγi
1 ´ epM`1qpν´βεiq

1 ´ epν´βεiq
.

Отже,

pipjq “ Gi
1 ´ epν´βεiq

1 ´ epM`1qpν´βεiq
epν´βεiqj .

Вираз для чисел заповнення Ni можна знайти, розглянувши запис
для кiлькостi частинок

N “
ÿ

i

Ni “
ÿ

i

Mÿ

j“0

jpipjq.

Тобто

Ni “ Gi
1 ´ epν´βεiq

1 ´ epM`1qpν´βεiq

Mÿ

j“0

jepν´βεiqj .
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Функцiя розподiлу для i-го стану

nGpεiq “ Ni

Gi
“ 1 ´ epν´βεiq

1 ´ epM`1qpν´βεiq

B
Bpν ´ βεiq

Mÿ

j“0

epν´βεiqj “

“ 1 ´ epν´βεiq

1 ´ epM`1qpν´βεiq

B
Bpν ´ βεiq

1 ´ epM`1qpν´βεiq

1 ´ epν´βεiq
“

“ 1 ´ epν´βεiq

1 ´ epM`1qpν´βεiq
ˆ

ˆ
#
epν´βεiq

“
1 ´ epM`1qpν´βεiq

‰
“
1 ´ epν´βεiq

‰2 ´ pM ` 1qepM`1qpν´βεiq

1 ´ epν´βεiq

+
“

“ 1

epβεi´νq ´ 1
´ pM ` 1q
epM`1qpβεi´νq ´ 1

.

Залишилося проiдентифiкувати множники β “ 1{T i eν “ z стан-
дартним способом.

2.3. Iдеальний D-вимiрний газ зi статистикою

Джентiле

Розрахунок термодинамiчних функцiй зробимо за такою загальною
схемою [2]. З виразу для кiлькостi частинок,

N “
ÿ

i

Gini “
ż
dε gpεqnGpεq, (2.15)

де густина станiв D-вимiрного iдеального газу частинок (з квадра-
тичним законом дисперсiї) масою m в об’ємi VD

gpεq “ VD

ΓpD{2q
´ m

2π~2

¯D{2
εD{2´1 “ AεD{2´1, (2.16)

визначаємо хiмiчний потенцiал або активнiсть як функцiю змiнних
N i T . Цю функцiю пiдставляємо у вираз для енерґiї

E “
ÿ

i

εiGini “
ż
dε εgpεqnGpεq, (2.17)
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звiдки потiм можна розрахувати, наприклад, теплоємнiсть.

Розрахунки у цьому випадку технiчно мало вiдрiзняються вiд
статистики Бозе.

N “
8ż

0

dε gpεqnGpεq “

“ A

8ż

0

dε

«
εD{2´1

z´1eε{T ´ 1
´ pM ` 1qεD{2´1

z´pM`1qepM`1qε{T ´ 1

ff
“

“ ATD{2Γ

ˆ
D

2

˙ ”
LiD{2pzq ´ pM ` 1q1´D{2 LiD{2

`
zM`1

˘ı
. (2.18)

Тут полiлогарифм або функцiя Бозе

Lispzq “
8ÿ

ℓ“1

zℓ

ℓs
. (2.19)

Розписуючи множник A в рiвняннi (2.18), отримаємо

ρDλ
D “ LiD{2pzq ´ pM ` 1q1´D{2 LiD{2

`
zM`1

˘
, (2.20)

де введено позначення для D-вимiрної густини та довжини тепло-
вої хвилi де Бройля, вiдповiдно:

ρD “ N

VD
, λ “

c
2π~2

mT
. (2.21)

Тут потрiбно мати на увазi, що усi результати правильнi лише в
термодинамiчнiй границi, коли N Ñ 8 i VD Ñ 8, а густина ρD
залишається сталою.

Розв’язком рiвняння (2.20) буде z як функцiя густини ρD i тем-
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ператури T . Енерґiю розраховуємо подiбним способом:

E “
8ż

0

dε εgpεqnGpεq “

“ A

8ż

0

dε

«
εD{2

z´1eε{T ´ 1
´ pM ` 1qεD{2

z´pM`1qepM`1qε{T ´ 1

ff
“

“ ATD{2`1Γ

ˆ
D

2
` 1

˙ ”
LiD{2`1pzq ´ pM ` 1qD{2 LiD{2`1

`
zM`1

˘ı
.

Енерґiя на одну частинку буде

E

N
“ D

2

T

ρDλD

”
LiD{2`1pzq ´ pM ` 1q´D{2 LiD{2`1

`
zM`1

˘ı
. (2.22)

Ураховуючи означення полiлогарифма, бачимо, що в границi
високих температур T Ñ 8 величина z Ñ 0 за законом

z “ ρDλ
D „ T´D{2, (2.23)

а отже, енерґiя

E

N
“ D

2
T, (2.24)

що вiдповiдає класичнiй границi, як i варто було очiкувати. Також
зрозумiло, що для M ą 1 першу поправку до класичної границi
визначатиме виключно «бозонний доданок»

ρDλ
D “ LiD{2pzq “ z ` 2´D{2z2 ` . . . (2.25)

Отже, й поведiнка термодинамiчних функцiй системи зi статисти-
кою Джентiле у цьому випадку буде нагадувати термодинамiку
бозе-системи. Зокрема, нескладно показати, що теплоємнiсть CV

прямуватиме до класичної границi D{2 зверху.
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2.4. Границя низьких температур

Окремо звернемо увагу на низькотемпературну границю функцiї
розподiлу nGpεq. При T Ñ 0 iснує певна енерґiя µ0, така, що

nGpεq “
#
M, ε ă µ0

0, ε ą µ0.
(2.26)

Тобто поведiнка функцiї розподiлу збiгається зi «сходинкою» роз-
подiлу Фермi, хоч i з iншою (неодиничною) висотою. Енерґiя ж µ0
виконує роль аналога рiвня Фермi.

Розрахуємо значення µ0 для D-вимiрного iдеального газу. Кiль-
кiсть частинок при T “ 0

N “ A

µ0ż

0

dε εD{2´1M “ AM
2

D
µ
D{2
0 . (2.27)

Отже,

µ0 “
ˆ
D

2

N

AM

˙2{D

“ 2π~2

m

„
Γ

ˆ
D

2
` 1

˙
ρD

M

2{D

ą 0. (2.28)

Це означає, що в границi T Ñ 0

z “ eµ0{T “ exp

#„
Γ

ˆ
D

2
` 1

˙
ρDλ

D

M

2{D
+

Ñ `8. (2.29)

Тут ми натрапляємо на таку математичну проблему: означен-
ня полiлогарифма через ряд (2.19) можна застосовувати лише для
|z| ď 1 (нас цiкавлять дiйснi значення, тому просто z ď 1 або еквi-
валентно µ ď 0). Iнакше знаменник

`
z´1eε{T ´ 1

˘
в пiдiнтеґральних

виразах матиме нулi. Зауважимо, однак, що сама функцiя розподi-
лу не буде розбiжною, оскiльки особливостi вiд рiзницi двох дробiв
скомпенсуються. Можна показати, що в границi pε´ µq{T Ñ 0

nGpεq “ M

2
. (2.30)
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Замiсть означення (2.19) для полiлогарифмiв потрiбно викори-
стовувати аналiтичне продовження. Для нашого аналiзу зручним
буде такий асимптотичний ряд Кацури та iн. [3]:

Lispzq “ ´ pln zqs
Γps` 1q ` Γp1 ´ sqp´ ln zqs´1`

`
mÿ

n“1

p2πq2nB2n

Γps` 1 ´ 2nqp2nq!pln zqs´2n ` O
`
pln zqs´2m´2

˘
,

(2.31)

де Bn — числа Бернуллi, B2 “ 1
6
, B4 “ ´ 1

30
, . . . .

Використовуючи перший доданок у розкладi (2.31), перепише-
мо у границi малих температур рiвняння (2.20) для z у такому
виглядi:

ρDλ
D “ ´ pln zqD{2

ΓpD{2 ` 1q ` pM ` 1q1´D{2

`
ln zM`1

˘D{2

ΓpD{2 ` 1q “ Mpln zqD{2

ΓpD{2 ` 1q ,

звiдки

z “ exp

#„
Γ

ˆ
D

2
` 1

˙
ρDλ

D

M

2{D
+
,

що збiгається з отриманим ранiше виразом (2.29).
Для енерґiї в цьому ж наближеннi матимемо

E

N
“ D

2

T

ρDλD

«
´ pln zqD{2`1

ΓpD{2 ` 2q ` pM ` 1q´D{2

`
ln zM`1

˘D{2`1

ΓpD{2 ` 2q

ff
“

“ D

2

T

ρDλD
ln z

D{2 ` 1

Mpln zqD{2

ΓpD{2 ` 1q .

Остаточно пiсля нескладних перетворень отримаємо середню енер-
ґiю частинок при T “ 0, тобто в основному станi:

E

N
“ D

D ` 2

~2

2m
4π

„
Γ

ˆ
D

2
` 1

˙
ρD

M

2{D

. (2.32)
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Подiбно як у фермi-системi, ми отримали ненульове значення енер-
ґiї — на вiдмiну вiд системи зi статистикою Бозе. Це пояснюється
характером заповнення станiв, коли лише M частинок мають ну-
льову енерґiю, а решта поступово заповнюють наступнi стани з
вищими енерґiями.

Можна показати, що у границi малих температур теплоємнiсть
лiнiйно залежатиме вiд T . Вiдповiдний вираз буде таким:

CV

N
“ D

3

π2

M ` 1

1

ln z
“

“ D

3

π2

M ` 1

ˆ
M

ΓpD{2 ` 1q
1

ρD

˙2{D
mT

2π~2
. (2.33)

Результати розрахунку активностi для рiзних значень макси-
мального заповнення станiв продемонстровано на рис. 2.1, а тепло-
ємнiсть — на рис. 2.2.
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Рис. 2.1. Активнiсть z тривимiрного iдеального газу зi статисти-
кою Джентiле порiвняно з результатами для статистик Бозе i
Фермi. Одиницi вимiрювання температури зафiксовано значенням
ρD

`
2π~2{m

˘D{2 “ 1
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Рис. 2.2. Питома теплоємнiсть тривимiрного iдеального газу зi ста-
тистикою Джентiле порiвняно з результатами для статистик Бозе i
Фермi. Одиницi вимiрювання температури зафiксовано значенням
ρD

`
2π~2{m

˘D{2 “ 1

2.5. Великi значення максимального

заповнення станiв

Окремої уваги потребує випадок, коли максимальне заповнення M
стану є великим (макроскопiчним) числом. За постановкою задачi
зрозумiло, що в системi N частинок прямування M Ñ N вiдповi-
дає границi статистики Бозе. Однак, як показали Дай i Сє [4], це
твердження не можна приймати беззастережно.

Розгляньмо кiлькiсть частинок в основному станi ε “ 0:

N0 “ 1

z´1 ´ 1
´ M ` 1

z´pM`1q ´ 1
“ M ` 1

1 ´ z
´ pM ` 1q

1 ´ zpM`1q
. (2.34)

Якщо z ă 1 (як у випадку бозонiв), то границя великих M Ñ N з
урахуванням того, що N Ñ 8, дає вiдомий у статистицi Бозе вираз
для числа заповнення основного стану, тобто кiлькостi частинок у
бозе-конденсатi:

NBose
0 “ z

1 ´ z
. (2.35)



2.5. Великi значення максимального заповнення станiв 27

Однак, як показує формула (2.29), за низьких температур z може
набувати як завгодно великих значень. Тобто в такiй ситуацiї

N0 “ M ` 1

1 ´ z
» M, (2.36)

оскiльки у статистицi Джентiле в основному станi не може перебу-
вати бiльше, нiж M частинок. Якщо ж M є макроскопiчним,

M „ ηN, де η À 1, (2.37)

то внеском вiд основного стану не можна нехтувати в розрахунках
термодинамiчних функцiй. А це означає, що вiдповiдний доданок
потрiбно виписувати явно у виразi (2.18) для кiлькостi частинок,
якщо розмiрнiсть простору D ą 2, коли густина станiв

gpεq ÝÑ
εÑ0

0.

Отже, для густини матимемо:

N

VD
“ 1

λD

”
LiD{2pzq ´ pM ` 1q1´D{2 LiD{2

`
zM`1

˘ı
` N0

VD

або

ρDλ
D

ˆ
1 ´ N0

N

˙
“ LiD{2pzq ´ pM ` 1q1´D{2 LiD{2

`
zM`1

˘
. (2.38)

Для макроскопiчних значень максимального заповнення станiв у
границi малих температур (великих z) вплив множника

1 ´ N0

N
» 1 ´ η

стає особливо вiдчутним i приводить до вiдповiдного зменшення
термодинамiчних величин порiвняно з результатами, отриманими
без урахування внеску основного стану.
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2.6. Завдання для самостiйної роботи

1. Покажiть, як виконати перехiд вiд виразу (2.4) до (2.7), за-
стосовуючи iнтеґральну формулу Кошi, див. [5, Гл. 3, 4].

2. Цiкавим граничним випадком розподiлу Джентiле є ε´µ
T

Ñ 0.
Покажiть, що в цiй границi функцiя

nGpεq “ 1

epε´µq{T ´ 1
´ M ` 1

epM`1qpε´µq{T ´ 1

дорiвнює

nGpεq “ M

2
.

3. Визначте поведiнку теплоємностi iдеального газу зi статисти-
кою Джентiле у границi T Ñ 0.
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Роздiл 3

Статистика Полiхронакоса

3.1. Виведення виразiв для чисел заповнення

Алєксiос Полiхронакос
(Alexios P. Polychronakos,
Αλέξιος Π. Πολυχρονάκος;

нар. 1959)

У статистицi Полiхронакоса вираз для чи-
сел заповнення j-го стану з енерґiєю εj має
вигляд [1]

nj “ 1

z´1eεj{T ` γ̄
, (3.1)

де z — активнiсть, а T — температура
системи. Така форма виглядає однiєю з
найпростiших iнтерполяцiй мiж статисти-
ками Бозе i Фермi. Однак фiзичну iнтер-
претацiю того, як заповнюються стани в
системi, що вiдповiдає цьому виразовi, дав
Алєскiос Полiхронакос лише 1996 р. [2], запропонувавши таку реа-
лiзацiю дробової статистики: нехай перша частинка в системi може
зайняти один iз G станiв, друга вже має на вибiр pG ´ γ̄q станiв,
третя — pG´2γ̄q станiв i т. д. Повну кiлькiсть мiкростанiв, що ком-
бiнаторно вiдповiдає кiлькостi способiв розмiщення Nj частинок за
Gj станами, можна записати так:

W “
ź

j

GjpGj ´ γ̄qpGj ´ 2γ̄q . . . pGj ´ pNj ´ 1qγ̄q
Nj !

. (3.2)



30 Роздiл 3. Статистика Полiхронакоса

Легко бачити, що граничнi значення γ̄ “ ˘1 виразу для кiлькостi
мiкростанiв (3.2) вiдповiдають розподiлам Фермi та Бозе (1.1).

Переписавши кiлькiсть мiкростанiв у виглядi

W “
ź

j

γ̄Nj
pGj{γ̄q!

Nj !pGj{γ̄ ´Njq!
, (3.3)

де пiд факторiалом нецiлого числа мають на увазi узагальнення
через гамма-функцiю x! “ Γpx ` 1q, можна стандартним способом
отримати вираз для чисел заповнення. Це вимагатиме розв’язува-
ння варiацiйної задачi на умовний екстремум

δ lnW ´ βδE ` νδN “ 0, (3.4)

де множники Лаґранжа бiля варiацiї енерґiї δE “ δ
ř
j

εjNj “ 0 та

кiлькостi частинок δN “ δ
ř
j

Nj “ 0 пов’язанi з оберненою тем-

пературою β “ 1{T та хiмiчним потенцiалом ν “ µ{T , вiдповiдно.
Пiсля нескладних перетворень матимемо:

„
ln γ̄ ´ lnNj ` ln

ˆ
Gj

γ̄
´Nj

˙
´ βεj ` ν


δNj “ 0,

звiдки вiдразу можна показати, що середнi числа заповнення
nj “Nj{Gj у цiй статистицi виражаються простим спiввiдношенням:

nPj “ 1

epεi´µq{T ´ γ
, (3.5)

де для зручностi подальшої роботи введено позначення γ “ ´γ̄.

3.2. Iдеальний D-вимiрний газ зi статистикою

Полiхронакоса

Термодинамiчнi функцiї розраховуватимемо за тiєю ж схемою, що
й у попередньому роздiлi. Кiлькiсть частинок

N “
ÿ

j

Gjnj “
ż
dε gpεqnPpεq, (3.6)
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де густину станiвD-вимiрного iдеального газу задано виразом (2.16).
Це рiвняння неявно задає хiмiчний потенцiал або активнiсть як
функцiю змiнних N i T . Вираз для енерґiї буде

E “
ÿ

j

εjGjnj “
ż
dε εgpεqnPpεq. (3.7)

Знову ж таки, розрахунки для статистики Полiхронакоса технi-
чно мало вiдрiзняються вiд статистики Бозе, i вiдповiднi iнтеґрали
можна виразити через полiлогарифми. Для кiлькостi частинок ма-
ємо

N “
8ż

0

dε gpεqnPpεq “ A

8ż

0

εD{2´1dε

z´1eε{T ´ γ
“

“ ATD{2Γ

ˆ
D

2

˙
1

γ
LiD{2pγzq, (3.8)

а для енерґiї —

E “
8ż

0

dε εgpεqnPpεq “ A

8ż

0

εD{2dε

z´1eε{T ´ γ
“

“ ATD{2`1Γ

ˆ
D

2
` 1

˙
1

γ
LiD{2`1pγzq. (3.9)

Через довжину теплової хвилi де Бройля λ та D-вимiрну густину
ρD перше рiвняння перепишемо як

ρDλ
D “ 1

γ
LiD{2pγzq, (3.10)

а для енерґiї на одну частинку отримаємо

E

N
“ D

2

T

ρDλD
1

γ
LiD{2`1pγzq. (3.11)

Як i треба було очiкувати, у границi γ “ 1 цi вирази переходять у
вiдомi результати для iдеального D-вимiрного бозе-газу.
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Варто звернути увагу на те, що полiлогарифм вiд вiд’ємного
арґумента не становить труднощiв, графiки функцiї Lispxq наведе-
но на рис. 3.1 для рiзних значень s. Особливостi виникають лише
за умови x ą 1, коли полiлогарифм стає комплекснозначною функ-
цiєю.
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Рис. 3.1. Дiйсна й уявна частини функцiї Lispxq

Отже, особливостi в розрахунках термодинамiчних функцiй ви-
никатимуть, якщо γz ą 1. Це означає, що для γ ą 0 в системi
зi статистикою Полiхронакоса вiдбувається фазовий перехiд, ана-
логiчний до бозе-конденсацiї, коли активнiсть z “ 1{γ. Критичну
температуру Tc визначає рiвняння

ρDλ
D
c “ 1

γ
ζ

ˆ
D

2

˙
, де λc “

d
2π~2

mTc
, (3.12)

оскiльки дзета-функцiя Рiмана пов’язана з полiлогарифмом про-
стим спiввiдношенням: Lisp1q “ ζpsq.
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За температур T ď Tc макроскопiчна кiлькiсть частинок n0
починає займати основний стан з ε “ 0, як при бозе-конденсацiї.
Якщо ж вимiрнiсть простору D ą 2, то в густинi станiв gpεq „
εD{2´1 вплив основного стану нiвелюється внаслiдок переходу вiд
пiдсумовування за станами до iнтеґрала за енерґiями, тому цей
внесок треба враховувати явно:

N “ n0 `
8ż

0

dε gpεqnPpεq “ n0 `ATD{2Γ

ˆ
D

2

˙
1

γ
ζ

ˆ
D

2

˙

або

1 ´ n0

N
“ 1

ρDλD
1

γ
ζ

ˆ
D

2

˙
„ TD{2, (3.13)

що якiсно збiгається з поведiнкою конденсатної фракцiї в бозе-
конденсатi, причому кiлькiсно рiзниця визначається параметром
γ. У виразi для енерґiї внесок вiд основного стану буде нульовим,
тому

E

N

ˇ̌
ˇ̌
TďTc

“ D

2

T

ρDλD
1

γ
ζ

ˆ
D

2
` 1

˙
„ TD{2`1, (3.14)

а отже, теплоємнiсть CV „ TD{2. Результати розрахункiв питомої
теплоємностi за рiзних значень параметра γ наведено на рис. 3.2.

Фермiоноподiбну поведiнку термодинамiчних функцiй очiкува-
но спостерiгатимемо за вiд’ємних значень параметра γ. У цьому
випадку немає нiяких особливостей. Аналогiчно до границi низь-
ких температур у статистицi Джентiле можна показати, що енерґiя
прямує до сталої величини, а теплоємнiсть лiнiйна за температу-
рою, якщо T Ñ 0.

Окремим випадком є значення параметра статистики γ “ 0.
Вираз для чисел заповнення тодi збiгається зi статистикою Больц-
мана:

nj “ ze´εj{T . (3.15)

Термодинамiчнi функцiї можна розрахувати як безпосередньо, так
i з використанням отриманих вище виразiв з урахуванням границi

1

γ
Lispγzq

ˇ̌
ˇ̌
γÑ0

“ z.
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Рис. 3.2. Питома теплоємнiсть тривимiрного iдеального газу зi ста-
тистикою Полiхронакоса порiвняно з результатами для статистик
Бозе i Фермi. Горизонтальна пряма CV {N “ 3{2 вiдповiдає класи-
чному тривимiрному iдеальному газовi. Одиницi вимiрювання тем-
ператури зафiксовано значенням ρD

`
2π~2{m

˘D{2 “ 1

Отже, матимемо активнiсть

z “ ρDλ
D (3.16)

та енерґiю на одну частинку

E

N
“ D

2

T

ρDλD
1

γ
LiD{2`1pγzq “ D

2
T. (3.17)

Звiдси бачимо, що питома теплоємнiсть буде сталою величиною,

CV

N
“ D

2
, (3.18)

як i має бути для класичного iдеального газу.
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3.3. Комплексний параметр статистики

Як ми бачили в попередньому пiдроздiлi, змiна параметра стати-
стики γ в дiапазонi r´1;`1s забезпечує перехiд мiж фермiонами i
бозонами, однак вiн включає також значення γ “ 0, що вiдповi-
дає класичнiй статистицi Больцмана — а в нiй поведiнка термоди-
намiчних функцiй суперечить третьому началовi термодинамiки:
CV pT “ 0q “ const ‰ 0.

Уникнути такої класичної границi можна, вважаючи параметр
статистики комплексним числом. Для спрощення розглядатимемо
його змiну на одиничному колi: γ “ eiπν “ γ1 ` iγ2, див. рис. 3.3.
У такому разi перехiд мiж бозонною i фермiонною границями, тоб-
то ν “ 0 ˜ 1, буде гладким.

Рис. 3.3. Iлюстрацiя значень комплексного параметра статистики

Можна показати, що малi вiдхилення параметра γ вiд ˘1 у ком-
плексну область ефективно вiдповiдають бозонам чи фермiонам
з малою дисипативною частиною спектра. Проiлюструвати фiзи-
чнi наслiдки пропонованої моделi найзручнiше на системi однови-
мiрних гармонiчних осциляторiв, де результати вдається отримати
аналiтично [3]. Фiзично такi системи реалiзовують за допомогою
сильно анiзотропних гармонiчних пасток або оптичних ґраток.

Нехай осцилятори мають частоту ω. Виродження j-го рiвня до-
рiвнює одиницi, gj “ 1, а спектр елементарних збуджень запишемо
у виглядi

εj “ ~ωj, j “ 0, 1, 2, 3, . . . , (3.19)

вiдраховуючи енерґiю вiд основного рiвня ~ω{2.



36 Роздiл 3. Статистика Полiхронакоса

Для одновимiрної системи гармонiчних осциляторiв з частотою
ω густина станiв

gpεq “ 1

~ω
“ const. (3.20)

Кiлькiсть частинок дорiвнює

N “ 1

~ω

8ż

0

dε

z´1eε{T ´ γ
“ ´ T

~ωγ
lnp1 ´ zγq, (3.21)

звiдки активнiсть можна отримати явно:

z “ 1

γ

´
1 ´ e´~ωNγ{T

¯
. (3.22)

Енерґiя дорiвнює

E “ 1

~ω

8ż

0

εdε

z´1eε{T ´ γ
“ T 2

~ωγ
Li2pzγq “

“ T 2

~ωγ
Li2

´
1 ´ e´~ωNγ{T

¯
. (3.23)

Зауважмо, що фiзична iнтерпретацiя уявної частини енерґiї пов’я-
зана з процесами її розсiяння.

З ряду для полiлогарифма Lispxq “
8ÿ

ℓ“1

xℓ

ℓs
маємо очевидну

властивiсть
dLispxq
dx

“ 1

x
Lis´1pxq,

а також Li1pxq “ ´ lnp1´xq. Теплоємнiсть запишемо у виглядi суми
дiйсної й уявної частин:

C “ C ` iΘ “ dE

dT
“

“ N
~ωNγ{T

1 ´ e~ωNγ{T
`N

2T

~ωNγ
Li2

´
1 ´ e´~ωNγ{T

¯
. (3.24)
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Тут звернемо увагу на означення термодинамiчної границi для си-
стеми одновимiрних гармонiчних осциляторiв. У цiй задачi не фi-
ґурує об’єм, а роль умови ρD “ N{VD “ const виконує

ωN “ const, коли N Ñ 8, ω Ñ 0. (3.25)

Найпростiшою є така фiзична iнтерпретацiя цiєї умови: характер-
ний розмiр r певної D-вимiрної системи в зовнiшньому гармонiчно-
му потенцiалi з частотою ω буде r „ 1{ω, тому середня концентра-
цiя N{rD залишатиметься сталою, якщо NωD “ const.

У виразах для енерґiї та теплоємностi трапляються вiдношення

T

~ω
“ NT

~ωN
“ NT

const
та

~ωN

T
“ const

T
,

звiдки бачимо, що E „ N i C „ N , — тобто цi величини є екстен-
сивними, як i повинно бути.

Результати розрахунку теплоємностi для значення параметра
статистики ν “ 1{4 наведено на рис. 3.4. Особливостi поведiнки
термодинамiчних функцiй обговоримо в наступному пiдроздiлi.
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Рис. 3.4. Дiйсна частина питомої теплоємностi C{N при ν “ 0.25.
Вертикальними лiнiями показано критичнi температури (3.27).
Крайня права лiнiя вiдповiдає k “ 0
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3.4. Критична температура.

Термодинамiчнi функцiї

Поява розривiв на розрахованих температурних залежностях енер-
ґiї та теплоємностi пов’язана з поведiнкою Li2pzαq, коли уявна ча-
стина арґумента функцiї змiнює знак. У вiдповiдному пiдiнтеґраль-
ному виразi знаменник перетворюється в нуль,

eε{T ´ zγ “ 0 “ eε{T ´ 1` e´~ωNγ{T “

“ eε{T ´ 1` e´
~ωN

T
γ1

ˆ

cos
~ωN

T
γ2 ´ i sin

~ωN

T
γ2

˙

, (3.26)

якщо

~ωN

T
γ2 “ πn та cosπn “ p´1qn ă 0.

Звiдси маємо цiлу множину значень критичних температур:

T pkqc “ ~ωN
γ2

p2k ` 1qπ
, k “ 0, 1, 2, 3, . . . , (3.27)

що й iлюструє рис. 3.4. Як побачимо далi, розриви, що вiдповiдають
k ą 0, є занадто малими, щоб їх можна було вiзуально помiтити
на графiку. Щоби спростити записи, далi у перетвореннях iндексiв
“pkq” вживати не будемо.

Нехай синґулярнiсть у пiдiнтеґральному виразi вiдповiдає енер-
ґiї ε0, для якої e

ε0{T “ zγ. Тодi енерґiю E можна записати у такому
виглядi, виокремивши малий окiл точки ε0:

E “
z

~ω

8
ż

0

ε dε

eε{T ´ zγ
“

z

~ω

ε0´∆
ż

0

ε dε

eε{T ´ zγ
`

z

~ω

8
ż

ε0`∆

ε dε

eε{T ´ zγ
`

`
z

~ω

ε0`∆
ż

ε0´∆

ε dε

eε{T ´ eε0{T
, (3.28)

де ∆ — мале додатне число. У границi ∆ Ñ 0 першi два доданки
не матимуть нiяких особливостей, цю частину енерґiї позначимо
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EsmoothpT q, зважаючи на те, що така функцiя буде гладкою. Остан-
нiй доданок достатньо виписати в першому порядку за pε´ε0q, тому
повна енерґiя буде:

E “ EsmoothpT q ` zT

~ω
e´ε0{T

ε0`∆ż

ε0´∆

ε dε

ε´ ε0
. (3.29)

Коли температура незначно зсувається вiд критичної точки T “
Tc ˘ 0, у знаменнику з’являється мала уявна частина η Ñ `0:

1

ε´ ε0
Ñ 1

ε´ ε0 ¯ iη
,

причому, як бачимо з (3.26), знак бiля η визначає вираз sin N
T
γ2. За

формулами Сохоцького матимемо

1

ε´ ε0 ¯ iη
“ v. p.

1

ε´ ε0
˘ iπδpε´ ε0q, (3.30)

де “v. p.” — головне значення, а δpε´ ε0q — дельта-функцiя Дiрака.
Тепер ми можемо записати енерґiю в околi критичних точок у

виглядi:

EpTc ˘ 0q “ EsmoothpTcq ˘ iπ
Tc

~ω
zpTcqε0e´ε0{Tc . (3.31)

Дiйсна частина E “ Re E у критичнiй точцi має стрибок

∆EpTcq “ EpTc ` 0q ´ EpTc ´ 0q “ ´2π
Tc

~ω
z2pTcqε0e´ε0{Tc , (3.32)

де z2 — уявна частина активностi. Пiдставляючи в цей вираз озна-
чення критичної температури (3.27) i записуючи параметр стати-
стики у виглядi γ “ cosπν`i sinπν, отримаємо такi результати для
стрибкiв значень дiйсних частин енерґiї та теплоємностi:

1

N

∆EpTcq
~ωN

“ 2 sin3 πν

p2k ` 1q2π ln
´
1 ` e´p2k`1qπ cotπν

¯
, (3.33)

1

N
∆CpTcq “ 4 sin2 πν

p2k ` 1q ln
´
1 ` e´p2k`1qπ cotπν

¯
. (3.34)



40 Роздiл 3. Статистика Полiхронакоса

У бозоннiй границi, що вiдповiдає ν Ñ 0, цi стрибки швидко пря-
мують до нуля за законами:

1

N

∆EpTcq
~ωN

ˇ̌
ˇ̌
νÑ0

“ 2π2ν3

p2k ` 1q2 e
´p2k`1q{ν , (3.35)

1

N
∆CpTcq

ˇ̌
ˇ̌
νÑ0

“ 4π2ν2

p2k ` 1q e
´p2k`1q{ν . (3.36)

Однак для всiх ν ą 0 у критичних точках енерґiя i теплоємнiсть
мають скiнченнi стрибки, причому найвиразнiший вiдповiдає k “
0, а далi вони дуже швидко спадають при k ą 0, як можна побачити
в табл. 3.1. Така поведiнка енерґiї дає пiдстави стверджувати, що
за температур T pkq

c вiдбуватимуться фазовi переходи.

Табл. 3.1. Стрибки дiйсної частини питомої теплоємностi C{N за
критичних температур. Значення 10´14 i меншi, якi, очевидно, не
можна спостерiгати експериментально, наведено для iлюстрацiї то-
го, наскiльки швидко спадає ∆C, коли ν Ñ 0 i/або k зростає

ν k “ 0 k “ 1 k “ 2

0.01 1.5 ˆ 10´46 7.5 ˆ 10´134 6.6 ˆ 10´221

0.05 2.4 ˆ 10´10 4.7 ˆ 10´28 1.7 ˆ 10´45

0.10 2.4 ˆ 10´5 3.2 ˆ 10´14 7.7 ˆ 10´23

0.15 1.7 ˆ 10´3 2.6 ˆ 10´9 6.7 ˆ 10´15

0.20 1.8 ˆ 10´2 1.1 ˆ 10´6 1.1 ˆ 10´10

0.25 8.5 ˆ 10´2 5.4 ˆ 10´5 6.0 ˆ 10´8

0.30 2.5 ˆ 10´1 9.3 ˆ 10´4 5.8 ˆ 10´6

0.34 5.0 ˆ 10´1 5.7 ˆ 10´3 1.1 ˆ 10´4

На рис. 3.5–3.6 показано температурнi залежностi дiйсної й уяв-
ної частин теплоємностi. Вже для параметра статистики ν Á 0.35

осциляцiї функцiї CpT q в низькотемпературнiй областi стають на-
стiльки значними, що спричиняють нефiзичнi вiд’ємнi значення те-
плоємностi.
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Рис. 3.5. Дiйсна частина питомої теплоємностi C{N для рiзних зна-
чень параметра статистики: ν “ 0.0 (чорна, ——); 0.1 (червона,
– – –); 0.2 (зелена, ¨¨¨); 0.25 (синя, — ¨—); 0.3 (бузкова, - - - -); 0.34
блакитна, – ¨¨ –)
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Рис. 3.6. Уявна частина питомої теплоємностi C{N для рiзних зна-
чень параметра статистики: ν “ 0.0 (чорна, ——); 0.1 (червона,
– – –); 0.2 (зелена, ¨¨¨); 0.25 (синя, — ¨—); 0.3 (бузкова, - - - -); 0.34
(блакитна, – ¨¨ –)
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Ïîäiáíó ïîâåäiíêó òåðìîäèíàìi÷íèõ ôóíêöié ñïîñòåðiãà¹ìî é ó
âèïàäêó ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó D ¡ 1, îäíàê ïîëiëîãàðèôìè Lispxq
âæå íå âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨, êîëè s ¡ 1, òîìó
îöiíêè ìîæíà ðîáèòè ëèøå ÷èñåëüíî.

Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêiâ äëÿ äâîâèìiðíî¨ ñèñòåìè ãàðìîíi÷íèõ
îñöèëÿòîðiâ ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.7. Õàðàêòåðíîþ ðèñîþ ó âèïàäêó
D ¡ 1 ¹ iñíóâàííÿ ïåâíîãî êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ñòà-
òèñòèêè νc, íèæ÷å âiä ÿêîãî ó ñèñòåìi íå ñïîñòåðiãà¹ìî ôàçîâîãî
ïåðåõîäó [4]. Òóò îäíàê òðåáà âçÿòè äî óâàãè, ùî â òåðìîäèíàìi-
÷íié ãðàíèöi N Ñ8 çà òàêèõ âèìiðíîñòåé ïðîñòîðó iñíó¹ ùå îäèí
ìåõàíiçì êðèòè÷íî¨ ïîâåäiíêè, ïîâ'ÿçàíèé ç áîçå-êîíäåíñàöi¹þ.
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Ðèñ. 3.7. Äiéñíà ÷àñòèíà ïèòîìî¨ òåïëî¹ìíîñòi C{N äâîâèìiðíî¨
ñèñòåìè ãàðìîíi÷íèõ îñöèëÿòîðiâ, N � 1000, äëÿ ðiçíèõ çíà-
÷åíü ïàðàìåòðà ñòàòèñòèêè. ×îðíà ëiíiÿ � ν � 0.0; ÷åðâîíà �
ν � 0.1; ñâiòëî-çåëåíà � ν � 0.2; ñèíÿ � ν � 0.3; áëàêèòíà �
ν � 0.5. Ïóíêòèðíi ëiíi¨ âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿì, áëèçüêèì äî νc:
ν � 0.03591   νc (òåìíî-çåëåíà) i ν � 0.03592 ¡ νc (áóçêîâà)
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3.5. Завдання для самостiйної роботи

Для системи одновимiрних гармонiчних осциляторiв у статистицi
Полiхронакоса з комплексним параметром:

1. Покажiть, що в областi низьких температур теплоємнiсть за-
лежить вiд температури лiнiйно за законом:

C ` iΘ

N
“ 2T

~ωNα
Li2p1q “ T

~ωN

π2

3
pcosπν ´ i sinπνq,

де враховано, що Li2p1q “ ζp2q “ π2{6.

2. Покажiть, що у границi високих температур теплоємнiсть
прямує до асимптотичного значення C{N Ñ 1 (знизу при
ν ă 1{4 i згори при ν ą 1{4) за законом:

C ` iΘ

N
“ 1 ´ cos 2πν

36

ˆ
~ωN

T

˙2

´ i
sin 2πν

36

ˆ
~ωN

T

˙2

,

де залежний вiд температури доданок у дiйснiй частинi
змiнює знак у точцi ν “ 1{4, а уявна частина залишається
вiд’ємною для всiх ν. При ν “ 1{4 вiдхилення дiйсної части-
ни теплоємностi вiд асимптотичного значення має вигляд:

C

N
“ 1 ´ 1

1200

ˆ
~ωN

T

˙4

.

3. Оцiнiть можливостi експериментальної перевiрки передбаче-
ної критичної поведiнки системи, враховуючи, що параметр
статистики є ν малим, тобто ν ! 1, та припускаючи, що то-
чнiсть експериментального вимiрювання теплоємностi стано-
вить 0.01%. За типовi параметри можна взяти частоту зов-
нiшнього гармонiчного потенцiалу-пастки ω “ 1 кГц та кiль-
кiсть частинок N “ 104.

Коментар: Вказана точнiсть вимiрювання теплоємностi вiд-
повiдає ν “ 0.10 ˜ 0.15 (див. табл. 3.1). При цьому потрiбно
розглядати лише найбiльшу критичну температуру, що вiд-
повiдає k “ 0,

Tc “ ~ωN
sinπν

π
,
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оскiльки стрибки теплоємностi стають експериментально не-
спостережуваними, якщо k ą 1, див. табл. 3.1.

Вiдтворюючи сталу Больцмана kB, щоб отримати значення
Tc в кельвiнах,

kBTc “ ~ωN
sinπν

π
.

За вказаних параметрiв отримаємо критичну температуру
Tc „ 10´5 K. Це означає, що вiдповiдний ефект у принципi
можна буде спостерiгати експериментально, щойно вдасться
приготувати вiдповiдну фiзичну систему.
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Роздiл 4

Статистика Голдейна–Ву

4.1. Виведення виразiв для чисел заповнення

У 1991 р. Данкан Голдейн запропонував увести новий тип дробової
статистики шляхом узагальнення принципу Паулi. Воно ґрунту-
ється на поняттi параметра статистичної взаємодiї

g “ ´dN`∆N ´ dN

∆N
, (4.1)

де dN — розмiрнiсть простору одночастинкових станiв системи N

частинок за умови, що координати решти pN ´ 1q частинок фi-
ксованi. У системi фермiонiв додавання однiєї частинки вiдповiд-
но до принципу Паулi зменшує кiлькiсть доступних станiв на 1,
отже, в цьому випадку g “ 1. У системi бозонiв обмежень на за-
повнення станiв не iснує, тому можна вважати, що в такiй границi
g “ 0. Промiжнi значення g P r0; 1s якраз вiдповiдають узагальне-
ному принциповi Паулi, який вже стосується декiлькох станiв, а не
одного, як для фермiонiв. Як ми побачимо далi, формально можна
розглядати також значення параметра g ą 1.

З метою отримання виразу для функцiї розподiлу в цiй стати-
стицi Йон-Шi Ву 1994 р. запропонував таку iнтерполяцiйну фор-
мулу для кiлькостi мiкростанiв Wj , у яких можуть перебувати Nj

iдентичних частинок з урахуванням виродження рiвня Gj :

Wj “ rGj ` pNj ´ 1qp1 ´ gqs!
Nj ! rGj ´ gNj ´ p1 ´ gqs! . (4.2)
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У границях g “ 0 i g “ 1 звiдси отримуємо вiдомi вирази для бо-
зонiв i фермiонiв, вiдповiдно (1.1). Саму статистику Голдейна–Ву
називають також дробовою виключною статистикою (англ.
fractional exclusion statistics), а для (квазi-)частинок, якi їй пiдко-
ряються, використовують термiни ексклюзон (англ. excluson) або
g-он .

Данкан Голдейн1

(F. Duncan M. Haldane; нар. 1951)
Йон-Шi Ву (Yong-Shi Wu;

 або  ; нар. 1942)

Щоб отримати вираз для чисел заповнення nj “ Nj{Gj , ско-
ристаємося стандартною процедурою знаходження екстремуму ен-
тропiї

S “ ln

ź

j

Wj “
ÿ

j

lnWj (4.3)

за умов, що фiксують кiлькiсть частинок та енерґiю, вiдповiдно:

N “
ÿ

j

Nj , E “
ÿ

j

εjNj . (4.4)

Увiвши множники Лаґранжа (βµ бiля кiлькостi частинок i p´βq
бiля енергiї), отримаємо варiацiйну задачу для

S̃ “ S ` βµN ´ βE (4.5)

1Лауреатами Нобелiвської премiї з фiзики за 2016 рiк стали Девiд Таулесс
(David J. Thouless), Джон Костерлiц (J. Michael Kosterlitz) i Данкан Голдейн
«за теоретичне вiдкриття топологiчних фазових переходiв та топологiчних фаз
матерiї». Цi дослiдження вiдрiзняються вiд описаних у цьому роздiлi, однак у
певному сенсi є пов’язаними з тематикою посiбника.
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у такому виглядi:

δS̃ “ δ
ÿ

j

!
rGj ` pNj ´ 1qp1 ´ gqs lnrGj ` pNj ´ 1qp1 ´ gqs ´

´Nj lnNj ´ rGj ´ gNj ´ p1 ´ gqs lnrGj ´ gNj ´ p1 ´ gqs `
` βµNj ´ βεjNj

)
“

“
ÿ

i

!
p1 ´ gq lnrGj ` pNj ´ 1qp1 ´ gqs ` p1 ´ gq ´ lnNj ´ 1 `

` g lnrGj ´ gNj ´ p1 ´ gqs ` g ´ βpεj ´ µq
)
δNi “ 0.

Взявши до уваги в арґументах логарифмiв, що Nj " 1, матимемо

p1 ´ gq lnrGj ` p1 ´ gqNjs ´ lnNj ` g lnrGj ´ gNjs ´ βpεj ´ µq “ 0

або

ln

"
1

Nj
rGj ` p1 ´ gqNjsp1´gqrGj ´ gNjsg

*
´ βpεj ´ µq “ 0.

Тобто для чисел заповнення nj “ Nj{Gj

r1 ` p1 ´ gqnjsp1´gqr1 ´ gnjsg “ nje
βpεj´µq. (4.6)

Середнi числа заповнення nj у результатi виражатимуться так:

nHW
j “ 1

w
`
epεj´µq{T

˘
` g

, (4.7)

де функцiя wpxq задовольняє трансцендентне рiвняння

wgpxq r1 ` wpxqs1´g “ x ” epεi´µq{T . (4.8)

Легко переконатися, що розв’язком цього рiвняння для g “ 0 буде
wpxq “ x ´ 1 — розподiл Бозе, а для g “ 1 отримаємо wpxq “ x —
розподiл Фермi.

Класичний результат — розподiл Больцмана — з рiвняння (4.8)
можна отримати, розглядаючи границю x Ñ 8. Розв’язком буде
wpxq » x або

nj “ e´pεj´µq{T . (4.9)
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У цьому виразi зникла залежнiсть вiд параметра статистики g, як
i мало би бути у класичнiй границi.

З того, що x у рiвняннi (4.8) завжди додатне, випливає, що
також w ą 0, отже, nj ď 1{g. Значення функцiї у границi T “ 0

визначає знак показника експоненти: якщо pεj ´ µq{T ą 0, то
wpxq “ `8, якщо ж pεj ´ µq{T ă 0, то wpxq “ `0. Отже, по-
ведiнка чисел заповнення у цiй границi нагадуватиме статистику
Фермi:

nj

ˇ̌
ˇ
T“0

“
#

1{g, якщо εi ă µ0,

0, якщо εi ą µ0,
(4.10)

де µ0 — аналог енерґiї Фермi. Якщо 0 ď g ď 1, то не виникає
жодних проблем з фiзичною iнтерпретацiєю цього результату: в
кожному станi з енерґiєю, меншою за µ0, може перебувати одна
або бiльше частинок (залежно вiд значення параметра g).

З рiвняння (4.8) можна отримати таку властивiсть дуаль-
ностi функцiї розподiлу з параметрами g та 1{g:

1 ´ gngpxq “ 1

g
n1{gp´x{gq. (4.11)

Оскiльки загальний розв’язок у радикалах можна записати ли-
ше для алґебраїчного рiвняння не вище четвертого степеня, то зро-
зумiло, що для рiвняння (4.8) це вiдповiдає лише деяким значенням
параметра g (крiм тривiальних результатiв для границь бозонiв i
фермiонiв): g “ 1

2
, 2, 1

3
, 3, 1

4
, 4, 2

3
, 3
2
, 3
4
, 4
3
. Зрозумiло, що вiдповiднi ви-

рази будуть досить громiздкими, за винятком g “ 1{2, коли

n
pg“1{2q
j “ 1b

1{4 ` e2pεj´µq{T
, (4.12)

— такi частинки називають семiонами (англ. semion), та g “ 2:

n
pg“2q
j “ 1

2

˜
1 ´ 1a

1 ` e´pεj´µq{T

¸
. (4.13)
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Загальний розв’язок для параметра g “ 1{m, де m ą 1 — нату-
ральне число, можна подати через гiпергеометричну функцiю [3]

wpg, xq “
ˆ
1 ´ 1

m

˙ „
m´1Fm´2

ˆ
1

m
,
1

m
,
2

m
, . . . ,

m´ 2

m
;

1

m´ 1
,

2

m´ 1
, . . . ,

m´ 2

m´ 1
;

´mxm
pm´ 1qm´1

˙
´ 1


. (4.14)

За великих значень арґумента функцiю wpxq можна розкласти
в ряд

wgp1 ` wq1´g “ w

ˆ
1 ` 1

w

˙1´g

» w

ˆ
1 ` 1 ´ g

w

˙
“ w ` 1 ´ g,

тобто

wpxq
ˇ̌
ˇ
xÑ8

“ x` g ´ 1, (4.15)

а отже, вираз для чисел заповнення буде в такiй границi

nHW
j “ 1

wpxq ` g
“ 1

epεj´µq{T ` p2g ´ 1q
. (4.16)

Iншими словами, поведiнка системи у границi малих температур,
яким вiдповiдають великi x, буде аналогiчною до статистики По-
лiхронакоса з параметром γ “ 1 ´ 2g.

4.2. Термодинамiчнi функцiї

Запишемо загальний вигляд великого термодинамiчного потенцiа-
лу Ω “ ´pVD через густину станiв gpεq:

Ω “ ´
µż

´8

dµ1 N “ ´
µż

´8

dµ1

8ż

0

dε gpεqnpε, µ1, T q. (4.17)

Нескладно показати, що для степеневого спектра εppq “ apb у D-
вимiрному просторi густина станiв дорiвнює

gpεq “ a´D{b VD

p4π~2qD{2 ΓpD{2 ` 1q ε
D{b´ 1 “ AVD ε

D{b´ 1. (4.18)
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У виразi для Ω змiнимо порядок iнтеґрування i вiзьмемо iнтеґрал
за ε частинами:

Ω “ ´
8ż

0

dε gpεq
µż

´8

dµ1 npε, µ1, T q “

»
——–
u “

µż

´8

dµ1 npε, µ1, T q,

dv “ gpεqdε “ AεD{b´1dε,

fi
ffiffifl“

“ ´Ab

D
εD{b

µż

´8

dµ1 npε, µ1, T q
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8

0

` Ab

D

8ż

0

dε εD{b B
Bε

µż

´8

dµ1 npε, µ1, T q “

“ ´ b

D

8ż

0

dε εgpεqnpε, µ, T q,

де позаiнтеґральний доданок занулюється, а змiна знака перед дру-
гим доданком пов’язана з тим, що µ й ε в означення функцiї роз-
подiлу npε, µ, T q входять лiнiйно з протилежними знаками.

Останнiй iнтеґрал — це, очевидно, повна енерґiя системи:

E “
8ż

0

dε εgpεqnpε, µ, T q, (4.19)

тому отримуємо зв’язок

pVD “ b

D
E. (4.20)

Результати розрахункiв питомої теплоємностi тривимiрного iде-
ального газу зi статистикою Голдейна–Ву за рiзних значень пара-
метра g наведено на рис. 4.1.

Як вже згадувалося ранiше, фiзичний змiст мають значення
параметра 0 ď g ď 1, але формально можна розглядати й iншi.
Наведений на рис. 4.1 результат для g “ 2 є iлюстрацiєю в певному
сенсi суб-фермiонної поведiнки, оскiльки вiн вiдповiдає максималь-
ному половинному заповненню рiвня.
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Рис. 4.1. Питома теплоємнiсть тривимiрного iдеального газу зi ста-
тистикою Голдейна–Ву порiвняно з результатами для статистик
Бозе i Фермi. Горизонтальна пряма CV {N “ 3{2 вiдповiдає класи-
чному тривимiрному iдеальному газовi. Одиницi вимiрювання тем-
ператури зафiксовано значенням ρD

`
2π~2{m

˘D{2 “ 1

4.3. Стала густина станiв

Цiкавим є випадок b “ D, коли густина станiв — стала, див. (4.18).
Вiн вiдповiдає, зокрема, задачi про гармонiчний осцилятор в одно-
вимiрному просторi або вiльнiй частинцi у двовимiрному.

Концентрацiя ρ “ N{V визначатиметься рiвнянням

ρ “ N

V
“ A

8ż

0

dε npε, µ, T q “ A

8ż

0

dε

w
`
epε´µq{T

˘
` g

. (4.21)

Оскiльки

1

T
pε´ µq “ g lnw ` p1 ´ gq lnp1 ` wq, (4.22)

то

dε “ T

ˆ
g

w
` 1 ´ g

1 ` w

˙
dw “ T

g ` w

wp1 ` wq dw. (4.23)
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Отже,

ρ “ AT

8ż

w0

dw

wp1 ` wq “ AT ln

ˆ
1 ` 1

w0

˙
, (4.24)

де

w
g
0p1 ` w0q1´g “ e´µ{T . (4.25)

Тобто хiмiчний потенцiал буде

µ “ 1

A
gρ` T ln

´
1 ´ e´ρ{AT

¯
. (4.26)

Далi можна розрахувати енерґiю

E “ AV

8ż

0

dε εnpε, µ, T q “ AV

8ż

0

εdε

w
`
epε´µq{T

˘
` g

. (4.27)

Пiсля тих самих перетворень, що й для розрахунку концентрацiї,
матимемо для енерґiї на одну частинку:

E

N
“ A

ρ
T

8ż

w0

dw

wp1 ` wq

"
µ` T rg lnw ` p1 ´ gq lnp1 ` wqs

*
. (4.28)

Беручи до уваги (4.24) i (4.26), отримаємо:

E

N
“ µ

AT

ρ

8ż

w0

dw

wp1 ` wq ` AT 2

ρ

8ż

w0

rg lnw ` p1 ´ gq lnp1 ` wqs dw
wp1 ` wq “

“ µ` AT 2

ρ

8ż

w0

rg lnw ` p1 ´ gq lnp1 ` wqs dw
wp1 ` wq .

Пiсля замiни змiнних

w “ 1

eρ
1{AT ´ 1

, dw “ ´ 1

AT
dρ1,



4.4. Проблема вiд’ємних iмовiрностей 53

нижня межа iнтеґрування за змiнною ρ1 буде просто ρ, оскiльки

w0 “ 1

eρ{AT ´ 1
,

а верхня дорiвнюватиме нулевi. Нескладнi перетворення дають

E

N
“ µ´ AT 2

ρ

ρż

0

dρ1

AT

” g

AT
ρ1 ` ln

´
1 ´ e´ρ1{AT

¯ı
“

“ 1

A
gρ` T ln

´
1 ´ e´ρ{AT

¯
´ 1

A

gρ

2
´ T

ρ

ρż

0

dρ1 ln
´
1 ´ e´ρ1{AT

¯
.

Беручи останнiй iнтеґрал частинами, матимемо

E

N
“ gρ

2A
` 1

ρA

ρż

0

ρ1 dρ1

eρ
1{AT ´ 1

. (4.29)

Легко зауважити, що вiд параметра статистики тут залежить лише
перший доданок, який є константою, а температурна залежнiсть
повнiстю зосереджена пiд iнтеґралом у другому доданку. Це озна-
чає, що теплоємнiсть CV не буде залежати вiд параметра статисти-
ки — це цiкавий результат, який є наслiдком сталої густини станiв
у нашiй задачi.

4.4. Проблема вiд’ємних iмовiрностей

Перепишемо вираз (4.2) для кiлькостi мiкростанiв через гамма-
функцiю замiсть факторiалiв:

W “ rG` pN ´ 1qp1 ´ gqs!
N ! rG´ gN ´ p1 ´ gqs! “ ΓrG` 1 ` pN ´ 1qp1 ´ gqs

ΓpN ` 1qΓrG´ gpN ´ 1qs . (4.30)

Зауважмо, що гамма-функцiя має полюси в нулi та при цiлих вiд’-
ємних значеннях арґумента, а також може ставати вiд’ємною, якщо
арґумент лежить у дiапазонi p´2n ´ 1;´2nq, де n “ 0, 1, 2, 3, . . .,
див. рис. 4.2. Отже, завдяки другiй гамма-функцiї у знаменнику
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величина W може набувати вiд’ємних значень, коли gN ą G. Для
фермiонiв (g “ 1) ця ж гамма-функцiя забезпечує рiвнiсть нулевi
величини W , коли N ą G, — про що й говорить принцип Паулi
(пам’ятаймо, що тут iдеться про цiлi N i G).

−4

−2

 0

 2

 4

−5 −4 −3 −2 −1  0  1  2  3  4  5

x

Γ(x)

Рис. 4.2. Гамма-функцiя

Виявляється, що поява вiд’ємних iмовiрностей пов’язана з прин-
ципом пiдрахунку кiлькостi станiв у дробовiй виключнiй статистицi
Голдейна–Ву.

Дещо несподiвано розв’язок цiєї задачi пов’язаний iз розглядом
рiвняння

aqxp ´ xq ` 1 “ 0, (4.31)

який запропонував Рамануджан2 [4, Sec. 5.4]. Можна показати, що
для довiльного комплексного a i додатних p, q загальним розв’яз-
ком буде

xd “
8ÿ

N“0

CN pp, q, dqaN , (4.32)

2Срiнiваса Айєнґар Рамануджан (Sr̄ınivāsa Aiyangār Rāmānujan; тамiль-
ською  !வாச இராமா)ஜ+ ; 1887–1920), iндiйський математик.
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C0pp, q, dq “ 1, C1pp, q, dq “ d,

CN pp, q, dq “ d

N !

N´1ź

j“1

pd`Np´ jqq для N ě 2. (4.33)

Якщо взяти p “ p1 ´ gq i q “ 1, то

CN p1 ´ g, 1, Gq “ G rG` p1 ´ gqN ´ 1s!
N ! pG´ gNq! . (4.34)

Такий вираз, як зазначає Полiхронакос [5], вiдповiдає кiлькостi
способiв розмiстити N частинок на G вузлах одновимiрної перi-
одичної ґратки так, щоб мiж будь-якими двома частинками було
не менше g вузлiв. Якщо ґратка буде неперiодичною (вiдкритою),
то вiдповiдний вираз збiгатиметься з формулою Голдейна

W “ rG` pN ´ 1qp1 ´ gqs!
N ! rG´ gN ´ p1 ´ gqs! . (4.35)

Обидвi формули вiдтворюють результати для бозонiв i фермiонiв,
коли g “ 0 або 1, а в границi великих G (4.34) i (4.35) збiгаються.

4.5. Завдання для самостiйної роботи

1. Знайдiть перших кiлька членiв розкладу виразу для чисел
заповнення у статистицi Голдейна–Ву при малих z i переко-
найтеся, що вони вiдповiдають загальнiй формулi

nHW
j “ 1

wpXq ` g
“

8ÿ

m“0

p´1qm Γrgpm` 1qs
m!Γrgpm` 1q ´ms

zm`1

Xm`1
“

“ 1

X
z ´ p2g ´ 1q

X2
z2 ` p3g ´ 2qp3g ´ 1q

2!X3
z3 ¯ . . . . (4.36)

2. Проаналiзуйте термодинамiку одновимiрних гармонiчних ос-
циляторiв зi спектром εj “ ~ωj, якi є семiонами.

3. Знайдiть рiзницю мiж виразами для кiлькостi мiкростанiв
за Голдейном (4.35) i Полiхронакосом (4.34) у границi вели-
ких G.
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Роздiл 5

Неекстенсивнi статистики

5.1. Вступ

У працях Альфреда Рейнi та Золтана Дароцi, що стосувалися поня-
ття iнформацiйної ентропiї, було запропоновано узагальнити озна-
чення цiєї величини. Цi iдеї пiдхопив Константiно Цаллiс, увiвши
1988 р. неекстенсивну статистику [1], яку можна було би за-
стосувати для опису систем iз неадитивною ентропiєю. Зокрема, це
можуть бути фрактальнi структури та системи, в яких присутня
далекодiюча взаємодiя (у бiльшостi «традицiйних» об’єктiв у вза-
ємодiях беруть безпосередню участь лише близькi сусiди). Iншим
прикладом є суттєво немаркiвськi процеси (системи з «пам’яттю»).

Альфред Рейнi
(Rényi Alfréd; 1921–1970)

Золтан Дароцi
(Daróczy Zoltán Bálint;

нар. 1938)

Константiно Цаллiс
(Constantino Tsallis,
Κωνσταντίνος Τσάλλης;

нар. 1943)
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Крiм суто фiзичних явищ, пропонованi пiдходи можна застосову-
вати й у суспiльних дисциплiнах (моделi фiнансових ринкiв, лiн-
гвiстичнi закони тощо).

Нагадаємо, як уводять поняття ентропiї в класичнiй статисти-
чнiй фiзицi. Нехай стан iз енерґiєю E реалiзується з iмовiрнiстю
P pEq, при цьому очевидно

ż
P pEqdE “ 1.

Позначивши через ΓpEq кiлькiсть мiкростанiв з енерґiями ď E,
перепишемо P pEq через функцiю розподiлу ppEq так:

P pEq “ dΓpEq
dE

ppEq,

i розглянемо випадок, коли всi допустимi енерґiї зосередженi на
промiжку ∆E навколо енерґiї Ē:

P pĒq∆E “ 1 ñ ppĒq∆Γ “ 1, де ∆Γ “ dΓ

dE
∆E.

Ентропiю вводять як логарифм кiлькостi мiкростанiв:

S “ ln∆Γ (5.1)

Очевидно, що

S “ ln∆Γ “ ´ ln ppĒq. (5.2)

Врахуємо, що за Ґiббсом ln ppEjq “ C `βEj , де Ej — енерґiя, яка
вiдповiдає певному становi j. Тодi легко показати, що

ln ppĒq “ C ` βĒ,

а отже,

S “ ln∆Γ “ ´ ln ppĒq “ ´xln ppEjqy “ ´
ÿ

j

pj ln pj ,

де pj ” ppEjq. Надалi са́ме таке означення,

S “ ´
ÿ

j

pj ln pj , (5.3)

використовуватимемо як базове для “класичної” ентропiї.
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Принагiдно зауважимо, що з (5.2) майже автоматично випливає
адитивнiсть ентропiї:

SpA`Bq “ SpAq ` SpBq. (5.4)

Тут A i B позначають пiдсистеми, а логарифм добутку кiлькостi
мiкростанiв, що вiдповiдає системi pA `Bq, зводиться до суми ло-
гарифмiв.

5.2. Статистика Цаллiса

Як вже було сказано на початку цього роздiлу, адитивнiсть ен-
тропiї, що є майже iнтуїтивною, може порушуватися для рiзно-
манiтних систем, що мають певнi особливостi. Вiдповiднi ефекти
можуть виникати внаслiдок суттєвої далекодiї, процесiв iз «пам’я-
ттю» чи суттєво немаркiвських та iн. [2].

Узагалi кажучи, iснує щонайменше зо два десятки способiв уза-
гальнити означення ентропiї Больцмана–Ґiббса (5.3). Один iз них
детальнiше викладено у цьому пiдроздiлi. Його автором є бразиль-
ський фiзик Константiно Цаллiс.

Можна ввести узагальнену ентропiю спiввiдношенням

Sq “ 1

q ´ 1

˜
1 ´

Wÿ

j“1

p
q
j

¸
,

Wÿ

j“1

pj “ 1, q P R. (5.5)

Нескладно переконатися, що в границi q Ñ 1 отримаємо звичну
ентропiю Больцмана–Ґiббса (5.3). Справдi,

p
q´1
j “ epq´1q ln pj » 1 ` pq ´ 1q ln pj

й ентропiя набуває вигляду

Sq “ 1

q ´ 1

˜
1 ´

Wÿ

j“1

p
q
j

¸
“ . . . “ ´

Wÿ

j“1

pj ln pj ,

що збiгається з очiкуваним виразом.
Замiсть умови адитивностi (або ще — екстенсивностi), заданої

формулою (5.4), ентропiя (5.5) задовольняє спiввiдношення

SqpA`Bq “ SqpAq ` SqpBq ` p1 ´ qqSqpAqSqpBq, (5.6)
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тобто є неекстенсивною величиною. При цьому iндекс q є фактично
мiрою неекстенсивностi.

Легко довести таке твердження:

´
˜
d

dα

Wÿ

j“1

pαj

¸ˇ̌
ˇ̌
ˇ
α“1

“ ´
Wÿ

j“1

pj ln pj ” S. (5.7)

Виявляється, що аналог цього спiввiдношення для ентропiї Sq мо-
жна записати через так звану похiдну Джексона1 [2, p. 9]

Dpxq
q fpxq ” fpqxq ´ fpxq

qx´ x
(5.8)

у виглядi

´
˜
Dpαq

q

Wÿ

j“1

pαj

¸ˇ̌
ˇ̌
ˇ
α“1

“ 1

q ´ 1

˜
1 ´

Wÿ

j“1

p
q
j

¸
” Sq (5.9)

(тут q-похiдна Dq стосується показника α). Отримати це спiввiдно-
шення просто — потрiбно лише пам’ятати умову нормування ймо-
вiрностей

Wÿ

j“1

pj “ 1. (5.10)

Як i звичайна ентропiя, Sq досягає максимуму за умови рiвних
iмовiрностей pj “ 1{W для всiх станiв j:

Sq “ W 1´q ´ 1

1 ´ q
. (5.11)

У границi q Ñ 1 звiдси отримаємо вiдоме спiввiдношення Больцма-
на S “ lnW .

Уводячи q-логарифм

lnq x ” x1´q ´ 1

1 ´ q
, причому ln1 x “ lnx, (5.12)

1Френк Джексон (Frank Hilton Jackson; 1870–1960), англiйський священик
i математик. Таку похiдну вiн увiв 1909 р.
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зможемо записати ентропiю Цаллiса у больцманоподiбнiй формi

Sq “ lnqW. (5.13)

Оберненою до q-логарифма є q-експонента Цаллiса :

exq “

$
’’&
’’%

exppxq, якщо q “ 1,

r1 ` p1 ´ qqxs1{p1´qq, якщо q ‰ 1 й 1 ` p1 ´ qqx ą 0,

01{p1´qq, якщо q ‰ 1 й 1 ` p1 ´ qqx ď 0.

(5.14)

Також для цiєї функцiї використовують позначення expqpxq. Її гра-
фiки показано на рис. 5.1.
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Рис. 5.1. q-експонента Цаллiса exq для рiзних значень параметра q

Для знаходження ймовiрностей pj скористаємося стандартним
методом множникiв Лаґранжа [3]. Шукатимемо екстремум ентропiї
Sq за умов

Wÿ

j“1

pj “ 1,

Wÿ

j“1

εjpj “ E,

де E — енерґiя. Це вiдповiдає варiацiйнiй задачi

δ

#
1

q ´ 1

Wÿ

j“1

´
pj ´ p

q
j

¯
´ α

Wÿ

j“1

pj ´ β

Wÿ

j“1

εjpj

+
“ 0,
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де для подальшої зручностi одиницю в означеннi Sq розписано як

1 “
Wÿ

j“1

pj . Беручи варiацiю, отримаємо

1

q ´ 1

´
1 ´ qp

q´1
j

¯
´ α ´ βεj “ 0,

звiдки остаточно

pj “
"
1 ´ pq ´ 1qpα ` βεjq

q

* 1

q´1

. (5.15)

Пригадаємо, що в термодинамiцi Больцмана–Ґiббса ймовiрнiсть за-
писують у виглядi

pBG
j “ 1

Z
e´βεj , (5.16)

де β “ 1

T
, а статистична сума Z “

ÿ

j

e´βεj .

Щоб у такiй формi подати вираз (5.15), означимо узагальнену
статистичну суму

Z´1
q “

"
1 ´ pq ´ 1qα

q

* 1

q´1

, (5.17)

що дає змогу виокремити множник Лаґранжа β:

pj “ Z´1
q

"
1 ` p1 ´ qq β

1 ´ pq ´ 1qαεj
*´ 1

1´q

.

Далi можемо означити температуру як

Tq “ 1 ´ pq ´ 1qα
β

“ q

Z
q´1
q

1

β
, (5.18)

внаслiдок чого ймовiрнiсть pj набуває звичного вигляду, лише за-
мiсть звичайної експоненти буде фiґурувати q-експонента Цаллiса:

pj “ 1

Zq

„
expq

ˆ
εj

Tq

˙´1

. (5.19)
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Варто звернути увагу, що, на вiдмiну вiд звичайних експонент, тут
“
exq

‰´1 ‰ e´x
q

(насправдi,
“
exq

‰´1 “ e´x
2´q, див. завдання наприкiнцi цього роздiлу).

Зрозумiло, що в границi q Ñ 1 вiдтворюються спiввiдношен-
ня термодинамiки Больцмана–Ґiббса. Проте додатковий коефiцi-
єнт пропорцiйностi мiж Tq та 1{β у (5.18) насправдi ускладнює опис
систем за допомогою ентропiї Цаллiса. З метою уникнення вiдпо-
вiдних проблем було запропоновано низку модифiкацiй описано-
го пiдходу, вiдомих як статистики (Цаллiса–)Мендеша–Пластiно,
Курадо(–Цаллiса), Башкiрова та iн.

5.3. Статистики Курадо–Цаллiса

i Цаллiса–Мендеша–Пластiно2

Однiєю з модифiкацiй статистики Цаллiса є пiдхiд, запропонований
у працi [4]. Екстремум ентропiї Sq шукають за умови нормування
ймовiрностей

Wÿ

j“1

pj “ 1, (5.20)

як це було зроблено ранiше, а також уводячи узагальнену енерґiю

Wÿ

j“1

p
q
jεj “ Uq (5.21)

замiсть звичайної
Wÿ

j“1

pjεj “ E.

Вiдповiдна варiацiйна задача зводиться до розв’язування рiв-
няння

q

q ´ 1
p
q´1
j ` βqεjp

q´1
j ` α “ 0, (5.22)

2Евальдо Курадо (Evaldo Mendonça Fleury Curado) та Ренiо душ Сантуш
Мендеш (Renio dos Santos Mendes), бразильськi фiзики; Анхель Рiкардо Пла-
стiно (Ángel Ricardo Plastino), арґентинський фiзик.
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де, як i ранiше, α та β — множники Лаґранжа, що стосуються умо-
ви нормування ймовiрностей та означення (узагальненої) енерґiї,
вiдповiдно. Можна показати, що pj запишеться у виглядi:

pj “ 1

Zq
r1 ´ p1 ´ qqβεjs

1

1´q , (5.23)

де

Zq “
Wÿ

j“1

r1 ´ p1 ´ qqβεjs
1

1´q . (5.24)

За допомогою q-експоненти Цаллiса отримаємо:

pj “ 1

Zq
e

´βεj
q , Zq “

Wÿ

j“1

e
´βεj
q . (5.25)

Звертаючи увагу, що

BZq

Bβ “ ´
Wÿ

j“1

r1 ´ p1 ´ qqβεjs
q

1´q εj “ ´Zq
q

Wÿ

j“1

p
q
jεj “ ´Zq

qUq,

прийдемо до такого спiввiдношення:

´ B
Bβ

Z
1´q
q ´ 1

1 ´ q
“ Uq або ´ B

Bβ lnq Zq “ Uq, (5.26)

що у границi q Ñ 1 збiгається з очiкуваним зв’язком мiж статисти-

чною сумою та внутрiшньою енерґiєю ´ B
Bβ lnZ “ U .

Далi переконаємося у правильностi q-узагальнення спiввiдно-
шення lnZ ` βU “ S:

lnq Z ` βUq “ Sq або
Z

1´q
q ´ 1

1 ´ q
` βUq “ Sq. (5.27)

Розпишемо за означеннями:

Z
1´q
q

1 ´ q
´ 1

1 ´ q
`

Wÿ

j“1

βεjp
q
j “ 1

q ´ 1

˜
1 ´

Wÿ

j“1

p
q
j

¸
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або

Z1´q
q “

Wÿ

j“1

p
q
j r1 ´ βp1 ´ qqεjs ,

звiдки

Z1´q
q “ 1

Z
q
q

Wÿ

j“1

r1 ´ βp1 ´ qqεjs
q

1´q
`1 “ 1

Z
q
q
Zq,

quod erat demonstrandum.
Iз виразу (5.27) також бачимо, що температуру можна означити

вiдомим у термодинамiцi способом:

β “ 1

T
“ BSq

BUq
. (5.28)

Можна також розглянути трохи iнший спосiб знаходження фун-
кцiї розподiлу pj , iз ширшим застосуванням q-формалiзму [3, 5].
Для обчислення середнiх деякої величини A вводять ненормоване
q-середнє

xAyq “
Wÿ

j“1

p
q
jAj (5.29)

i нормоване

xxAyyq “
˜

Wÿ

j“1

p
q
j

¸´1 Wÿ

j“1

p
q
jAj “ xAyq

x1yq
. (5.30)

Зрозумiло, що

xAy1 “ xxAyy1 “ xAy, (5.31)

де xAy позначає звичайне середнє. Зауважимо також, що xx1yyq “ 1,
тодi як, узагалi кажучи, x1yq ‰ 1.

Ентропiю Цаллiса можна записати як таке середнє:

Sq “ ´xlnq pjyq. (5.32)
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Цiкаво розглянути знаходження екстремуму ентропiї Sq, засто-
совуючи канонiчний ансамбль. Нехай для визначеностi система має
енерґетичний спектр εj , а температура термостата дорiвнює T .
Екстремум Sq шукатимемо за умов

Wÿ

j“1

pj “ 1 (5.33)

— нормування ймовiрностi, та

xxεjyyq ”
˜

Wÿ

j“1

p
q
j

¸´1 Wÿ

j“1

p
q
jεj “ Uq (5.34)

— умова на енерґiю.
Дiючи стандартним способом, вдається показати, що

pj “ 1

Z̄qpβq

ˆ
1 ´ p1 ´ qqβpεj ´ Uqq

x1yq

˙ 1

1´q

, (5.35)

де

Z̄qpβq “
Wÿ

j“1

ˆ
1 ´ p1 ´ qqβpεj ´ Uqq

x1yq

˙ 1

1´q

. (5.36)

При цьому температура T “ 1{β:

1

T
“ BSq

BUq
. (5.37)

5.4. Iншi неекстенсивнi узагальнення

статистики

Пiдходи, що ґрунтуються на ентропiї Цаллiса, є лише одними з
варiантiв неекстенсивних узагальнень ентропiї Больцмана–Ґiббса.
Щоб сформувати ширше уявлення про цю дiлянку науки, нижче
наведено ще кiлька таких способiв.
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Ентропiя Рейнi

SR
q “ 1

1 ´ q
ln

Wÿ

j“1

p
q
j “ 1

1 ´ q
lnr1 ` p1 ´ qqSqs. (5.38)

Ентропiя Курадо

Sb “
Wÿ

j“1

´
1 ´ e´bpj

¯
` e´b ´ 1, причому b P R, b ą 0. (5.39)

Ентропiя Канiадакiса3 або κ-ентропiя

SK
κ “ ´

Wÿ

j“1

pj ln
K
κ pj ,

де lnKκ x ” xκ ´ x´κ

2κ
plnK0 x “ lnxq. (5.40)

Вiдзначимо, що ентропiя Рейнi є адитивною величиною, як i
ентропiя Больцмана–Ґiббса, тобто

SR
q pA`Bq “ SR

q pAq ` SR
q pBq, (5.41)

на вiдмiну вiд ентропiї Цаллiса (5.6).
Iснують також q-узагальнення розподiлiв Фермi–Дiрака й Бозе–

Айнштайна, якi полягають у замiнi звичайної експоненти у ви-
разах для чисел заповнення на q-експоненту Цаллiса, eβpε´µq Ñ
e
βpε´µq
q , або iншi подiбнi модифiкацiї. Причому, зважаючи на те, що
q-експонента суми не факторизується на q-експоненти, ex`y

q ‰ exqe
y
q ,

у таких розподiлах вже не можна ввести активнiсть за простою
аналогiєю як z “ e

βµ
q .

Для спрощення продемонструємо результати обчислення тепло-
ємностi тривимiрних систем вiльних частинок, якi вiдповiдають
q-узагальненням бозонного розподiлу в такому виглядi:

nj “ 1

z´1e
εj{T
q ´ 1

. (5.42)

3Джорджо Канiадакiс (Giorgio Kaniadakis; нар. 1957), iталiйський фiзик
грецького походження.
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Усi розрахунки зроблено за тими самими принципами, що й у по-
переднiх роздiлах: активнiсть визначаємо з умови

N “
8ż

0

gpεq dε
z´1e

ε{T
q ´ 1

, (5.43)

а енерґiю обчислюємо як

E “
8ż

0

εgpεq dε
z´1e

ε{T
q ´ 1

. (5.44)

Для D-вимiрного iдеального газу gpεq “ AεD{2´1.
У такiй системi спостерiгатиметься аналог явища бозе-конденсацiї

за температур, нижчих вiд певної критичної Tc, що визначається з
умови:

N “ A

8ż

0

εD{2´1 dε

e
ε{Tc
q ´ 1

. (5.45)

Простою замiною змiнних x “ ε{Tc перетворимо цю умову до ви-
гляду

N

A
“ TD{2

c

8ż

0

xD{2´1 dx

exq ´ 1
“ TD{2

c

8ż

0

dx xD{2´1

`
exq

˘´1

1 ´
`
exq

˘´1
“

“ TD{2
c

8ż

0

dx xD{2´1
8ÿ

k“1

`
exq

˘´k
.

Для q “ 1 матимемо вираз через добуток дзета- i гамма-функцiй:

8ż

0

xD{2´1 dx

ex ´ 1
“ ζ

ˆ
D

2

˙
Γ

ˆ
D

2

˙
.

Випадки q ă 1 та q ą 1 потрiбно проаналiзувати окремо, зва-
жаючи на означення q-експоненти (5.14). Якщо q ă 1, то арґумент
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1 ` p1 ´ qqx додатний для всiх x ě 0, тому

8ż

0

xD{2´1 dx

exq ´ 1
“

8ÿ

k“1

8ż

0

dx xD{2´1 r1 ` p1 ´ qqxs´ k
1´q “

“ 1

p1 ´ qqD{2

8ÿ

k“1

B

ˆ
D

2
,

k

1 ´ q
´ D

2

˙
, (5.46)

де бета-функцiя Bpu, vq “ ΓpuqΓpvq
Γpu` vq .

Якщо ж q ą 1, то верхньою межею iнтеґрування буде точка
x0 “ 1{pq ´ 1q, де 1 ` p1 ´ qqx стає вiд’ємним, тому

8ż

0

xD{2´1 dx

exq ´ 1
“

8ÿ

k“1

x0ż

0

dx xD{2´1 r1 ` p1 ´ qqxs´ k
1´q “

“ 1

pq ´ 1qD{2

8ÿ

k“1

B

ˆ
D

2
,

k

q ´ 1
` 1

˙
. (5.47)

Цi результати можна переписати за допомогою q-узагальненої
дзета-функцiї [6]:

ζqpsq “

$
’’’’’’&
’’’’’’%

ζpsq для q “ 1,

1
p1´qqs Γpsq

8ř
k“1

B
´
s, k

1´q
´ s

¯
для q ă 1,

1
pq´1qs Γpsq

8ř
k“1

B
´
s, k

q´1
` 1

¯
для q ą 1,

(5.48)

а саме:
8ż

0

xs´1 dx

exq ´ 1
“ ζqpsqΓpsq. (5.49)

Означення критичної температури набуде вигляду:

N

A
“ TD{2

c ζq

ˆ
D

2

˙
Γ

ˆ
D

2

˙
. (5.50)
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Рис. 5.2. Питома теплоємнiсть тривимiрного iдеального газу з не-
екстенсивною статистикою порiвняно з результатами для статисти-
ки Бозе. Штрихова лiнiя проходить через максимуми, що вiдповiда-
ють критичним температурам. Одиницi вимiрювання температури
зафiксовано значенням ρD

`
2π~2{m

˘D{2 “ 1

Як нескладно показати, температурна залежнiсть теплоємностi
злiва вiд критичної точки буде такою ж, як i в звичайному бозе-газi,
тобто CV „ TD{2. Високотемпературну асимптотику пiсля низки
перетворень отримаємо як

CV

N

ˇ̌
ˇ̌
TÑ8

“ D

qp2 `Dq ´D
. (5.51)

5.5. Слабконеадитивна статистика

Полiхронакоса

У цьому пiдроздiлi розглядатимемо одну з можливих модифiкацiй
статистики Бозе, в якiй одночасно використано пiдходи Полiхро-
накоса i Цаллiса. Вираз для чисел заповнення подамо у виглядi

nj “ 1

z´1e
εj{T
q ´ γ

, (5.52)
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де T та z позначають звичайнi температуру й активнiсть, а exq —
q-експоненту Цаллiса (5.14). Маючи на метi проаналiзувати малi
вiдхилення вiд розподiлу Бозе, подамо параметри q та γ як вiдхи-
лення вiд одиничних значень:

q “ 1 ´ b; γ “ 1 ` a. (5.53)

Тут a та b — малi поправки. Зважаючи на принцип конструюва-
ння виразу для чисел заповнення, називатимемо таку статистику
слабконеадитивною статистикою Полiхронакоса .

Щоб оцiнити значення параметрiв статистики, використаємо її
для моделювання ефектiв, пов’язаних зi слабкою взаємодiєю та
скiнченнiстю кiлькостi частинок у системi бозонiв. Прикладом мо-
же бути бозе-газ в iзотропнiй гармонiчнiй пастцi, що вiдповiдає
системi тривимiрних гармонiчних осциляторiв iз частотою ω. Гус-
тина станiв дорiвнює

gpεq “ 1

p~ωq3
ε2

2
. (5.54)

Означення критичної температури Tc, що вiдповiдає аналоговi тем-
ператури бозе-конденсацiї, є таким:

N “
8ż

0

gpεq dε
z´1
c e

ε{Tc

1´b ´ p1 ` aq
(5.55)

або

N “
ˆ
Tc

~ω

˙3
8ż

0

ξ2{2
p1 ` aqeξ1´b ´ p1 ` aq

dξ. (5.56)

Тут ураховано критичне значення активностi у статистицi Полi-
хронакоса zc “ 1{γ, тобто z´1

c “ 1 ` a, порiвн. стор. 32.
Нескладно показати, що з точнiстю до лiнiйного за b доданка

q-експонента Цаллiса розкладається в такий ряд:

ex1´b “ p1 ` bxq1{b
ˇ̌
ˇ
bÑ0

“ ex ´ b

2
x2ex ` Opb2q. (5.57)
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Як наслiдок, матимемо у виразi для N iнтеґрали, що зводяться до
дзета-функцiй, i з точнiстю до лiнiйних поправок iз (5.56) отрима-
ємо:

N “
ˆ
Tc

~ω

˙3

ζp3q
„
1 ´ a` b

6ζp4q
ζp3q


, (5.58)

де ζpsq — дзета-функцiя Рiмана, причому ζp4q “ π4

90
. Оскiльки кри-

тична температура iдеального бозе-газу гармонiчних осциляторiв
дорiвнює

TB
c “ ~ω

ˆ
N

ζp3q

˙1{3

, (5.59)

то поправки мають вигляд:

Tc

TB
c

“ 1 ` a

3
´ b

2ζp4q
ζp3q . (5.60)

Отриманий результат можна порiвняти зi зсувом критичної тем-
ператури внаслiдок скiнченностi кiлькостi частинок N [7]:

∆T fin
c

TB
c

“ ´1

2

ζp2q
rζp3qs2{3

N´1{3 (5.61)

та мiжчастинкових взаємодiй [7]:

∆T int
c

TB
c

“ ´1.33
as

aho
N1{6, (5.62)

де так звана довжина гармонiчного осцилятора aho “
a
~{mω,

а as — довжина розсiяння s-хвилi.
Цiкаво, що в термодинамiчнiй границi, яка в задачi про три-

вимiрнi гармонiчнi осцилятори є умовою ωN1{3 “ const, другу по-
правку можна переписати як

as

aho
N1{69

´
ωN1{3

¯1{2
“ const, (5.63)

тобто вона насправдi не залежить вiд кiлькостi частинок N .
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Для спрощення оцiнимо значення параметрiв статистики на
пiдставi таких феноменологiчних мiркувань: оскiльки неадитив-
нiсть може бути пов’язана з мiжчастинковими взаємодiями, то вва-
жатимемо саме величину b вiдповiдальною за зсув критичної тем-
ператури ∆T int

c , а з поправкою a пов’яжемо зсув ∆T fin
c . Звiдси отри-

маємо пару простих рiвнянь:

a

3
“ ´1

2

ζp2q
rζp3qs2{3

N´1{3; b
2ζp4q
ζp3q “ 1.33

as

aho
N1{6. (5.64)

Числовi значення вiзьмемо для системи N “ 5000 атомiв Rb-87
[7] в гармонiчнiй пастцi, що характеризується вiдношенням
as{aho » 2.6 ¨ 10´3. У результатi отримаємо значення поправок:

a “ ´0.13, b “ 0.022. (5.65)

Як бачимо, вiдхилення вiд одиницi є доволi суттєвим.

5.6. Завдання для самостiйної роботи

1. Доведiть такi спiввiдношення для q-експоненти Цаллiса [8]:

(a)
“
exq

‰p “ e
px

1´p1´qq{p ; (b)
”
efpxq
q

ıq
“ 1

f 1pxq
de

fpxq
q

dx
;

(c) pexqeyqq1´q “ pex`y
q q1´q ` p1 ´ qq2xy.

2. Доведiть такi спiввiдношення для q-логарифма [8]:

(a) q ln1´q x
a “ a ln1´a x

q ;

(b) lnq xy “ lnq x` lnq y ` p1 ´ qq lnq x lnq y ;

(c) lnq x´ ln1 x “ p1 ´ qq
„
d

dq
lnq x` lnq x ln1 x


.

3. Проаналiзуйте отримання основних спiввiдношень (виразiв
для ентропiї, її зв’язку з температурою та енерґiєю) у ста-
тистицi Цаллiса–Мендеша–Пластiно.
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4. Використовуючи пiдхiд до розрахунку критичної температу-
ри в пiдроздiлi 5.4, покажiть, що при T ď Tc теплоємнiсть D-
вимiрного iдеального газу з q-узагальненим розподiлом Бозе
(5.42) буде

CV “
ˆBE

BT

˙

V

“ D

2

ˆ
D

2
` 1

˙
ζqpD{2 ` 1q
ζqpD{2q N

ˆ
T

Tc

˙D{2

,

та отримайте високотемпературну асимптотику теплоємно-
стi, враховуючи, що в цiй границi

N “ zA

8ż

0

dε εD{2´1
´
eε{T
q

¯´1

, E “ zA

8ż

0

dε εD{2
´
eε{T
q

¯´1

.
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Роздiл 6

Операторнi реалiзацiї

дробових статистик

У статистиках Бозе–Айнщтайна i Фермi–Дiрака оператори поро-
дження–знищення â:

m, âm задовольняють такi комутацiйнi спiввiд-
ношення:

бозони

râm, â:
ns ” râm, â:

ns´ “ δmn,

râm, âns “ 0,

râ:
m, â

:
ns “ 0.

фермiони

tâm, â:
nu ” râm, â:

ns` “ δmn,

tâm, ânu “ 0,

tâ:
m, â

:
nu “ 0.

Тут tA,Bu “ AB ` BA — антикомутатор, для якого з мiрку-
вань зручностi введено позначення r¨, ¨s`, а звичайний комутатор,
вiдповiдно, можна записати як r¨, ¨s´.

Реальнi частинки, як вiдомо, можуть бути лише бозонами або
фермiонами. Далi ми розглядатимемо можливi узагальнення, якi
можуть описувати певнi фiзичнi системи на ефективному рiвнi, по-
дiбно до статистико-механiчних пiдходiв. Простим прикладом та-
ких задач є ґратковi моделi, де переставнi спiввiдношення для опе-
раторiв породження–знищення на вузлах мають такий вигляд:

tbi, b:
iu “ 1, rbi, b:

js “ rbi, bjs “ rb:
i , b

:
js “ 0, pb:

i q2 “ b2i “ 0, (6.1)

тобто оператори, що стосуються рiзних вузлiв, дiють як бозоннi, а
на одному вузлi — як фермiоннi (див., наприклад, [1]). Подiбний
вигляд має також алґебра операторiв спiну s “ 1{2.
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6.1. Парабозони i парафермiони

Герберт Сиднi Ґрiн
(Herbert Sydney Green;

1920–1999)

У 1953 р. Герберт Сиднi Ґрiн запропо-
нував розширення традицiйних статистик
[2]. Пов’язане воно з тим, що для опера-
торiв породження–знищення та оператора
кiлькостi частинок N̂m “ â

:
mâm правильне

спiввiдношення

rN̂m, â
:
ns “ δmnâ

:
m (6.2)

незалежно вiд того, розглядаємо ми бозо-
ни чи фермiони. У цьому легко перекона-
тися. Справдi, для бозонiв маємо з ураху-
ванням комутацiйних спiввiдношень:

rN̂m, â
:
ns “ râ:

mâm, â
:
ns “ â:

mâmâ
:
n ´ â:

nâ
:
mâm “ â:

mâmâ
:
n ´ â:

mâ
:
nâm “

“ â:
mpâmâ:

n ´ â:
nâmq “ â:

mrâm, â:
ns “ δmnâ

:
m.

Аналогiчно для фермiонiв:

rN̂m, â
:
ns “ râ:

mâm, â
:
ns “ â:

mâmâ
:
n ´ â:

nâ
:
mâm “ â:

mâmâ
:
n ` â:

mâ
:
nâm “

“ â:
mpâmâ:

n ` â:
nâmq “ â:

mtâm, â:
nu “ δmnâ

:
m.

Оператор кiлькостi частинок можна подати у виглядi

N̂m “ 1

2
râ:

m, âms˘ ¯ 1

2
, (6.3)

де верхнiй знак (антикомутатор) вiдповiдає бозонам, а нижнiй (ко-
мутатор) — фермiонам. Пiдставивши цей вираз у рiвняння (6.2),
отримаємо такi трилiнiйнi комутацiйнi спiввiдношення:

rrâ:
m, âms˘, â

:
ns “ 2δmnâ

:
m. (6.4)

Узагальнивши їх на три рiзнi iндекси, матимемо:

rrâ:
k, âms˘, â

:
ns “ 2δmnâ

:
k, (6.5)



6.2. q-деформацiї 77

причому вакуумний та одночастинковi стани визначаються спiввiд-
ношеннями âk|0y “ 0 та âkâ

:
m|0y “ pδkm|0y, вiдповiдно [3]. Величину

p називають порядком парастатистики .
Оператори, якi би задовольняли такi комутацiйнi спiввiдноше-

ння, Ґрiн запропонував шукати у виглядi

âm “
pÿ

j“1

b̂pjq
m , â:

m “
pÿ

j“1

b̂pjq:
m . (6.6)

При цьому оператори з однаковими iндексами j є бозонними (фер-
мiонними), проте антикомутують (комутують) у випадку рiзних
iндексiв. Верхня межа p в сумах збiгається з порядком параста-
тистики. Хвильовi функцiї p ą 1 парабозонiв є антисиметричними
при перестановцi не бiльше p частинок, i, вiдповiдно, p парафермiо-
нiв залишаються симетричними за таких перестановок. Зрозумiло,
що випадок p “ 1 вiдповiдає традицiйним статистикам Бозе та
Фермi.

Тут цiкаво вiдзначити, що замiсть кольорового заряду , який
у квантовiй хромодинамiцi приписують кваркам та квантам силь-
ної взаємодiї — ґлюонам, — цi частинки можна еквiвалентно опи-
сати за допомогою парастатистики. Кварки можна трактувати як
парафермiони третього порядку [4], оскiльки вони є фермiонами й
характеризуються одним iз трьох кольорiв. Вiсiм рiзних ґлюонiв,
що переносять кольорову взаємодiю, будуть, вiдповiдно, парабозо-
нами восьмого порядку.

6.2. q-деформацiї

Осцилятор Арика–Куна1

Розглянемо алґебру операторiв породження–знищення a:, a, якi за-
довольняють таке комутацiйне спiввiдношення [5], записане через
q-деформований комутатор або q-мутатор:

ra, a:sq ” aa: ´ qa:a “ 1. (6.7)

1Метiн Арик (Metin Arık; нар. 1948), турецький фiзик. Його науковий
керiвник — Деррил Кун (Darryl Douglas Coon), американський фiзик.
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Алґебра операторiв визначається також такими (звичайними) ко-
мутаторами (тут i далi для визначеностi оперуватимемо з так зва-
ними q-бозонами):

ra:, a:s “ ra, as “ 0, rN, a:s “ a:, rN, as “ ´a, (6.8)

де N — оператор кiлькостi частинок, який у q-деформованому ви-
падку вже не зводиться до a:a,

N |ny “ n|ny. (6.9)

Дiючи на вакуумний стан |0y (причому x0|0y “ 1) вектором
породження, отримаємо простiр векторiв |ny:

pa:qn|0y “ const |ny, водночас a|0y “ 0. (6.10)

Щоби встановити правила роботи з операторами a:, a докладнi-
ше, розглянемо їх дiю на ненормованi стани |nypuq в такому виглядi:

a:|nypuq “ |n` 1ypuq, a|nypuq “ An |n´ 1ypuq,

pa:qn|0y “ |nypuq, (6.11)

де An — множник, який визначатимемо далi. Зрозумiло, що

aa:|nypuq “ a|n` 1ypuq “ An`1 |nypuq.

З iншого боку, враховуючи (6.7),

aa:|nypuq “ p1 ` qa:aq|nypuq “ |nypuq ` qa:An |n´ 1ypuq “

“ p1 ` qAnq|nypuq.

Тобто ми отримали рекурентне спiввiдношення:

An`1 “ 1 ` qAn. (6.12)

З означення вакуумного стану a|0y “ 0 випливає, що A0 “ 0. Тому:

A1 “ 1; A2 “ 1 ` q; A3 “ 1 ` qp1 ` qq “ 1 ` q ` q2 i т. д.
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або в загальному виглядi:

An “ 1 ` q ` q2 ` . . .` qn´1 “ qn ´ 1

q ´ 1
.

Цей результат записують через так званi q-числа2:

rnsq ” qn ´ 1

q ´ 1
, (6.13)

тобто матимемо просто

An “ rnsq. (6.14)

Знайдемо тепер квадрат норми за допомогою таких послiдовних
перетворень:

puqxn|nypuq “ puqxn´ 1|aa:|n´ 1ypuq “ An
puqxn´ 1|n´ 1ypuq “

“ An
puqxn´ 2|aa:|n´ 2ypuq “ AnAn´1

puqxn´ 2|n´ 2ypuq “

“ . . . “ AnAn´1 . . . A1x0|0y “ AnAn´1 . . . A1 1.

Уводячи q-факторiал :

rnsq! “ rnsqrn´ 1sq . . . r1sq “ (6.15)

“ pqn´1 ` . . . q ` 1qpqn´2 ` . . . q ` 1q . . . pq2 ` q ` 1qpq ` 1q1;

r0sq! “ 1,

запишемо

puqxn|nypuq “ rnsq! (6.16)

Тепер нормованi стани можемо подати як

|ny “ 1a
rnsq!

pa:qn|0y, (6.17)

2Їх ще називають базовими (англ. basic) q-числами, на вiдмiну вiд iнших
узагальнень, деякi з яких наведено на сторiнцi 82.
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звiдки, враховуючи (6.11), нескладно показати, що справджуються
такi спiввiдношення:

a:|ny “
b

rn` 1sq |n` 1y,

a|ny “
b

rnsq |n´ 1y. (6.18)

Попарнi добутки операторiв породження–знищення записую-
ться у виглядi:

a:a “ rN sq, aa: “ rN ` 1sq, (6.19)

а для оператора N можна формально отримати такий вираз:

N “ 1

ln q
ln

´
1 ` pq ´ 1qa:a

¯
. (6.20)

У цьому легко переконатися звичайним розкладом у ряд.
Автори ориґiнальної працi [5], де було запропоновано такий

осцилятор, вважали параметр 0 ă q ă 1 дiйсним. Натомiсть досить
цiкавою є ситуацiя, коли q — комплексна величина, яка є ps`1q-ий
корiнь iз одиницi, q “ e2πi{ps`1q. Легко показати, що rs`1sq “ 0, тоб-
то цi оператори володiють такою властивiстю нiльпотентностi [6]:

paqqn “
`
a:
q

˘n “ 0, якщо n ě s` 1. (6.21)

Отже, така алґебра вiдповiдає обмеженню на заповнення одного
квантового стану не бiльше за s, тобто статистицi Джентiле, опи-
сану в роздiлi 2.

Деформацiя комутацiйних спiввiдношень у виглядi (6.7) є ли-
ше однiєю з багатьох можливих. Її можна трактувати як однопа-
раметричний випадок загальнiшого пiдходу, який розглянемо на-
ступним.

(p,q)-деформований осцилятор
У цiй моделi трiйка операторiв a, a:, N пов’язана так [7]:

aa: ´ qa:a “ p´N , aa: ´ p´1a:a “ qN ,

rN, a:s “ a:, rN, as “ ´a. (6.22)
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Дiю операторiв породження–знищення можна подати як

a:|ny “
b

rn` 1sp,q |n` 1y,

a|ny “
b

rnsp,q |n´ 1y, де rxsp,q “ qx ´ p´x

q ´ p´1
, (6.23)

а для оператора кiлькостi частинок матимемо, як i ранiше,

N |ny “ n|ny. (6.24)

Можливi також i багатопараметричнi узагальнення подiбного
типу [8]. З iншого боку, зрозумiло, що осцилятор Арика–Куна вiд-
повiдає однопараметричному частковому випадковi з p “ 1. Двi
iншi однопараметричнi деформацiї, якi використовують найчастi-
ше, розглянемо нижче.

Осцилятор Бiденгарна–Макфарлейна3 вiдповiдає виборо-
вi p “ q [9, 10, 11], тобто

ra, a:sq ” aa: ´ qa:a “ q´N ,

ra, a:sq´1 “ aa: ´ q´1a:a “ qN ,

rN, a:s “ a:, rN, as “ ´a. (6.25)

Осцилятор Тамма–Данкова4 є частковим випадком pp, qq-
деформованого осцилятора, коли p “ q´1 [12]. Алґебру операторiв
породження–знищення та кiлькостi частинок визначають спiввiд-
ношення:

ra, a:sq ” aa: ´ qa:a “ qN ,

rN, a:s “ a:, rN, as “ ´a. (6.26)

3Лоренс Крiстiан Бiденгарн (Lawrence Christian Biedenharn, Jr.; 1922–1996),
американський фiзик. Алан Дж. Макфарлейн (Alan J. Macfarlane), британ-
ський фiзик.

4Iгор Євгенович Тамм (Игорь Евгеньевич Тамм, Igor Tamm; 1895–1971),
радянський фiзик, лауреат Нобелiвської премiї з фiзики 1958 р. (разом iз
П. Черенковим та I. Франком). Сиднi Данков (Sidney Michael Dancoff; 1913–
1951), американський фiзик.
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Деформованi комутатори операторiв породження–знищення
можна також еквiвалентно переписати за допомогою структур-
ної функцiї ϕpNq:

aa: “ ϕpN ` 1q, a:a “ ϕpNq,

ra, a:s ” aa: ´ a:a “ ϕpN ` 1q ´ ϕpNq. (6.27)

Iз загального рекурентного спiввiдношення

ϕpN ` 1q ´ F pNqϕpNq “ GpNq (6.28)

можна отримати [13]

ϕpnq “ F p1q . . . F pn´ 1q
«
Gp0q `

n´1ÿ

k“1

Gpkq
F p1q . . . F pkq

ff
. (6.29)

Як легко переконатися, в описаних моделях деформованих осци-
ляторiв структурнi функцiї будуть такими:

осцилятор Арика–Куна: ϕpNq “ rN sq “ qN ´ 1

q ´ 1
,

p, q-деформований осцилятор: ϕpNq “ rN sp,q “ qN ´ p´N

q ´ p´1
,

осцилятор Бiденгарна–Макфарлейна: ϕpNq “ rN sq,q “ qN ´ q´N

q ´ q´1
,

осцилятор Тамма–Данкова: ϕpNq “ NqN´1.

Зважаючи на те, що в q-деформованому випадку вже немає про-
стого зв’язку мiж оператором кiлькостi частинок i операторами
породження-знищення (N ‰ a:a), не iснує однозначного рецепту,
як записати гамiльтонiан системи. Зокрема, гамiльтонiан гармонi-
чного осцилятора з частотою ω подають як

H “ ~ω a:a (6.30)

або в симетризованiй формi

H “ 1

2
~ω

`
a:a` aa:

˘
. (6.31)
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Ми надалi зосередимося на iншому простому зображеннi через опе-
ратор кiлькостi частинок:

H “ ~ωN, (6.32)

який застосуємо, аналiзуючи термодинамiку.

Оскар Ґрiнберґ
(Oscar Wallace Greenberg;

нар. 1932)

Для вивчення багаточастинкових си-
стем iнтерес становлять багатомодовi
узагальнення алґебри операторiв поро-
дження–знищення. Дослiдження такої ку-
онної алґебри (англ. ‘quon’) пов’язане
насамперед з iменем американського фiзи-
ка Оскара Ґрiнберґа, який на початку 90-х
рокiв XX ст. опублiкував низку праць з цi-
єї тематики (у 60-х роках вiн також вивчав
парастатистику). У статтi [14] проаналiзо-
вано таке деформоване комутацiйне спiв-
вiдношення:

“
ak, a

:
j

‰
q

” aka
:
j ´ qa

:
jak “ δkj (6.33)

для ´1 ď q ď `1. При цьому вакуумний стан визначається звично:

ak|0y “ 0, (6.34)

а оператор кiлькостi частинок Nj ‰ a
:
jaj i пов’язаний з оператором

знищення через звичайний комутатор
“
Nj , ak

‰
“ ´δjkak. (6.35)

Зазначмо, що для пар операторiв aj , ak чи a:
j , a

:
k нiяких додаткових

комутацiйних спiввiдношень не задають.
Автори статтi [15] показали, що комплексний параметр q “ eiθ у

рiвняннi (6.33) може бути пов’язаний з енiонами, про якi йтиметься
в наступному роздiлi, а в [16] куонну алґебру узагальнено як

aka
:
j ´ qkja

:
jak “ δkj , причому q˚

kj “ qjk. (6.36)

Алґебру ж iз незалежними модами, коли оператори породження–
знищення з рiзними iндексами комутують, а з однаковими —
q-мутують, можна подати у такому виглядi [17]:

“
ak, a

:
j

‰
” aka

:
j ´ a

:
jak “ δkj `

`
qδkj ´ 1

˘
a

:
jak. (6.37)
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6.3. Елементи q-числення

У роздiлi 5 нам вже траплялася похiдна Джексона (5.8):

Dqfpxq ” fpqxq ´ fpxq
qx´ x

.

Простими перетвореннями можна показати, що її дiя на функцiю
xn дає

Dqx
n “ rnsqxn´1, (6.38)

де введений ранiше q-аналог числа n

rnsq “ qn ´ 1

q ´ 1
“ qn´1 ` . . .` q ` 1.

Операцiєю, оберненою до похiдноїDq, є iнтеґрал Джексона .
Його можна ввести таким способом [18, § 19]. Нехай виконується
рiвнiсть

DqF pxq “ F pqxq ´ F pxq
pq ´ 1qx “ fpxq, (6.39)

яку за допомогою оператора масштабування M̂qF pxq “ F pqxq пе-
репишемо у виглядi

DqF pxq “ F pqxq ´ F pxq
pq ´ 1qx “ 1

pq ´ 1qx
´
M̂q ´ 1

¯
F pxq “ fpxq.

Звiдси пiсля формальних перетворень, зберiгаючи порядок опера-
торiв, матимемо:

F pxq “ 1

1 ´ M̂q

´
p1 ´ qqxfpxq

¯
“ p1 ´ qq

8ÿ

j“0

M̂ j
qxfpxq,

де вираз iз оператором масштабування переписано як суму геоме-
тричної проґресiї. Остаточно отримаємо iнтеґрал Джексона:

F pxq ”
ż
fpxq dqx “ p1 ´ qqx

8ÿ

j“0

qjfpqjxq (6.40)
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або вiдповiдний означений iнтеґрал у позначеннях [5]:

b

S
0

fpxqDx “ p1 ´ qqb
8ÿ

j“0

qjfpqjbq, (6.41)

за допомогою якого, наприклад, записують скалярний добуток у
формалiзмi осцилятора Арика–Куна.

Роздiл математики, який вивчає описанi та подiбнi до них уза-
гальнення похiдних, iнтеґралiв, пов’язаних iз цим аналогiв звичай-
них чисел та функцiй, називають q-численням або квантовим
аналiзом . Вiдповiднi методи застосовують у рiзних галузях мате-
матики та фiзики [18].

З довiдковою метою розглянемо приклади узагальнень деяких
функцiй [18]. Так, q-аналогом многочлена px´ aqn є

px´ aqnq “ px´ aqpx´ qaq . . . px´ qn´1aq при n ě 1;

px´ aq0q “ 1. (6.42)

Узагальнення для вiд’ємних показникiв

px´ aq´n
q “ 1

px´ q´naqnq
(6.43)

можна отримати з правила множення q-многочленiв:

px´ aqm`n
q “ px´ aqmq px´ qmaqnq . (6.44)

Для них справедливi такi правила q-диференцiювання:

Dqpx´ aqnq “ rnsqpx´ aqn´1
q , (6.45)

Dqpa´ xqnq “ ´rnsqpa´ qxqn´1
q , (6.46)

Dq
1

px´ aqnq
“ r´nsqpx´ qnaq´n´1

q , (6.47)

Dq
1

pa´ xqnq
“ rnsq

pa´ xqn`1
q

. (6.48)
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Уводячи q-бiномiальний коефiцiєнт:

„
n

j



q

“ rnsq!
rjsq!rn´ jsq!

, (6.49)

де q-факторiал задано формулою (6.15), запишемо формулу бiнома
Ґаусса:

px` aqnq “
nÿ

j“0

„
n

j



q

qjpj´1q{2ajxn´j . (6.50)

Також уводять q-експоненти (NB: вони вiдрiзняються вiд q-
експонент Цаллiса!). З метою уникнення плутанини тут викори-
стаємо iншi позначення, а саме:

Expq ” Ex
q ”

8ÿ

j“0

xj

rjsq!
, (6.51)

Expq ” E
x
q ”

8ÿ

j“0

qjpj´1q{2 xj

rjsq!
, (6.52)

причому Ex
1 “ E

x
1 “ ex.

Iншi зображення цих функцiй:

Ex
q “ 1

p1 ´ p1 ´ qqxq8
q

(6.53)

E
x
q “ p1 ´ p1 ´ qqxq8

q . (6.54)

Як i q-експоненту Цаллiса, їх можна застосовувати для модифiка-
цiй ґiббсiвського фактора у моделях чисел заповнення в дробових
статистиках [19].



6.4. q-деформована термодинамiка 87

6.4. q-деформована термодинамiка

Проаналiзуємо один зi способiв побудови термодинамiки в систе-
мi, яка вiдповiдає деформацiї Арика–Куна [20]. У пiдходi великого
канонiчного ансамблю запишемо гамiльтонiан

H “
ÿ

j

pεj ´ µqNj , (6.55)

де εj — енерґiя,Nj — оператор кiлькостi частинок, що вiдповiдають
становi j, а µ — хiмiчний потенцiал. Велика статистична сума буде

Ξ “ Sp e´βH , (6.56)

β “ 1{T — обернена температура. Використовуючи стандартне
означення термодинамiчного середнього оператора O

xOy “ 1

Ξ
Sp

´
Oe´βH

¯
(6.57)

i зважаючи на зв’язок (6.19) мiж оператором кiлькостi частинок та
операторами породження–знищення, для середнього числа запов-
нення nj в j-му станi матимемо

rnjsq “ 1

Ξ
Sp

´
e´βHa

:
jaj

¯
. (6.58)

Зауважимо, що з комутацiйного спiввiдношення raj , Njs “ aj ви-
пливає [21] така властивiсть будь-якого полiнома fpNjq вiд Nj :

ajfpNjq “ fpNj ` 1qaj . (6.59)

Тому, переставляючи циклiчно оператори пiд шпуром, матимемо

rnjsq “ 1

Ξ
Sp

´
e´βHa

:
jaj

¯
“ 1

Ξ
Sp

´
aje

´βHa
:
j

¯
“

“ 1

Ξ
e´βpεj´µq Sp

´
e´βHaja

:
j

¯
“ e´βpεj´µqrnj ` 1sq. (6.60)

Оскiльки nj є власним значенням оператора Nj , то з формули
(6.20) вiдразу отримаємо

nj “ 1

ln q
ln

ˆ
z´1eβεj ´ 1

z´1eβεj ´ q

˙
, (6.61)

де z “ eβµ — активнiсть.
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За послiдовної побудови термодинамiки замiсть звичайної похiд-
ної виникає похiдна Джексона. Це можна зауважити, розглянувши
логарифм великої статсуми

lnΞ “ ´
ÿ

j

ln
´
1 ´ ze´βεj

¯
(6.62)

i повну кiлькiсть частинок N “
ÿ

j

nj , унаслiдок чого бачимо по-

рушення стандартного спiввiдношення

N ‰ z
B

Bz lnΞ. (6.63)

Однак, замiнивши
B

Bz на Dpzq
q , матимемо

N “ zDpzq
q lnΞ “ 1

q ´ 1
ln

ˆ
z´1eβεj ´ 1

z´1eβεj ´ q

˙
“ ln q

q ´ 1

ÿ

j

nj . (6.64)

Отже, незначно модифiкуючи похiдну Джексона

rDpzq
q “ q ´ 1

ln q
Dpzq

q , (6.65)

яка також зводиться до звичайної похiдної у границi q Ñ 1, мати-
мемо аналог стандартного термодинамiчного спiввiдношення

N “ z rDpzq
q lnΞ “

ÿ

j

nj . (6.66)

Цiкаво, що така замiна похiдних стосується змiнних в експо-
ненцiальнiй формi, наприклад, z “ eβµ або yj “ e´βεj . Вiдповiдно,
за переходу до q-деформованої термодинамiки всi похiднi потрiбно
переписати через z чи yj i потiм ввести похiдну Джексона. Прик-
ладом може бути вираз для внутрiшньої енерґiї

U “ ´ B
Bβ lnΞ “ B

Bβ
ÿ

j

ln p1 ´ zyjq “
ÿ

j

Byj
Bβ

B
Byj

ln p1 ´ zyjq , (6.67)
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який у деформованому випадку набуде вигляду

U “
ÿ

j

Byj
Bβ

rDpyjq
q ln p1 ´ zyjq “

ÿ

j

εjnj , (6.68)

тобто збiгатиметься з очiкуваним.
Ентропiя S пов’язана з великим термодинамiчним потенцiалом

Ω “ ´T lnΞ подiбним способом:

S “ ´
ˆBΩ

BT

˙

µ,V

“ B
BT

ÿ

j

T ln p1 ´ zyjq “

“ lnΞ ´ T
ÿ

j

Bpzyjq
BT

B
Bpzyjq

ln p1 ´ zyjq ,

що в деформованому випадку перейде у вираз

S “ lnΞ ´ 1

T

ÿ

j

zyjεj rDpzyjq
q ln p1 ´ zyjq “ lnΞ ` βU ´ βµN, (6.69)

який формально збiгається з означенням великого термодинамi-
чного потенцiалу Ω “ U ´ TS ´ µN .

Ураховуючи зв’язок (6.60), звiдки

zyj ” eβpµ´εjq “ rnjsq
rnj ` 1sq

або βpµ´ εjq “ ln
rnjsq

rnj ` 1sq
,

отриманий вираз для ентропiї можна подати у виглядi

S “ ´
ÿ

j

ln p1 ´ zyjq ` β
ÿ

j

pεj ´ µqnj “

“
ÿ

j

"
´ ln

ˆ
1 ´ rnjsq

rnj ` 1sq

˙
` nj ln

rnjsq
rnj ` 1sq

*
.

Пiсля елементарних перетворень матимемо вираз

S “
ÿ

j

!
´ nj lnrnjsq ` pnj ` 1q lnrnj ` 1sq ´

´ ln prnj ` 1sq ´ rnjsqq
)
. (6.70)
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Зважаючи на те, що в границi q Ñ 1 всi q-числа переходять у
звичайнi числа, тобто rnjsq потрiбно замiнити на розподiл Бозе nj ,
бачимо, що такий вираз для ентропiї мiстить стандартний бозонний
внесок

SBose “
ÿ

j

!
´ nj lnnj ` pnj ` 1q lnpnj ` 1q

)
(6.71)

з точнiстю до замiни nj на rnjsq у перших двох доданках, а також
поправку, спричинену неадитивнiстю q-чисел,

∆S “ ´
ÿ

j

ln prnj ` 1sq ´ rnjsqq , (6.72)

що зникає в границi q Ñ 1.

6.5. µ̃-деформована термодинамiка

Дещо iнший спосiб побудови деформованої термодинамiки було за-
пропоновано в контекстi дослiджень µ̃-деформованого осцилятора
[22], для якого структурна функцiя

ϕpNq “ N

1 ` µ̃N
. (6.73)

Звичайний гармонiчний осцилятор отримуємо у границi µ̃ Ñ 0.
Вiдповiдно до [23], змодифiкуємо формулу, що пов’язує кiль-

кiсть частинок N i велику статистичну суму Ξ

N “ z
B

Bz lnΞ (6.74)

(для спрощення не виписуватимемо явно умови сталостi темпера-
тури й об’єму). Нехай деформований аналог кiлькостi частинок
буде

N pµ̃q “ zDpµ̃q
z lnΞ, (6.75)

де деформована похiдна

Dpµ̃q
x xn “ rnsµ̃xn´1, причому rnsµ̃ “ n

1 ` µ̃n
. (6.76)
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Пiдставивши в (6.75) велику статистичну суму iдеального бозе-
газу зi спектром εj , матимемо

N pµ̃q “ zDpµ̃q
z lnΞ “ ´zDpµ̃q

z

ÿ

j

ln
´
1 ´ ze´εj{T

¯
. (6.77)

Пiсля розкладу логарифма в ряд i почленного застосування похi-
дної (6.76) до змiнної z отримаємо

N pµ̃q “ z
ÿ

j

8ÿ

ℓ“1

e´ℓεj{T

ℓ
rℓsµ̃zℓ´1 “

ÿ

j

8ÿ

ℓ“1

e´ℓεj{T

ℓ
rℓsµ̃zℓ. (6.78)

Зрозумiло, що для iснування розкладу в ряд має виконуватись умо-
ва

ˇ̌
ze´εj{T

ˇ̌
ă 1.

Якщо енерґiя основного стану ε0 “ 0, то у границi z Ñ 1 дода-
нок з j “ 0 буде розбiжним. Видiлимо його окремо:

N pµ̃q “
8ÿ

ℓ“1

rℓsµ̃
ℓ
zℓ `

ÿ

ją0

8ÿ

ℓ“1

rℓsµ̃
ℓ
e´ℓεj{T zℓ. (6.79)

Фактично, перший доданок вiдповiдає заповненню основного стану,
тобто описує кiлькiсть частинок в µ̃-деформованому аналозi бозе-
конденсату:

n
pµ̃q
0 “

8ÿ

ℓ“1

rℓsµ̃
ℓ
zℓ. (6.80)

Для визначеностi розглянемо далi iдеальний D-вимiрний бозе-
газ i перейдемо вiд пiдсумовування за станами до iнтеґрування за
енерґiями з густиною станiв (2.16):

N pµ̃q “ n
pµ̃q
0 ` VD

ΓpD{2q
´ m

2π~2

¯D{2 8ÿ

ℓ“1

rℓsµ̃
ℓ
zℓ

8ż

0

εD{2´1e´ℓε{T dε “

“ n
pµ̃q
0 ` VD

λD

8ÿ

ℓ“1

rℓsµ̃
ℓD{2`1

zℓ. (6.81)
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Для побудови µ̃-деформованої термодинамiки введемо дефор-
мовану велику статистичну суму спiввiдношенням Ξpµ̃q:

N pµ̃q “ z
B

Bz lnΞ
pµ̃q. (6.82)

Формально можна записати

lnΞpµ̃q “
ˆ
z

B
Bz

˙´1

N pµ̃q, (6.83)

де дiя оберненого оператора зводиться до iнтеґрування

ˆ
z

B
Bz

˙´1

fpzq “
zż

0

dz1 fpz1q
z1

, тому

ˆ
z

B
Bz

˙´1

zn “ zn

n
. (6.84)

У результатi для lnΞpµ̃q матимемо ряд

lnΞpµ̃q “
8ÿ

ℓ“1

rℓsµ̃
ℓ2

zℓ ` VD

λD

8ÿ

ℓ“1

rℓsµ̃
ℓD{2`2

zℓ. (6.85)

Щоб побачити аналогiю зi звичайним бозе-газом, зручно ввести
такi µ̃-узагальнення полiлогарифмiв:

Lipµ̃q
s pzq “

8ÿ

ℓ“1

rℓsµ̃
ℓs`1

zℓ, (6.86)

якi переходять у звичайнi, коли rℓsµ̃ Ñ ℓ. Отже,

lnΞpµ̃q “ Li
pµ̃q
1 pzq ` VD

λD
Li

pµ̃q
D{2`1

pzq. (6.87)

Звiдси отримаємо рiвняння стану:

pVD

T
“ lnΞpµ̃q “ Li

pµ̃q
1 pzq ` VD

λD
Li

pµ̃q
D{2`1

pzq (6.88)

та термодинамiчнi функцiї, наприклад, внутрiшню енерґiю як по-
хiдну за оберненою температурою

U pµ̃q “ ´
˜

B lnΞpµ̃q

Bβ

¸

z,VD

. (6.89)
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Як легко зауважити, ми жодного разу не апелювали до явно-
го вигляду чисел rnsµ̃ (6.76). Тому зрозумiло, що описаний пiдхiд
можна застосовувати й до iнших типiв деформованих осциляторiв.
Конкретизацiя залежностi вiд параметра деформацiї потрiбна для
розрахункiв у межах певної моделi.

6.6. Завдання для самостiйної роботи

1. В куоннiй алґебрi Ґрiнберґа (6.33) знайдiть комутатор опера-
тора переходу Nij “ a

:
iaj , який знищує частинку в станi j

i породжує частинку в станi i, з операторами ak та a:
k. Також

покажiть, що q-мутатор мiж операторами знищення дорiвнює
нулевi, “

ak, aj
‰
q

” akaj ´ qajak “ 0,

лише у випадку q “ ˘1. Деталi див. у статтi [14].

2. Покажiть, що для похiдної Джексона правильна границя

D1 ” lim
qÑ1

Dq “ d

dx
,

i доведiть правило q-диференцiювання добутку двох функцiй:

Dq

`
fpxqgpxq

˘
“ fpxqDqgpxq ` gpqxqDqfpxq.

3. Покажiть, що

Ex
1{q “ E

x
q ,

та знайдiть q-похiднi функцiй Ex
q i Ex

q .

4. Знайдiть першi кiлька членiв розкладу функцiй Ex
q та Ex

q в
ряд за степенями pq ´ 1q.
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5. Формально можна ввести також q-аналоги тригонометричних
функцiй:

sinq x “
Eix

q ´ E´ix
q

2i
, Sinq x “

E ix
q ´ E´ix

q

2i
,

cosq x “
Eix

q ` E´ix
q

2
, Cosq x “

E ix
q ` E´ix

q

2
.

Знайдiть q-похiднi цих функцiй та доведiть рiвнiсть

cosq xCosq x` sinq x Sinq x “ 1.

6. q-числення безпосередньо пов’язане з q-деформованим кому-
татором rx, ysq “ xy ´ qyx. Покажiть, що

px` yqn “
nÿ

j“0

„
n

j



q

xjyn´j ,

якщо rx, ysq “ 0. Див. [18, § 5].

7. Коректнiсть описаного способу побудови q-деформованої тер-
модинамiки можна перевiрити, розрахувавши на пiдставi ен-
тропiї вираз для чисел заповнення. Вiдповiдна варiацiйна за-
дача матиме вигляд

δpS ´ βU ` βµNq “ rDpyjq
q pS ´ βU ` βµNqδyj “ 0. (6.90)

Знайдiть цим способом числа заповнення nj i порiвняйте їх iз
(6.61).

8. Знайдiть внутрiшню енерґiю
U pµ̃q

N pµ̃q
та питому теплоємнiсть

C
pµ̃q
V

N pµ̃q
iдеального D-вимiрного µ̃-деформованого бозе-газу

(див. [23]).
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Квантовий ефект Голла.

Енiонна статистика

7.1. Класичний ефект Голла

Едвiн Герберт Голл
(Edwin Herbert Hall;

1855–1938)

У 1879 р. Едвiн Голл, працюючи над
дисертацiєю, виявив виникнення рiзницi
потенцiалiв мiж сторонами провiдника,
вздовж якого протiкає сталий електри-
чний струм, коли цей провiдник перебу-
ває в магнiтному полi. Це явище назива-
ють ефектом Голла .

Його можна досить просто пояснити
в межах класичної електродинамiки. Для
цього розглянемо найпростiшу ситуацiю,
схематично зображену на рис. 7.1. Пло-
ский провiдник розмiщено у площинi xy,
а магнiтне поле B спрямоване вздовж осi
z. Струм густиною j протiкає вздовж осi
x, у напрямку, протилежному до руху вiд’ємних зарядiв (за до-
мовленiстю). Пiд дiєю сили Лоренца заряди почнуть вiдхилятися
до краю провiдника, внаслiдок чого й виникне поперечна рiзниця
потенцiалiв UH — голлiвська напруга .
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Рис. 7.1. Схематичне пояснення класичного ефекту Голла

Коли в системi встановиться рiвновага, заряди ´e будуть ру-
хатися зi швидкiстю v, що визначається взаємною компенсацiєю
сили Лоренца пiд дiєю магнiтного поля B i поперечного поля EH:

´eEH ´ e

c
rv,Bs “ 0. (7.1)

У проекцiї на вiсь y матимемо:

eEH “ e

c
vxB. (7.2)

Домноживши цю рiвнiсть на концентрацiю зарядiв n, видiлимо в
отриманому виразi густину струму j “ ´envx:

enEH “ ´1

c
jB або EH “ CH jB, (7.3)

де коефiцiєнт Голла

CH “ ´ 1

cen
. (7.4)

Напруженiсть електричного поля в (7.3) домножимо на площу пе-
рерiзу провiдника ab i для голлiвської напруги UH “ bEH матиме-
мо:

a bEH “ ´ 1

cen
jabB або aUH “ ´ 1

cen
IB, (7.5)

де I — сила струму. Отриманий вираз зручно переписати у формi
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закону Ома, використовуючи поверхневу концентрацiю заря-
дiв n2 “ an:

UH

I
“ ´ B

cen2
“ RH, (7.6)

де RH — голлiвський опiр.
Ефект Голла спостерiгають не лише в металах, а й у напiвпро-

вiдниках. За його допомогою можна встановити, наприклад, кон-
центрацiю носiїв заряду та їх знак, а на пiдставi добре промiряних
коефiцiєнтiв Голла рiзних матерiалiв — вимiрювати магнiтне поле.
Водночас зауважимо, що в сильних магнiтних полях суттєву роль
починають вiдiгравати квантовi ефекти, роль яких обговорювати-
мемо в наступних роздiлах.

7.2. Квантовий ефект Голла

Клаус фон Клiтцiнґ
(Klaus von Klitzing;

нар. 1943)

У 1980 р. Клаус фон Клiтцiнґ у спiвав-
торствi з Ґергардом Дордою i Майклом
Пеппером опублiкував статтю [1] про спо-
сiб визначення сталої тонкої структури,
який ґрунтувався на нововiдкритому яви-
щi квантування голлiвської провiдностi.
Цей експеримент фон Клiтцiнґ проводив
на зразках, якi приготували його спiв-
автори. Вимiрювання, зробленi за гелiє-
вих температур у сильних магнiтних по-
лях „ 15Тл, показали надзвичайно то-
чне квантування голлiвської провiдностi в
одиницях e2{h, де e — елементарний заряд, а h — стала Планка. За
вiдкриття квантового ефекту Голла фон Клiтцiнґ отримав 1985 р.
Нобелiвську премiю.

Цiкаво, що подiбнi особливостi поведiнки голлiвської провiдно-
стi теоретично передбачили ще 1975 р. японськi вченi Цунея Ан-
до, Юкiо Мацумота та Ясутада Уемура [2], а згодом низка япон-
ських експериментальних груп пiдтвердила появу особливих точок,
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передбачених у цiй працi, однак точнiсть експериментiв була неви-
сокою1.

Спостережуванi залежностi для квантового ефекту Голла по-
казано на рис. 7.2. Для одержання цих результатiв важливим є
вивчення саме двовимiрного електронного газу, що забезпечують,
наприклад, контактнi поверхнi напiвпровiдникових гетероструктур
типу GaAs — AlxGa1´xAs [3].

MAGNETIC FIELD (T)
Fig. 14. Experimental curves for the Hall  resistance R =  and the resistivity  of a

Рис. 7.2. Експериментальнi залежностi голлiвського опору
(ρxy) та поздовжнього опору (ρxx) вiд магнiтного поля, рису-
нок взято з тексту нобелiвської лекцiї Клауса фон Клiтцiнґа
[http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/
1985/klitzing.pdf]

1https://www.nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1985/

press.html
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7.3. Електронний газ у магнiтному полi.

Рiвнi Ландау

Для пояснення квантового ефекту Голла важливо зрозумiти пове-
дiнку двовимiрної системи електронiв у зовнiшньому магнiтному
полi. Вiдповiдну задачу розглядатимемо в цьому пiдроздiлi.

Рiвняння Шрьодiнґера для електрона в магнiтному полi з ве-
кторним потенцiалом A запишемо так:

1

2m

ˆ
p̂ ´ p´eq

c
A

˙2

Ψnprq “ EnΨnprq, (7.7)

де m та p´eq — маса та заряд електрона, вiдповiдно. У випадку
сталого магнiтного поля величиною B можна скористатися калi-
бруванням Ландау, вибравши векторний потенцiал A у виглядi

A “ Bxey, (7.8)

де вектор ey — орт уздовж осi y. Магнiтне поле буде спрямоване
вздовж осi z:

B “ rotA “ Bez. (7.9)

Рiвняння (7.7) явно запишемо так:
«

´ ~2

2m

ˆ B2

Bx2 ` B2

Bz2
˙

` 1

2m

ˆ
´i~ B

By ` eB

c
x

˙2
ff
Ψnpx, y, zq “

“ EnΨnpx, y, zq. (7.10)

За змiнними y та z маємо рiвняння для вiльної частинки, тобто
хвильова функцiя факторизується

Ψnpx, y, zq “ 1?
Ly

eikyy
1?
Lz

eikzz ψpxq. (7.11)

Тут Ly, Lz — розмiри системи (чи, точнiше, об’єму перiодичностi)
у вiдповiдних напрямках, а ky, kz — хвильовi числа. За змiнною x

залишається рiвняння
„

´ ~2

2m

d2

dx2
` mω2

0

2

`
x` kyℓ

2
0

˘2

ψnpxq “ εnψnpxq, (7.12)
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де

ω0 “ eB

mc
, ℓ0 “

c
~c

eB
, En “ εn ` ~2k2z

2m
, (7.13)

яке є рiвнянням гармонiчного осцилятора зi змiщеним положенням
рiвноваги. Величину ω0 називають циклотронною частотою.
Власнi значення, таким чином, отримаємо у виглядi:

εn “ ~ω0

ˆ
n` 1

2

˙
. (7.14)

Цi енерґетичнi рiвнi називають рiвнями Ландау . Легко зауважи-
ти, що вони є виродженими (за хвильовим вектором ky). У насту-
пному пiдроздiлi оцiнимо кратнiсть цього виродження та покаже-
мо, як це впливає на поведiнку провiдностi.

7.4. Квантування голлiвської провiдностi

У випадку скiнченної ширини b зразка (як на рис. 7.1) хвильовий
вектор ky буде дискретним з кроком 2π{b. Водночас координата
x0 “ kyℓ

2
0 повинна бути в межах r0;Ls. Отже,

ky
~c

eB
ď L. (7.15)

Ця умова дає обмеження на максимальне значення хвильового ве-
ктора

kmax
y “ 2πN

b
ď eBL

~c
(7.16)

або

N ď eB bL

2π~c
. (7.17)

Отже, максимальне виродження NL дорiвнюватиме

NL “ B bL

hc{e , (7.18)
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де h “ 2π~. Це число дорiвнює вiдношенню магнiтного потоку че-
рез поверхню зразка Φ “ B bL “ BS до кванта магнiтного потоку
Φ0 “ hc{e. Зауважмо, що виродження рiвня не залежить вiд його
номера n.

Отже, якщо кiлькiсть електронiв N буде кратна NL, тобто

N “ νNL, де ν “ 1, 2, 3 . . . , (7.19)

що вiдповiдає повнiстю заповненим кiльком рiвням Ландау, то у
зразку не буде вiльних електронiв для перенесення струму. Пiдста-
вимо цi значення у вираз для голлiвської провiдностi, враховуючи
зв’язок N “ n2S, й отримаємо умову її квантування:

σH “ 1

RH

“ cen2

B
“ cen2S

NL

e

hc
“ N

NL

e2

h
“ ν

e2

h
. (7.20)

На практицi внаслiдок неоднорiдностей поверхнi, впливу домi-
шок, ефектiв взаємодiї, скiнченностi температури та низки iнших
чинникiв рiвнi Ландау розмиваються i перетворюються у вузькi
енерґетичнi зони [4]. Якiсно розподiл електронiв пiд дiєю магнi-
тного поля продемонстровано на рис. 7.3.

Значенням магнiтного поля, за яких рiвень Фермi EF потра-
пляє у промiжок мiж краями зон, вiдповiдають плато голлiвської
провiдностi: у зразку немає вiльних електронiв для перенесення
струму. Якщо ж рiвень Фермi проходить через одну з енерґетичних
зон, то поява вiльних носiїв заряду спричиняє стрибкоподiбну змi-
ну провiдностi. Скiнченнiсть ширини енерґетичної зони забезпечує
вiдхилення форми «сходинок» на рис. 7.2 вiд строго вертикальних,
яке вiдповiдає нерозмитим дельтаподiбним рiвням Ландау.

Якщо температури достатньо низькi, в межах кiлькох кельвiнiв,
то розмиття рiвнiв Ландау виявляється незначним, навiть коли екс-
периментальнi зразки не дуже «чистi», i квантування голлiвської
провiдностi спостерiгають з великою точнiстю незалежно вiд ма-
терiалу зразкiв, їх геометрiї тощо. Це дає пiдстави застосовувати
квантовий ефект Голла в метрологiї.
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Рис. 7.3. Якiсна картина розподiлу електронiв за енерґiями, що
вiдповiдає квантовому ефектовi Голла. По горизонтальнiй осi вiд-
кладено густину станiв, по вертикальнiй — енерґiю (EF — це рiвень
Фермi). Пiсля увiмкнення магнiтного поля B виникають дискретнi
рiвнi Ландау, якi перемiщуються догори зi зростанням величини B

Комбiнацiю унiверсальних констант — сталої Планка та заряду
електрона, — яка визначає голлiвський опiр, називають сталою
фон Клiтцiнґа . Її значення в системi SI (у шкалi 1990 р.),

h

e2
” RK “ 25 812.807 Ом, (7.21)

прийнято за стандарт опору. Потрiбно вiдзначити, що недавно Мiж-
народний комiтет мiр i ваг запропонував переозначити основнi оди-
ницi SI (кiлограм, метр, секунду, ампер, кельвiн, канделу, моль),
вiдмовившись зокрема вiд еталона кiлограма i зафiксувавши зна-
чення кiлькох фундаментальних констант [5]:

стала Планка: h “ 6.626 070 15 ¨ 10´34 Дж ¨ с;

елементарний заряд: e “ 1.602 176 634 ¨ 10´19 Кл;

стала Больцмана: kB “ 1.380 649 ¨ 10´23 Дж ¨ K´1;

стала Авоґадро: NA “ 6.022 140 76 ¨ 1023 моль´1

додатково до прийнятого ранiше значення швидкостi свiтла
c “ 299 792 458 м/с. За цих домовленостей стала фон Клiтцiнґа
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RK “ 25 812.807 4593 . . . Ом, а рекомендоване з 2014 р. значення
RK “ 25 812.807 4555p59q Ом — iз похибкою в двох останнiх випи-
саних цифрах.

Квант голлiвської провiдностi також безпосередньо стосується
визначення сталої тонкої структури α“1{137.035 999 139p31q,

α “ e2

~c
в одиницях CGS,

α “ 1

4πε0

e2

~c
в одиницях SI

— безрозмiрної фундаментальної константи, яка характеризує силу
електромагнiтної взаємодiї. Її значення важливе для розрахункiв за
теорiєю збурень у квантовiй електродинамiцi. Бачимо, що за фiк-
сованих значень швидкостi свiтла, сталої Планка й елементарно-
го заряду похибка сталої тонкої структури повнiстю визначаються
неточностями визначення електричної сталої ε0, якщо йдеться про
систему SI. У системi CGS неможливо зафiксувати одночасно c, h
та e — за похибку α вiдповiдатиме елементарний заряд e.

7.5. Дробовий квантовий ефект Голла

У 1982 р. Цуї, Штьормер i Ґоссард виявили [6] квантування гол-
лiвської провiдностi

σH “ ν
e2

h
(7.22)

за дробового значення ν “ 1{3, а згодом подiбне явище спостерiга-
ли й за iнших нецiлих ν “ p{q — воно отримало назву дробовий
квантовий ефект Голла . Такi експерименти проводили за ду-
же низьких температур (частки кельвiна) i значно сильнiших ма-
гнiтних полiв, нiж у випадку цiлочисельного квантового ефекту
Голла (15 Тл в ориґiнальному дослiдженнi [6]).

Залежностi опору вiд величини магнiтного поля, якi вiдповiда-
ють дробовому квантовому ефектовi Голла, показано на рис. 7.4.
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Рис. 7.4. Iлюстрацiя поведiнки опору при дробовому квантовому
ефектi Голла. Верхня частина графiка показує вiдношення голлiв-
ського опоруRxy до квантаRH “ h{e2. У нижнiй частинi зображено
залежнiсть поздовжнього опору Rxx. Зображення адаптовано з [7]

Дробовий квантовий ефект Голла є суттєво багаточастинковим
явищем, i його пояснення не можна звести до одноелектронної зада-
чi, як це вдається зробити для цiлочисельного аналога. Врахування
мiжелектронних взаємодiй та впливу магнiтного поля можна про-
iлюструвати за допомогою моделi композитних частинок [7],
яку коротко розглянемо далi.

Електрон на площинi, перпендикулярно до якої прикладено ма-
гнiтне поле, захоплює квант магнiтного потоку Φ0 “ hc{e, внаслi-
док чого замiсть аналiзу вихiдної задачi можна розглядати рух
таких об’єктiв, що є поєднаннями електрона й кванта магнiтного
потоку. При цьому магнiтний потiк екранує мiжелектронну взає-
модiю, й ефективно виникає система композитних частинок (еле-
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ктрон плюс квант магнiтного потоку), яка до того ж не вiдчуває
зовнiшнього магнiтного поля. Важливо зазначити, що внаслiдок
захоплення кванта потоку електрон, який є фермiоном, перетво-
рюється на частинку, яка є бозоном. Отже, можна очiкувати, що в
такiй системi виникатимуть ефекти, пов’язанi з бозе-конденсацiєю.

а б в

Рис. 7.5. Схема утворення композитних частинок. У цiлочисельно-
му квантовому ефектi Голла з ν “ 1 вiдбувається захоплення за-
рядом одного кванта потоку (а). Якщо магнiтне поле значно збiль-
шується, то кожен заряд захоплює кiлька квантiв потоку (б). За
трохи бiльшого магнiтного поля виникають нескомпенсованi пото-
ки, що ефективно проявляються як додатно зарядженi частинки з
дробовим зарядом (в). Зображення адаптовано з [7]

Найнижче плато голлiвської провiдностi з ν “ 1 вiдповiдає си-
туацiї, коли кожен електрон захоплює рiвно один квант Φ0 (див.
рис. 7.5 а). Збiльшення магнiтного поля призводить до виникне-
ння надлишку квантiв потоку. Для перетворення на композитну
частинку-бозон електрони повиннi захопити непарну кiлькiсть кван-
тiв p “ 2k`1, тому пiсля ν “ 1 наступну особливiсть спостерiгають
при p “ 3 (рис. 7.5 б). За подальшого зростання магнiтного поля
виникатимуть незв’язанi з електронами кванти потоку, в кожному
з яких бракуватиме заряду величиною e{p — ефективно додатно
зарядженi квазiчастинки (рис. 7.5 в). З iншого боку, для трохи мен-
ших полiв такi квазiчастинки матимуть вiд’ємний заряд p´e{pq.
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Описана картина дає можливiсть пояснити дробовий кванто-
вий ефект Голла з заповненням ν “ n ˘ 1{p2k ` 1q, де n — цiле.
Iснує також модель композитних фермiонiв (електрон плюс
парна кiлькiсть квантiв магнiтного потоку), що описує випадки з
ν “ k{p2k˘ 1q, де k “ 2, 3, 4, . . . як цiлочисельний квантовий ефект
Голла саме композитних фермiонiв замiсть електронiв. Експери-
ментально також спостерiгають i бiльш екзотичнi значення запов-
нення ν, на зразок 5{2, 13{5 чи 2 ` 3{8.

Виявляється, що поведiнку системи, де спостерiгають кванту-
вання голлiвської провiдностi за дробового значення заповнення
виду ν “ 1{p2k ` 1q, можна описувати за допомогою хвильової
функцiї Лафлiна [8]:

ψL
ν,N pz1, . . . , zN q “

«
ź

1ďjăkďN

pzj ´ zkq1{ν

ff
Nź

ℓ“1

exp

ˆ
´|zℓ|2

4l2B

˙
, (7.23)

де двовимiрнi координати ℓ-тої частинки зображено комплексною
змiнною zℓ “ xℓ ` iyℓ, а

lB “
c

~c

eB
. (7.24)

Роберт Лафлiн, Горст Штьормер i Данiел Цуї отримали Нобе-
лiвську премiю з фiзики 1998 р. «за вiдкриття нової форми кван-
тової рiдини з дробово-зарядженими збудженнями».

Роберт Лафлiн (Robert
Laughlin, нар. 1950)

Горст Штьормер (Horst
Störmer, нар. 1949)

Данiел Цуї (Daniel Chee
Tsui, ; нар. 1939)

Можна показати, що теорiя Лафлiна [8] описує збудження, якi
мають ефективний дробовий заряд e{p2k ` 1q, див. зокрема завда-
ння 2 на стор. 116. Цiкаво, що такi квазiчастинки навiть виявили
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експериментально [10, 11]. Також вдається встановити iншу можли-
ву iнтерпретацiю збуджень, з якою пов’язане дробове квантування
голлiвської провiдностi, а саме нетривiальну статистику, вiдмiнну
вiд бозонної та фермiонної [12, 9], про що йтиметься в наступному
пiдроздiлi.

7.6. Поняття про енiони

Одним зi способiв пояснити дробовий квантовий ефект Голла є за-
стосування концепцiї енiонiв (англ. anyon вiд any — ‘будь-який’)
[13]. Вони є узагальненням понять фермiонiв i бозонiв на випадок
двовимiрних систем.

Симетрiйнi властивостi хвильових функцiй щодо перестановки
частинок мають вигляд:

• P |12y ” |21y “ ´|12y для фермiонiв;

• P |12y ” |21y “ `|12y для бозонiв;

• P |12y ” |21y “ eiθ|12y для енiонiв (фаза θ може набувати
довiльних значень, звiдки й походить назва).

Iснування енiонiв неможливе у просторi з вимiрнiстю 3, однак до-
пускається у двовимiрному просторi, що пов’язано з топологiєю
руху частинок на площинi. На це 1977 р. звернули увагу норвезькi
фiзики Йон Манне Лайнос та Ян Мiргайм [14].

Справдi, умова на симетричнiсть–антисиметричнiсть хвильової
функцiї бозонiв чи фермiонiв пов’язана з тим, що подвiйна пере-
становка зводиться до тотожної (одиничної) операцiї:

P 2|12y “ P pP |12yq “ P |21y “ |12y, (7.25)

звiдки фазовий множник eiθ, що виникає пiсля однiєї перестановки,

P |12y ” |21y “ eiθ|12y, (7.26)

повинен задовольняти умову e2iθ “ 1, що вiдповiдає двом розв’яз-
кам: θ “ 0 (хвильова функцiя симетрична) — випадок бозонiв, i
θ “ π (хвильова функцiя змiнює знак) — випадок фермiонiв.
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Йон Лайнос
(Jon Magne Leinaas,

нар. 1946)

Ян Мiргайм
(Jan Myrheim,

нар. 1948)

Френк Вiлчек2

(Frank Anthony Wilczek;
нар. 1951)

Однак у двовимiрному просторi ситуацiя дещо iнша. Переста-
новку двох частинок можна уявити як обхiд однiєї частинки нав-
коло iншої, як показано на рис. 7.6. Якщо тепер урахувати, що
реальнi частинки мають тверду серцевину, то бачимо, що траєкто-
рiю обходу не можна стягнути в точку, як це вдається зробити у
тривимiрному просторi, отже, подвiйна перестановка вже не зведе-
ться до тотожної (одиничної) операцiї:

P 2|12y ‰ |12y. (7.27)

Отже, у двовимiрному просторi не iснує обмеження на значення
фазового множника |21y “ eiθ|12y — значення θ може бути будь-
яким, а не лише 0 чи π, як у тривимiрному просторi.

Рис. 7.6. Еквiвалентнiсть подвiйної перестановки двох частинок у
двовимiрному просторi обертанню однiєї навколо iншої

2Лауреатами Нобелiвської премiї з фiзики за 2004 рiк стали Девiд Ґросс
(David J. Gross), Девiд Полiтцер (H. David Politzer) i Френк Вiлчек «за вiдкри-
ття асимптотичної свободи в теорiї сильної взаємодiї».
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Цi частинки можна описувати за допомогою квантового числа,
яке є аналогом спiну у випадку фермiонiв чи бозонiв. Спiн енiона
s пов’язаний з фазою θ простим спiввiдношенням: θ “ 2πs.

Переставнi властивостi енiонiв описує група кiс, на вiдмiну
вiд звичної групи перестановок, яку застосовують до частинок у
тривимiрному просторi. Докладнiше про цю математичну модель
написано в роздiлi 9.

Систему енiонiв можна розглядати як бозони або фермiони з
певною мiжчастинковою взаємодiєю, що має квантовомеханiчну
природу (пов’язана зi статистикою частинок) i не може бути проiн-
терпретована з погляду класичної фiзики [17, Chap. 2]. Лаґранжiан
двох енiонiв масою m з координатами r1,2 зручно подати у виглядi:

L “ m

2

`
9r21 ` 9r22

˘
` ~α

dϕ

dt
, (7.28)

де 0 ď α ď 1 — параметр енiонної статистики, такий що фазовий
множник за перестановки двох енiонiв eiθ “ eiπα, а ϕ — вiдносний
кут мiж двома частинками. Останнiй доданок справдi спричиняти-
ме появу фази, як видно у формалiзмi iнтеґралiв за траєкторiями:

exp

˜
i

~

p2qż

p1q

~α
dϕ

dt
dt

¸
“ exp riαpϕ2 ´ ϕ1qs . (7.29)

З iншого боку, у класичнiй механiцi така повна похiдна за часом не
впливатиме на рiвняння руху. Зауважмо, що фейнманiвське фор-
мулювання теорiї тотожних частинок вимагає явної симетризацiї
(для бозонiв) чи антисиметризацiї (для фермiонiв) хвильових фун-
кцiй, чого можна досягти зазначеним у формулi (7.28) способом.

Роздiливши рух центра мас i вiдносний рух, уведемо вiдповiднi
координати й iмпульси:

rc.m. “ 1

2
pr1 ` r2q , pc.m. “ p1 ` p2, (7.30)

r “ r1 ´ r2, p “ 1

2
pp1 ´ p2q , (7.31)
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зможемо записати лаґранжiан як суму L “ Lc.m. ` Lr, де

Lc.m. “ m 9R2
c.m., (7.32)

Lrel “ m

4
9r2 ` ~α 9ϕ “ m

4

`
9r2 ` r2 9ϕ2

˘
` ~α 9ϕ (7.33)

з урахуванням двовимiрностi задачi i переходу до полярних коор-
динат. Очевидно, задача центра мас вiдповiдатиме вiльному руховi
й не мiститиме параметра α, а для вiдносного руху матимемо га-
мiльтонiан:

Hrel “ p2r
m

` ppϕ ´ ~αq2
mr2

. (7.34)

Цей пiдхiд можна застосувати й до системи N енiонiв, подавши
лаґранжiан як [17]

L “ m

2

Nÿ

j“1

9r2j ` ~α
ÿ

j‰k

dϕjk

dt
, де tgϕjk “ yj ´ yk

xj ´ xk
. (7.35)

Фiзична модель енiонiв, яку запропонував Вiлчек [15, 16], пов’я-
зана з поняттям композитної частинки: заряд величиною q обертає-
ться навколо безмежного тонкого соленоїда, спрямованого вздовж
осi z. З погляду двовимiрного «свiту» площини xy така частин-
ка буде точковим об’єктом, якщо радiус соленоїда спрямувати до
нуля.

Якщо через соленоїд протiкає струм, то внаслiдок змiни магнiт-
ного потоку виникає електричне поле

E “ ´
9Φ

2πcr
eϕ, (7.36)

з яким пов’язана змiна моменту iмпульсу через момент сили

9L “ rr, qEs “ ´ q 9Φ

2πc
ez. (7.37)

Отже, матимемо додатковий внесок у момент iмпульсу

∆Lz “ ´ qΦ

2πc
, (7.38)
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а умова квантування Lz “ n~, де n — цiле, набуде вигляду

Lz “ n~ ´ qΦ

2πc
. (7.39)

Якщо початково частинка була безспiнова, то величину qΦ{2π~c
можна ототожнити зi спiном, який, очевидно, набуватиме довiль-
них (цiлих i дробових) значень.

Такого ж результату досягнемо, враховуючи, що безмежному
тонкому соленоїдовi вiдповiдає векторний потенцiал

aprq “ Φ

2π

rez, rs
r2

, (7.40)

або в координатах

декартових: axprq “ Φ

2π

y

x2 ` y2
, ayprq “ Φ

2π

p´xq
x2 ` y2

,

полярних: arprq “ 0, aϕprq “ Φ

2πr
.

Вiдповiдне магнiтне поле повнiстю зосереджене в соленоїдi.
Гамiльтонiан системи двох таких частинок можна подати як

H “ 1

2m

´
p1 ´ q

c
a1

¯2

` 1

2m

´
p2 ´ q

c
a2

¯2

, (7.41)

де

a1 “ Φ

2π

rez, r1 ´ r2s
|r1 ´ r2|2 , a2 “ Φ

2π

rez, r2 ´ r1s
|r2 ´ r1|2 . (7.42)

Видiляючи рух центра мас, матимемо [18]:

H “ p2
c.m.

4m
` 1

m

´
p ´ q

c
a

¯2

, де a “ Φ

2πr
eϕ. (7.43)

Отже, гамiльтонiан, що вiдповiдає вiдносному руховi, має вигляд:

Hrel “ p2r
m

` 1

mr2

ˆ
pϕ ´ qΦ

2πc

˙2

. (7.44)
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Порiвнюючи з (7.34), бачимо, що параметр α пов’язаний з q та Φ:

α “ qΦ

2π~c
. (7.45)

При цьому за кутовою змiнною хвильова функцiя задовольняє зви-
чайну граничну умову ψpr, ϕ` 2πq “ ψpr, ϕq.

Як легко переконатися, ґрадiєнтне перетворення

a1 “ a ´ ∇f, де f “ Φϕ

2π
, (7.46)

приводить до гамiльтонiана вiдносного руху у виглядi вiльної ча-
стинки з масою m{2:

H “ p2

m
“ p2r
m

`
p2ϕ

mr2
. (7.47)

Однак унаслiдок ґрадiєнтного перетворення змiнюється хвильова
функцiя, ψ1pr, ϕq “ e´iqf{~cψpr, ϕq, тому гранична умова набуває
вигляду:

ψ1pr, ϕ` 2πq “ e´i qΦ
~c ψ1pr, ϕq. (7.48)

Отже, систему енiонiв можна трактувати або як частинки зi зви-
чайною статистикою (бозони чи фермiони), мiж якими є взаємодiя
(7.34), або як вiльнi частинки з нетривiальною граничною умовою
на хвильовi функцiї (7.48).

7.7. Квантовомеханiчна задача двох енiонiв

Розглянемо гамiльтонiан (7.34), що вiдповiдає вiдносному руховi.
У полярних координатах можемо записати рiвняння Шрьодiнґера
[17, Chap. 3]:
«

´~2

m

ˆ B2

Br2 ` 1

r

B
Br

˙
` ~2

mr2

ˆ
i

B
Bϕ ` α

˙2
ff
ψpr, ϕq “ Eψpr, ϕq. (7.49)

Роздiливши змiннi r та ϕ,

ψpr, ϕq “ RprqF pϕq,
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для кутової частини матимемо

ˆ
i

B
Bϕ ` α

˙2

F pϕq “ λF pϕq. (7.50)

Розглядаючи енiони як взаємодiючi бозони, вимагатимемо викона-
ння такої граничної умови:

F pϕ` πq “ F pϕq, (7.51)

тому для кутової частини матимемо остаточно

Fℓpϕq “ eiℓϕ, де ℓ “ 0,˘2,˘4, . . . , (7.52)

а власне значення

λ “ pℓ´ αq2. (7.53)

Отже, отримаємо таке радiальне рiвняння Шрьодiнґера

„
´~2

m

ˆ B2

Br2 ` 1

r

B
Br

˙
` ~2pℓ´ αq2

mr2


Rprq “ ERprq. (7.54)

Також зрозумiло, що додавання у вихiдну задачу центрального по-
тенцiалу V prq не внесе нiяких змiн у кутовiй частинi рiвняння, тоб-
то достатньо буде замiнити ppϕ ´ αq2 на ~2pℓ´ αq2.

Задачу двох енiонiв можна розглянути в зовнiшньому осциля-
торному потенцiалi з частотою ω, записавши його через координату
центра мас rc.m. i вiдносну r:

mω2

2

`
r21 ` r22

˘
“ mω2r2c.m. ` mω2

4
r2. (7.55)

Очевидно, що рiвняння для центра мас вiдповiдатиме квантовоме-
ханiчнiй задачi про гармонiчний осцилятор масою 2m, а для вiдно-
сного руху матимемо радiальне рiвняння Шрьодiнґера:

„
´~2

m

ˆ B2

Br2 ` 1

r

B
Br

˙
` mω2r2

4
` ~2pℓ´ αq2

mr2


Rprq “ ERprq. (7.56)
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Можна показати, що його розв’язки виражаються через приєднанi
полiноми Лаґерра, а повна хвильова функцiя має вигляд:

ψnr,ℓpr, ϕ, αq “ Ceiℓϕr|ℓ´α|e´mωr2

4~ L|ℓ´α|
nr

ˆ
mωr2

2~

˙
, (7.57)

де C — стала нормування, а власнi значення енерґiї

Enr,ℓpαq “ ~ω p2nr ` |ℓ´ α| ` 1q , де ℓ “ 0,˘2,˘4, . . . . (7.58)

Увiвши квантове число n “ nr ` ℓ
2

“ 0, 1, 2, . . ., можемо переписати
енерґетичний спектр у виглядi таких двох гiлок:

Ep1q
n “ p2n` 1 ` αq~ω з виродженням n` 1 для ℓ ď 0,

Ep2q
n “ p2n` 1 ´ αq~ω з виродженням n для ℓ ą 0, (7.59)

де n “ 0, 1, 2, 3, . . . .

Варто звернути увагу на таке: наявнiсть у хвильовiй функцiї
(7.57) множника r|ℓ´α| “ |r1 ´ r2||ℓ´α| вказує на те, що двочастин-
ковi стани не факторизуються на одночастинковi, якщо α ‰ 0; 1.
Тому багаточастинкова задача навiть вiльних енiонiв уже не має
простого розв’язку.

7.8. Завдання для самостiйної роботи

1. Проаналiзуйте хвильову функцiю Лафлiна (7.23) з погляду
аналогiї в теорiї класичної двовимiрної плазми [9, 18].

2. Хвильову функцiю додатно зарядженого елементарного збу-
дження в теорiї Лафлiна можна подати як

ψ “ ψL
ν,N pz1, . . . , zN q

Nź

j“1

pzj ´ ζq,

де ζ — координата такої квазiдiрки, а ψL
ν,N задано виразом

(7.23). Проаналiзуйте такi мiркування [19], з яких випливає
можливiсть iснування ефективного дробового заряду. Нехай
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квазiдiрка здiйснює обхiд за замкненим контуром, усереди-
нi якого перебуває n електронiв. Унаслiдок цього набiжить
фаза p´2πnq хвильової функцiї ψ. З iншого боку, змiна фази
дорiвнює pe˚{~cqΦ, де Φ — магнiтний потiк через цей контур,
а e˚ — заряд квазiдiрки. Якщо фактор заповнення ν “ 1{p, то
на кожен електрон припадає p квантiв потоку Φ0 “ 2π~c{e.
Прирiвнюючи цi двi змiни фази, матимемо:

´2πn “ e˚

~c
np

2π~c

e
ñ |e˚| “ e

p
.

3. Знайдiть статистичну суму, що вiдповiдає двом енiонам в осци-
ляторному потенцiалi з рiвнями енерґiї (7.59).

4. Розгляньте задачу двох енiонiв у сталому магнiтному полi B,
використовуючи симетричне калiбрування векторного потен-

цiалу Aj “ 1

2
rB, rjs, див. [17, Chap. 3].
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Роздiл 8

Зв’язок мiж параметрами

дробових статистик

8.1. Вiрiальне i кластерне розвинення

Одним iз ефективних способiв знаходження зв’язку мiж рiзними
дробовими статистиками є зiставлення їх термодинамiчних фун-
кцiй, яке найзручнiше робити на пiдставi вiрiального розвине-
ння для рiвняння стану [1, Chap. 4]. Зважаючи на те, що енiони
виникають у двовимiрних задачах, саме такий випадок розглянемо
докладнiше. У границi малих густин i високих температур рiвнян-
ня стану двовимiрної системи записують так:

p

T
“ ρ2

“
1 ` b2 ρ2λ

2 ` b3 pρ2λ2q2 ` . . .
‰
, (8.1)

де p — тиск, T — температура, ρ2 “ N{V2 — двовимiрна густина
(концентрацiя), що дорiвнює вiдношенню кiлькостi частинок N до
двовимiрного аналога об’єму — площi V2. Тут також використано
позначення

λ “
ˆ
2π~2

mT

˙1{2

для довжини теплової хвилi де Бройля частинки з масою m.
Множники bj — це знерозмiренi j-тi вiрiальнi коефiцiєнти .
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Велику статистичну суму Ξ записують у виглядi розкладу в
ряд за активнiстю z “ eµ{T , який називають кластерним розви-
ненням :

1

V2
lnΞ “

8ÿ

ℓ“1

Bℓz
ℓ. (8.2)

Коефiцiєнти розкладу Bℓ — це кластернi iнтеґрали . Врахову-
ючи термодинамiчнi спiввiдношення

p

T
“ 1

V2
lnΞpz, V2, T q (8.3)

i

ρ2 “ N

V2
“ z

B
Bz

ˆ
1

V2
lnΞ

˙

V2,T

, (8.4)

матимемо рiвнiсть:

8ÿ

ℓ“1

Bℓz
ℓ “

˜
8ÿ

ℓ“1

ℓBℓz
ℓ

¸ «
1 ` b2 λ

2

˜
8ÿ

ℓ“1

ℓBℓz
ℓ

¸
` . . .

ff
. (8.5)

Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях z, отримаємо
вирази для вiрiальних коефiцiєнтiв через кластернi iнтеґрали [2]:

b2λ
2 “ ´B2

B2
1

, (8.6)

b3λ
4 “ ´2

B3

B3
1

` 4
B2
2

B4
1

, (8.7)

b4λ
6 “ ´3

B4

B4
1

` 18
B2B3

B5
1

´ 20
B3
2

B6
1

, (8.8)

. . . .

Кластернi iнтеґрали можна знайти, знаючи вираз для функцiї
розподiлу (чисел заповнення) nj . Справдi,

N

V2
“ 1

V2

ÿ

j

Gjnj “
8ÿ

ℓ“1

ℓBℓz
ℓ, (8.9)

де Gj — виродження j-го енерґетичного рiвня εj .
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8.2. Приклади вiрiальних розвинень

Продемонструємо розрахунок кластерних iнтеґралiв у випадку дво-
вимiрного iдеального газу бозонiв та фермiонiв. Для зручностi за-
мiнимо пiдсумовування за рiвнями iнтеґралом з густиною станiв
gpεq “ mV2{p2π~2q “ const:

N

V2
“ 1

V2

ÿ

j

Gjnj “ 1

V2

8ż

0

gpεq dε
z´1eε{T ˘ 1

“
8ÿ

ℓ“1

ℓBℓz
ℓ.

Знерозмiримо змiнну iнтеґрування x “ ε{T :

mT

2π~2

8ż

0

ze´x dx

1 ˘ ze´x
“

8ÿ

ℓ“1

ℓBℓz
ℓ

або

1

λ2

8ż

0

8ÿ

ℓ“1

p¯1qℓ´1
`
ze´x

˘ℓ
dx “

8ÿ

ℓ“1

ℓBℓz
ℓ.

Тобто

ℓBℓ “ p¯1qℓ´1

λ2

8ż

0

e´ℓx dx “ p¯1qℓ´1

λ2
1

ℓ
, (8.10)

де верхнiй знак вiдповiдає фермiонам, а нижнiй — бозонам. Отже,
маємо першi два кластернi iнтеґрали:

B1 “ 1

λ2
, B2 “ ¯ 1

λ2
1

4
, (8.11)

а тому другий вiрiальний коефiцiєнт за формулою (8.6) буде

b2 “ ´ 1

λ2
B2

B2
1

“ ˘1

4
(8.12)

чи наочнiше

bFD2 “ `1

4
, bBE

2 “ ´1

4
. (8.13)
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Зважаючи на математичну подiбнiсть виразу для чисел запов-
нення у статистицi Полiхронакоса (3.5)

nPj “ 1

z´1eεj{T ´ γ

до функцiй розподiлу у статистиках Бозе–Айнштайна i Фермi–
Дiрака, нескладно отримати вiрiальнi коефiцiєнти iдеального дво-
вимiрного газу в цiй статистицi:

bPj pγq “ γj´1 bBE
j , якщо γ ą 0,

(8.14)
bPj pγq “ |γ|j´1 bFDj , якщо γ ă 0,

де bBE,FD
j — j-й вiрiальний коефiцiєнт бозе- або фермi-системи, вiд-

повiдно.
Також зрозумiло, що у статистицi Джентiле, де максимальне

заповнення рiвня обмежене числом M i функцiя розподiлу дорiв-
нює

nGj “ 1

z´1eεj{T ´ 1
´ M ` 1

z´pM`1qepM`1qεj{T ´ 1
,

вiрiальнi коефiцiєнти будуть пов’язанi з бозонними, зокрема:

bGj “ bBE
j , якщо j ď M,

(8.15)

bGM`1 “ bBE
M`1 ` M

M ` 1
.

Трохи складнiше розрахувати вiрiальнi коефiцiєнти у статисти-
цi Голдейна–Ву. З цiєю метою найзручнiше скористатися розкла-
дом (4.36) на стор. 55, який випишемо з точнiстю до z2:

nHW
j “ z e´εj{T ´ p2g ´ 1qz2 e´2εj{T ˘ . . . .

Кластернi iнтеґрали у випадку двовимiрного iдеального газу бу-
дуть:

B1 “ 1

λ2
, B2 “ ´p2g ´ 1q

λ2
1

4
, (8.16)
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а другий вiрiальний коефiцiєнт

bHW
2 “ ´ 1

λ2
B2

B2
1

“ p2g ´ 1q
4

. (8.17)

З цього результату також можемо зробити такий висновок: коли
параметр статистики g ă 1{2, то другий вiрiальний коефiцiєнт —
вiд’ємний, що ефективно означає певну статистичну притягальну
взаємодiю, i навпаки, коли g ą 1{2, то така статистична взаємодiя
буде вiдштовхувальною. Така iнтерпретацiя узгоджується з тим,
що ми знаємо про бозони та фермiони, зокрема, принцип Паулi
фактично вiдповiдає такому ефективному статистичному вiдштов-
хуванню.

8.3. Вiрiальне розвинення для енiонiв

Описаний у попередньому пiдроздiлi метод не можна застосувати
до енiонiв, оскiльки для них не є вiдомим функцiональний вигляд
чисел заповнення. Тому ми пiдiйдемо до проблеми трохи з iншого
боку, врахувавши розв’язок квантовомеханiчної задачi двох енiо-
нiв.

Велику статистичну суму можна подати у виглядi ряду за сте-
пенями активностi, коефiцiєнтами якого будуть статистичнi суми
ZN системи N частинок:

Ξ “
8ÿ

N“0

zNZN , Z0 ” 1, (8.18)

Тодi першi члени кластерного розвинення будуть

1

V2
lnΞ “ 1

V2
ln

`
1 ` z Z1 ` z2 Z2 ` z3 Z3 ` . . .

˘
“

“ B1 z ` B2 z
2 ` B3 z

3 ` . . . .

Ураховуючи розклад логарифма в ряд, lnp1 ` xq “ x ´ x2{2 ˘ . . .,
з точнiстю до z2 матимемо:

1

V2

„
z Z1 ` z2

ˆ
Z2 ´ Z2

1

2

˙
` . . .


“ B1 z ` B2 z

2 ` . . . ,
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звiдки

B1 “ Z1

V2
, B2 “ 2Z2 ´ Z2

1

2V2
, (8.19)

i другий вiрiальний коефiцiєнт енiонiв

b2 “ ´V2

λ2
p2Z2 ´ Z2

1 q
2Z2

1

. (8.20)

Зважаючи на те, що властивостi одночастинкової системи не
залежать вiд статистики, зручно записати цей вiрiальний коефiцi-
єнт у виглядi, що передбачає трактування iдеального газу енiонiв
як бозе-газу зi взаємодiєю. Позначивши другий вiрiальний коефiцi-
єнт iдеального бозе-газу через b2p0q, а вiдповiдну статистичну суму
двочастинкової задачi — через Z2p0q, матимемо:

b2pαq “ b2p0q ´ V2

λ2
Z2pαq ´ Z2p0q

Z2
1

, (8.21)

де енiонний параметр α P r0; 1s. Тут потрiбно також пам’ятати, що
всi вирази коректнi лише в термодинамiчнiй границi, тобто V2 Ñ 8.

Розрахунки в енiоннiй задачi зручнiше робити, помiстивши си-
стему в зовнiшнiй осциляторний потенцiал iз частотою ω, причому
тепер термодинамiчнiй границi вiдповiдатиме умова ω Ñ 0 чи то-
чнiше Nω2 “ const для системи N частинок.

Двовимiрний iзотропний гармонiчний осцилятор iз частотою ω

має спектр En “ pn ` 1q~ω, а виродження n-го рiвня дорiвнює
pn` 1q. Тому одночастинкова статистична сума буде

Z1 “
8ÿ

n“0

pn` 1qe´pn`1qβ~ω “ 1

4 sh2 β~ω
2

. (8.22)

Статистичну суму вiльної частинки в об’ємi V2 легко розраху-
вати, вона дорiвнюватиме Z1 “ V2{λ2. Отже, зв’язок мiж термоди-
намiчними границями V2 Ñ 8 та ω Ñ 0 буде таким:

Z1 “ V2

λ2
“ 1

pβ~ωq2 . (8.23)
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Двочастинкову задачу розглядатимемо, перейшовши до систе-
ми центра мас, тобто зовнiшнiй потенцiал буде

ω2

2
pr21 ` r22q “ ω2R2 ` ω2

4
r2, (8.24)

де R “ pr1`r1q{2 — радiус-вектор центра мас, а r “ r2´r1 позначає
вiдносну координату.

Рух центра мас вiдповiдає, отже, одночастинковiй задачi про
гармонiчний осцилятор iз частотою ω2

c.m. “ 2ω2. Видiливши його,
можемо записати статистичну суму

Z2 “ Z1Z̃2, (8.25)

причому у границi ω Ñ 0

V2

λ2
“ 1

β2~2ω2
“ 2

β2~2p2ω2q “ 2Z1. (8.26)

Тому другий вiрiальний коефiцiєнт (8.21) набуде вигляду

b2pαq “ b2p0q ´ 2
“
Z̃2pαq ´ Z̃2p0q

‰
. (8.27)

Статистичну суму Z̃2 розрахуємо, взявши до уваги енерґетич-
ний спектр задачi двох енiонiв (7.59), який має двi гiлки:

Ep1q
n “ p2n` 1 ` αq~ω з виродженням n` 1,

Ep2q
n “ p2n` 1 ´ αq~ω з виродженням n,

де n “ 0, 1, 2, 3 . . . .

Звiдси отримаємо:

Z̃2 “
8ÿ

n“0

”
pn` 1qe´p2n`1`αqβ~ω ` ne´p2n`1´αqβ~ω

ı
“

“ chrp1 ´ αqβ~ωs
2 sh2 β~ω

. (8.28)

Цiкаво, що в термодинамiчнiй границi i Z̃2pαq, i Z̃2p0q розбiгаються
як 1{ω2, однак їх рiзниця, що входить у рiвняння (8.27), залиша-
ється скiнченною.
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У цiй же границi, враховуючи, що b2p0q “ ´1{4, отримаємо:

b2pαq “ ´1

4
´ 2

chrp1 ´ αqβ~ωs ´ chβ~ω

2 sh2 β~ω

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ωÑ0

“ ´1

4
´ p1 ´ αq2 ´ 1

2

або остаточно другий вiрiальний коефiцiєнт iдеального енiонного
газу

b
anyon
2 pαq “ ´1

4
p1 ´ 4α ` 2α2q. (8.29)

Як бачимо, в цьому виразi зникла залежнiсть вiд частоти гармо-
нiчного потенцiалу, що вiдiгравав роль реґуляризатора. Важли-
во також, що α “ 1 дає правильну фермiонну границю (8.13):
b2p1q “ `1{4. Крiм того, подiбно до статистики Голдейна–Ву, дру-
гий вiрiальний коефiцiєнт є вiд’ємним, коли 0 ď α ă 1{

?
2 (що

вiдповiдає ефективнiй притягальнiй статистичнiй взаємодiї), i до-
датним, коли 1{

?
2 ă α ď 1 (тодi статистична взаємодiя — вiдштов-

хувальна).
Точнi результати для вищих вiрiальних коефiцiєнтiв отримати

не вдається, оскiльки вiдповiднi квантовi задачi N ě 3 енiонiв не
мають аналiтичних розв’язкiв [3]. Для третього вiрiального коефi-
цiєнта встановлено таке точне спiввiдношення симетрiї [1, 4]:

b
anyon
3 pαq “ b

anyon
3 p1 ´ αq, (8.30)

а також такий ряд [3]:

b
anyon
3 “ 1

36
` sin2 α

12π2
` c3 sin

4 πα,

c3 “ ´p1.652 ˘ 0.012q ˆ 10´5. (8.31)

Четвертий вiрiальний коефiцiєнт дорiвнює [5]:

b
anyon
4 “ sin2 πα

16π2

ˆ
lnp

?
3 ` 2q?
3

` cosπα

˙
` pc4 ` d4 cosπαq sin4 πα,

c4 “ ´0.0053 ˘ 0.0003, d4 “ ´0.0048 ˘ 0.0009. (8.32)

У бозоннiй границi, тобто коли α Ñ 0, п’ятий вiрiальний коефiцiєнт
вiльних енiонiв задає такий розклад [6]:

b
anyon
5 » ´ 1

3600
` 0.0570337α2. (8.33)
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8.4. Встановлення вiдповiдностi

мiж статистиками

За допомогою розрахованих виразiв для вiрiальних коефiцiєнтiв
можна встановити наближенi вiдповiдностi мiж рiзними дробови-
ми статистиками. Це потрiбно розумiти в сенсi того, наскiльки вда-
ється узгодити рiвняння стану, — а отже, й опис термодинамiки, —
в рiзних моделях статистик. Для початку порiвняємо другий вi-
рiальний коефiцiєнт iдеального газу енiонiв (8.29), який залежить
вiд одного параметра α, з деякими розрахованими в пiдроздiлi 8.2.

В iдеальному двовимiрному газi зi статистикою Полiхронакоса
(8.14)

bP2 pγq “ ´γ

4
. (8.34)

Розв’язуючи рiвняння b
anyon
2 pαq “ bP2 pγq, отримаємо такий зв’язок

мiж параметрами γ й α:

γ “ 1 ´ 4α ` 2α2. (8.35)

Аналогiчно, в iдеальному двовимiрному газi зi статистикою
Голдейна–Ву (8.17)

bHW
2 pgq “ 2g ´ 1

4
. (8.36)

Розв’язуючи рiвняння b
anyon
2 pαq “ bHW

2 pgq, матимемо зв’язок мiж
параметрами g й α:

g “ 2α ´ α2. (8.37)

У статистицi Джентiле, де нетривiальнi узагальнення вiдповi-
дають максимальному заповненню рiвня M ě 2, другий вiрiальний
коефiцiєнт (8.15) збiгається з бозонним (8.13):

bG2 “ bBE
2 “ ´1

4
, (8.38)

тому така дробова статистика взагалi не може описувати енiони,
оскiльки розв’язок рiвняння banyon2 pαq “ bG2 pMq iснує лише в бозон-
нiй границi α “ 0.
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Статистики ж Полiхронакоса й Голдейна–Ву дають лише на-
ближену вiдповiднiсть: можна легко переконатися, що третiй вiрi-
альний коефiцiєнт у них вiдрiзнятиметься вiд енiонного [1, Chap. 5].
Одним зi способiв просунутися в цьому питаннi трохи далi є засто-
сування моделей дробових статистик з бiльшою кiлькiстю пара-
метрiв. Так, уже двопараметричнi модифiкацiї статистики дозво-
ляють описати енiони з точнiстю до третього вiрiального коефiцi-
єнта, що фактично вiдповiдає межi сучасних експериментальних
вимiрювань [7].

Розглянемо далi варiанти двопараметричних дробових стати-
стик, що ґрунтуються на статистиках Полiхронакоса та Голдейна–
Ву, у кожнiй з яких є один параметр (γ та g, вiдповiдно). З фено-
менологiчних мiркувань замiнимо звичайнi ґiббсiвськi експоненти
eεj{T у виразах для чисел заповнення на експоненти Цаллiса eεj{T

q ,
додавши другий параметр q. Обґрунтувати таку замiну можна, на-
приклад, тим, що в системi енiонiв присутня далекодiйна статисти-
чна взаємодiя, з якою пов’язують неадитивнi формулювання тер-
модинамiки. Новим неадитивним (NA) статистикам Полiхронакоса
i Голдейна–Ву вiдповiдатимуть такi функцiї розподiлу:

nNAP
j “ 1

z´1e
εj{T
q ´ γ

, nNAHW
j “ 1

w
´
z´1e

εj{T
q

¯
` g

, (8.39)

де wpxq — розв’язок рiвняння (4.8).
Нескладно показати, що в неадитивнiй статистицi Полi-

хронакоса (NAP) кластернi iнтеґрали будуть

B1λ
2 “ 1

q
, B2λ

2 “ γ

2p1 ` qq , B3λ
2 “ γ2

3p2 ` qq , . . .

звiдки другий i третiй вiрiальнi коефiцiєнти

bNAP
2 “ ´ γq2

2p1 ` qq , bNAP
3 “ γ2q4

„
1

p1 ` qq2 ´ 1

3qp2 ` qq


. (8.40)

У неадитивнiй статистицi Голдейна–Ву (NAHW) кла-
стернi iнтеґрали

B1λ
2 “ 1

q
, B2λ

2 “ ´p2g ´ 1q
2p1 ` qq , B3λ

2 “ p3g ´ 2qp3g ´ 1q
6p2 ` qq , . . .
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а другий i третiй вiрiальнi коефiцiєнти дорiвнюють

bNAHW
2 “ 2g ´ 1

2

q2

1 ` q
,

(8.41)

bNAHW
3 “ q4

„p2g ´ 1q2
p1 ` qq2 ´ p3g ´ 2qp3g ´ 1q

3qp2 ` qq


.
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Рис. 8.1. Четвертий вiрiальний коефiцiєнт у рiзних статистиках:
1 — енiони; 2 — κ-деформована статистика Голдейна–Ву; 3 — κ-
деформована статистика Полiхронакоса; 4 — статистика Джентi-
ле з M ą 3 (тут еквiвалентно статистицi Бозе); 5 — статистика
Голдейна–Ву, деформована експонентою Цаллiса

Прирiвнюючи другий i третiй вiрiальнi коефiцiєнти у двопара-
метричних статистиках до banyon2 pαq i banyon3 pαq, вiдповiдно, знайде-
мо зв’язок їх параметрiв з енiонним параметром α. Подiбнi розра-
хунки ми також зробили, використовуючи κ-експоненту Канiада-
кiса замiсть q-експоненти Цаллiса [8]. Для iлюстрацiї на рис. 8.1
показано значення четвертого вiрiального коефiцiєнта, який уже
не вдається змоделювати коректно. Найкращого опису досягнуто
за допомогою модифiкацiй статистики Голдейна–Ву, а правильного
знака в бозоннiй границi можна очiкувати вiд модифiкацiй стати-
стики Бозе.
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8.5. Завдання для самостiйної роботи

1. Знайдiть вiрiальне розвинення для двовимiрного газу фермiо-
нiв i бозонiв з точнiстю до третього вiрiального коефiцiєнта.

2. Порiвняйте поведiнку термодинамiчних функцiй (енерґiї, те-
плоємностi, хiмiчного потенцiалу) та аналога рiвня Фермi у
статистиках Джентiле, Полiхронакоса i Голдейна–Ву. У гра-
ницi низьких i високих температур це можна зробити аналi-
тично, а промiжнi значення потребуватимуть чисельних роз-
рахункiв.

3. Визначте, за яких значень енiонного параметра α iснують
розв’язки рiвнянь banyon2 pαq “ bNAP

2 pγ, qq; banyon3 pαq “ bNAP
3 pγ, qq

у неадитивнiй статистицi Полiхронакоса.
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Роздiл 9

Додаток: Групи та алґебри

Мета цього роздiлу — стисло подати iнформацiю, яка стосується
теорiї груп та спорiднених роздiлiв математики, що може бути ко-
рисним пiд час вивчення лiтератури на тему екзотичних статистик.
По докладнiшу iнформацiю варто звертатися до лiтератури, пере-
лiк якої подано наприкiнцi роздiлу.

9.1. Означення та приклади груп

Множина G, для елементiв якої визначена бiнарна операцiя ˚, на-
зивається групою, якщо виконуються такi властивостi:

• Замкненiсть: для довiльних a, b iз множини G результат опе-
рацiї c “ a ˚ b також належить множинi G.

• Асоцiативнiсть: для довiльних a, b, c iз множини G викону-
ється a ˚ pb ˚ cq “ pa ˚ bq ˚ c.

• Iснування нейтрального елемента: у множинi G iснує еле-
мент e такий, що для кожного елемента a з G виконується
a ˚ e “ e ˚ a “ a.

• Iснування оберненого елемента: для кожного елемента a з
множини G iснує елемент a´1, який також належить G, так
що виконується a ˚ a´1 “ a´1 ˚ a “ e.

Бiнарна операцiя не мусить бути комутативною. Якщо
a ˚ b “ b ˚ a @a, b P G, то групу називають комутативною або
абелевою.
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Наприклад, множина цiлих чисел Z з операцiєю додавання утво-
рює групу, тодi як натуральнi числа N — нi, оскiльки немає мо-
жливостi означити обернений (тут протилежний) i нейтральний
елемент (нуль). А от цiлi Z чи дiйснi числа R з вiднiманням не
є групою через неасоцiативнiсть операцiї.

Групою Лi1 (дiйсною чи комплексною) називають групу G,
елементами якої є точки аналiтичного многовиду (вiдповiдно, дiй-
сного чи комплексного), а груповi операцiї множення mul : GˆG Ñ
G та iнверсiї (взяття оберненого елемента) inv : G Ñ G є аналi-
тичними вiдображеннями.

Приклади дiйсних груп Лi:

• Rn — евклiдовий простiр з операцiєю додавання;

• R˚
` — додатнi дiйснi числа з операцiєю множення;

• GLpn,Rq — загальна лiнiйна група: дiйснi оборотнi матрицi
розмiрностi nˆ n;

• SLpn,Rq — спецiальна лiнiйна група: дiйснi оборотнi матрицi
розмiрностi nˆ n з визначником 1;

• Opn,Rq — ортогональна група: ортогональнi дiйснi матрицi
розмiрностi nˆ n.

Приклади комплексних груп Лi:

• Cn — евклiдовий простiр з операцiєю додавання;

• C˚ — ненульовi комплекснi числа з операцiєю множення;

• SOpn,Cq — спецiальна ортогональна група: комплекснi орто-
гональнi матрицi з визначником 1;

• Upnq — унiтарна група: унiтарнi комплекснi матрицi розмiр-
ностi nˆ n;

• SUpnq — спецiальна унiтарна група: унiтарнi комплекснi ма-
трицi розмiрностi nˆ n з визначником 1.

1Софус Лi (Marius Sophus Lie; 1842–1899), норвезький математик.
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Гомоморфiзмом називають вiдображення f групи G в групу
H, яке зберiгає групову операцiю:

f : G Ñ H : fpg1g2q “ fpg1qfpg2q @g1, g2 P G,

fpeq “ E,

де e — одиниця в G, а E — вiдповiдно, одиниця в H. Зрозумiло
також, що для обернених елементiв справджується

fpg´1q “ f´1pgq @g P G.
Якщо гомоморфiзм є взаємнооднозначним вiдображенням, то його
називають iзоморфiзмом .

Лiнiйне представлення (або просто представлення) гру-
пи G в просторi V — це гомоморфiзм групи G в групу GLpV q.
Вимiрнiсть представлення дорiвнює вимiрностi простору V .

Завдяки властивостi визначника detpABq “ detpAqdetpBq зро-
зумiло, наприклад, що вiдображення fpAq “ detpAq задає однови-
мiрне представлення груп GLpn,Rq в множину дiйсних чисел, яка
вiдповiдає групi GLp1,Rq.

9.2. Група кiс

Цiкавим прикладом є так звана група кiс (англ. braid group), яка
вiдiграє у двовимiрному просторi ту ж роль, що й група перестано-
вок у тривимiрному [1, 2]. Її зручно проiлюструвати за допомогою
такого графiчного зображення. Розглядатимемо набори по N впо-
рядкованих точок, розташованих на двох прямих. Поставивши у
вiдповiднiсть i-тiй частинцi струну , що з’єднує i-тi точки, зобра-
зимо дiю оператора σi, як показано на рис. 9.1. Такий оператор
вiдповiдає перестановцi частинок 1 i 2 (взагалi кажучи, у визначе-
ному напрямку — наприклад, проти годинникової стрiлки). Групу
кiс BN задають pN ´ 1q ґенераторiв σi, якi задовольняють такi
властивостi (спiввiдношення Артiна2) [1]:

σiσi`1σi “ σi`1σiσi`1, (9.1)

σiσj “ σjσi, якщо |i´ j| ě 2. (9.2)

2Емiль Артiн (Emil Artin; 1898–1962), австрiйський математик.
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Вiдповiднi графiчнi зображення наведено на рис. 9.2 i 9.3 [1].

Рис. 9.1. Дiя оператора σ1. Струна, що виходить iз точки, що вiд-
повiдає частинцi 1 на нижнiй прямiй, до точки, що вiдповiдає ча-
стинцi 2 на верхнiй, пролягає над iншою [1]

Рис. 9.2. Графiчне зображення властивостi σiσi`1σi “ σi`1σiσi`1

Рис. 9.3. Графiчне зображення властивостi σiσj “ σjσi, |i´ j| ě 2

Елементами групи BN є добутки ґенераторiв σi та обернених
σ´1
i , якi вiдповiдають перестановцi у протилежному напрямку i зо-

бражаються як дзеркальне вiдбиття рис. 9.1.
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З рис. 9.4 легко бачити, що повторна дiя σ1 не дає початкової
конфiґурацiї — коса «заплiтається», тобто σ21 ‰ σ´1

1 σ1 “ I.

Рис. 9.4. Подвiйна перестановка не зводиться до одиничної операцiї
— дiя оператора σ21 ‰ σ´1

1 σ1 “ I

Вiдображення f , яке задає одновимiрне представлення групи
BN , має, вiдповiдно до (9.1), такi властивостi:

fpσiqfpσi`1qfpσiq “ fpσi`1qfpσiqfpσi`1q, (9.3)

fpσiqfpσjq “ fpσjqfpσiq, якщо |i´ j| ě 2. (9.4)

Це означає, що кожному ґенераторовi σj ставиться у вiдповiднiсть
те саме комплексне число:

fpσjq “ eiθ, (9.5)

де θ — довiльне число з iнтервалу θ P r0; 2πq, див., наприклад,
[1, Chap. 2]. Для групи перестановок SN , що є пiдгрупою BN з
додатковою умовою σ2j “ 1, маємо:

fpσiq2 “ e2iθ “ 1, звiдки θ “ 0 або π. (9.6)

Справдi, група перестановок має лише два одновимiрнi представ-
лення: в першому будь-якiй перестановцi у вiдповiднiсть ставлять
число 1 (фiзично це вiдповiдає бозонам, хвильова функцiя яких си-
метрична), у другому непарним перестановкам зiставляють (´1),
а парним — (`1), подiбно до переставних властивостей хвильових
функцiй фермiонiв [1, Chap. 2]. В загальному ж випадку, коли обме-
ження на θ немає, група кiс вiдповiдає енiонам.
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9.3. Алґебри

Векторний простiр називають алґеброю A над полем K (дiй-
сних або комплексних чисел), якщо, крiм додавання i множення
на число, для елементiв простору визначено операцiю множення
A ˆ A Ñ A , яка є бiлiнiйною, тобто додавання й обидва множен-
ня задовольняють такi рiвностi:

apαb` βcq “ αab` βac, pαb` βcqa “ αba` βca, (9.7)

де елементи a, b, c P A , а числа α, β P K.
Якщо множення комутативне, тобто ab “ ba, то алґебру назива-

ють комутативною. Якщо iснує одиничний елемент e (одиниця
алґебри), такий що ae “ ea “ a, то говорять про алґебру з оди-
ницею. Коли для будь-яких трьох елементiв a, b, c справджується
pabqc “ apbcq, то алґебра — асоцiативна .

Зрозумiло, що множина комплексних чисел утворює асоцiатив-
ну алґебру з одиницею над полем дiйсних чисел, яка до того ж
є комутативною. Прикладом асоцiативної некомутативної алґебри
можуть бути комплекснi квадратнi матрицi nˆn щодо звичайного
додавання i множення матриць.

Базис алґебри A — це впорядкована сукупнiсть її лiнiйно не-
залежних елементiв te1, e2, . . . enu, за допомогою яких будь-який
елемент a P A можна подати у виглядi лiнiйної комбiнацiї

a “ α1e1 ` α2e2 ` . . .` αnen, (9.8)

де α1, . . . αn — числа з поля K, а n називають порядком алґебри .
Iснують алґебри як скiнченного, так i безмежного порядку.

В асоцiативних алґебрах множення базисних елементiв визна-
чає формула

eiej “
nÿ

k“1

ckijek, (9.9)

де числа ckij — структурнi константи алґебри A . Вони разом
iз елементами базису повнiстю визначають алґебру.
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Скiнченновимiрний векторний простiр називають алґеброю Лi
g над полем K (дiйсних або комплексних чисел), якщо для еле-
ментiв X,Y, Z P g задано бiлiнiйне вiдображення pX,Y q Ñ rX,Y s
(дужки Лi або множення Лi), що задовольняє такi аксiоми:

rαX ` βY, Zs “ αrX,Zs ` βrY, Zs для α, β P K; (9.10)

rX,Y s “ ´rY,Xs; (9.11)

rX, rY, Zss ` rZ, rX,Y ss ` rY, rZ,Xss “ 0. (9.12)

Остання рiвнiсть — це тотожнiстю Якобi . Якщо rX,Y s “ 0,
то алґебру Лi називають комутативною.

Подiбно до асоцiативних алґебр (9.9), структурнi константи ви-
значають спiввiдношення мiж елементами базису tX1, . . . , Xnu:

rXi, Xjs “
nÿ

k“1

ckijXk. (9.13)

З антисиметричностi операцiї rX,Y s “ ´rY,Xs випливають умови:

ckij “ ´ckji, ckjj “ 0. (9.14)

Звичайний комутатор rX,Y s “ XY ´ Y X є прикладом множе-
ння Лi. Увiвши його в асоцiативну алґебру, можемо перетворити її
на алґебру Лi. Однак треба зауважити, що операцiя множення Лi
не обмежується лише цим випадком. Наприклад, добре вiдомо, що
тотожнiсть Якобi задовольняють класичнi дужки Пуассона :

tf, gu “
nÿ

i“1

ˆ Bf
Bqi

Bg
Bpi

´ Bf
Bpi

Bg
Bqi

˙
, (9.15)

де f i g є функцiями канонiчних координат q1, . . . , qn та iмпульсiв
p1, . . . , pn.

Кожнiй групi Лi G можна зiставити за певним правилом [6, 5]
алґебру Лi g. Якщо йдеться про матричнi групи, описанi в пiд-
роздiлi 9.1, то множення Лi буде комутатором матриць. Зазвичай
такi алґебри позначають вiдповiдними малими лiтерами, причому
часто — ґотичними.
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Наприклад:

• алґеброю Лi групи GLpn,Cq буде glpn,Cq — комплекснi ма-
трицi nˆ n;

• алґеброю Лi групи SLpn,Cq буде slpn,Cq — комплекснi ма-
трицi nˆ n з нульовим слiдом;

• алґеброю Лi групи Upnq буде upnq — антиермiтовi комплекснi
матрицi nˆ n;

• алґеброю Лi групи SUpnq буде supnq — антиермiтовi компле-
кснi матрицi nˆ n з нульовим слiдом.

Елементи X групи G пов’язанi з базисом u1, . . . , un алґебри g

через параметри θ1, . . . , θn експоненцiйним вiдображенням :

Xpθ1, . . . , θnq “ exp

˜
nÿ

j“1

θjuj

¸
, де exppAq “

8ÿ

k“0

Ak

k!
. (9.16)

Розгляньмо трохи докладнiше алґебру sup2q, яка вiдiграє ва-
жливу роль у рiзних галузях фiзики. Її базис можна подати у ви-
глядi u1 “ iσ1, u2 “ iσ2, u3 “ iσ3, де матрицi Паулi

σ1 “
ˆ

0 1

1 0

˙
, σ2 “

ˆ
0 ´i
i 0

˙
, σ3 “

ˆ
1 0

0 ´1

˙
. (9.17)

Пригадуючи спiввiдношення про det eA “ eSpA, бачимо, що
вiдображення (9.16) справдi переводить безшпуровi матрицi ал-
ґебри sup2q в матрицi з одиничним визначником, якi утворюють
групу SUp2q. Зауважмо, що у фiзицi часто записують експоненцiй-
не вiдображення з додатковою уявною одиницею, зокрема в цьому
випадку як X “ exppiθσq.

З урахуванням комутацiйних спiввiдношень для σj отримаємо:

ru1, u2s “ ´2u3, ru2, u3s “ ´2u1, ru3, u1s “ ´2u2. (9.18)

За допомогою операторiв, що з точнiстю до розмiрного множника
~ збiгаються з моментом iмпульсу, J˘ “ pσ1 ˘ iσ2q{2, Jz “ σ3{2,
можемо переписати:

rJ`, J´s “ Jz, rJz, J`s “ J`, rJz, J´s “ ´J´, (9.19)

що можна розглядати як ще одне представлення алґебри sup2q.
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Визначимо далi q-деформовану алґебру suqp2q i, вiдповiдно,
пов’язану з нею групу SUqp2q, за допомогою базисних елементiв
E`, E´, F , для яких

rE`, E´s “ qF ´ q´F

q ´ q´1
, rF,E`s “ E`, rF,E´s “ ´E´. (9.20)

Права сторона першого комутатора є одним зi способiв уведення
q-чисел, тому можемо записати rE`, E´s “ rF sq, пiсля чого спiввiд-
ношення мiж базисними елементами нагадуватимуть (9.19) i збiга-
тимуться з ними у границi q Ñ 1.

Iснують способи пов’язати мiж собою алґебри типу suqp2q та
q-осциляторнi алґебри, що визначаються комутацiйними спiввiд-
ношеннями, про якi йшлося в пiдроздiлi 6.2, порiвн. [4, Гл. 5]. Вар-
то зазначити, що у випадку q-деформованих аналогiв алґебри Лi,
яким вiдповiдають q-мутатори rA,Bsq “ AB ´ qBA, розглядають
також таке узагальнення [3] тотожностi Якобi (9.12)

rX, rY, Zsq1sq2 ` rZ, rX,Y sq1q2s ` q2rY, rZ,Xsq1sq´1

2

“ 0, (9.21)

яке називають квантовою тотожнiстю Якобi .

9.4. Завдання для самостiйної роботи

1. Перевiрте, чи утворюють вказанi множини групу вiдносно за-
даної бiнарної операцiї. Якщо так, то вкажiть нейтральний
елемент e i правило отримання оберненого елемента.

(a) a, b P R` : a ˚ b “ ab.

(b) a, b P Q, a “ pa

qa
, b “ pb

qb
, pa, pb P Z, qa, qb P N

(тобто a, b — рацiональнi числа) : a ˚ b “ pa ` pb

qa ` qb
.

(c) a, b P R : a ˚ b “ minpa, bq ”
#
a, якщо a ď b

b, якщо a ą b .

2. Покажiть, що верхнi трикутнi матрицi виду
¨
˝

1 a b

0 1 c

0 0 1

˛
‚, де a, b, c P R,
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утворюють групу щодо операцiї матричного множення (це
приклад так званої неперервної групи Гайзенберґа). За-
дайте правило отримання оберненого елемента.

3. Доведiть такi спiввiдношення для операторiв групи кiс:

(a) σ
γ
i σ

δ
j “ σδjσ

γ
i , якщо |i´ j| ě 2 i γ, δ P t´1; 1u;

(b) σ1σ2σ1σ
´1
2 σ´1

1 “ σ3σ1σ
´1
3 σ´1

1 σ2.

4. Кватернiони — це об’єкти виду q “ a0 ` ia1 ` ja2 ` ka3, де
a0, a1, a2, a3 — дiйснi числа, а уявнi (кватернiоннi) оди-
ницi задовольняють спiввiдношення:

ij “ ´ji “ k, jk “ ´kj “ i, ki “ ´ik “ j, i2 “ j2 “ k2 “ ´1.

Покажiть, що алґебра кватернiонiв є асоцiативною, але неко-
мутативною.

5. Доведiть, що векторний простiр R3 над полем дiйсних чисел
iз векторним добутком утворює алґебру Лi.
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