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Передмова

Посiбник укладено на основi курсу, що його слухають маґiстранти

фiзичного факультету Львiвського нацiонального унiверситету iменi

Iвана Франка, що спецiалiзуються з теоретичної фiзики. Курс вхо-

дить до програми пiдготовки майбутнiх маґiстрiв-фiзикiв уже про-

тягом десяти рокiв. Його мета — ознайомити студентiв iз фiзичними

явищами, що вiдбуваються у квантових рiдинах i газах, та з метода-

ми їх дослiдження на математичному рiвнi.

Спрямованiсть курсу на рiзнобiчне висвiтлення питань за вiдно-

сно невеликого обсягу часу, видiленого на його вивчення, визначає

структуру посiбника i стиль викладу.

Матерiал умовно подiлено на двi частини. У першiй проаналiзо-

вано властивостi iдеального бозе-газу, а друга стосується взаємодi-

ючих систем бозонiв. Увагу зокрема звернено на процеси в рiдко-

му гелiї-4 та методику вивчення сильнорозрiджених систем лазерно-

охолоджених атомiв лужних металiв. Вiдповiднi питання є особливо

актуальними з огляду на останнi експериментальнi успiхи у цiй га-

лузi, яка зараз активно розвивається у провiдних наукових центрах

свiту.

Потреба компактної систематизацiї матерiалу пов’язана з тим,

що переважна бiльшiсть розглянутих питань опублiкована у виглядi

наукових статей, а також монографiй, якi пересiчному українсько-

му читачевi важкодоступнi. Посiбник також вмiщує ориґiнальнi ав-

торськi дослiдження. Перелiк лiтературних джерел, згрупований за



роздiлами, має на метi допомогти читачам у самостiйному поглибле-

ному вивченнi окремих питань, вiдображених у курсi.

За обговорення, кориснi зауваження i пропозицiї пiд час роботи

над посiбником висловлюю подяку своїм колегам iз кафедри тео-

ретичної фiзики Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iва-

на Франка, студентам — майбутнiм маґiстрам-теоретикам, а також

рецензентам i редакторам. Окрема подяка Вольфґанґовi Кеттерле

за дозвiл на використання в оформленнi обкладинки зображення з

трьома пiками, яке засвiдчує виникнення бозе-конденсату в атомнiй

хмарi.

Львiв, квiтень 2013



I. Iсторiя вивчення бозе-систем1

Iсторiя вивчення систем частинок iз цiлим спiном, що їх згодом на-
звали бозонами, починається у 20-х роках XX ст. Першi кроки зроби-
ли iндiйський учений Сат’єндранатг Бозе (Satyendranath Bose,

), який 1924 р. у працi “Закон Планка та гiпотеза свiтло-
вих квантiв” [8] запропонував виведення формули Планка на пiдставi
простого статистико-механiчного пiдрахунку, й Альберт Айнштайн
(Albert Einstein), який використав цей метод для отримання розподi-
лу квантового iдеального газу частинок з масою спокою, вiдмiнною
вiд нуля [10], а в наступнiй статтi [11] вказав на явище нагрома-
дження атомiв на рiвнi з нульовим iмпульсом, яке власне й назвав
“конденсацiєю”.

Рис. I.1. Фраґмент статтi А. Айнштайна [11], де вiн вживає слово “конден-

сується” стосовно атомiв iдеального газу в iмпульсному просторi

1Детальнiший перелiк ориґiнальних лiтературних джерел, що стосуються ета-
пiв розвитку дослiджень бозе-систем, можна знайти у статтi [7].
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Сат’єндранатг Бозе

(1.I.1894–4.II.1974)

Альберт Айнштайн

(14.III.1879–18.IV.1955)

У природi є загалом небагато систем, якi, з одного боку, виявля-
ють суттєво квантовi властивостi, а з iншого — можуть розглядатися
як такi, що складаються з невзаємодiючих бозонiв. Серед прикла-
дiв є випромiнювання, про яке й писав Бозе, а також (iз певними
застереженнями) — “газ” куперiвських пар у надпровiднику. Iз про-
стих атомарних рiдин пiд цю характеристику мiг би пiдiйти рiдкий
гелiй-4, атоми якого є легкими бозонами, отже, їх поведiнка суттєво
квантова, але мiжатомна взаємодiя у цiй системi надто сильна, щоб
розглядати її як iдеальну навiть наближено. Квантовим бозе-газом
є також система спiн-поляризованих атомiв водню, проте отримати
її та проводити з цим газом дослiди технiчно складно. Уперше стабi-
лiзувати атомарний водень вдалося Сильверi та Вальравену 1980 р.
в Амстердамi [16]. Звичайний водень, хоч i легший за гелiй, перехо-
дить у твердий стан ранiше, нiж досягає критичної температури, яка
вiдповiдає переходовi у фазу бозе-конденсату. Про можливiсть бозе-
конденсацiї iзотопiв водню (H, D i T) у газовiй фазi писав Чарльз
Гехт ще 1959 р. [12]. Рiдкий гелiй-4 став iсторично першою (i трива-
лий час залишався єдиною) бозе-системою, яку детально вивчали i
продовжують вивчати теоретики й експериментатори. Сам фазовий
перехiд у рiдкому 4He вперше виявив Вiллем Гендрик Кеєзом зi спiв-
робiтниками, проводячи наприкiнцi 1920-х — на початку 1930-х рокiв
низькотемпературнi дослiдження у лабораторiї Камерлiнга-Оннеса
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[13]. Незвична форма кривої теплоємностi з пiкоподiбним ходом в
околi температури T ≃ 2 K стала причиною назви цього явища —
λ-перехiд (1932 р.).

Рис. I.2. Фраґмент статтi В. Г. Кеєзома й А. П. Кеєзом [13], де вказано

на причину виникнення термiна “λ-точка”, що його запропонував Пауль

Еренфест

Вiллем Гендрик Кеєзом

(21.VI.1876–24.III.1956)

Рис. I.3. Експериментальна крива

теплоємностi гелiю-4, рисунок з [13]

Фрiц Лондон [14] 1938 р. висловив припущення про зв’язок фа-
зового переходу в гелiї-4 з бозе–айнштайнiвською конденсацiєю, що
вiдбувається у разi зниження температури в iдеальному бозе-газi.
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Попри те, що така аналогiя, зважаючи на досить сильну взаємодiю
мiж атомами гелiю, видається не дуже вдалою, на сьогоднi вигля-
дає, що саме цей мiкроскопiчний пiдхiд дає змогу добре описувати
поведiнку 4He.

Фрiц Лондон (Fritz London)

(7.III.1900–30.III.1954)
Рис. I.4. Теоретична крива теплоємностi

iдеального бозе-газу за працею [14]

Петро Капiца

(9.VII.1894–8.IV.1984)

Того ж 1938 р. Петро Капiца та неза-
лежно вiд нього Джон Аллен i Дон Май-
снер вiдкрили явище надплинностi в рiдко-
му 4He, тобто здатнiсть цiєї рiдини текти
капiлярами без тертя. Експериментально
вимiряну в’язкiсть гелiю-4 за температу-
ри, меншої нiж температура фазового пе-
реходу, оцiнено як принаймнi у 1 500 разiв
нижчу за в’язкiсть нормальної модифiка-
цiї гелiю при 4.22 K. П. Капiца також вка-
зав на те, що вiдома на той час надзвичай-
но висока теплопровiднiсть 4He може бути
наслiдком його надплинностi.
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Ласло Тiса (László Tisza)

(07.VII.1907–15.IV.2009)

Iдею Ф. Лондона про зв’язок мiж вла-
стивостями гелiю за низьких температур
i конденсацiєю Бозе–Айнштайна в iдеаль-
ному газi використав Ласло Тiса у по-
будовi своєї дворiдинної моделi (1940 р.)
[17]. Вiн запропонував розглядати рiдкий
гелiй-4 як сумiш “нормальної” (зi звичай-
ними властивостями) i “надплинної” ком-
понент. Л. Тiса, однак, ототожнював бозе-
конденсат iз надплинною компонентою,
що не зовсiм коректно, оскiльки, як засвiд-
чують останнi дослiдження, конденсатна
фракцiя в гелiї-4 навiть за нульової тем-
ператури становить, мабуть, не бiльше, нiж 10%.

Лев Ландау

(22.I.1908–1.IV.1968)
Рис. I.5. Енерґетичний спектр 4He

Розвиток ця iдея отримала у дворiдиннiй моделi Лева Ландау
[6], яка дещо вiдрiзняється вiд моделi Л. Тiси. Пiд час її побудо-
ви суттєвим моментом стало постулювання енерґетичного спектра
елементарних збуджень у гелiї у виглядi фононної та ротонної ча-
стин (див. рис. I.5). Пiдбiр трьох параметрiв цiєї кривої дав змогу
отримати дуже добрий опис гелiю-4 на макроскопiчному рiвнi. Про-
те Л. Ландау так i не вдалося побудувати мiкроскопiчну теорiю, яка
би пояснювала такий спектр.
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Микола Боголюбов

(8(21).VIII.1909–13.II.1992)

Дмитро Зубарєв

(27.XI.1917–29.VII.1992)

У 1947 р. Микола Боголюбов для опису взаємодiючого бозе-газу
застосував ориґiнальний метод наближеного вторинного квантуван-
ня [30]. При цьому було використано припущення про те, що слаб-
ка взаємодiя тiльки незначно змiнює картину конденсацiї Бозе–Айн-
штайна в iдеальному бозе-газi. Тому кiлькiсть частинок у конденсатi
можна вважати макроскопiчною (за малих температур), а оператори
породження i знищення частинок з нульовим iмпульсом наближено
замiнити на c-числа. Тодi пiсля дiагоналiзацiї гамiльтонiана у першо-
му наближеннi отримаємо енерґетичний спектр нових квазiчастинок,
якi є бозонами. Незважаючи на те, що для застосування цiєї моде-
лi мiжатомна взаємодiя має бути слабкою, результати Боголюбова
виявилися коректними у границi низьких температур i для рiдкого
гелiю-4. У 1950-х роках М. Боголюбов i Д. Зубарєв розробили метод
колективних змiнних, за допомогою якого вдалося знайти хвильову
функцiю основного стану системи взаємодiючих бозонiв, а також їх
функцiї розподiлу [34].

Дещо пiзнiше Рiчардовi Файнману (1954 р.) вдалося отримати по-
дiбну енерґетичну криву, щоправда, iз удвiчi завищеним “ротонним”
мiнiмумом, а згодом вiн разом з М. Коеном запропонував модифiка-
цiю свого методу, що дозволило знизити значення мiнiмуму з 19.1 K
до 11.5 K, тодi як на кривiй Ландау воно становить 9.6 K. У цих
розрахунках у вираз для хвильової функцiї вводили множники, що
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Рiчард Файнман

(Richard Feynman)

(11.V.1918–15.II.1988)

вiдповiдали фононним i ротонним збу-
дженням, i далi застосовували варiа-
цiйний принцип для енерґiї. Ранiше,
1953 р., Р. Файнман опублiкував пра-
цю, в якiй розвинув iдею Ф. Лондо-
на щодо бозе-конденсацiї як механiзму
λ-переходу, описавши багатобозонну
систему через iнтеґрали за траєкторiя-
ми, а також увiвши поняття ефективної
маси атома гелiю, пов’язаної зi взаємо-
дiєю з оточенням.

Спартак Бєляєв 1958 р. до опису ба-
гаточастинкової бозе-системи застосу-
вав формалiзм теорiї поля. Iз його до-
помогою вдалося отримати спектр неiдеального бозе-газу. Зi своїх
результатiв С. Бєляєв зробив висновок про те, що рiзниця мiж реаль-
ним гелiєм-4 (бозе-рiдиною) i неiдеальним бозе-газом є лише кiлькiс-
ною, а не якiсною.

Наступнi десятилiття принесли бурхливий розвиток рiзноманiт-
них методiв вивчення квантових систем. Розвивалася технiка число-
вих (Монте-Карло) розрахункiв, ренормалiзацiйна група, метод ко-
лективних змiнних. Виникли новi експериментальнi методи, до 4He
додалися iншi системи, про якi було згадано на початку. Кiлькiсть
цих праць збiльшувалася дуже швидко, тому їх складно проаналiзу-
вати у короткому оглядi, а тим бiльше видiлити окремi з них. Такi
дослiдження проводили й у Львовi, спочатку у Вiддiленнi статистич-
ної фiзики Iнституту теоретичної фiзики НАН України (вiд 1990 р.
— Iнститут фiзики конденсованих систем) (Iгор Юхновський, Iван
Вакарчук), а згодом — на кафедрi теоретичної фiзики Львiвсько-
го унiверситету (I. Вакарчук та iн.). Зокрема, було розроблено мi-
кроскопiчну теорiю бозе-рiдини з урахуванням близько- i далекодiю-
чих кореляцiй, запропоновано ориґiнальний метод розрахунку част-
ки бозе-конденсату через функцiї розподiлу. Нинi в цьому напрямку
тривають роботи, пов’язанi з вивченням сумiшей квантових рiдин,
магнiтної бозе-рiдини, питаннями ефективної маси 4He тощо.
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Сьогоднi бозе-системи вже перестали бути винятково предметом
дослiджень “чистої” науки. Поступ технiки дає змогу вiдшукати
практичне застосування явища бозе-конденсацiї в галузi новiтнiх тех-
нологiй: як елементiв у квантових комп’ютерах, для запису iнфор-
мацiї тощо. Можливо, через сто рокiв пiсля виникнення понять “кон-
денсацiя Бозе–Айнштайна”, “бозе-конденсат” цi словосполучення ста-
нуть звичними не лише для науковцiв, а й для широкого загалу.

Останнi декiлька рокiв значно розширили нашi знання про кван-
товi бозе-системи не лише з теоретичного боку, а й з погляду екс-
периментальних дослiджень. На сьогоднi, крiм рiдкого гелiю-4 та
сумiшей квантових рiдин 3He–4He, предметом вивчення стали спiн-
поляризований водень, екситонний газ у напiвпровiдниках, високо-
температурнi надпровiдники, лазерно-охолодженi розрiдженi гази
лужних металiв [3] та iн. Улiтку 1995 р. групi вчених у Баулдерi
(Колорадо, США) пiд керiвництвом Ерiка Корнелла i Карла Вiма-
на вдалося експериментально отримати стан речовини, який є бозе-
конденсатом, охолодивши 2000 атомiв 87Rb до температури 20 нK
[15]. Майже одночасно аналогiчнi дослiди було проведено з натрiєм
групою на чолi з Вольфґанґом Кеттерле в Массачусетському техно-
логiчному iнститутi [9]. Цi експерименти стимулювали новi теоре-
тичнi дослiдження в галузi квантових газiв i рiдин. 2001 року авто-
рiв вiдзначили Нобелiвською премiєю з фiзики “за отримання бозе–
айнштайнiвської конденсацiї в розрiджених газах лужних атомiв i за
початкове фундаментальне вивчення властивостей конденсатiв”.



II. Розподiли Бозе–Айнштайна

та Фермi–Дiрака

У цьому роздiлi ми отримаємо вирази для середнiх чисел заповнення
квантових систем, якi описуються статистиками Бозе–Айнштайна i
Фермi–Дiрака. Загалом є декiлька пiдходiв до виведення цих вира-
зiв. Ми спочатку скористаємося комбiнаторним пiдходом, подiбно до
ориґiнальної працi Бозе, а згодом розглянемо використання великого
канонiчного ансамблю.

II.1. Комбiнаторний пiдхiд

Нехай система характеризується енерґетичними рiвнями (одночас-
тинковим спектром) {εi}, причому на кожному рiвнi може бути ni
частинок. У випадку бозонiв ni набуває довiльних значень, а для
фермiонiв — лише 0 i 1. Крiм того, i-й рiвень може характеризувати-
ся виродженням gi, тобто однiй енерґiї εi може вiдповiдати gi рiзних
квантових станiв (якi, наприклад, вiдрiзняються спiном). Кiлькiсть
способiв, якими ni нерозрiзнювальних частинок можна розподi-
лити мiж gi пiдрiвнями, дорiвнює

wi =
(ni + gi − 1)!

ni! (gi − 1)!
. (II.1)

Щоб отримати цей результат, можна скористатися такою простою
аналогiєю. Зрозумiло, що шукана кiлькiсть wi дорiвнює кiлькостi
способiв, якими ni нерозрiзнювальних кульок можна розмiстити в gi
комiрках. Розмiстимо кульки на однiй лiнiї, а для роздiлення комi-
рок використовуватимемо gi−1 рухомих перегородок (див. рис. II.1).
Кiлькiсть перестановок кульок разом iз перегородками дорiвнює
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(ni + gi − 1)!, причому її треба роздiлити на ni!, щоби врахувати
нерозрiзнювальнiсть кульок, i на (gi− 1)!, оскiльки перестановки пе-
регородок також несуттєвi. Внаслiдок цього й отримаємо вираз (II.1).

Рис. II.1. Модель для пiдрахунку кiлькостi мiкростанiв бозонної си-
стеми

Вiдповiдно, загальна кiлькiсть мiкростанiв, тобто способiв, якими
частинки розподiляються мiж одночастинковими станами системи,
дорiвнює:

W =
∏

i

wi =
∏

i

(ni + gi)!

ni! (gi − 1)!
, (II.2)

де враховано, що ni ≫ 1. Визначимо сукупнiсть ni, якi забезпечують
максимум функцiї W . При цьому треба зважити на те, що енерґiя
системи N частинок дорiвнює

E =
∑

i

εini, (II.3)

де, очевидно,

N =
∑

i

ni. (II.4)

Отже, беручи до уваги, що логарифм є монотонною функцiєю, зна-
йдемо екстремум функцiонала

F [ni] = lnW + α

(

N −
∑

i

ni

)

+ β

(

E −
∑

i

εini

)

, (II.5)

де α, β — множники Лаґранжа.
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Прирiвняємо варiацiю функцiонала F до нуля, вiдразу застосу-
вавши до факторiалiв формулу Стiрлiнґа lnn! ≈ n lnn:

δF =
∑

i

{

ln(ni + gi) + 1− lnni − 1− α− βεi

}

δni = 0.

Зважаючи на довiльнiсть варiацiй δni, отримаємо:

ni =
gi

eα+βεi − 1
. (II.6)

Щоб з’ясувати змiст множникiв α i β, можна скористатися дру-
гим началом термодинамiки (за сталого об’єму) у виглядi

dE = T dS + µdN, (II.7)

де T — температура, яку для простоти вимiрюватимемо в енерґе-
тичних одиницях, тобто стала Больцманна kB = 1, µ — хiмiчний
потенцiал, а S = lnW — ентропiя. Отже,

dS = d lnW =
1

T
dE − µ

T
dN = β dE + αdN. (II.8)

Таким чином, нам вдалося з’ясувати змiст множникiв Лаґранжа:
α = −µ/T , β = 1/T . Як наслiдок, для кiлькостi частинок на i-му
рiвнi маємо:

ni =
gi

e(εi−µ)/T − 1
. (II.9)

Зручно також записати цей вираз, увiвши активнiсть (в англомов-
нiй лiтературi часто застосовують термiн fugacity “фуґативнiсть”)
z = eµ/T :

ni =
gi

z−1eεi/T − 1
. (II.10)

Для виведення розподiлу Фермi–Дiрака тим самим шляхом до-
сить лише врахувати, що кiлькiсть способiв розподiлити ni частинок
мiж gi пiдрiвнями так, щоб на кожному пiдрiвнi була лише одна час-
тинка, дорiвнює:

wi =
gi!

ni! (gi − ni)!
. (II.11)



18 II. Розподiли Бозе–Айнштайна та Фермi–Дiрака

Проводячи тi самi процедури, що й для розподiлу Бозе–Айнштайна,
отримаємо для фермiонiв:

ni =
gi

z−1eεi/T + 1
. (II.12)

H Завдання II.1. Ориґiнальну статтю Бозе наведено в додатку.
Проаналiзуйте її й детально простежте всi кроки, якi зробив автор.
Чому йому не вдалося отримати “конденсацiї” в iмпульсному просто-
рi, про яку згодом написав Айнштайн, використавши такий самий
пiдхiд?

N

II.2. Пiдхiд великого канонiчного ансамблю

Для системи з енерґетичними рiвнями {εi}, на кожному з яких може
перебувати ni частинок, статистична сума за означенням буде

ZN =
∑

{ni}

exp

(

− 1

T

∑

i

εini

)

, (II.13)

де T — температура. Як i ранiше, на числа {ni} накладено умову
(II.4). Для спрощення виродженi рiвнi нумеруватимемо рiзними i,
так що завжди кратнiсть виродження gi = 1.

Запишемо тепер велику статистичну суму

Ξ =
∑

N

zNZN =

∞∑

N=0

∑

{ni}

∏

i

[

z exp
(

−εi
T

)]ni

. (II.14)

Завдяки сумi за кiлькiстю частинок N простi мiркування дають змо-
гу переписати пiдсумовування за {ni} вже без обмежень у виглядi:

Ξ =
∑

{ni}

∏

i

[

z exp
(

−εi
T

)]ni

=

=
∑

n0

∑

n1

. . .
{[

z exp
(

−εi
T

)]n0
[

z exp
(

−εi
T

)]n1

. . .
}

=

=
∏

i

{
∑

n

[

z exp
(

−εi
T

)]n
}

. (II.15)
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У цiй формулi сума за n пробiгає значення n = 0, 1, 2, 3, . . . для бозо-
нiв i n = 0, 1 для фермiонiв. Ми спробуємо отримати вирази для чи-
сел заповнення, вважаючи максимальне значення n обмеженим звер-
ху деяким числом M : n = 0, 1, 2, . . . ,M , причому, зрозумiло, M = ∞
для бозонiв i M = 1 для фермiонiв. Iншi значення M вiдповiдають
певнiй промiжнiй статистицi (для такого типу статистик ви-
користовують також термiни парастатистика чи дробова ста-
тистика), яку 1940 р. запропонував Дж. Джентiле мол. [18].

Пiдсумовуючи скiнченну геометричну проґресiю в (II.15), отри-
маємо для великої статистичної суми:

Ξ =
∏

i

zM+1 e−(M+1)εi/T − 1

z e−εi/T − 1
, (II.16)

звiдки кiлькiсть частинок

N = z

(
∂ ln Ξ

∂z

)

T,V

=

(II.17)

=
∑

i

[
1

z−1eεi/T − 1
− M + 1

z−(M+1)e(M+1)εi/T − 1

]

,

тобто число заповнення i-го рiвня буде

ni =
1

z−1eεi/T − 1
− M + 1

z−(M+1)e(M+1)εi/T − 1
. (II.18)

Знайдемо границi цього виразу при M → ∞ i M = 1. У першо-
му випадку експонента в знаменнику другого дробу стає безмежно
великою й ni зводиться лише до першого доданка:

ni =
1

z−1eεi/T − 1
,

що очiкувано збiгається з отриманим ранiше виразом для розподiлу
Бозе (II.10), де виродження i-го рiвня gi = 1.

Якщо M = 1, то просте перетворення (II.18) дасть очiкуваний
вираз (II.12) для розподiлу Фермi при gi = 1:

ni =
1

z−1eεi/T + 1
.
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H Завдання II.2. Проаналiзуйте при T = 0 поведiнку чисел запов-
нення ni як функцiї вiд енерґiї εi для розподiлiв Бозе, Фермi, а також
Джентiле. Який фiзичний змiст має хiмiчний потенцiал в останньому
випадку?

N



III. Термодинамiка iдеального бозе-газу

III.1. Густина станiв у D вимiрах

Розглядатимемо систему N бозонiв, якi можуть перебувати у станах
з енерґiями ε0, ε1, . . . , εn, . . . . Тодi, враховуючи функцiю розподiлу у
статистицi Бозе–Айнштайна, запишемо:

N =
∑

n

gn

e(εn−µ)/T − 1
. (III.1)

Ця рiвнiсть задає хiмiчний потенцiал µ як функцiю числа частинок
N i температури T .

З мiркувань загальностi вважатимемо простiр D-вимiрним. Як
буде показано в подальших роздiлах, рiзнi значення вимiрностi про-
стору можуть виникати у фiзичних задачах ефективно, наприклад,
унаслiдок врахування впливу зовнiшнього потенцiалу. Загалом, D
може бути й дробовим, що використовують при моделюваннi проце-
сiв у пористих середовищах (див. пiдроздiл III.5) чи знову ж таки
для систем у зовнiшньому потенцiалi. Тому, проводячи викладки,
ми будемо, де це можливо, використовувати вирази, що дають змогу
узагальнювати отриманi результати на випадок неперервних значень
D, хоч би й зовсiм формально.

Нехай частинки перебувають в об’ємi VD. Пiдсумовування за ста-
нами можна замiнити сумою за iмпульсами p = (p1, . . . , pD) i спi-
нами s, причому εp = p2/2m, де m — маса частинки; p = |p| =

=
√

p21 + . . .+ p2D . Враховуючи, що за великого об’єму дискретнiстю
iмпульсу можна знехтувати, отримаємо вираз:
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N =
∑

p,s

gp,s

e(εp−µ)/T − 1
= (2σ + 1)

∫
dτ

e(εp−µ)/T − 1
, (III.2)

де елемент фазового об’єму

dτ =
(dp)(dq)

(2π~)D
,

(dp) = dp1 . . . dpD, (dq) = dq1 . . . dqD,

а 2σ + 1 — мультиплетнiсть.
Ми запишемо цю рiвнiсть, увiвши функцiю густини станiв g(ε):

N =

∞∫

0

g(ε) dε

e(ε−µ)/T − 1
. (III.3)

Щоб отримати g(ε), врахуємо, що енерґiя частинки εp залежить
лише вiд модуля iмпульсу p, i перейдемо в iнтеґралi за iмпульсами у
(III.2) до сферичних координат, dp1 . . . dpD = pD−1dp dΩD:

N = (2σ + 1)VDΩD

∞∫

0

pD−1 dp

e(εp−µ)/T − 1
, (III.4)

де ΩD = 2πD/2/Γ(D2 ) — повний тiлесний гiперкут у D-вимiрному про-
сторi, а об’єм VD виникає внаслiдок iнтеґрування за координатною
частиною фазового об’єму (dq).

Пiсля замiни змiнних ε = p2/2m матимемо остаточно:

g(ε) = (2σ + 1)VD
πD/2

Γ(D/2)

(2m)D/2

(2π~)D
εD/2−1, (III.5)

а вираз (III.3) набуде вигляду:

N

VD
= (2σ + 1)

πD/2

Γ(D/2)

(2m)D/2

(2π~)D

∞∫

0

εD/2−1 dε

e(ε−µ)/T − 1
. (III.6)
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Розрахуємо iнтеґрал, що входить у (III.6):

∞∫

0

εD/2−1 dε

z−1eε/T − 1
= TD/2

∞∫

0

xD/2−1ze−x dx

1− ze−x
=

= TD/2

∞∫

0

dx xD/2−1ze−x
∞∑

n=0

(ze−x)n =

= TD/2
∞∑

n=1

zn
∞∫

0

dx xD/2−1e(−nx) =

= TD/2
∞∑

n=1

zn

nD/2

︸ ︷︷ ︸

LiD/2(z)

∞∫

0

d(nx) (nx)D/2−1e(−nx)

︸ ︷︷ ︸

=Γ(D/2)

.

Отже,

∞∫

0

εD/2−1 dε

z−1eε/T − 1
= TD/2 LiD/2(z) Γ

(
D

2

)

, (III.7)

де так званий полiлогарифм , або функцiя Бозе, визначається ря-
дом:

Liα(z) =

∞∑

n=1

zn

nα
. (III.8)

У граничному випадку z = 1 ця функцiя переходить у дзета-функ-
цiю Рiманна :

ζ(α) =

∞∑

n=1

1

nα
= Liα(1). (III.9)

Тепер запишемо вираз (III.6), увiвши величину

λ =

(
2π~2

mT

)1/2

, (III.10)
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яку називають довжиною теплової хвилi де Бройля . Отже,

N

VD
= (2σ + 1)

( m

2π~2

)D/2
TD/2 1

Γ (D/2)
LiD/2(z) Γ(D/2)

або

N

VD
λD = (2σ + 1)LiD/2(z). (III.11)

Для величини N/VD, яка за змiстом є густиною (чи, точнiше,
концентрацiєю), введемо позначення ρD = N/VD. Тепер рiвняння, з
якого визначатимемо активнiсть (а отже, й хiмiчний потенцiал) як
функцiю температури i густини, матиме вигляд:

ρDλ
D = (2σ + 1)LiD/2(z). (III.12)

III.2. Тривимiрний випадок. Явище бозе-конденсацiї

Розгляньмо систему iдеальних безспiнових (σ = 0) бозонiв у триви-
мiрному просторi D = 3. Об’єм V3 позначатимемо V . Густина станiв
набуде вигляду

g(ε) = 2πV
(2m)3/2

(2π~)3
ε1/2, (III.13)

а зв’язок хiмiчного потенцiалу µ з густиною ρ = N/V i температурою
T виражатиметься так:

ρλ3 = Li3/2(e
µ/T ). (III.14)

Функцiя Liα(z) стає комплексною при z > 1. Особливiсть у точцi
z = 1 можна помiтити i з фiзичних мiркувань. Справдi, кiлькiсть
частинок в основному станi з ε = 0 буде

N0 =
1

z−1 − 1
. (III.15)



■■■✳✷✳ #$%&%'✐$)%* &%+,-./✳ 0&%12 3.42✲/.)-2)6,7✐➝ ✷✺

"# $%&'( &)*➵ ,✐.✬➵01%0 23% z > 1✱ 5( ,✐.2(,✐.*➵ 1#6✐7%$1✐8 &%✲

):*;✐➝✳ >3% z = 1 ?✐'@?✐&)@ $*&)%1(? 7 1:'@(,(A #1#3➔✐➵A N0 &)*➵

C#70#D1(A✳ ➬ ✐1F(G( C(?:✱ G:&)%1* &)*1✐, g(ε) ∼ ε1/2 &23%$%1A➵ )#✱

5( ,1#&(? ,✐. &)*1: 7 ε = 0 1# ,3*H(,:➵)@&I 23% 2#3#H(.✐ ,✐. &:0%

.( ✐1)#➔3*'*✳ J(C)( 1*&23*,.✐ : 6(30:'✐ ✭■■■✳✸✮ ✐ ,✐.2(,✐.1( , ✐1F%H✱

,%,#.#1%H ✐7 1#➝✱ 2()3✐C1( ,%(?3#0%)% &)*1 ε = 0✿

N = N0 +

∞∫

0

g(ε) dε

z−1eε/T − 1
;

✭■■■✳✶✻✮

N = N0 +
VD

λD
LiD/2(z).

➬3(7:0✐'(✱ 5( )*?(G( :)($1#11I 2()3#C:A)@ ,%0✐31(&)✐ 23(&)(3:

D > 2✱ .'I I?%H G:&)%1* &)*1✐, .(3✐,1A➵ 1:'#,✐ 23% 1:'@(,✐8 #1#3➔✐➝✳

R✐7%$1( &%):*;✐I ,%G'I.*➵ )*?✳ ➚?)%,1✐&)@ z 7✐ 71%D#11I0 )#0✲

2#3*):3% 1*C'%D*➵)@&I .( 71*$#11I ✶✱ I?(G( .(&IG*➵ 7* )#02#3*):3%

T = Tc✱ I?:✱ ,($#,%.@✱ ,%71*$*A)@ ✐7 :0(,%✿

ρλ3
c = ζ(3/2) = 2.612 . . . , ✭■■■✳✶✼✮

.# λc =
√

2π~2/mTc✱ *C(

Tc =
2π~2

m

(
ρ

ζ(3/2)

)2/3

. ✭■■■✳✶✽✮

>(.*'@F# (H('(.D#11I &%&)#0% 1# 70✐1A➵ 71*$#11I z = 1 ✭✐ H✐0✐$1(✲

G( 2()#1;✐*': µ = 0✱ .%,✳ 3%&✳ ■■■✳✶✮✱ 23()# 1*)(0✐&)@ .#.*'✐ C✐'@F# 8

C✐'@F# $*&)%1(? 2($%1*➵ 2#3#H(.%)% , (&1(,1%8 &)*1 7 ε = 0 ✖ ,✐.✲

C:,*➵)@&I  !"#✲%!&'#&()*✐, ✳ J(C)( .'I ?✐'@?(&)✐ $*&)%1(? 0*➵0(✿

N = N0 +
V

λ3
ζ(3/2), ✭■■■✳✶✾✮

7,✐.?%

N0

N
= 1−

(
T

Tc

)3/2

. ✭■■■✳✷✵✮

"A ,#'%$%1:✱ I?* .(3✐,1A➵ ,✐.1(&1✐8 ?✐'@?(&)✐ $*&)%1(? : &)*1✐ C(7#✲

?(1.#1&*):✱ 1*7%,*A)@ %!&'#&()-&!. /0)%*✐➵.✳



26 III. Термодинамiка iдеального бозе-газу

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  1  2  3  4  5

z

T / Tc

-8

-4

 0

 0  1  2  3  4  5

µ

T / Tc

Рис. III.1. Активнiсть z i хiмiчний µ потенцiал тривимiрного iдеаль-
ного бозе-газу як функцiї температури. Розрахунки зроблено для
значення параметрiв ρ(2π~2/m)3/2 = 1
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Зрозумiло, що цi результати легко поширюються на всi значення
вимiрностi простору D > 2, а саме — для критичної температури
маємо:

ρDλ
D
c = ζ(D/2),

(III.21)

T (D)
c =

2π~2

m

(
ρD

ζ(D/2)

)2/D

,

а для конденсатної фракцiї —

N0

N
= 1−

(

T

T
(D)
c

)D/2

. (III.22)

III.3. Дво- й одновимiрнi випадки

У двовимiрному випадку вираз (III.12) спрощується до елементарних
функцiй:

ρ2λ
2 = Li1(z) = − ln(1− z). (III.23)

Тому маємо

µ = T ln
(

1− e−ρ2λ2
)

. (III.24)

Величина ρ2λ2 є параметром виродження.
У класичнiй границi ρ2λ2 ≪ 1 маємо

µ = T ln
(
ρ2λ

2
)
→ −∞ (III.25)

— велике за абсолютним значенням вiд’ємне число. При сильному
виродженнi, тобто ρ2λ2 ≫ 1, отримаємо

µ = −Te−ρ2λ2 → −0 (III.26)

— мале вiд’ємне число.
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Рис. III.2. Хiмiчний потенцiал двовимiрного iдеального бозе-газу як
функцiя температури. Розрахунки зроблено для значення параме-
трiв ρ2(2π~2/m) = 1

Схематично поведiнку хiмiчного потенцiалу двовимiрного iдеаль-
ного бозе-газу зображено на рис. III.2.

Як бачимо, µ < 0 для всiх температур i перетворюється в нуль
лише при T = 0. Можна сказати, що температура бозе-конденсацiї
двовимiрного iдеального газу T (2D)

c = 0. Iнакше кажучи, в такiй си-
стемi бозе-конденсацiя не вiдбувається.

Формально такий результат також випливає з (III.21) при D = 2:

T (2)
c =

2π~2

m

(
ρ2
ζ(1)

)

= 0, (III.27)

оскiльки ζ(1) = ∞.

В одновимiрному випадку параметром виродження буде, оче-
видно, ρ1λ. Класична границя ρ1λ≪ 1 вiдповiдає z → 0. З рiвняння

ρ1λ = Li1/2(z) =
z→0

z = eµ/T (III.28)

для хiмiчного потенцiалу матимемо:

µ = T ln(ρ1λ) → −∞. (III.29)
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У границi сильного виродження ρ1λ ≫ 1, яка вiдповiдає z → 1,
скористаємося розкладом

Liα e
ν =
|ν|→0

Γ(1− α)(−ν)α−1, Reα < 1, (III.30)

i, покладаючи ν = µ/T , вiдразу отримаємо

µ = − πT

(ρ1λ)2
→ −0. (III.31)

Отже, як i у двовимiрному випадку, за D = 1 немає бозе-конденсацiї.
Цiкаво зазначити, що в одновимiрному газi (як i взагалi при

D < 2) вже навiть формально не можна говорити про нульову темпе-
ратуру бозе-конденсацiї. При значеннях арґумента, менших за оди-
ницю, дзета-функцiя стає вiд’ємною i, наприклад, для D = 1 рiвня-
ння на визначення критичної температури буде

ρ1λc = ζ(1/2) = −1.460 . . . , (III.32)

тобто не матиме фiзичного сенсу. Проте насправдi писати таке рiв-
няння при D < 2 некоректно, оскiльки, якщо z = 1, то iнтеґрал у
виразi (III.6), звiдки фактично отримана умова (III.21), розбiгається.

III.4. Енерґiя i теплоємнiсть iдеального бозе-газу

Для розрахунку енерґiї системи використаємо вираз:

E =
∑

j

εjgjnj =
∑

j

εjgj

e(εj−µ)/T − 1
, (III.33)

причому хiмiчний потенцiал µ як функцiя температури T й кiлькостi
частинок N визначається з умови

N =
∑

j

gjnj =
∑

j

gj

e(εj−µ)/T − 1
. (III.34)

У цих формулах, як i ранiше, gj i εj — вiдповiдно виродження й
енерґiя j-го рiвня, а пiдсумовування вiдбувається за всiма можливи-
ми рiвнями.
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Зважаючи на нульове значення енерґiї основного рiвня, в разi
переходу до iнтеґральних виразiв не потрiбно видiляти в E доданка,
що вiдповiдає ε = 0, як це треба було робити у формулi для кiлькостi
частинок N . Тому матимемо просто:

E =

∞∫

0

ε g(ε) dε

z−1eε/T − 1
. (III.35)

Запишемо також вираз для термодинамiчного потенцiалу:

Ω = T
∑

j

gj ln
(

1− z e−εj/T
)

, (III.36)

або в iнтеґральнiй формi —

Ω = T

∞∫

0

dε g(ε) ln
(

1− z e−ε/T
)

. (III.37)

Якщо тут виконати iнтеґрування частинами, то матимемо:

Ω = ADT

∞∫

0

dε εD/2−1 ln
(

1− z e−ε/T
)

=

= − 2

D
AD

∞∫

0

εD/2 dε

z−1eε/T − 1
= − 2

D
E. (III.38)

Вираз для енерґiї (III.35) просто аналiзувати при температурах,
менших за критичну, тобто коли z = 1. Тодi для D-вимiрного газу
(D > 2):

E = AD

∞∫

0

ε εD/2−1 dε

eε/T − 1
= ADT

D/2+1

∞∫

0

xD/2 dx

ex − 1
,

тобто E ∼ TD/2+1.
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За високих температур z → 0, розподiл Бозе переходить у роз-
подiл Больцмана, i вiдповiдне рiвняння, що пов’язує активнiсть iз
кiлькiстю частинок i температурою, можна розв’язати:

N = z

∞∫

0

g(ε)e−ε/T dε = zADT
D/2

∞∫

0

xD/2−1e−x dx,

звiдки:

z = N

[

AD T
D/2 Γ

(
D

2

)]−1

. (III.39)

У тiй самiй високотемпературнiй границi енерґiя дорiвнює:

E = z

∞∫

0

ε g(ε)e−ε/T dε = zADT
D/2+1 Γ

(
D

2
+ 1

)

.

Пiдставляючи знайдене значення активностi z, отримаємо:

E =
D

2
NT (III.40)

— класичний результат для енерґiї D-вимiрного iдеального газу, як
i повинно бути.

Теплоємнiсть за сталого об’єму рахуємо стандартно:

CV =

(
∂E

∂T

)

V

. (III.41)

Отже, за малих температур T < Tc маємо:

CV ∼ TD/2, (III.42)

а класична границя T → ∞ буде

CV =
D

2
N. (III.43)

Поведiнку ж теплоємностi, як i енерґiї, при промiжних температу-
рах (T > Tc) вже не можна з’ясувати на пiдставi простого аналi-
зу. Особливий iнтерес становить безпосереднiй окiл критичної точки
T → Tc + 0, який i стане предметом подальшого розгляду.
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Далi використаємо термодинамiчне спiввiдношення −∂Ω
∂µ

= N

(для спрощення не виписано змiннi, якi залишаються сталими, в да-
ному випадку — об’єм), звiдки, враховуючи (III.38), матимемо:

∂E

∂µ
= −D

2

∂Ω

∂µ
=
D

2
N ≃ D

2
N1(T ),

або для самої енерґiї:

E = E0 +
D

2
N1(T )µ = (III.48)

= E0 −BDN1(T )T
2/(2−D) [N1(T )−N ]2/(D−2) ,

де E0, BD = const, а три спiвмножники, що залежать вiд температу-
ри, виписанi явно.

У критичнiй точцi T = Tc особливостi поведiнки можливi лише
для функцiї N1(T ) − N , оскiльки N1(Tc) − N = 0. Розглянемо, якi
внески цей спiвмножник дасть у теплоємнiсть CV та її похiдну:

CV =
∂E

∂T
= f1(T ) [N1(T )−N ]

2
D−2 + f2(T ) [N1(T )−N ]

2
D−2

−1 ;

∂CV

∂T
= h1(T ) [N1(T )−N ]

2
D−2 + h2(T ) [N1(T )−N ]

2
D−2

−1 +

+ h3(T ) [N1(T )−N ]
2

D−2
−2 .

Тут коефiцiєнти f1,2(T ), h1,2,3(T ) не мають особливостей у точцi
T = Tc, а їх вигляд для нашого аналiзу не є надто суттєвим.

Зрозумiло, що особливостi поведiнки похiдної ∂CV /∂T в точцi
T = Tc можна отримати з останнього доданка (бiля h3(T )). Якщо
показник степеня

2

D − 2
− 2 < 0,

то похiдна стає безмежною, а отже, сама теплоємнiсть у точцi Tc
має розрив. Така ситуацiя вiдповiдає вимiрностi простору D > 3.
Якщо ж D = 3, то у виразi для похiдної вiд теплоємностi виникає
невизначенiсть виду 00 — можна показати, що в результатi похiдна
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в точцi Tc буде скiнченною, а отже, крива теплоємностi має в T = Tc
злам. При D < 3 похiдна неперервна, як i сама теплоємнiсть CV .

Графiки теплоємностi iдеального бозе-газу при рiзних значеннях
вимiрностi простору показано на рис. III.3.
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Рис. III.3. Питома теплоємнiсть CV /N iдеального бозе-газу в D-
вимiрному просторi. Верхнiй лiвий графiк вiдповiдає D = 2, верхнiй
правий —D = ln 20/ ln 3 = 2.726 . . .— вимiрнiсть губки Менґера (див.
наступний пiдроздiл); у нижньому ряду лiворуч D = 3 i праворуч
D = 4

III.5. Поняття про дробову вимiрнiсть

На завершення цього роздiлу розглянемо, в яких задачах виникає
так звана дробова або фрактальна вимiрнiсть простору . При
цьому не вдаватимемося у складнi математичнi нюанси, натомiсть
спробуємо використовувати певнi майже iнтуїтивнi мiркування.
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Розгляньмо квадрат зi стороною a. Якщо подiлити його на меншi
квадрати зi стороною a/n, то буде потрiбно n2 таких менших квадра-
тикiв, щоб повнiстю покрити вихiдний квадрат. Саме двiйка в n2 i
вiдповiдає за те, що вимiрнiсть квадрата D = 2. Легко зауважити,
що для вiдрiзка довжиною a тi самi мiркування дають вимiрнiсть
D = 1, оскiльки потрiбно n вiдрiзкiв довжиною a/n, щоб покрити
вихiдний вiдрiзок, а для куба з ребром a матимемо D = 3, оскiльки
потрiбно n3 кубикiв з ребром a/n, щоб заповнити такий куб.

Виявляється, однак, що є об’єкти, для яких визначена подiбним
способом вимiрнiсть може бути дробовим числом. Їх називають
фракталами , а утворити їх можна шляхом послiдовного застосу-
вання певних iтерацiйних процедур. Одним iз найвiдомiших прикла-
дiв є так званий килимок Сєрпiнського (див. рис. III.4). Щоб по-
будувати цей об’єкт, розiб’ємо квадрат на дев’ять менших однакових
квадратiв i виймемо середнiй. Те саме зробимо з рештою вiсьмома
квадратиками, а потiм знову повторимо зi ще меншими, i так далi
до безмежностi. Покажемо тепер, що вимiрнiсть отриманого об’єкта
буде дробовим числом.

Справдi, на n-му кроцi ми розбивали вихiдну фiгуру на частини
розмiром ∼ 1/3n, при цьому для її заповнення нам потрiбно було
8n таких фiгур. Розглянуте означення вимiрностi фактично означає,
що має виконуватися рiвнiсть

(3n)D = 8n,

звiдки матимемо:

D =
ln 8

ln 3
= 1.89278926 . . . .

Загалом iнтуїтивно зрозумiло, що такий “дiрявий” квадрат, отрима-
ний унаслiдок безмежного застосування описаної процедури побудо-
ви, i справдi може характеризуватися вимiрнiстю, меншою за 2.

Аналогом килимка Сєрпiнського у тривимiрному просторi є так
звана губка Менґера . Її отримують iз куба з ребром a, роздiливши
його на 27 рiвних кубикiв з ребром a/3 i вийнявши центральнi ку-
бики граней i внутрiшнiй центральний куб, у результатi процедуру
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Рис. III.4. Першi шiсть iтерацiй килимка Сєрпiнського

повторюють для решти 20 кубикiв, i так далi до безмежностi (див.
рис. III.5). Легко обчислити. що вимiрнiсть отриманого об’єкта буде

D =
ln 20

ln 3
= 2.72683302 . . . .

Одним iз перших об’єктiв вивчення була крива Коха , яку утво-
рюють з вiдрiзка, подiливши його на три частини i замiнивши серед-
ню на ламану з двох вiдрiзкiв такої самої довжини. Згодом цю опера-
цiю повторюють iз кожним вiдрiзком i т. д., див. рис. III.6. Нескладно
обчислити вимiрнiсть такої фiгури:

D =
ln 4

ln 3
= 1.26185950 . . . . (III.49)
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Рис. III.5. Губка Менґера (джерело: http://commons.wikimedia.org
/wiki/File:Menger-Schwamm-einfarbig.jpg)

Рис. III.6. Кiлька перших iтерацiй кривої Коха

Розглянутi мiркування про вимiрнiсть фрактальних об’єктiв мож-
на узагальнити за допомогою такого означення фрактальної вимiр-
ностi певної множини:

D = lim
δ→0

lnNδ

(− ln δ)
, (III.50)

де Nδ — кiлькiсть множин дiаметром δ.
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Насправдi об’єкти, що мають фрактальну структуру, не є ви-
нятково математичними абстракцiями. Єдиним застереженням щодо
фракталiв у реальному свiтi є те, що процес iтерацiй не безмежний,
тому вiдповiднi мiркування залишаються наближеними. Одним iз
найвiдомiших прикладiв природного фрактала є берегова лiнiя: зро-
зумiло, що чим меншою “лiнiйкою” ми її будемо мiряти, тим довшою
в результатi вона виявиться, особливо це вiдчутно, якщо узбережжя
сильно “порiзане”. Наприклад, фрактальна вимiрнiсть берегової лiнiї
Великої Британiї становить 1.25 [21], а берегової лiнiї Норвегiї — 1.52
[20, гл. 2].

Схожi властивостi мають i пористi середовища: зрозумiло, що
чим меншими об’єктами (наприклад, сферами) ми заповнюватимемо
пори, тим бiльше таких об’єктiв буде потрiбно. При цьому можлива
ситуацiя, коли зв’язок мiж розмiрами сфер i їх кiлькiстю буде опи-
сувати вираз iз дробовим значенням розмiрностi. Експериментальнi
дослiдження на рiзноманiтних стеклах (Vycor, Gelsil тощо) чи аеро-
ґелях дають значення 2 < D < 3, часто D ≃ 2.2.
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У цьому роздiлi розглядатимемо бозе-систему пiд впливом зовнi-
шнього потенцiалу V (q). У такiй ситуацiї вже не вдається просто
вiдiнтеґрувати в об’єм просторовi змiннi (dq) елемента фазового про-
стору. З метою спрощення задачi потрiбно застосовувати певнi на-
ближення.

IV.1. Урахування зовнiшнього потенцiалу
у квазiкласичному наближеннi

Як i ранiше, запишемо iнтеґральний вираз для кiлькостi частинок

N = N0 +

∫
(dp)(dq)

(2π~)s
1

z−1eε(p,q)/T − 1
. (IV.1)

Тут ε(p, q) = p2/2m + V (q) — енерґiя частинки, а s = D. Для спро-
щення записiв вважатимемо частинки безспiновими, тому мульти-
плетнiсть дорiвнює одиницi.

Iнтеґрування за просторовими змiнними (dq) виконуватимемо у
квазiкласичному наближеннi в тому сенсi, що вважатимемо об’єм,
у якому може рухатися частинка, обмеженим класичними точками
повороту.

Зважаючи на те, що енерґiя залежить лише вiд модуля iмпульсу
p, можемо перейти до сферичних координат:

(dp) = pD−1 dp dΩD. (IV.2)
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Далi зручно перейти вiд змiнних (p, q) до змiнних (ε, q):

ε = p2/2m+ V (q) ⇒ p =
√

2m[ε− V (q)],

(IV.3)

dp =

√
2m

2

dε
√

ε− V (q)
.

Пiсля цих перетворень (IV.1) набуде вигляду

N = N0 +
ΩD

(2π~)D
(2m)D/2

2

∞∫

0

dε

z−1eε/T − 1
×

(IV.4)

×
∫

cl.turn.
points

(dq) [ε− V (q)]D/2−1.

Класичнi точки повороту визначають з умови p = 0, тобто

ε = V (q). (IV.5)

У загальному випадку це — рiвняння поверхнi у D-вимiрному про-
сторi, яка й обмежує доступний об’єм для частинки з енерґiєю ε.

IV.2. Iзотропний зовнiшнiй потенцiал

Нехай зовнiшнiй потенцiал є сферично-симетричним, тобто залежить

лише вiд модуля q =
√

q21 + . . .+ q2D:

V (q) = V0

(q

a

)η
, де a, V0 > 0. (IV.6)

Тодi iнтеґрування за просторовими змiнними (dq) можна виконати у
сферичних координатах, як це було зроблено для iмпульсiв:

(dq) = ΩD q
D−1 dq,

причому тiлесний гiперкут ΩD вiдразу запишемо як множник, оскiль-
ки пiдiнтеґральна функцiя вiд нього не залежить.
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Умова на класичнi точки повороту qmax набуде вигляду:

ε = V0

(qmax

a

)η
, (IV.7)

звiдки:

qmax(ε) = a

(
ε

V0

)1/η

, (IV.8)

а iнтеґрування за змiнною q вiдбувається вiд нуля до qmax (див.
рис. IV.1).

 0
 0 q

V(q)

qmax(ε)

ε

Рис. IV.1. Доступна у квазiкласичному наближеннi область iнтеґру-
вання за просторовою радiальною змiнною q в зовнiшньому потенцi-
алi V (q)

Отже,

∫

cl.turn.
points

(dq) [ε− V (q)]D/2−1 = ΩD

qmax(ε)∫

0

dq qD−1
[

ε− V0

(q

a

)η]D/2−1
=

=







замiна змiнних: t =
V0
ε

(q

a

)η
;

dq =
aε1/η

ηV
1/η
0

t1/η−1dt; tmax = 1






=
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= εD/2+D/η−1 ΩDa
D

ηV
D/η
0

1∫

0

dt tD/η−1(1− t)D/2−1

︸ ︷︷ ︸

=B(D/η,D/2)=
Γ(D/η)Γ(D/2)
Γ(D/η+D/2)

.

Отже, в нашому випадку густина станiв буде пропорцiйною до
εD/2+D/η−1, тобто поведiнка системи вiдповiдає iдеальному бозе-
газовi у просторi з деякою ефективною вимiрнiстю Deff , яку визна-
чимо з умови:

Deff

2
− 1 =

D

2
+
D

η
− 1,

звiдки

Deff = D

(

1 +
2

η

)

. (IV.9)

При цьому ефективну густину в такiй Deff -вимiрнiй системi визна-
чають параметри потенцiалу пастки a, V0, η.

З виразу (IV.9) вiдразу бачимо, що для iснування бозе-конденсацiї
в одновимiрному iдеальному бозе-газi показник степеня зовнiшнього
потенцiалу мусить бути меншим за 2, оскiльки лише умова η < 2

забезпечує ефективну вимiрнiсть Deff > 2.
Прирiвнюючи множники бiля енерґiї в густинах станiвD-вимiрної

системи в зовнiшньому потенцiалi й iдеального газу в Deff -вимiрному
просторi

Ω2
D

(2π~)D
(2m)D/2

2

aD

ηV
D/η
0

= VDeff

πDeff/2

(2π~)Deff

(2m)Deff/2

Γ(Deff/2)
,

отримаємо пiсля спрощень ефективний об’єм:

VDeff
=

2πD/2−D/η(2π~)2D/η

η(2m)D/η

Γ(D/2 +D/η)

Γ2(D/2)

aD

V
D/η
0

. (IV.10)

Потрiбно, однак, усвiдомлювати, що такий ефективний об’єм має
зовсiм формальний характер i є радше математичною абстракцiєю
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— систему в зовнiшньому потенцiалi не можна вважати однорiдною.
Натомiсть за допомогою цiєї величини можна просто розрахувати
критичну температуру системи в зовнiшньому потенцiалi, застосову-
ючи формулу (III.21) для iдеального газу з густиною ρDeff

= N/VDeff
,

чим ми скористаємося в наступному пiдроздiлi.

IV.3. Двовимiрна осциляторна пастка

Двовимiрна задача про знаходження густини станiв є математично
найпростiшою, оскiльки в нiй iнтеґрал за просторовими змiнними
зводиться до обчислення звичайної площi:

∫

cl.turn.
points

(dq) [ε− V (q)]D/2−1 =

∫

ε=V (q1,q2)

dq1 dq2.

З iншого боку, системи у двовимiрних пастках є предметом активних
експериментальних дослiджень. При цьому потенцiал пастки часто
можна змоделювати як потенцiальну енерґiю гармонiчного осциля-
тора

V (q1, q2) =
mω2

1

2
q21 +

mω2
2

2
q22. (IV.11)

Рiвняння на визначення класичних точок повороту буде просто
рiвнянням елiпса:

ε =
mω2

1

2
q21 +

mω2
2

2
q22 ⇒ q21

2ε/mω2
1

+
q22

2ε/mω2
2

= 1.

Оскiльки площа елiпса з пiвосями a, b дорiвнює πab, то матимемо

∫

cl.turn.
points

(dq) [ε− V (q)]D/2−1 =

∫

ε=V (q1,q2)

dq1 dq2 =
2π

mω1ω2
ε.

Це вiдповiдає ефективнiй вимiрностi простору Deff = 4, як i для
iзотропного потенцiалу з η = 2.
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Ефективний об’єм системи визначимо, як i ранiше, прирiвняв-
ши отриманий вираз для густини станiв i вiдповiдний результат для
4-вимiрного iдеального газу:

m

2π~2
2π

mω1ω2
= V4

π2

Γ(2)

(2m)2

(2π~)4
, (IV.12)

звiдки

V4 =
(2π~)2

m2ω1ω2
. (IV.13)

Розрахуємо тепер за допомогою V4 критичну температуру систе-
ми в зовнiшньому потенцiалi, застосовуючи формулу (III.21) для iде-
ального газу:

Tc = T (4)
c =

2π~2

m

(
N/V4

ζ(2)

)1/2

= ~
√
ω1ω2

(
N

ζ(2)

)1/2

, (IV.14)

див. також вираз (VIII.5) i мiркування, що його супроводжують.

IV.4. Анiзотропний потенцiал степеневого типу

Розглянемо зовнiшнiй потенцiал у формi

V (q) = V (q1 . . . , qD) =

D∑

i=1

aiq
ηi
i . (IV.15)

Вiдзначимо зокрема, що вертикальнi стiнки вiдповiдають ηi = ∞. Та-
ку структуру може мати, наприклад, потенцiал цилiндричної паст-
ки: якщо вiсь цилiндра спрямувати вздовж осi z, а в напрямках x, y
прикласти гармонiчний потенцiал, то η1 = η2 = 2, а η3 = ∞.

Для того, щоб виконати iнтеґрування в (IV.4), зведемо V (q) до
вигляду, з яким зручнiше працювати, а саме — до осциляторної
структури:

V (q) = V (q1 . . . , qD) =

D∑

i=1

aiq
ηi
i =

D∑

i=1

εξ2i . (IV.16)
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Таким чином, змiннi qi i ξi пов’язанi спiввiдношенням:

qi =

(
εξ2i
ai

)1/ηi

, dqi =
2ε1/ηi

ηia
1/ηi
i

ξ
2/ηi−1
i dξi. (IV.17)

Матимемо iнтеґрал
∫

(dq) [ε− V (q)]D/2−1 =

∫

dq1 . . .

∫

dqD [ε− V (q)]D/2−1 =

= εD/2−1

(
D∏

i=1

2ε1/ηi

ηia
1/ηi
i

)
∫

dξ1 . . .

∫

dξD

ξ21+...+ξ2D≤1





D∏

j=1

ξ
2/ηj−1
j



×

×
[
1− (ξ21 + . . .+ ξ2D)

]D/2−1
=

= ε
D
2
+

D∑

i=1

1
ηi

−1
CD({ai}, {ηi}),

де стала CD({ai}, {ηi}) не є функцiєю вiд енерґiї. Отже, ми зна-
йшли залежнiсть густини станiв вiд енерґiї у загальному випадку
анiзотропного степеневого потенцiалу. Прирiвнюючи показник сте-
пеня ε до показника (Deff/2 − 1), що вiдповiдає iдеальному газовi у
скриньцi, отримаємо ефективну вимiрнiсть простору

Deff = D +

D∑

i=1

2

ηi
. (IV.18)

З’ясувати значення сталої CD({ai}, {ηi}) можна, перейшовши в
iнтеґралi за ξi до гiперсферичних координат:

ξ1 = ξ cosϕ1,

ξ2 = ξ sinϕ1 cosϕ2,

ξ3 = ξ sinϕ1 sinϕ2 cosϕ3,
...

ξD−1= ξ sinϕ1 . . . sinϕD−2 cosϕD−1,

ξD = ξ sinϕ1 . . . sinϕD−2 sinϕD−1.
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Iнтеґрування вiдбувається по кулi одиничного радiуса ξ = [0, 1]. Еле-
мент об’єму має вигляд:

dξ1 . . . dξD =

= ξD−1 sinD−2 ϕ1 sin
D−3 ϕ2 . . . sinϕD−2 dξ dϕ1 dϕ1 . . . dϕD−1,

причому за кутом ϕ1 iнтеґруємо в межах [0, 2π], а за рештою кутiв
— у межах [0, π].

H Завдання IV.1. Розрахуйте CD({ai}, {ηi}), перейшовши до ви-
писаних вище гiперсферичних координат, враховуючи, що iнтеґрали
вiд степенiв тригонометричних функцiй дорiвнюють:

π∫

0

sinνϕ dϕ =
√
π

Γ
(
1+ν
2

)

Γ
(
1 + ν

2

) ,

π∫

0

cosνϕ dϕ =
1 + (−1)ν

2

√
π

Γ
(
1+ν
2

)

Γ
(
1 + ν

2

) ,

2π∫

0

sinνϕ dϕ =
1 + (−1)ν

ν

√
π

Γ
(
1+ν
2

)

Γ
(
1 + ν

2

) .

N



V. Рiвняння Ґросса–Пiтаєвського

V.1. Виведення рiвняння

Якщо система є достатньо розрiдженою, то мiжчастинкову взаємо-
дiю можна вважати слабкою. Крiм цього, можна знехтувати багато-
частинковими взаємодiями, оскiльки зiткнення (зближення) декiль-
кох частинок дуже малоймовiрне.

Запишемо гамiльтонiан такої системи N бозонiв масою m у зов-
нiшньому потенцiалi U(r):

Ĥ =

N∑

i=1

[

− ~2

2m
∆i + U(ri)

]

+
∑

1≤i<j≤N

Φ(ri, rj), (V.1)

де ∆i — оператор Лапласа, що стосується i-ї частинки, а Φ — пар-
ний (двочастинковий) потенцiал мiжчастинкової взаємодiї, який за-
лежить вiд вiдстанi мiж частинками: Φ(ri, rj) = Φ(ri − rj).

Вводячи польовi оператори Ψ̂†(r) i Ψ̂(r), що описують, вiдповiдно,
народження i знищення частинки в точцi з координатами r, отрима-
ємо

Ĥ =

∫

dr Ψ̂†(r)

[

− ~2

2m
∆+ U(r)

]

Ψ̂(r) +

+
1

2

∫

dr′
∫

dr Ψ̂†(r)Ψ̂†(r′)Φ(r′ − r)Ψ̂(r′)Ψ̂(r). (V.2)

Оскiльки для сильнорозрiдженої системи взаємодiю в доброму
наближеннi можна замiнити на потенцiал твердих сфер, розглядаю-
чи задачу розсiяння в борнiвському наближеннi, то вiзьмемо функ-
цiю Φ(r′ − r) у виглядi [24]:

Φ(r′ − r) = λδ(r′ − r), (V.3)
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де зокрема у тривимiрному випадку константа зв’язку лiнiйно зале-
жить вiд довжини розсiяння s-хвилi a:

λ =
4π~2a

m
. (V.4)

Гамiльтонiан, як наслiдок, набуде вигляду:

Ĥ =

∫

dr Ψ̂†(r)

[

− ~2

2m
∆+ U(r) +

λ

2
Ψ̂†(r)Ψ̂(r)

]

Ψ̂(r). (V.5)

Розглядаючи в загальному випадку польовi оператори, залежнi
вiд часу (у представленнi Гайзенберґа), можна записати рiвняння,
яке визначає їх часову еволюцiю:

i~
∂Ψ̂

∂t
=
[

Ψ̂, Ĥ
]

. (V.6)

Враховуючи, що польовi оператори задовольняють переставнi спiв-
вiдношення для бозонiв

[

Ψ̂(r′), Ψ̂†(r)
]

= δ(r′ − r),
[

Ψ̂(r′), Ψ̂(r)
]

=
[

Ψ̂†(r′), Ψ̂†(r)
]

= 0,

пiсля нескладних перетворень матимемо:

i~
∂Ψ̂(r, t)

∂t
=

[

− ~2

2m
∆+ U(r) + λΨ̂†(r, t)Ψ̂(r, t)

]

Ψ̂(r, t). (V.7)

Якщо тепер припустити, що слабка взаємодiя лише незначно змi-
нює властивостi бозе-системи порiвняно з iдеальною, то за малих
температур (а квантовомеханiчний опис, як вiдомо, вiдповiдає T = 0)
в основному енерґетичному станi перебуватимуть майже всi частин-
ки (явище бозе-конденсацiї). Отже, польовий оператор буде опису-
вати фактично макроскопiчний об’єкт. Тому замiнимо в рiвняннi
(V.7) оператор Ψ̂(r, t) на звичайну функцiю ψ(r, t), яку називають
хвильовою функцiєю конденсату . Рiвняння, що отримаємо вна-
слiдок цього, — це нелiнiйне рiвняння Шрьодiнґера, або рiвняння
Ґросса–Пiтаєвського [4, Sec. 6.1]:

i~
∂ψ(r, t)

∂t
=

[

− ~2

2m
∆+ U(r) + λ |ψ(r, t)|2

]

ψ(r, t). (V.8)
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Стацiонарне рiвняння Ґросса–Пiтаєвського отримаємо, зобразив-
ши хвильову функцiю конденсату у виглядi:

ψ(r, t) = ϕ(r) e−iµt/~, (V.9)

де µ — хiмiчний потенцiал, а функцiя ϕ — дiйсна й нормована на
повну кiлькiсть частинок:

∫

ϕ2(r) dr = N. (V.10)

У результатi для неї отримаємо рiвняння

[

− ~2

2m
∆+ U(r) + λϕ2(r)

]

ϕ(r) = µϕ(r). (V.11)

За вiдсутностi взаємодiї мiж частинками (λ = 0) отримуємо звичайне
рiвняння Шрьодiнґера.

Переконаємося, що µ у виразi (V.9) справдi є хiмiчним потен-
цiалом. Для цього розглянемо енерґiю системи як функцiонал на
одночастинкових функцiях φ(r):

E[φ, φ∗] = 〈Ψ|Ĥ|Ψ〉, (V.12)

де гамiльтонiан Ĥ задано виразом (V.1) з мiжчастинковим потенцi-
алом Φ(ri, rj) = λδ(ri − rj), а хвильова функцiя

Ψ(r1, . . . , rN ) = φ(r1) . . . φ(rN ). (V.13)

Справдi, в iдеальному газi бозе-конденсат вiдповiдає тому, що всi
частинки перебувають у тому самому квантовомеханiчному станi.
Слабка мiжчастинкова взаємодiя дещо зiпсує таку ситуацiю, i для
визначення функцiї φ(r) ми застосуємо варiацiйний пiдхiд.

Мiнiмiзовуватимемо функцiонал E[φ, φ∗] з додатковою умовою
нормування функцiї φ(r):

∫

|φ(r)|2 dr = 1, (V.14)
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для чого знайдемо варiацiйну похiдну

δ

δφ∗

{

E[φ, φ∗]− µN

∫

|φ(r)|2 dr
}

= 0, (V.15)

де µ — множник Лаґранжа, а коефiцiєнт N виписано для зручностi,
зважаючи на структуру функцiонала E[φ, φ∗]:

E[φ, φ∗] = N

∫ [

− ~2

2m
φ∗(r)∆φ(r) + U(r)|φ(r)|2

]

dr+

+
N(N − 1)

2
λ

∫

|φ(r)|4 dr. (V.16)

Зважаючи на велике значення N , в останньому доданку знехтуємо
“−1”. Як наслiдок iз варiацiйної похiдної отримаємо рiвняння:

[

− ~2

2m
∆+ U(r) + λN |φ(r)|2

]

φ(r) = µφ(r), (V.17)

що збiгається зi стацiонарним рiвняння Ґросса–Пiтаєвського з точ-
нiстю до замiни ϕ(r) =

√
N φ(r), пов’язаної з нормуванням вiдповiд-

них функцiй. Нелiнiйний доданок λN |φ(r)|2, яким це рiвняння вiд-
рiзняється вiд звичайного рiвняння Шрьодiнґера для одночастинко-
вої хвильової функцiї φ(r), очевидно, має змiст певного ефективного
впливу решти (N − 1) частинок середовища на одну частинку, що й
описується функцiєю φ(r). Цей вплив можна проiнтерпретувати як
додатковий ефективний потенцiал, вiдштовхувальний при λ > 0 i
притягальний при λ < 0.

Помноживши рiвняння (V.17) злiва на φ∗ i проiнтеґрувавши за
об’ємом, отримаємо для µ вираз, що збiгається з означенням хiмi-
чного потенцiалу

µ =
∂E

∂N
=

∫ [

− ~2

2m
φ∗(r)∆φ(r) + U(r)|φ(r)|2 + λN |φ(r)|4

]

dr. (V.18)
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V.2. Двовимiрна задача розсiяння

Зважаючи на те, що експерименти з бозе-конденсатами часто прово-
дять у системах, якi можна вважати суттєво двовимiрними (у тому
сенсi, що, скажiмо, утримання вздовж одного з напрямкiв є значно
бiльшим, нiж за двома iншими), то розглянемо, як можна отримати
константу зв’язку мiжатомного потенцiалу λ для такого випадку.

Дiючи стандартним способом, запишемо для хвилi, розсiяної на
потенцiалi Φ(ρ), вираз:

ψ(ρ) = ψκ(ρ) +

∫

G(ρ,ρ′)
2M

~2
Φ(ρ′)ψ(ρ′) dρ′. (V.19)

Тут M — зведена маса, двовимiрний радiус-вектор позначено ρ, а
двовимiрний хвильовий вектор — κ. Плоска хвиля ψκ(ρ) = Aeiκρ,
де A — стала нормування. Функцiя G(ρ,ρ′) є функцiєю Ґрiна двови-
мiрного рiвняння Гельмгольца:

(∇2
2D + κ2)G(ρ,ρ′) = δ(ρ− ρ′), (V.20)

яка виражається через функцiї Ганкеля:

G(ρ,ρ′) = − i

4
H

(1)
0 (κ|ρ− ρ′|). (V.21)

У границi великих значень арґумента асимптотична поведiнка
функцiї Ганкеля має вигляд:

H
(1)
0 (x) ≈

√

2

πx
eix−iπ/4, |x| → ∞.

Проводячи вiдповiднi спрощення у границi великих значень радiус
вектора |ρ| ≫ |ρ′|:

|ρ− ρ′| ≃ ρ− (ρ′,∇ρ) = ρ−
(

ρ′,
ρ

ρ

)

,

1

|ρ− ρ′| ≃ 1

ρ
,

де ρ = |ρ|, для хвильової функцiї отримаємо:

ψ(ρ) = A

(

eiκρ +
eiκρ√
ρ
f

)

, (V.22)
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де f — амплiтуда розсiяння , яка дорiвнює:

f = − i

4

2M

~2
e−iπ/4

√

2

πκ

∫

Φ(ρ)eiκκκρ dρ = − i

4

2M

~2
e−iπ/4

√

2

πκ
νκ, (V.23)

тут ~κκκ — iмпульс передачi, κκκ = κ − κ
ρ

ρ
, а νκ — фур’є-зображення

потенцiалу мiжчастинкової взаємодiї Φ(ρ), яке для центральносиме-
тричного потенцiалу залежить лише вiд модуля κ = |κκκ|.

Скористаємося далi методом парцiальних хвиль. На великих вiд-
станях вiд центра розсiяння вплив потенцiалу мiжчастинкової взає-
модiї є нехтiвно малим i може спричиняти лише змiну фази розсiяної
хвилi ψs, яку шукатимемо як розв’язок вiдповiдного рiвняння Шрьо-
дiнґера для вiльної частинки:

ψs(ρ) = A

∞∑

n=0

(an sinnθ + bn cosnθ)H
(1)
n (κρ), (V.24)

де θ — кут мiж векторами ρ i κ. Налiтаючу плоску хвилю розкла-
демо за допомогою функцiй Бесселя (так званий розклад Якобi–
Анґера):

eiκρ = eiκρ cos θ = J0(κρ) + 2
∞∑

n=1

inJn(κρ) cosnθ. (V.25)

Коефiцiєнти an, bn у формулi (V.24) знайдемо з умови рiвностi
хвильової функцiї ψ(ρ) нулевi при ρ = a, де a можна вважати ра-
дiусом частинки, розглядаючи її як твердий диск (за аналогiєю з
твердою сферою у тривимiрному просторi):

ψ(a) = Aeiκa cos θ + ψs(a) = 0, (V.26)

тобто

J0(κa) + 2
∞∑

n=1

inJn(κa) cosnθ +

+

∞∑

n=0

(an sinnθ + bn cosnθ)H
(1)
n (κa) = 0.
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Звiдси вiдразу бачимо, що an = 0, а

b0 = − J0(κa)

H
(1)
0 (κa)

, bn = −2in
Jn(κa)

H
(1)
n (κa)

. (V.27)

Для подальших розрахункiв вiзьмемо до уваги лише головний
внесок, який дають s-хвилi (що вiдповiдає n = 0). Отже,

ψ(ρ) = Aeiκρ −A
J0(κa)

H
(1)
0 (κa)

H
(1)
0 (κρ). (V.28)

За умов сильнорозрiдженої системи хвильовий вектор κ ∼ 1/L ≪
≪ 1/a, де L — певний характерний масштаб, який, взагалi кажучи,
визначається зовнiшнiми умовами. Для малого значення κa можемо
записати [26, формула 9.1.8]:

J0(κa)

H
(1)
0 (κa)

≃ − iπ

2 lnκa
. (V.29)

Отже, хвильова функцiя набуде вигляду:

ψ(ρ) = A

{

eiκρ +
iπ

2 lnκa
H

(1)
0 (κρ)

}

. (V.30)

Розглянемо границю цього виразу при κρ≫ 1 i порiвняємо з резуль-
татом (V.22):

iπ

2 lnκa

√

2

πκ

eiκρ−iπ/4

√
ρ

= f
eiκρ√
ρ
. (V.31)

Звiдси, зважаючи на вираз (V.23) для амплiтуди розсiяння, матиме-
мо:

νκ =
4π~2

2M

1

ln[1/(κa)2]
. (V.32)

У випадку розсiяння частинок однакової маси m зведена маса
M = m/2. Зважаючи на те, що для потенцiалу мiжатомної взає-
модiї, змодельованого за допомогою дельта-функцiї Φ(ρ) = λδ(ρ),
фур’є-зображення буде просто νκ = λ, маємо для константи зв’язку:

λ =
4π~2

m

1

ln[1/(κa)2]
. (V.33)
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Величина κ, як уже було зазначено, визначається певним характер-
ним масштабом. Так, для однорiдної системи з густиною (концентра-
цiєю) ̺2D можна записати (κa)2 = ̺2Da

2, а в системi, що перебуває в
зовнiшньому осциляторному потенцiалi з частотою ω, характерним
масштабом буде aho =

√

~/mω, тодi κ = 1/aho.

V.3. Однорiдна тривимiрна система

Розглянемо однорiдний випадок, тобто поведiнку системи без зовнi-
шнього потенцiалу, U(r) ≡ 0. Зрозумiло, що в цьому випадку функ-
цiя ϕ(r) = const, i з умови нормування (V.10) ϕ(r) =

√

N/V , де V —
об’єм системи. Оператор кiнетичної енерґiї дасть нульовий внесок, i
в результатi для хiмiчного потенцiалу матимемо:

µ = λ|ϕ(r)|2 = λ
N

V
. (V.34)

При T = 0 хiмiчний потенцiал є просто похiдною вiд енерґiї за кiль-
кiстю частинок:

µ =
∂E

∂N
. (V.35)

Отже,

∂E

∂N
=

4π~2a

m

N

V
,

звiдки енерґiя основного стану на одну частинку буде

E

N
= 4π(na3)

~2

2ma2
=

~2

2mξ2
, (V.36)

де

ξ =
1√
4πna

(V.37)

— так звана довжина вiдновлення (англ. healing length), яка пока-
зує, на якiй вiдстанi конденсат перестає вiдчувати змiни граничних
умов. Легко зауважити, що ця величина має змiст довжини хвилi де
Бройля (не теплової, а звичайної квантовомеханiчної).
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Для того, щоб пояснити фiзичний змiст довжини вiдновлення,
можна розглянути таку задачу. Нехай в однорiдному конденсатi
в точцi z = 0 помiщено безмежну стiнку у площинi xy. Рiвняння
Ґросса–Пiтаєвського

− ~2

2m
∆ϕ(r) + λ|ϕ(r)|2ϕ(r) = µϕ(r) (V.38)

у пiдпросторi z > 0 має розв’язок, що залежить лише вiд змiнної z.
Його шукатимемо у виглядi

ϕ(r) =
√
n th kz, (V.39)

який задовольняє граничнi умови ϕ(z = 0) = 0 i ϕ(z = ∞) =
√
n.

Пiсля елементарних перетворень, враховуючи µ = λn, отримаємо:

k =

√

λmn

~2
=

√
4πna =

1

ξ
. (V.40)

Отже, й справдi на вiдстанях z & ξ хвильова функцiя конденсату
швидко прямує до значення

√
n, яке вiдповiдає однорiднiй системi,

тобто перестає вiдчувати наявнiсть стiнки.

Таким чином, для розрiдженої бозе-системи можна видiлити три
характернi масштаби: розмiр атома a, середня мiжатомна вiдстань
1/n1/3 i довжина вiдновлення ξ. Для них маємо таку iєрархiю [25]:

a ≪ 1/n1/3 ≪ ξ ∼ 1/
√
na.

Наступним кроком розглянемо низькотемпературний режим, яко-
му вiдповiдають малi збудження. Хвильову функцiю конденсату за-
пишемо у виглядi:

ψ(r, t) = e−iµt/~
[
ϕ(r) + u(r)e−iωt + v∗(r)eiωt

]
, (V.41)

де u(r), v(r) — малi величини.

Пiдставимо цей вираз у рiвняння (V.8). Зберiгаючи лише лiнiйнi
за малими величинами u(r), v(r) доданки i прирiвнявши множники
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бiля eiωt i e−iωt, отримаємо систему рiвнянь:

~ω u(r) =
[

Ĥ0 − µ+ 2λϕ2(r)
]

u(r) + λϕ2(r)v(r), (V.42)

−~ω v(r) =
[

Ĥ0 − µ+ 2λϕ2(r)
]

v(r) + λϕ2(r)u(r), (V.43)

де

Ĥ0 = − ~2

2m
∆+ U(r). (V.44)

В однорiдному випадку (U(r) = 0) функцiї u(r), v(r) є плоскими
хвилями:

u(r) = C1e
ikr, v(r) = C2e

ikr. (V.45)

Пiдставивши цi вирази в (V.42)–(V.43), отримаємо:

~ω C1 =

(

εk + λ
N

V

)

C1 + λ
N

V
C2, (V.46)

−~ω C2 =

(

εk + λ
N

V

)

C2 + λ
N

V
C1, (V.47)

де введено позначення для енерґiї вiльної частинки

εk =
~2k2

2m
(V.48)

i враховано, що в однорiдному випадку хiмiчний потенцiал µ =

= λN/V , див. (V.34), а функцiя ϕ(r) =
√

N/V .
Ця система рiвнянь для C1, C2 — однорiдна, для iснування роз-

в’язкiв прирiвняємо її визначник до нуля. У результатi для енерґiї
малих збуджень отримаємо

~ω = εk

√

1 +
2λ

εk

N

V
. (V.49)

Для малих iмпульсiв k → 0 одержимо фононний спектр

~ω = ~ck, (V.50)



V.4. Ґауссiвське наближення для осциляторної пастки 57

де швидкiсть звуку

c =

√

N

V

λ

m
. (V.51)

Зрозумiло, що необхiдною умовою iснування звукових коливань є
наявнiсть взаємодiї, тобто λ > 0.

V.4. Ґауссiвське наближення для осциляторної
пастки

Нехай система частинок перебуває в iзотропнiй тривимiрнiй осциля-
торнiй пастцi U(r) = mω2r2/2. Запишемо рiвняння Ґросса–Пiтаєвсь-
кого:

− ~2

2m
∆ϕ(r) +

mω2r2

2
ϕ(r) + λϕ2(r)ϕ(r) = µϕ(r). (V.52)

Якщо вимкнути взаємодiю, λ = 0, то розв’язком буде хвильова функ-
цiя основного стану гармонiчного осцилятора ϕ(r) = Ce−α2r2 . Пiд-
ставляючи її в рiвняння (V.52), отримаємо:

α2 =
mω

2~
, µ =

3

2
~ω, (V.53)

а з умови нормування
∫

ϕ2(r) dr = N матимемо сталу

C =

(
2

π

)3/4√
N α3/2. (V.54)

Для спрощення розрахункiв перепишемо рiвняння (V.52) у зне-
розмiренiй формi, вибираючи за одиницю енерґiї величину ~ω, а за
одиницю довжини — aho =

√

~/mω. Пам’ятаючи, що ϕ2 має розмiр-
нiсть, обернену до довжини в кубi, запишемо:

−1

2
∆ϕ+

r2

2
ϕ+ λ̃ϕ2ϕ = µϕ, (V.55)

де в нових одиницях

λ̃ =
λ

~ω
=

4π~2

m
a
1

~ω
=

4πa
√

~/mω
. (V.56)
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Хвильову функцiю конденсату ϕ знайдемо за допомогою варiацiй-
ного пiдходу. Припустимо, що вмикання слабкої взаємодiї лише не-
значно змiнить поведiнку системи, запишемо:

ϕ(r) = Ce−α2r2 , (V.57)

де тепер уже α — варiацiйний параметр. Його шукатимемо, мiнiмi-
зуючи функцiонал енерґiї

E =

∫ [

−1

2
ϕ∗∆ϕ+

r2

2
|ϕ|2

]

dr+
1

2
λ̃

∫

|ϕ(r)|4 dr =

(V.58)

=
3

2
Nα2 +

3

8

N

α2
+ ΛN2α3,

де

Λ =
λ̃

2π3/2
. (V.59)

Легко зауважити, що три доданки у виразi для E вiдповiдають (у
записаному порядку) за кiнетичну енерґiю частинок, потенцiальну
енерґiю частинок у зовнiшньому потенцiалi пастки, а також за енер-
ґiю мiжчастинкової взаємодiї.

Виявляється, що розв’язок цiєї варiацiйної задачi суттєво зале-
жить вiд характеру мiжчастинкової взаємодiї, яка може бути вiд-
штовхувальною (a > 0, а отже, й Λ > 0) чи притягальною (a < 0,
тобто й Λ < 0).

Вiдштовхувальна взаємодiя (a > 0). Параметр α знайдемо з
умови dE(α)/dα = 0:

dE(α)

dα
= 3Nα− 3

4

N

α3
+ 3ΛNα2 = 0

або

1

α
− 1

4α5
+ ΛN = 0. (V.60)

Записати загальний розв’язок цього рiвняння в аналiтичному ви-
глядi не вдається, проте нас цiкавитимуть якраз граничнi випадки.
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Зрозумiло, що в границi ΛN → 0 отримаємо параметр α2 = 1/2,
що, як легко переконатися, вiдповiдає iдеальному газовi. Натомiсть
у границi ΛN → ∞ маємо α ∼ N−1/5. Отже, густина ймовiрностi
|ϕ|2 ∼ N2/5, тобто збiльшення кiлькостi атомiв у пастцi спричиняє
просторове розширення конденсату. Зважимо, що в такiй границi кi-
нетичний доданок в енерґiї пропорцiйний до N3/5 i є нехтiвно малим
порiвняно з двома iншими доданками, якi пропорцiйнi до N7/5. Вiд-
повiдно, рiвновага в системi досягається внаслiдок компенсування
мiжчастинкового вiдштовхування зовнiшнiм потенцiалом.

Притягальна взаємодiя (a < 0). Перепишемо енерґiю у ви-
глядi:

E(α) =
3

2
Nα2 +

3

8

N

α2
− |Λ|N2α3. (V.61)

Ця функцiя завдяки останньому доданку має ґлобальний мiнiмум
при α→ ∞, що вiдповiдає колапсуванню конденсату в точку. Якщо
ж кiлькiсть частинок у системi не є дуже великою, то притягаль-
ну частину можна скомпенсувати кiнетичною енерґiєю частинок. Це
вiдповiдатиме певному локальному мiнiмумовi функцiї E(α). Знайти
таку критичну кiлькiсть частинок Nc можна з умови, що локальний
мiнiмум перестає iснувати, переходячи натомiсть у точку перегину
функцiї E(α) (див. рис. V.1), у якiй нулевi рiвнi перша та друга по-
хiднi:

dE(α)

dα
= 0;

d2E(α)

dα2
= 0.

Матимемо:

3Ncα− 3

4

Nc

α3
− 3|Λ|Ncα

2 = 0,

(V.62)

3Nc +
9

4

Nc

α4
− 6|Λ|Ncα = 0.

Отриману систему рiвнянь легко розв’язати вiдносно α i Nc. У ре-
зультатi нескладних перетворень отримаємо:

Nc =

(
4

5

)5/4 1

|Λ| = −2
√
2π

55/4

√

~/mω

a
≃ −0.67

aho
a
. (V.63)
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Ця оцiнка добре корелює з результатами чисельного iнтеґрування
рiвняння Ґросса–Пiтаєвського, якi дають Nc ≃ −0.57aho/a, що також
пiдтверджується експериментально [28, 29].

 0

 4

 8

 0  1  2  3

E
!/

!N

α

Рис. V.1. Залежнiсть енерґiї E вiд варiацiйного параметра α для
рiзних значень iнтенсивностi взаємодiї Λ. Суцiльнi лiнiї — Λ > 0,
тонка штрихова лiнiя — Λ = 0, пунктирнi лiнiї — Λ < 0

При значеннях кiлькостi частинок N > Nc вiдбувається колапс
конденсату. Тобто у системах з притягальною взаємодiєю явище бозе-
конденсацiї можна спостерiгати лише для кiлькостi частинок
N < Nc.

V.5. Наближення Томаса–Фермi

Як ми щойно побачили, за умов вiдштовхувальної взаємодiї i великої
кiлькостi частинок у конденсатi доданком iз кiнетичною енерґiєю в
рiвняннi Ґросса–Пiтаєвського можна знехтувати. Вiдповiдно, в осци-
ляторнiй пастцi будемо мати з (V.52):

mω2r2

2
ϕ(r) + λϕ2(r)ϕ(r) = µϕ(r), (V.64)
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звiдки вiдразу знаходимо хвильову функцiю конденсату:

ϕ(r) =
1√
λ

√

µ− mω2r2

2
(V.65)

для r ≤
√

2µ/mω2 i ϕ(r) = 0 для бiльших значень r.

Хiмiчний потенцiал µ знайдемо з умови нормування
∫

|ϕ(r)|2 dr =

= N :

4π

λ

√
2µ/mω2
∫

0

(

µ− mω2r2

2

)

r2 dr = N.

Як наслiдок матимемо:

µ =
~ω

2

(

15N
a

aho

)2/5

. (V.66)

З означення µ = ∂E/∂N можна знайти енерґiю:

E =

∫

µdN =
5

7
Nµ.

Отже, хiмiчний потенцiал вiдрiзняється вiд середньої енерґiї на одну
частинку:

E

N
=

5

7
µ. (V.67)

Використане наближення означає, що енерґiя, пов’язана з дода-
ванням у систему однiєї частинки (тобто хiмiчний потенцiал) є ста-
лою величиною

µ =
mω2r2

2
+ λϕ2(r) = const, (V.68)

тобто не залежить вiд того, в якiй точцi r перебуває частинка. Такий
пiдхiд нагадує наближення Томаса–Фермi в теорiї атома, тому його
також називають наближенням Томаса–Фермi .

На рис. V.2 наведено якiсне порiвняння залежностей хвильової
функцiї вiд вiдстанi для ґауссiвського наближення i наближення
Томаса–Фермi.



62 V. Рiвняння Ґросса–Пiтаєвського

 0
 0

ϕ
(r

!
)

r

Рис. V.2. Залежнiсть хвильової функцiї конденсату вiд вiдстанi
(якiсно): суцiльна лiнiя — ґауссiвське наближення, пунктирна лiнiя
— наближення Томаса–Фермi

V.6. Гiдродинамiчний опис. Вихори в конденсатi

Хвильову функцiю конденсату можна зобразити у виглядi:

ψ(r, t) = |ψ(r, t)| eiΦ(r,t). (V.69)

Розглянемо потiк густини

j(r, t) =
~

2mi
(ψ∗

∇ψ − ψ∇ψ∗) = ρ(r, t)v(r, t), (V.70)

де густина

ρ(r, t) = |ψ(r, t)|2, (V.71)

а поле швидкостi

v(r, t) =
~

m
∇Φ(r, t). (V.72)
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Пiдставляючи вираз (V.69) у рiвняння Ґросса–Пiтаєвського (V.8),
отримаємо, розглядаючи окремо дiйсну й уявну частини:

∂ρ

∂t
= − ~

m
(∇, ρ∇Φ),

(V.73)

−~
∂Φ

∂t
= − ~2

2m

1√
ρ
∇2√ρ+ ~2

2m
(∇Φ,∇Φ) + U(r) + λρ2.

З урахуванням уведених понять густини ρ(r, t) i швидкостi v(r, t)

перше рiвняння набуває форми рiвняння неперервностi:

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0, (V.74)

а з другого, беручи ґрадiєнт, отримаємо:

m
∂v

∂t
+ grad

{
1

2
mv2 + U(r) + λρ2 − ~2

2m

1√
ρ
∇2√ρ

}

= 0. (V.75)

Якщо вiдкинути останнiй доданок, який називають квантовим
тиском , то отриманий вираз — це звичайне гiдродинамiчне рiв-
няння для руху нев’язкої рiдини. Iнакше кажучи, бозе-конденсат за
вiдсутностi синґулярностей густини поводиться як iдеальна рiдина.

Легко переконатися, що поле швидкостi є потенцiальним. Справ-
дi, знайдемо циркуляцiю за замкненим контуром L:

Γ =

∮

L
(v, dℓ) =

~

m

∮

L
(∇Φ, dℓ) =

~

m

∫

S

(rot∇Φ, dS) = 0. (V.76)

Якщо ж на поверхнi S виникне особливiсть, то iнтеґрал уже не буде
рiвним нулевi. З умови однозначностi хвильової функцiї матимемо
для фази:

∮

L
(∇Φ, dℓ) = 2πk, k = 0,±1,±2, . . . , (V.77)

або для циркуляцiї:

Γ =

∮

L
(v, dℓ) =

~

m

∮

L
(∇Φ, dℓ) =

~

m
2πk. (V.78)
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Такi особливостi, що порушують потенцiальний характер поля швид-
костi, називають вихорами . Експериментально їх спостерiгають,
наприклад, у конденсатах, що обертаються. На практицi значення
k = ±1; вихори з вищими значеннями нестабiльнi i швидко розпада-
ються.

Запишемо стацiонарне рiвняння Ґросса–Пiтаєвського з урахуван-
ням обертання з частотою Ω навколо осi z:

[

− ~2

2m
∆− (Ω, L̂) + U(r) + λ |ϕ|2(r)

]

ϕ(r) = µϕ(r), (V.79)

де L̂ — момент iмпульсу. Зi збiльшенням частоти внесок вiд енер-
ґiї обертання −ΩL̂z спричинить урештi-решт те, що сумарна енерґiя
стане меншою за енерґiю основного стану в лабораторнiй системi вiд-
лiку. Внаслiдок цього видiлиться вихор, а поступовим збiльшенням
частоти можна досягти й утворення так званої ґратки вихорiв
(vortex lattice), див. рис. V.3.

Рис. V.3. Ґратка вихорiв (за працею [27])

Дослiдження вихорiв у конденсатах, а також iнших нелiнiйних
явищ, наприклад, турбулентностi, нинi викликають жваве зацiкав-
лення як експериментаторiв, так i теоретикiв рiзних дослiдницьких
груп у всьому свiтi.



VI. Метод наближеного вторинного

квантування Боголюбова

VI.1. Однорiдна система

Запишемо гамiльтонiан взаємодiючої бозе-системи у зображеннi чи-
сел заповнення (так зване вторинне квантування). Для цього
розкладемо польовi оператори породження-знищення Ψ̂†(r), Ψ̂(r) за
одночастинковими хвильовими функцiями:

Ψ̂(r) =
∑

k

φk(r)âk, Ψ̂†(r) =
∑

k

φ∗k(r)â
†
k, (VI.1)

де φk(r) — плоскi хвилi для частинки в об’ємi V :

φk(r) =
1√
V
eikr, (VI.2)

а â†k, âk — оператори, вiдповiдно, породження i знищення частинки
з iмпульсом ~k, якi задовольняють бозоннi комутацiйнi спiввiдноше-
ння:

[

âk, â
†
k′

]

= δk,k′ ,
[

âk, âk′

]

=
[

â†k, â
†
k′

]

= 0. (VI.3)

Проробимо вiдповiднi перетворення з гамiльтонiаном:

Ĥ =
N∑

i=1

(

− ~2

2m
∆i

)

+
∑

1≤i<j≤N

Φ(ri − rj) =

=

∫

dr Ψ̂†(r)

(

− ~2

2m
∆

)

Ψ̂(r) +

+
1

2

∫

dr′
∫

dr Ψ̂†(r)Ψ̂†(r′)Φ(r′ − r)Ψ̂(r′)Ψ̂(r) =
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=
∑

k

εkâ
†
kâk +

+
∑

k,k′,
q,q′

â†kâ
†
k′ âqâq′

1

2V 2

∫

dr

∫

dr′ Φ(r− r′)e−ikr−ik′r′+iqr+iq′r′ .

Тут εk — енерґетичний спектр вiльної частинки, εk = ~2k2/2m.
В останньому iнтеґралi зробимо замiну змiнних r, r′ → r,R = r− r′.
Унаслiдок цього вiн набуде вигляду:

1

2V 2

∫

dr

∫

dr′ Φ(r− r′)e−ikr−ik′r′+iqr+iq′r′ =

=
1

V

∫

dr eir(q+q′−k−k′)

︸ ︷︷ ︸

=δq−k,k′−q′

1

2V

∫

dR Φ(R)eiR(k′−q′) =

= δq−k,k′−q′
1

2V
ν|q−k|,

де νq — фур’є-зображення потенцiалу мiжатомної взаємодiї:

νq =

∫

dR Φ(R)eiRq, (VI.4)

яке у випадку сферично-симетричного потенцiалу Φ(R) = Φ(|R|)
залежить лише вiд модуля хвильового вектора.

Остаточно в зображеннi чисел заповнення отримаємо:

Ĥ =
∑

k

εkâ
†
kâk +

1

2V

∑

k,k′,
q,q′

δq−k,k′−q′ ν|q−k|â
†
kâ

†
k′ âqâq′ . (VI.5)

Варто звернути увагу на закон збереження iмпульсу, який у такому
записi вiдповiдає тому, що в кожному доданку сумарний iмпульс в
операторах породження дорiвнює сумарному iмпульсу в операторах
знищення.

Розглядатимемо термодинамiчну границю:

N → ∞, V → ∞,
N

V
= ρ = const. (VI.6)
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Оператор кiлькостi частинок у станi з iмпульсом ~k дорiвнює
N̂k = â†kâk. Як ми бачили ранiше, у випадку iдеального газу в низь-
котемпературнiй границi T → 0 в основному станi (з k = 0) перебува-
ють майже всi частинки. Оскiльки мiжчастинкова взаємодiя слабка,
то можна припустити, що подiбне будемо спостерiгати й у цьому ра-
зi. Тому з усiх можливих станiв видiляється основний, де кiлькiсть
частинок N̂0 = â†0â0. Зваживши на комутацiйнi спiввiдношення, мо-
жемо записати також, що N̂0 + 1 = â0â

†
0. Для макроскопiчних зна-

чень заповнення основного рiвня N0+1 ≃ N0, тому можна вважати,
що оператори â†0 i â0 наближено комутують, а отже, поводяться як
звичайнi числа (c-числа):

â†0 →
√

N0, â0 →
√

N0. (VI.7)

Також зазначимо, що величина

1

N

∑

k 6=0

Nk =
1

N
(N −N0)

у нашому випадку є малою, тому в гамiльтонiанi знехтуємо додан-
ками, якi мiстять добутки трьох i чотирьох операторiв â†k, âk при
k 6= 0.

З урахуванням викладених мiркувань послiдовно видiлимо в дру-
гому доданку гамiльтонiана (VI.5) доданки з двома нульовими зна-
ченнями хвильових векторiв:

k = k′ = 0, k = q = 0, k = q′ = 0,

k′ = q = 0, k′ = q′ = 0, q = q′ = 0,

а також iз чотирма нульовими iндексами: k = k′ = q = q′ = 0. Iз
закону збереження iмпульсу вiдразу бачимо, що неможливими є три
нульовi значення хвильового вектора.

Виконавши цi перетворення i зваживши на комутацiйнi спiввiд-
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ношення для операторiв â, перепишемо гамiльтонiан у виглядi:

Ĥ =
∑

k

εkâ
†
kâk + ν0




1

2V
(â†0â0)

2 +
1

V
â†0â0

∑

k 6=0

â†kâk



+

(VI.8)

+
1

2V

∑

k 6=0

νk

(

â†0â
†
0 âkâ−k + â0â0 â

†
kâ

†
−k + 2â†0â0 â

†
kâk

)

.

Далi замiнимо добутки â†0â0, â
†
0â

†
0 та â0â0 на N0. Оскiльки

∑

k 6=0

â†kâk =
∑

k 6=0

Nk = N −N0,

то в межах прийнятих наближень маємо:

N2
0

2V
+
N0

V

∑

k 6=0

â†kâk =
N2

0 + 2N0(N −N0)

2V
=
N2

2V
.

Пiсля цих перетворень гамiльтонiан набуде вигляду:

Ĥ =
N2

2V
ν0 +

∑

k

(

εk +
N0

V
νk

)

â†kâk +

+
N0

2V

∑

k 6=0

νk

(

â†kâ
†
−k + âkâ−k

)

. (VI.9)

Цю квадратичну форму можна дiагоналiзувати, увiвши новi опера-
тори b̂ через такi лiнiйнi комбiнацiї:

âk = uk b̂k + vk b̂
†
−k,

(VI.10)

â†k = uk b̂
†
k + vk b̂−k,

де коефiцiєнти uk, vk — дiйснi функцiї, а оператори b̂k, b̂†k задоволь-
няють комутацiйнi спiввiдношення Бозе:

[

b̂k, b̂
†
k′

]

= δk,k′ ,
[

b̂k, b̂k′

]

=
[

b̂†k, b̂
†
k′

]

= 0. (VI.11)
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З комутатора [âk, â
†
k] = 1 пiсля нескладних перетворень отрима-

ємо:

[âk, â
†
k] = u2k [b̂k, b̂

†
k]− v2k [b̂−k, b̂

†
−k] = u2k − v2k = 1. (VI.12)

Пiдставивши означення (VI.10) в гамiльтонiан (VI.9) i вимагаючи,
щоб недiагональнi доданки ∼ b̂kb̂−k та ∼ b̂†kb̂

†
−k зникли, отримаємо

ще одну умову:

N0

2V
νk
(
u2k + v2k

)
+

(

εk +
N

V
νk

)

ukvk = 0. (VI.13)

При цьому гамiльтонiан набуде вигляду:

Ĥ = const +
∑

k

Ek b̂kb̂k, (VI.14)

де const позначає неоператорний доданок, а Ek — спектр елемен-
тарних збуджень, якi вiдповiдають квазiчастинкам iз операторами
породження i знищення b̂†k, b̂k, що формують iдеальний бозе-газ.
Розв’язуючи систему рiвнянь (VI.12)–(VI.13), отримаємо для цього
спектра:

Ek = εk

√

1 +
N0

2V

νk
εk
. (VI.15)

Легко переконатися, що за малих iмпульсiв, k → 0, знайдений
енерґетичний спектр поводиться лiнiйно, тобто вiдповiдає фононним
(звуковим) збудженням:

Ek

∣
∣
∣
∣
k→0

= ~k

√

N0

V
mν0, (VI.16)

де c =
√

mν0N0/V — швидкiсть звуку. Тобто навiть слабка взаємо-
дiя змiнює характер спектра елементарних збуджень у бозе-системi,
а отже, й температурну поведiнку термодинамiчних функцiй, при-
наймнi за малих температур.
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VI.2. Система в зовнiшнiй гармонiчнiй пастцi

У цьому роздiлi узагальнимо метод наближеного вторинного кван-
тування Боголюбова на випадок слабковзаємодiючого D-вимiрного
бозе-газу в гармонiчному зовнiшньому потенцiалi. Унаслiдок дiаго-
налiзацiї гамiльтонiана отримаємо систему матричних рiвнянь, що
дасть змогу врештi обчислити конденсатну фракцiю та енерґiю.

Розглядатимемо D-вимiрну систему N слабковзаємодiючих бозо-
нiв масою m кожен, якi перебувають у гармонiчному зовнiшньому
потенцiалi (пастцi)

V (x1, . . . , xD) =
m

2

(
ω2
1x

2
1 + . . .+ ω2

Dx
2
D

)
. (VI.17)

Потенцiал мiжатомної взаємодiї має вигляд U(x1, . . . , xD) = gδ(x),
де вектор x = (x1, . . . , xD), а g — параметр взаємодiї.

Гамiльтонiан задачi має вигляд

Ĥ =
N∑

j=1

[

p̂2
j

2m
+ V (xj)

]

+
∑

1≤j<l≤N

U(xj − xl) = Ĥ0 + Û . (VI.18)

У цьому виразi p̂j — оператор iмпульсу j-ї частинки, xj — її коор-
дината.

Вторинне квантування можна побудувати з використанням влас-
них функцiй |n〉 = |n1, . . . , nD〉 оператора Ĥ0, що вiдповiдає зви-
чайному D-вимiрному гармонiчному осциляторовi. Для спрощення
вимагатимемо, щоб вiдношення частот ω1, . . . , ωD не було рацiональ-
ним числом — цим уникнемо випадкового виродження енерґетичних
рiвнiв.

Нехай â†n, ân — оператори породження–знищення стану |n〉. Вiд-
повiднi енерґетичнi рiвнi εn = ~ (ω1n1 + . . .+ ωDnD) . У такому зо-
браженнi гамiльтонiан (VI.18) дорiвнює

Ĥ =
∑

n

εnâ
†
nân +

1

2

∑

m,m′,n,n′

〈mn|U |m′n′〉â†mâ†nâm′ ân′ . (VI.19)

Оператори задовольняють стандартнi бозоннi комутацiйнi спiввiдно-
шення:

[

ân′ , â†n

]

= δnn′ . (VI.20)
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Застосуємо тепер наближене вторинне квантування. Нехай N0 —
кiлькiсть частинок на найнижчому енерґетичному рiвнi ε0. Оскiльки
взаємодiя слабка, то поведiнка бозонiв не буде суттєво вiдрiзнятися
вiд iдеальної системи. Тобто за низьких температур можна очiку-
вати конденсацiї Бозе–Айнштайна, а отже, N0 — макроскопiчна ве-
личина. Враховуючи, що вона є власним значенням оператора â†0â0,
можемо вважати â†0 i â0 c-числами: â†0â0 = N0, â0â

†
0 = N0 + 1 ≃ N0,

â†0 ≃
√
N0, â0 ≃

√
N0. З метою отримання загальнiших фiзичних

результатiв ми не покладатимемо N0 = N . Зауважмо ще, що при
D < 3 бозе-конденсацiя можлива лише в пастках [23].

Далi знехтуємо доданками, що мають бiльше нiж два оператори з
ненульовим iндексом. Оскiльки власнi функцiї |n〉 дiйснi, то матрич-
нi елементи в другому доданковi (VI.19) при рiзних комбiнацiях опе-
раторiв збiгаються: 〈m0|U |n0〉 = 〈mn|U |00〉 = 〈00|U |mn〉 ≡ g cmn,
де

cmn =
( mω

2π2~

)D/2
D∏

j=1

(−1)(3mj+nj)/2

√
mj !nj !

Γ

(
mj + nj + 1

2

)

, (VI.21)

якщо mj + nj парне для всiх j, i cmn = 0 в iншому випадку. Тут
використано позначення ω = (ω1. . . ωD)

1/D.
Матричнi елементи з трьома нулями дорiвнюють

〈n0|U |00〉 ≡ g dn = g
( mω

2π2~

)D/2
D∏

j=1

(−1)nj/2

√
nj !

Γ

(
nj + 1

2

)

, (VI.22)

якщо nj парне для всiх j, i dn = 0 в iншому випадку.
Гамiльтонiан (VI.19) набуває вигляду:

Ĥ = const +
∑

n

εnâ
†
nân + gN

3/2
0

∑

n

dn

(

â†n + ân

)

+ g
N0

2

∑

m,n

cmn

(

4â†mân + â†mâ
†
n + âmân

)

, (VI.23)

де ‘const’ позначає доданки неоператорного типу, якi ми далi вiд-
кинемо. Для скорочення запису умову n 6= 0,m 6= 0 не виписано
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явно. Зауважмо появу лiнiйних доданкiв ∼ â†, ∼ â, яких не було у
боголюбiвському пiдходi [30] через закон збереження iмпульсу.

Нехай iндекси m,n нумерують усi стани, якi позначали векторнi
iндекси m,n. Для отримання енерґетичного спектра гамiльтонiана
(VI.23) застосуємо процедуру дiагоналiзацiї. Для цього зобразимо
гамiльтонiан (VI.23) у такiй матричнiй формi:

Ĥ = â†E â+ 2λ
√

N0

(

â†d+ âTd
)

+

(VI.24)

+ λ
(

4â†Câ+ â†Câ†T + âTCâ
)

,

де â та d — вектори безмежної розмiрностi:

âT = (â1, â2 . . .) , â† =
(

â†1, â
†
2, . . .

)

, dT = (d1, d2, . . .) ,

дiагональна матриця

E =






ε1 0 0 . . .

0 ε2 0 . . .
...

. . .




 ,

а елементами матрицi C є коефiцiєнти cmn. Також для скорочення
запису введено позначення g N0/2 = λ.

Щоб отримати гамiльтонiан у дiагональному виглядi

Ĥ =
∑

n

ǫnα̂
†
nα̂n = α̂†

E α̂, (VI.25)

де E — дiагональна матриця з елементами ǫn, можна застосувати
узагальнення вiдомих u–v перетворень Боголюбова у такiй формi:

â = Xα̂+ Y α̂†T + z, â† = α̂†X + α̂TY + zT . (VI.26)

Тут X та Y — квадратнi матрицi безмежної розмiрностi, вимагати-
мемо, щоби вони були ермiтовими (симетричними й дiйсними, а z

— вектор з дiйсними компонентами. З комутацiйних спiввiдношень
(VI.20) випливає, що X та Y задовольняють таку умову:

X2 − Y 2 = I, (VI.27)

де I — одинична матриця.
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Легко показати, що лiнiйнi доданки (вирази в перших дужках)
у рiвняннi (VI.24) спричиняють лише зсув енерґетичних рiвнiв, не
змiнюючи вiдстанi мiж ними. Тому далi братимемо до уваги лише
квадратичнi за â й α̂ доданки в гамiльтонiанi.

Щоб занулити лiнiйнi за α̂ члени в Ĥ, вектор z мусить дорiвню-
вати

z = −2λ
√

N0 (E + 6λC)−1d. (VI.28)

Вимагаючи вiдсутностi в гамiльтонiанi членiв типу α̂†
mα̂

†
n i α̂mα̂n,

отримаємо такi матричнi рiвняння:

XEY + 4λXCY + λXCX + λY CY = 0, (VI.29)

Y EX + 4λY CX + λXCX + λY CY = 0. (VI.30)

Матриця E дорiвнює

E = XEX + Y EY + 4λ(XCX + Y CY ) + 2λ(XCY + Y CX), (VI.31)

а її власнi значення визначають шуканий енерґетичний спектр.
Якщо у системi вимкнути мiжатомну взаємодiю (g = 0), то роз-

в’язки матимуть вигляд X = I, Y = 0. Тому розкладемо матрицi X
та Y у ряд за параметром λ:

X = I + 2λ2χ2 + . . . , Y = λυ + λ2υ1 + . . . . (VI.32)

Матрицi χ, υ, υ1 можна знайти з рiвнянь (VI.27)–(VI.30):

υ = 2χ; χ = −E−1C/2; υ1 = 4 E−1CE−1C. (VI.33)

З точнiстю до λ2 отримаємо для матрицi E:

E = E + 4λC +
λ2

2

{(
E−1C

)2 E − 3CE−1C − 2E−1C2
}

, (VI.34)

а енерґетичнi рiвнi ǫn = εn + 4λcnn +O(λ2).
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Систему рiвнянь (VI.27)–(VI.30) у загальному випадку розв’язу-
вати складно, оскiльки вони є нелiнiйними щодо безмежних матриць.
Їх можна трактувати як систему матричних рiвнянь Рiккатi:

XAY +XBX + Y BY = 0, (VI.35)

Y AX +XBX + Y BY = 0, (VI.36)

X2 − Y 2 − I = 0, (VI.37)

де A = E+4λC, B = λC. Чисельне (непертурбативне) розв’язування
такої задачi потребує спецiальних пiдходiв [31, 32].

За бозе-конденсацiї хiмiчний потенцiал µ системи наближається
до нуля, а повне число частинок визначається виразом:

N = N0 +
∑

n>0

1

eǫn/T − 1
, (VI.38)

де N0 — заповнення найнижчого енерґетичного рiвня. Тому, знаючи
N та енерґетичний спектр ǫn = ǫn(λ) = ǫn(gN0) з власних значень
(VI.34), можна розрахувати N0 як функцiю температури T . Тобто
приходимо до самоузгодженої задачi, розв’язки якої дають змогу об-
числити енерґiю

E = E0 +
∑

n>0

ǫn

eǫn/T − 1
(VI.39)

та iншi термодинамiчнi функцiї.
Оскiльки cnn > 0, то взаємодiя зсуває енерґетичнi рiвнi вгору, що

ефективно вiдповiдає легшим частинкам. Отже, температура бозе-
конденсацiї зростає. Проте варто зазначити, що запропонований пiд-
хiд не є коректним для вищих температур — у цьому випадку по-
трiбно враховувати бiльше доданкiв у гамiльтонiанi (VI.23).
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VII.1. Колективнi змiннi

Гамiльтонiан системи N бозонiв масою m з координатами rj з ура-
хуванням багаточастинкових взаємодiй має вигляд:

Ĥ =

N∑

j=1

p2
j

2m
+

∑

1≤j<l≤N

Φ(|rj − rl|) +

+
∑

1≤j<l<m≤N

Φ3(rj , rl, rm) + . . . , (VII.1)

де Φ(r) i Φ3(rj , rl, rm) — парний i тричастинковий потенцiали, вiд-
повiдно, а крапки вiдповiдають доданкам з чотиричастинковими й
вищими взаємодiями в потенцiальної енерґiї.

Перейдемо до зображення колективних змiнних

ρk =
1√
N

N∑

j=1

e−ikrj , (VII.2)

а також введемо вiдповiднi оператори похiдної:

∂k =
∂

∂ρ−k

. (VII.3)

За їх допомогою знайдемо вираз для оператора ∇j :

∇j =
∑

k 6=0

∂ρk
∂rj

∂

∂ρk
= −i 1√

N

∑

k 6=0

k e−ikrj
∂

∂ρk
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та його квадрата:

∇
2
j = −i 1√

N

∑

k 6=0

k∇je
−ikrj

∂

∂ρk
=

= − 1√
N

∑

k 6=0

k2 e−ikrj
∂

∂ρk
− i

1√
N

∑

k 6=0

k e−ikrj∇j
∂

∂ρk
=

= − 1√
N

∑

k 6=0

k2 e−ikrj
∂

∂ρk
−

− 1√
N

∑

k 6=0

k e−ikrj
1√
N

∑

k′ 6=0

k′ e−ik′rj
∂

∂ρk′

∂

∂ρk
=

= − 1√
N

∑

k 6=0

k2 e−ikrj
∂

∂ρk
+

1

N

∑

k 6=0

k2
∂

∂ρ−k

∂

∂ρk
−

− 1

N

∑

k 6=0

∑

k′ 6=0

k+k′ 6=0

(k′k) e−i(k′+k)rj
∂

∂ρk′

∂

∂ρk
.

Таким чином, оператор кiнетичної енерґiї дорiвнює:

K̂ = − ~2

2m

N∑

j=1

∇
2
j =

∑

k

εk (ρk∂−k − ∂k∂−k) +

+
1√
N

∑

k 6=0

∑

k′ 6=0

k+k′ 6=0

~2

2m
(k′k) ρk′+k∂−k′∂−k, (VII.4)

де εk — енерґiя вiльної частинки: εk = ~2k2/2m.
Розглянемо потенцiальну енерґiю. Нехай фур’є-зображення по-

тенцiалу двочастинкової взаємодiї дорiвнює νk:

Φ(r) =
1

V

∑

k

νk e
ikr, (VII.5)

а тричастинкову взаємодiю перепишемо через подвiйне перетворення
Фур’є:

Φ3(r1, r2, r3) =
1

V 2

∑

k,k′

ν3(k,k
′,−k− k′) eik(r1−r3)+ik′(r2−r3). (VII.6)
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Потенцiальна енерґiя парних взаємодiй дорiвнює:

∑

1≤j<l≤N

Φ(|rj − rl|) =
1

2

N∑

j=1

N∑

l=1

Φ(rj − rl)−
1

2

N∑

j=1

Φ(0) =

=
N

2V

∑

k 6=0

1√
N

N∑

j=1

1√
N

N∑

l=1

νk e
ikrj−ikrl − 1

2V

∑

k 6=0

N∑

j=1

νk +

+
1

2V

N∑

j=1

N∑

l=1

ν0 −
1

2V

N∑

j=1

ν0 =

=
N

2V

∑

k 6=0

νk (ρkρ−k − 1) +
N(N − 1)

2V
ν0.

Загалом, у першiй сумi одиницю можна не об’єднувати зi змiнними
ρk, проте така форма запису виявляється зручнiшою для чисельних
розрахункiв.

Аналогiчно отримаємо потенцiальну енерґiю тричастинкових вза-
ємодiй:

∑

1≤j<l<m≤N

Φ3(rj , rl, rm) =
1

6

N∑

j=1

N∑

l=1

N∑

m=1

Φ(rj , rl, rm)−

− 1

2

N∑

j=1

N∑

m=1

Φ(rj , rj , rm) +
1

3

N∑

j=1

Φ(rj , rj , rj) = . . . =

=
N2

6V 2

1√
N

∑

k 6=0

∑

k′ 6=0

k+k′ 6=0

ν3(k,k
′,−k− k′)ρkρk′ρk+k′ +

+
N(N − 1)

2V 2

∑

k 6=0

ν3(k,−k, 0) (ρkρ−k − 1) +

+
N(N − 1)(N − 2)

6V 2
ν3(0, 0, 0).

H Завдання VII.1. Отримайте наведений вираз для тричастинко-
вого потенцiалу через фур’є-зображення ν3(k,k

′,−k − k′), дiючи за
аналогiєю з перетвореннями для потенцiалу парних взаємодiй.

N
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Збираючи разом отриманi вирази для операторiв кiнетичної i по-
тенцiальної енерґiй, остаточно запишемо гамiльтонiан у виглядi

Ĥ = const +

+
∑

k 6=0

{

εk (ρk∂−k − ∂k∂−k) +
N

2V
ν̃k (ρkρ−k − 1)

}

+

+
1√
N

∑

k 6=0

∑

q 6=0

k+q 6=0

{
~2

2m
kq ρk+q∂−k∂−q +

+
N2

6V 2
ν3(k+ q,−k,−q)ρk+qρ−kρ−q +

+
N3

8V 3
ν4(k,−k,q,−q)ρkρ−kρqρ−q

}

. (VII.7)

Величина ν4 — це фур’є-зображення чотиричастинкового потенцiа-
лу, внесок вiд якого вичерпує багаточастинковi взаємодiї в записано-
му наближеннi двох сум за хвильовим вектором, тобто наступному
пiсля хаотичних фаз. Через ‘const’ позначено неоператорнi додан-
ки, якi надалi в гамiльтонiанi враховувати не будемо. Позначення ν̃k
вiдповiдає ефективному парному потенцiаловi:

ν̃k = νk +
N − 1

V
ν3(k,−k, 0). (VII.8)

Зрозумiло, що в термодинамiчнiй границi можна знехтувати вира-
зами 1/V порiвняно з густиною N/V , що дасть змогу переписати
гамiльтонiан трохи компактнiше.

Далi ми розглянемо метод розрахунку, за допомогою якого мож-
на встановити вiдповiднiсть мiжатомних потенцiалiв i певних вели-
чин, якi порiвняно просто визначити на експериментi.

VII.2. Хвильова функцiя основного стану

Оскiльки хвильова функцiя системи бозонiв симетрична за коорди-
натами частинок r1, . . . , rN , то її можна також переписати через ко-
лективнi змiннi ρk. Використаємо такий вираз для хвильової функцiї
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основного стану [35]:

Ψ(r1, . . . , rN ) = C exp







∑

n≥2

N1−n/2

n!

∑

k1 6=0

. . . (VII.9)

. . .
∑

kn 6=0

δ(k1 + · · ·+ kn)an(k1, . . . ,kn)ρk1 . . . ρkn






,

де запис у виглядi експоненти враховує, що в основному станi функ-
цiя не має вузлiв. З рiвняння Шрьодiнґера ĤΨ = E0Ψ, збираючи
коефiцiєнти при однакових “степенях” ρk, отримаємо рiвняння для
коефiцiєнтних функцiй an.

Розглянемо найпростiше наближення, зберiгаючи в гамiльтонiанi
лише доданки з однiєю сумою за хвильовим вектором:

Ĥ =
∑

k 6=0

{

εk (ρk∂−k − ∂k∂−k) +
N

2V
ν̃k (ρkρ−k − 1)

}

, (VII.10)

як i в експонентi хвильової функцiї — залишаючи лише доданок iз
a2:

Ψ = C exp







∑

q 6=0

a2(q)ρqρ−q






. (VII.11)

З коефiцiєнта при ρkρ−k матимемо рiвняння:

N

2V
ν̃k + εk a2(k)− εk a

2
2(k) = 0. (VII.12)

H Завдання VII.2. Покажiть, що для фур’є-зображення тричастин-
кового потенцiалу можна отримати таке рiвняння, якщо врахува-
ти в гамiльтонiанi i хвильовiй функцiї доданки з двома сумами за
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хвильовим вектором:

N2

V 2
ν3(k1,k2,k3) +

+
~2

m
[k1k2 a2(k1)a2(k2) + k1k3 a2(k1)a2(k3) + k2k3 a2(k2)a2(k3)] +

+ a3(k1,k2,k3)
{

εk1 [1− 2a2(k1)] + εk2 [1− 2a2(k2)] +

+ εk3 [1− 2a2(k3)]
}

= 0, (VII.13)

причому тут мається на увазi закон збереження iмпульсу:
k1 + k2 + k3 = 0.

N

VII.3. Мiжатомнi потенцiали

Виявляється, що коефiцiєнтнi функцiї an можна пов’язати зi ста-
тичними структурними факторами. Зокрема, парний (двочастинко-
вий) структурний фактор Sk визначається як середнє

Sk = 〈ρkρ−k〉, (VII.14)

а тричастинковий, вiдповiдно, як середнє

S3(k1,k2,k3) =
1√
N

〈ρk1ρk2ρk3〉. (VII.15)

Легко зауважити, що цi означення дають змогу виразити структурнi
фактори як варiацiйнi похiднi вiд конфiґурацiйного iнтеґрала Q =
∫
(dρ) |Ψ|2 (iнтеґрування вiдбувається за всiма змiнними ρk):

Sk =
δQ

δa2(k)
, (VII.16)

S3(k1,k2,k3) =
δQ

δa3(k1,k2,k3)
. (VII.17)

Можна показати [35], що внаслiдок низки перетворень отримаємо
такий зв’язок у наближеннi хаотичних фаз для парного структурно-
го фактора:

Sk =
1

1− 2a2(k)
, (VII.18)
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та в разi врахування вищого наближення — для тричастинкового
структурного фактора [41]:

S3(k1,k2,k3) = Sk1Sk2Sk3 [1 + 2a3(k1,k2,k3)]. (VII.19)

Як наслiдок, мiжатомнi потенцiали виявляються пов’язаними зi
структурними факторами.

На рис. VII.1 зображено результати розрахунку парного потенцi-
алу мiжатомної взаємодiї для атомiв гелiю-4 порiвняно з модельними
потенцiалами Леннарда-Джонса й Азiза [42]. Як видно, для отриман-
ня задовiльного кiлькiсного узгодження наближення хаотичних фаз
виявляється замало. Ефективне ж розштовхування атомiв унаслiдок
тричастинкових та вищих взаємодiй приводить до зсуву мiнiмуму
потенцiалу праворуч, правильних значень можна досягти, виокре-
мивши ефекти вiд тричастинкових взаємодiй [41].

H Завдання VII.3. Покажiть, що в конволюцiйному наближеннi
S3(k1,k2,k3) = Sk1Sk2Sk3 тричастинковий потенцiал можна отрима-
ти у виглядi:

Φ3(r1, r2, r3) =
~2

4m

{
r1r2

r1r2
C ′(r1)C

′(r2) +
r1r3

r1r3
C ′(r1)C

′(r3)−

− r2r3

r2r3
C ′(r2)C

′(r3)

}

, (VII.20)

де C(r) — пряма кореляцiйна функцiя:

C(r) =
1

N

∑

k 6=0

(

1− 1

Sk

)

eikr. (VII.21)

N

На рис. VII.2 наведено результати розрахунку тричастинкового
потенцiалу [41].

Зазначимо, що характернi осциляцiї парного i тричастинкового
потенцiалiв на великих вiдстанях є наслiдком квантової природи вза-
ємодiй.
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Рис. VII.1. Парний потенцiал Φ(r) гелiю [42]: а) суцiльна лiнiя, 1 — ре-
зультат розрахунку в наближеннi, наступному пiсля хаотичних фаз,
якому вiдповiдає штрихова лiнiя, 2; б) розрахований потенцiал (су-
цiльна лiнiя, 1) порiвняно з модельним потенцiалом Азiза [39] (штри-
хова лiнiя, 2) i Леннарда-Джонса (штрихпунктирна лiнiя, 3)
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Рис. VII.2. Тричастинковий потенцiал гелiю для рiзних конфiґура-
цiй. Верхнiй рисунок — R̂1R2 = π/3; нижнiй рисунок — R̂1R2 = π/2

(див. кольорове зображення на 4-й сторiнцi обкладинки)
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VII.4. Розрахунок термодинамiчних функцiй:
двочасовi температурнi функцiї Ґрiна

Двочасовi температурнi функцiї Ґрiна визначають так [37, 38]:

〈〈Â(t)|B̂(t′)〉〉 = iθ(t− t′)〈[Â(t), B̂(t′)]〉, (VII.22)

де оператори Â, B̂ задано у зображеннi Гайзенберґа, а θ(t) — тета-
функцiя Гевiсайда.

Використовуючи частотне зображення функцiй Ґрiна, можна
знайти середнi значення добутку операторiв [37, 38]:

〈A(t)B(t′)〉 ≡ ÂGBA(~ω) = (VII.23)

= i

+∞∫

−∞

d~ω
GBA(~ω + iη)−GBA(~ω − iη)

e~ω/T − 1

∣
∣
∣
∣
∣
η→+0

eiω(t−t′),

де позначення GBA використано для функцiї 〈〈B̂|Â〉〉. Оператор Â
введено для зручностi, правила роботи з ним мають вигляд:

Â 1

~ω ± ε
=

2π

e∓ε/T − 1
,

Â 1

~2ω2 − ε2
=
π

ε
cth

ε

2T
,

у чому нескладно переконатися безпосереднiм розрахунком. Як пра-
вило, ми вважатимемо, що часовi арґументи операторiв Â(t) та B̂(t′)

збiгаються: t− t′ = 0. Це дасть статичнi властивостi системи, у про-
тилежному випадку можна отримати динамiчнi характеристики, на-
приклад, динамiчний структурний фактор як середнє 〈ρ(t)ρ(t′)〉.

Рiвняння руху для зображень Фур’є запишемо так:

~ω〈〈Â|B̂〉〉 = 1

2π
〈[Â, B̂]〉+ 〈〈[Â, Ĥ]|B̂〉〉. (VII.24)

Розглядатимемо двочасовi температурнi функцiї Ґрiна, побудова-
нi на операторах ρk i ∂k. Комутацiйне спiввiдношення для них має
вигляд

[ρk, ∂−k′ ] = −δk′k. (VII.25)
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Використовуватимемо позначення Gρρ(k) для функцiй 〈〈ρk|ρ−k〉〉,
Gρ∂(k) для 〈〈ρk|∂−k〉〉 тощо.

Потрiбно зазначити, що в рiвняннях руху внаслiдок наявностi
комутатора з гамiльтонiаном постiйно виникатимуть функцiї з де-
далi бiльшою кiлькiстю операторiв: 〈〈ρρ|ρ〉〉, 〈〈ρρρ|ρ〉〉 i т. п., а тому
розв’язування системи рiвнянь руху є досить складним завданням,
яке вимагає на певному етапi ввести якесь замикання, розщепивши
вищi функцiї Ґрiна через нижчi (з меншою кiлькiстю операторiв).
Для iлюстрацiї ж самого методу розрахункiв ми далi обмежимося
в гамiльтонiанi лише доданками з однiєю сумою за хвильовим век-
тором (наближення хаотичних фаз), у якому система рiвнянь руху
виявляється замкненою.

Провiвши необхiднi розрахунки, отримаємо такi рiвняння руху:

~ωGρρ(k) = −εkGρρ(k) + 2εkG∂ρ(k),

~ωG∂ρ(k) =
1

2π
+ εkG∂ρ(k) +

N

V
νkGρρ(k),

(VII.26)

~ωGρ∂(k) = − 1

2π
− εkGρ∂(k) + 2εkG∂∂(k),

~ωG∂∂(k) = εkG∂∂(k) +
N

V
νkGρ∂(k).

Розв’язуючи цi рiвняння, отримаємо такi результати:

Gρρ(k) =
1

2π

2εk
~2ω2 − ε2kα̃

2
k

, Gρ∂(k) =
1

2π

εk − ~ω

~2ω2 − ε2kα̃
2
k

,

(VII.27)

G∂∂(k) =
1

2π

N
V νk

~2ω2 − ε2kα̃
2
k

, G∂ρ(k) =
1

2π

εk + ~ω

~2ω2 − ε2kα̃
2
k

.

Для обчислення термодинамiчних функцiй системи знайдемо
енерґiю як середнє вiд гамiльтонiана (для спрощення константи
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опустимо):

E = 〈Ĥ〉 = (VII.28)

=
∑

k 6=0

{

εk (〈ρk∂−k〉 − 〈∂k∂−k〉) +
N

2V
ν̃k〈ρkρ−k〉

}

.

Структурний фактор бозе-рiдини дорiвнює середньому 〈ρkρ−k〉,
тобто:

Sk(T ) = ÂGρρ(k) =
1

α̃k
cth

εkα̃k

2T
. (VII.29)

Тильда над αk означає наявнiсть доданкiв, вiдповiдальних за три-
частинковi взаємодiї. Якщо ними знехтувати, то отримаємо точно
боголюбiвське αk, записане для слабконеiдеального бозе-газу [30]:

αk =

√

1 +
2N

V

νk
εk
. (VII.30)

Для iнших потрiбних нам середнiх пiсля нескладних перетворень ма-
тимемо:

〈ρk∂−k〉 =
1

2
(Sk − 1), 〈∂k∂−k〉 =

1− α̃2
k

4
Sk. (VII.31)

Як наслiдок, енерґiя дорiвнюватиме:

E =
∑

k 6=0

εk
2

{

α̃k cth
εkα̃k

2T
− 1

}

. (VII.32)

VII.5. Енерґетичний спектр бозонної сумiшi

Розглянемо двокомпонентну бозонну сумiш атомiв сорту a i сорту b з
масами ma i mb, вiдповiдно. Гамiльтонiан такої системи має вигляд:

Ĥ =

Na∑

i=1

p̂2
i

2ma
+

Nb∑

j=1

p̂2
j

2mb
+

+
∑∑

1≤j<l≤Na

Φa(|raj − ral |) +
∑∑

1≤j<l≤Na

Φb(|rbj − rbl |) + (VII.33)

+

Na∑

j=1

Nb∑

l=1

Φab(|raj − rbl |),
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де Φa(r), Φb(r) — потенцiали мiжчастинкової взаємодiї атомiв вiдпо-
вiдних сортiв, а Φab(r) — потенцiал мiжсортової взаємодiї.

Перейшовши до колективних змiнних

ρa,bk =
1

√
Na,b

Na,b∑

m=1

eikr
a,b
m , ∂a,bk =

∂

∂ρa,b−k

, (VII.34)

запишемо гамiльтонiан з точнiстю до однiєї суми за хвильовим век-
тором:

H =
∑

k 6=0

{

εak
(
ρak∂

a
−k − ∂ak∂

a
−k

)
+ εbk

(

ρbk∂
b
−k − ∂bk∂

b
−k

)}

+

+
∑

k 6=0

{

Na

2V
νa(k)

(
ρakρ

a
−k − 1

)
+
Nb

2V
νb(k)

(

ρbkρ
b
−k − 1

)

+

+

√
NaNb

V
νab(k)ρ

a
−kρ

b
k

}

+ E0, (VII.35)

де

εak =
~2k2

2ma
, εbk =

~2k2

2mb
,

E0 =
Na(Na − 1)

2V
νa(0) +

Nb(Nb − 1)

2V
νb(0) +

NaNb

V
νab(0).

Увiвши, як i ранiше, двочасовi температурнi функцiї Ґрiна:

Gaa
ρρ = 〈〈ρa|ρa〉〉, Gbb

ρρ = 〈〈ρb|ρb〉〉, Gab
ρρ = 〈〈ρa|ρb〉〉, Gba

ρρ = 〈〈ρb|ρa〉〉,

Gaa
∂ρ = 〈〈∂a|ρa〉〉, Gbb

∂ρ = 〈〈∂b|ρb〉〉, Gab
∂ρ = 〈〈∂a|ρb〉〉, Gba

∂ρ = 〈〈∂b|ρa〉〉,

можна записати для них систему рiвнянь руху.

H Завдання VII.4. Отримайте систему рiвнянь руху для виписаних
вище функцiй Ґрiна та знайдiть її розв’язки.

N
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Нескладно зауважити, що отримана система восьми рiвнянь роз-
падається на двi незалежнi по чотири рiвняння в кожнiй. Розв’язком,
наприклад, буде така функцiя Ґрiна:

Gaa
ρρ(ω) =

εaq
π

ω2 − (Eb
q)

2

[
ω2 − (Ea

q )
2
][
ω2 − (Eb

q)
2
]
− ν2

, (VII.36)

де введено такi позначення:

Ea,b = εa,bq αa,b
q αa,b

q =

√

1 +
2Na,b

V

νa,b(q)

εa,bq

, ν2 =
NaNb

V 2

4ν2ab(q)

εaqε
b
q

.

Додатнi полюси ω1,2 визначають гiлки спектра елементарних збу-
джень, пор. [43]:

E(1,2)
q = ω1,2 = (VII.37)

=
1√
2

√

(Eb
q)

2 + (Ea
q )

2 ±
√
[
(Eb

q)
2 − (Ea

q )
2
]2 − 4ν2.

Якщо вимкнути мiжсортову взаємодiю (ν = 0), то отримаємо, як i
треба було очiкувати, двi незалежнi гiлки Ea

q та Eb
q .

Зазначимо, що експериментально часто дослiджують бозоннi су-
мiшi iзотопiв важких елементiв iз близькими масами, ma ≃ mb (на-
приклад, iттербiєвi iзотопи 174Yb i 176Yb [40]). У такому випадку
можна ще трохи спростити вираз для спектра:

E(1,2)
q =

εq√
2

√

(αb
q)

2 + (αa
q)

2 ±
√
[
(αb

q)
2 − (αa

q)
2
]2 − 4ν2, (VII.38)

де

εq =
~2q2

2m
, m =

ma +mb

2
.
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частинок

Експериментальнi дослiдження бозонiв, i зокрема явища бозе-кон-
денсацiї, стосуються переважно вивчення властивостей систем у зов-
нiшнiх потенцiалах — пастках, якi з доброю точнiстю можна змоде-
лювати квадратичною залежнiстю вiд вiдстанi. Крiм того, зазвичай
кiлькiсть частинок N у таких експериментах є порiвняно невеликою
i має порядок вiд тисяч до мiльйонiв, тому важливим є з’ясування
ефектiв, пов’язаних зi скiнченнiстю N .

З мiркувань загальностi розглянемо D-вимiрну систему N осци-
ляторiв з частотою ω (вважатимемо їх поки що iзотропними, поши-
рення результатiв на анiзотропний випадок виявляється несклад-
ним).

VIII.1. Квазiкласичне наближення

Спочатку пригадаємо квазiкласичнi мiркування для такої задачi.
Енерґiя частинки масою m дорiвнює:

ε(p, q) =
p2

2m
+
mω2q2

2
, (VIII.1)

причому p2 = p21+ . . .+p
2
D, q2 = q21 + . . .+ q

2
D. Вiдповiдно, перейдемо

вiдразу до сферичних координат i за змiнними p, i за q. Кiлькiсть
частинок дорiвнює:

N = N0 +
1

(2π~)D

∫

cl.turn.
points

(dp)(dq)

z−1eε(p,q)/T − 1
, (VIII.2)
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де виокремлено основний стан з кiлькiстю частинок N0 = z/(1− z).
Отже,

N =
z

1− z
+

Ω2
D

(2π~)D

∞∫

0

dp pD−1

∫

cl.turn.
points

qD−1 dq

z−1eε(p,q)/T − 1
=

=








p =
√

2m (ε−mω2q2/2)

dp =

√
m

2

dε
√

ε−mω2q2/2







=

=
z

1− z
+

Ω2
D (2m)D/2

2(2π~)D

∞∫

0

dε

z−1eε/T − 1
×

×

√
2ε/mω2
∫

0

dq qD−1

(

ε− mω2q2

2

)D/2−1

=

=
z

1− z
+

Ω2
D (2m)D/2

4(2π~)D

(
2

mω2

)D/2
∞∫

0

εD−1 dε

z−1eε/T − 1
×

×
1∫

0

dx xD/2−1(1− x)D/2−1

︸ ︷︷ ︸

B(D/2,D/2)=Γ2(D/2)/Γ(D)

.

Спрощуючи цей вираз, остаточно матимемо:

N =
z

1− z
+

(
T

~ω

)D

LiD(z). (VIII.3)

Звiдси можемо знайти критичну температуру T (0)
c , за якої вiдбуває-

ться бозе-конденсацiя, з умов, що z = 1 i кiлькiсть частинок в основ-
ному станi N0 = z/(1− z) дорiвнює нулевi:

N =

(

T
(0)
c

~ω

)D

ζ(D), (VIII.4)
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звiдки:

T (0)
c = ~ω

(
N

ζ(D)

)1/D

. (VIII.5)

Зазначимо, що для системи осциляторiв термодинамiчна границя ви-
значається вже не спiввiдношенням кiлькостi частинок i об’єму (який
не є параметром задачi). Натомiсть iз записаного виразу бачимо, що
фiксована температура переходу вiдповiдає границi

ωN1/D = const при N → ∞, ω → 0. (VIII.6)

Температурну залежнiсть конденсатної фракцiї (нагадаємо, що
для T < T

(0)
c активнiсть z = 1) легко розрахувати на пiдставi виразiв

(VIII.3), (VIII.5):

N0

N
= 1−

(

T

T
(0)
c

)D

. (VIII.7)

На рис. VIII.1 зображено цю залежнiсть для рiзних значень N . Як
свiдчить цей графiк, навiть за невеликого значення кiлькостi части-
нок (N = 100 i 1000) помiтна рiзниця лише в безпосередньому околi
критичної температури.

VIII.2. Скiнченна кiлькiсть бозонiв у просторi з D > 2

Проаналiзуємо системи з дискретним спектром, вiдмовившись таким
чином вiд замiни суми за станами через iнтеґрал з вiдповiдною гу-
стиною станiв. Для числа заповнення j-го рiвня з енерґiєю εj маємо:

nj =
1

z−1eεj/T − 1
= ze−εj/T

1

1− ze−εj/T
=

∞∑

ℓ=1

zℓe−ℓεj/T . (VIII.8)

Повна кiлькiсть частинок дорiвнює

N =

∞∑

j=0

nj =

∞∑

j=0

∞∑

ℓ=1

zℓe−ℓεj/T . (VIII.9)
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Рис. VIII.1. Конденсатна фракцiя у тривимiрному випадку як функ-
цiя температури у квазiкласичному наближеннi для кiлькостi части-
нок N = 100 (штрихпунктирна лiнiя), 1000 (штрихова лiнiя) i 106

(суцiльна лiнiя)

Перепишемо цей вираз, враховуючи для енерґiї j-го рiвня розклад
за квантовими числами D-вимiрного осцилятора j1, . . . , jD:

N =

∞∑

ℓ=1

zℓ
∞∑

j=0

e−ℓεj/T =

∞∑

ℓ=1

zℓ
∞∑

j1=0

e−ℓ~ωj1/T . . .

∞∑

jD=0

e−ℓ~ωjD/T =

=

∞∑

ℓ=1

zℓ





∞∑

j=0

e−ℓ~ωj/T





D

=

∞∑

ℓ=1

zℓ
(

1

1− e−ℓ~ω/T

)D

. (VIII.10)

Звернемо увагу, що у виразi (VIII.9) сума за ℓ стає розбiжною
при z → 1 через доданок iз j = 0. Тому видiлимо в (VIII.9) цю
розбiжнiсть, переписавши тотожно рiвнiсть у виглядi

N =
z

1− z
+

∞∑

ℓ=1

zℓ

[

1
(
1− e−ℓ~ω/T

)D
− 1

]

. (VIII.11)

У цьому виразi перейдемо до границi T/~ω ≫ 1, яка вiдповiдає бiль-
шостi експериментальних параметрiв. Простий розклад з точнiстю
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до двох головних внескiв дає:

1
(
1− e−ℓ~ω/T

)D
=

1
[

ℓ~ωT − ℓ2

2

(
~ω
T

)2 ± . . .
]D

≃

≃
(
T

~ω

)D 1

ℓD

[

1 +
D

2
ℓ
~ω

T

]

.

Як наслiдок, для кiлькостi частинок матимемо:

N =
z

1− z
+

(
T

~ω

)D ∞∑

ℓ=1

zℓ

ℓD
+
D

2

(
T

~ω

)D−1 ∞∑

ℓ=1

zℓ

ℓD−1
=

(VIII.12)

=
z

1− z
+

(
T

~ω

)D

LiD(z) +
D

2

(
T

~ω

)D−1

LiD−1(z).

H Завдання VIII.1. Покажiть, що для анiзотропного осциляторно-
го потенцiалу з частотами ω1, . . . , ωD вираз для кiлькостi частинок
можна записати у виглядi:

N =
z

1− z
+

(
T

~ωg

)D

LiD(z) +
D

2

(
T

~ωg

)D−1 ωa

ωg
LiD−1(z), (VIII.13)

де введено, вiдповiдно, позначення для середнього арифметичного i
середнього геометричного частот:

ωa =
1

D

D∑

i=1

ωi, ωg =

(
D∏

i=1

ωi

)1/D

. (VIII.14)

N

Першi два доданки у виразi (VIII.12) вiдповiдають розглянутому
ранiше квазiкласичному наближенню (VIII.3). Знайдемо поправки
до цього наближення, пов’язанi зi скiнченнiстю кiлькостi частинок,
проаналiзувавши вирази для критичної температури. Iз (VIII.12) ма-
ємо:

N =

(
Tc
~ω

)D

ζ(D) +
D

2

(
Tc
~ω

)D−1

ζ(D − 1). (VIII.15)
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Зазначимо, що останнiй доданок визначає умову застосовностi по-
дальшого пiдходу D > 2. Одновимiрний i двовимiрний випадки про-
аналiзуємо згодом.

Виражаючи з (VIII.5)

ζ(D)

(~ω)D
= N

(

1

T
(0)
c

)D

,

пiсля елементарних перетворень матимемо:

(

Tc

T
(0)
c

)D

= 1− D

2

ζ(D − 1)

[ζ(D)]1−1/D

(

Tc

T
(0)
c

)D−1

N−1/D. (VIII.16)

Запишемо тепер вiдношення критичних температур у виглядi:

Tc

T
(0)
c

= 1− αN−1/D

i знайдемо значення множника α, зберiгаючи в (VIII.16) лише лiнiйнi
за малою поправкою ∼ N−1/D доданки:

α =
1

2

ζ(D − 1)

[ζ(D)]1−1/D
,

i для критичної температури матимемо поправку, пов’язану зi скiн-
ченнiстю кiлькостi частинок:

Tc = T (0)
c

{

1− 1

2

ζ(D − 1)

[ζ(D)]1−1/D
N−1/D

}

. (VIII.17)

Вираз (VIII.7) для температурної залежностi конденсатної фрак-
цiї виявляється добрим наближенням i у випадку скiнченної кiлько-
стi частинок, потрiбно лише замiнити температуру T (0)

c на Tc:

N0

N
= 1−

(
T

Tc

)D

. (VIII.18)

Вiдповiднi результати чисельних розрахункiв наведено на рис. VIII.2.
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Рис. VIII.2. Конденсатна фракцiя у тривимiрному випадку як функ-
цiя температури у квазiкласичному наближеннi для кiлькостi части-
нок N = 1000. Пунктирна лiнiя вiдповiдає формулi (VIII.3), штри-
хова — (VIII.7), суцiльна — (VIII.12), штрихпунктирна — (VIII.18)

VIII.3. Одновимiрний випадок

В одновимiрному випадку для кiлькостi частинок маємо:

N =

∞∑

ℓ=1

zℓ

1− e−ℓ~ω/T
. (VIII.19)

Як i ранiше, виокремимо розбiжнiсть z → 1 i зробимо деякi елемен-
тарнi перетворення:

N =
z

1− z
+

∞∑

ℓ=1

zℓ e−ℓ~ω/T

1− e−ℓ~ω/T
=

z

1− z
+

∞∑

ℓ=1

zℓ e−ℓ~ω/2T

2 sh(ℓ~ω/2T )
.

У границi T/~ω ≫ 1 отримаємо:

N =
z

1− z
+

∞∑

ℓ=1

zℓ e−ℓ~ω/2T

ℓ~ω/T
=

z

1− z
− T

~ω
ln
(

1− z e−~ω/2T
)

. (VIII.20)



96 VIII. Системи зi скiнченною кiлькiстю частинок

 0

 0.5

 1

 0.2  0.4  0.6  0.8  1  1.2  1.4

N
0

/ 
N

T / Tc

Рис. VIII.3. Конденсатна фракцiя в одновимiрному гармонiчному по-
тенцiалi як функцiя температури, розрахована з (VIII.20) для кiль-
костi частинок N = 100 (штрихпунктирна лiнiя) 1000 (пунктирна
лiнiя), 106 (штрихова лiнiя) i 109 (суцiльна лiнiя)

Критичну температуру, як i в попереднiх випадках, визначимо з
умов: N0 = z/(1 − z) = 0, z = 1. Розкладаючи додатково експонен-
ту в ряд, матимемо таке трансцендентне рiвняння на знаходження
критичної температури:

N =
Tc
~ω

ln
2Tc
~ω

. (VIII.21)

Зрозумiло, що при збереженнi головного внеску двiйкою пiд лога-
рифмом можна знехтувати.

Якщо розглянути цей вираз у термодинамiчнiй границi (VIII.6),
тобто ωN = const при N → ∞, ω → 0, то отримаємо Tc = 0, iнакше
кажучи, бозе-конденсацiя в безмежнiй одновимiрнiй системi осциля-
торiв не вiдбувається. Потрiбно зазначити, що мiркування, якi при-
вели до формулювання термодинамiчної границi у виглядi (VIII.6),
загалом, справедливi при D > 1, проте поширення на випадок D = 1

зi збереженням форми спiввiдношення можна зробити й на пiдста-
вi iнших мiркувань (див., наприклад, [47, 48]). Ймовiрно, однак, що
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питання цього означення саме для одновимiрного випадку не можна
вважати до кiнця з’ясованим.

H Завдання VIII.2. Зважаючи на те, що густина станiв двовимiр-
ної системи у скриньцi залежить вiд енерґiї так само, як i густина
станiв одновимiрних осциляторiв, проаналiзуйте питання критичної
температури такої двовимiрної системи зi скiнченною кiлькiстю ча-
стинок.

N
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Рис. VIII.4. Конденсатна фракцiя в одновимiрному гармонiчному по-
тенцiалi як функцiя температури, розрахована з (VIII.20) (суцiльна
лiнiя) i з (VIII.22) (штрихова лiнiя) для кiлькостi частинок N = 1000

Для температурної залежностi конденсатної фракцiї одновимiр-
ного бозе-газу матимемо:

N0

N
= 1− T

Tc

ln(2T/~ω)

ln(2Tc/~ω)
. (VIII.22)

Порiвняння результатiв чисельних розрахункiв для рiзних набли-
жень наведено на рис. VIII.4. Як видно, в одновимiрному випадку
узгодження є суттєво гiршим, нiж у тривимiрному.
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VIII.4. Мiкроканонiчний аналiз одновимiрної системи
осциляторiв

Запишемо статистичну суму Z =
∑

i

e−εi/T , перейшовши вiд суми до

iнтеґрала:

Z(β) =

∞∫

0

Γ (E) e−βE dE, (VIII.23)

де β = 1/T , а Γ (E) визначає кiлькiсть мiкростанiв. Цей зв’язок,
очевидно, задає пряме перетворення Лапласа, а отже, Γ (E) можна
записати як обернене перетворення Лапласа:

Γ (E) =
1

2πi

γ+i∞∫

γ−i∞

Z(β) eβE dβ. (VIII.24)

Ентропiя S(β) дорiвнює

S(β) = βE + lnZ(β), (VIII.25)

звiдки для кiлькостi мiкростанiв матимемо:

Γ (E) =
1

2πi

γ+i∞∫

γ−i∞

eS(β)dβ. (VIII.26)

Цей iнтеґрал можна розрахувати за допомогою методу перевалу.
Розкладемо ентропiю в околi стацiонарної точки β0 в ряд Тейлора:

S(β) ≃ S(β0) +
1

2!
S′′(β0)(β − β0)

2, (VIII.27)

де

S′(β0) = 0. (VIII.28)
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Вiдповiдно,

Γ (E) ≃ eS(β0)

2πi

γ+i∞∫

γ−i∞

exp

[
1

2!
S′′(β0)(β − β0)

2

]

dβ. (VIII.29)

Замiною змiнних β = ix + β0, взявши також γ = β0, зведемо цей
iнтеґрал до пуассонiвського вигляду:

Γ (E) ≃ eS(β0)

2π

∞∫

−∞

exp

[

− 1

2!
S′′(β0)x

2

]

dx =

=
eS(β0)

√

2πS′′(β0)
. (VIII.30)

Для розрахунку ентропiї S статистичну суму системи осцилято-
рiв зобразимо у виглядi

Z(β) =

∞∏

n=1

(

1− e−β~ωn
)−1

, (VIII.31)

lnZ(β) = −
∞∑

n=1

ln
(

1− e−β~ωn
)

. (VIII.32)

Застосуємо для обчислення суми формулу Ейлера–Маклорена й
отримаємо:

S(β) = βE +
π2

6β
+

1

2
lnβ − 1

2
ln(2π) + . . . . (VIII.33)

Обмежившись першими двома доданками, знайдемо звiдси стацiо-
нарну точку

β0 =
π√
6E

, (VIII.34)

а для кiлькостi мiкростанiв, зберiгаючи в ентропiї всi виписанi в
(VIII.33) доданки, матимемо:

Γ (E) =
1

4
√
3E/~ω

eπ
√

2/3
√

E/~ω. (VIII.35)
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Отриманий результат насправдi вiдтворює формулу Гардi–Рама-
нуджана для задачi про розбиття в теорiї чисел2.

Покажемо, як на пiдставi проведених обчислень можна проiн-
терпретувати поняття термодинамiчної границi. Для цього знайдемо
температуру за означенням

1

T
=
dS

dE
, де S = lnΓ . (VIII.37)

Зберiгши в ентропiї лише головний внесок S = π
√

2
3

√
E
~ω , пiсля еле-

ментарних перетворень матимемо:

E =
π2

6
~ω

(
T

~ω

)2

. (VIII.38)

Зважаючи на екстенсивний характер енерґiї, E ∼ N , де N — кiль-
кiсть частинок, вiдразу матимемо умову ωN = const, яку можна
вважати термодинамiчною границею.

2
Розбиттям натурального числа n називають його запис у виглядi суми

натуральних доданкiв, порядок яких несуттєвий. Цiкавою задачею є знаходжен-
ня кiлькостi розбиттiв p(n), тобто кiлькостi способiв, яким натуральне число
можна подати як таку суму. Наприклад, для числа 5 маємо:

5 = 4 + 1 = 3 + 2 = 3 + 1 + 1 = 2 + 2 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1,

тобто кiлькiсть розбиттiв p(5) = 7. Ґ. Гардi i С. Рамануджан 1918 р. отримали
асимптотичну оцiнку функцiї p(n) у виглядi:

p(n) =
1

4
√
3n

e
π
√

2/3
√
n
, (VIII.36)

який, очевидно, збiгається з (VIII.35), як i треба сподiватися. Справдi, кiлькiсть
мiкростанiв Γ (E) i є кiлькiстю способiв розподiлити енерґiю E мiж осцилято-
рами зi спектром εj = ~ωj, причому нерозрiзнювальнiсть квантових частинок
вiдповiдає тому, що порядок доданкiв не є суттєвим.
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При D = 2 умову (VIII.15) на визначення поправки до критичної
температури, зумовленої скiнченнiстю кiлькостi частинок, уже не
можна застосувати через розбiжний останнiй доданок з ζ(1) = ∞.
Тому перегрупуємо вираз для кiлькостi частинок, стандартно видi-
ливши у ньому заповнення основного стану:

N =
z

1− z
+

∞∑

ℓ=1

zℓ

(

1
[
1− e−ℓ~ω/T

]2 − 1

)

=

=
z

1− z
+

∞∑

ℓ=1

zℓ
(

1

1− e−ℓ~ω/T
− 1

)(
1

1− e−ℓ~ω/T
+ 1

)

=

=
z

1− z
+

∞∑

ℓ=1

zℓ e−ℓ~ω/T

[
1− e−ℓ~ω/T

]2 +
∞∑

ℓ=1

zℓ e−ℓ~ω/T

1− e−ℓ~ω/T
=

=
z

1− z
+

∞∑

ℓ=1

zℓ

4 sh2(ℓ~ω/2T )
+

∞∑

ℓ=1

zℓ e−ℓ~ω/T

2 sh(ℓ~ω/2T )
.

Зберiгаючи головнi внески при T/~ω ≫ 1, матимемо:

N =
z

1− z
+

(
T

~ω

)2

Li2(z)−
T

~ω
ln
(

1− z e−~ω/2T
)

. (VIII.39)

Звiдси критична температура з урахуванням ефектiв скiнченностi
кiлькостi частинок визначатиметься рiвнянням:

N =

(
Tc
~ω

)2

ζ(2) +
Tc
~ω

ln
2Tc
~ω

. (VIII.40)

Для вiдношення температур маємо
(

Tc

T
(0)
c

)2

= 1− Tc

T
(0)
c

1

2
√

ζ(2)
N−1/2 lnN, (VIII.41)

де

T (0)
c = ~ω

[
N

ζ(2)

]1/2

. (VIII.42)
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Рис. VIII.5. Конденсатна фракцiя двовимiрної системи осцилято-
рiв як функцiя температури у квазiкласичному наближеннi для
кiлькостi частинок N = 1000. Пунктирна лiнiя вiдповiдає формулi
(VIII.3), штрихова — (VIII.7), суцiльна — (VIII.39), штрихпунктирна
— (VIII.44)

Звiдси, дiючи за аналогiєю з випадком D > 2, отримаємо поправку:

Tc = T (0)
c

{

1− 1

4
√

ζ(2)
N−1/2 lnN

}

. (VIII.43)

Для температурної залежностi конденсатної фракцiї матимемо в
доброму наближеннi (див. рис. VIII.5):

N0

N
= 1−

(
T

Tc

)2

. (VIII.44)



IX. Охолодження й утримання атомiв:

фiзичнi основи експериментальних

методiв

У цьому роздiлi ми коротко ознайомимося з головними фiзичними
принципами, покладеними в основу деяких сучасних методiв охоло-
дження атомiв та їх утримання у зовнiшнiх полях. Два основнi мето-
ди лазерного охолодження — допплерiвське (разом iз зеєманiвським)
i сiзiфiвське — потрiбно доповнити так званим випаровувальним охо-
лодженням, лише завдяки якому вдається досягнути температур, по-
трiбних для спостереження бозе-конденсацiї.

IX.1. Допплерiвське охолодження

Один iз методiв охолодження ґрунтується на ефектi Допплера. Нехай
для простоти атом — дворiвневий, його основний стан має енерґiю
E0, а збуджений — E1. Такий атом поглинатиме свiтло на частотi
ωA = (E1 − E0)/~.

Розглянемо насамперед рух уздовж осi Oz. Нехай атом рухається
зi швидкiстю v в додатному напрямку (v > 0). Якщо йому назустрiч
спрямувати лазерний промiнь, то поглинання свiтла буде можливим,
якщо пiдлаштувати частоту лазера ωL так, щоб з урахуванням ефек-
ту Допплера вона збiгалася з резонансною частотою ωA:

ωL =
(

1− v

c

)

ωA, (IX.1)

де δ = ωL − ωA < 0 — розлаштування лазера.
Виявляється, що силу, яка дiє на атом, спричиняючи його спо-

вiльнення, для досить повiльних атомiв можна зобразити як деяку
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силу тертя з коефiцiєнтом α:

F = −αv. (IX.2)

Унаслiдок поглинання кванта атом перейде у збуджений стан, а
через деякий час повернеться в основний, перевипромiнивши квант,
проте вже у випадковому напрямку. Таким чином, z-складова швид-
костi атома зменшиться у зв’язку з законом збереження iмпульсу
(пор. рис. IX.1).

Рис. IX.1. Iлюстрацiя сповiльнення атома пiд дiєю свiтла. Лiворуч
— атом поглинає фотон, переходячи у збуджений стан; праворуч
— атом випромiнює фотон у довiльному напрямку, повертаючись в
основний стан

Водночас, випадкове випромiнювання пiд час переходу в основ-
ний стан приводить до нагрiвання системи. Змiну кiнетичної енерґiї
можна описати так, як це роблять в теорiї браунiвського руху, вво-
дячи коефiцiєнт дифузiї iмпульсу D:

d

dt

〈p2i 〉
2m

=
D

m
, де i = x, y, z. (IX.3)

Рiвновага в системi досягається, коли зрiвноважуються ефекти вiд
нагрiвання i вилив сповiльнюючої сили:

d

dt

〈p2i 〉
2m

= 〈Fivi〉 = − α

m2
〈p2i 〉. (IX.4)
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Встановленiй швидкостi вiдповiдає температура T , що визначається
рiвнянням:

T =
D

α
. (IX.5)

Якщо вивести вирази для D i α, наприклад, у межах дворiвневої
моделi атома, то можна визначити мiнiмально досяжну температуру,
яку й називають допплерiвською границею:

TD =
~Γ

2
, (IX.6)

де природна ширина лiнiї Γ пов’язана з розлаштуванням δ простим
спiввiдношенням: δ = −Γ/2.

Значення допплерiвської границi для атомiв рубiдiю становить
близько 140мкК, для атомiв цезiю — близько 120 мкК.

IX.2. Оптична меляса

Ефект Допплера можна застосувати для створення своєрiдної оптич-
ної пастки. Якщо опромiнювати систему атомiв у двох протилежних
напрямках лазерами з однаковим розлаштуванням (у червоний бiк),
то кожен iз лазерiв сповiльнюватиме атоми, якi рухаються йому на-
зустрiч. Вiдповiдно, у тривимiрному просторi такого ж ефекту мо-
жна досягти, спрямувавши на систему атомiв шiсть лазерiв, орiєнто-
ваних уздовж декартових осей (див. рис. IX.2). У такiй конфiґурацiї
лазерних променiв сповiльнення вiдбуватиметься в усiх напрямках,
i, як наслiдок, атоми нiби грузнутимуть у випромiнюваннi. Ця ситуа-
цiя чимось нагадує мелясу (патоку, англ. molasse), звiдки й походить
назва — оптична меляса .

Цiкаво зазначити, що вiд такого способу сповiльнення не можна
очiкувати досягнення температур, нижчих за допплерiвську грани-
цю, проте отриманi на експериментах температури виявилися у кiль-
ка разiв нижчими. Це пов’язано з тоншими явищами, нiж звичайний
ефект Допплера, що, зокрема, буде описано далi в роздiлi про сiзi-
фiвське охолодження.
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Рис. IX.2. Схематичне зображення принципу дiї оптичної меляси

IX.3. Зеєманiвське охолодження

Сповiльнюючись унаслiдок допплерiвського охолодження, атом ви-
ходить iз резонансу, який визначає умова (IX.1). Для того, щоби про-
довжити гальмування атома, який вже рухається iз меншою швид-
кiстю, потрiбно або вiдповiдно перелаштовувати частоту лазера ωL

(англiйською такий спосiб називають “chirping”), або ж змiнити вiд-
стань мiж енерґетичними рiвнями атома, тобто частоту ωA. У друго-
му випадку на допомогу приходить ефект Зеємана, внаслiдок якого
можна розщепити атомнi рiвнi й досягти потрiбних частот переходу.

Розщеплення енерґетичних рiвнiв у лiнiйному ефектi Зеємана в
магнiтному полi B дорiвнює

∆E± = ±µB, (IX.7)

де µ — магнiтний момент, а знаки “±” вiдповiдають додатнiй i вiд’-
ємнiй круговим поляризацiям σ±.



IX.3. Зеєманiвське охолодження 107

Рис. IX.3. Вгорi — схематичне зображення зеєманiвського сповiль-
нювача. Внизу — змiна поля вздовж осi соленоїда [52]

Таким чином, замiсть (IX.1) можемо записати умову:

ωL =
(

1− v

c

)(

ωA ± µ

~
B
)

, (IX.8)

де ωA надалi позначає частоту переходу атома без зовнiшнього поля.

Нехай атом рухається вздовж осi z, причому його рух можна
вважати рiвносповiльненим iз прискоренням −a:

ωL =

(

1− v0 − at

c

)(

ωA ± µ

~
B
)

, де ωL =
(

1− v0
c

)

ωA. (IX.9)

Записуючи для рiвносповiльненого руху координату z(t) = v0t −
−at2/2, пiсля нескладних перетворень для змiни поля з координа-
тою матимемо:

B(z) = B1 ±B2

√

1− 2az

v20
, (IX.10)

причому враховано також, що v ≪ c.
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IX.4. Сiзiфiвське охолодження

Розгляньмо два лiнiйно поляризованi лазернi променi однакової iн-
тенсивностi, напрямленi протилежно. Нехай промiнь, що поширю-
ється вздовж додатного напрямку осi Oz, поляризований уздовж осi
Ox, а промiнь, що поширюється йому назустрiч, — уздовж осi Oy.
Запишемо вiдповiдне електричне поле у виглядi:

E(z, t) = E(z)e−iωt + E
∗(z)eiωt, (IX.11)

де просторова частина

E(z) = E0
(
exe

iqz + eye
−iqz

)
. (IX.12)

Вектор поляризацiї має вигляд:

e =
1√
2

(
ex + eye

−2iqz
)
. (IX.13)

Отже, поляризацiя випромiнювання перiодично змiнюється вздовж
напрямку z, причому перiод змiни π/q вдвiчi менший за довжину
хвилi випромiнювання λ = 2π/q. У точцi z = 0 маємо лiнiйно-
поляризоване електричне поле пiд кутом 45◦ до осi Ox, у точцi z =

= λ/4 — знову лiнiйно-поляризоване, але вже пiд кутом −45◦. На-
томiсть у точцi z = λ/8 матимемо кругову поляризацiю (вiд’ємну,
σ−), а в точцi z = 3λ/8 — знову кругову, але додатну (σ+). Змiну
поляризацiї електричного поля схематично зображено на рис. IX.4.

Розглянемо далi атомнi переходи мiж основним рiвнем “g” i збу-
дженим “e”, яким у випадку атомiв лужних металiв вiдповiдають
електроннi стани 2S1/2 i 2P3/2. Основний рiвень вироджений дво-
кратно (Jg = 1/2, магнiтне квантове число mg = ±1/2), а збуджений
— чотирикратно (Je = 3/2, me = ±1/2,±3/2), див. рис. IX.5. Якщо
атом перебуває на осi Oz у точцi λ/8, то пiсля поглинання вiд’ємнопо-
ляризованого фотона можуть вiдбутися переходи g−1/2 → e−3/2 або
g+1/2 → e−1/2. При цьому, вiдповiдно до правил вiдбору ∆m = 0,±1,
зi збудженого рiвня e−3/2 можливе повернення лише назад на g−1/2,
тодi як з рiвня e−1/2 можна повернутися на обидва основнi рiвнi
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g±1/2, однак з iмовiрнiстю 2/3 (яку визначають коефiцiєнти Клебша–
Ґордана, див. рис. IX.5) перехiд вiдбудеться на g−1/2. Отже, у точках
з вiд’ємною поляризацiєю σ− вiдбуватиметься оптичне накачування
рiвня g−1/2. Такi самi мiркування вказують на те, що в точках з
додатною поляризацiєю σ+ накачуватиметься рiвень g+1/2.

Рис. IX.4. Схема просторової змiни поляризацiї двох зустрiчних ла-
зерних променiв у методi сiзiфiвського охолодження

Рис. IX.5. Дипольнi переходи мiж дублетним основним рiвнем (g)
i квадруплетним збудженим рiвнем (e). Числа бiля стрiлок — ква-
драти коефiцiєнтiв Клебша–Ґордана вiдповiдних переходiв

Водночас пiд дiєю електромагнiтного поля лазерних променiв рiв-
нi атома зазнаватимуть розщеплення, яке змiнюватиметься у про-
сторi залежно вiд поляризацiї, див. рис. IX.6. Вiдповiдно до цього,



110 IX. Охолодження й утримання атомiв: фiзичнi основи. . .

Рис. IX.6. Переходи атома мiж рiзними рiвнями пiд час руху в полi,
створеному лазерними променями, якi призводять до втрати енерґiї

атом, який початково (наприклад, у точцi z = λ/8) перебував на
рiвнi g−1/2 i мав мiнiмальну потенцiальну енерґiю, рухаючись у про-
сторi, втрачатиме кiнетичну енерґiю i набуватиме потенцiальної, аж
поки у точцi z = 3λ/8 не перейде на рiвень g+1/2, втративши частину
енерґiї. Таке поступове пiдiймання на максимум потенцiальної енер-
ґiї i рiзке падiння нагадує давньогрецький мiф про Сiзiфа, звiдси й
походить назва методу — сiзiфiвське охолодження.

Отже, внаслiдок руху в просторi атоми поступово втрачатимуть
енерґiю. Зрозумiло, що цей процес для окремого атома матиме що-
разу ймовiрнiсний характер, але сумарний ефект буде полягати у
зниженнi температури. Метод сiзiфiвського охолодження дає змогу
досягти температур, на порядок нижчих за допплерiвську границю.
При цьому нижню температурну межу TS методу визначає так звана
енерґiя вiддачi:

TS ∼ ~2

mλ2
, (IX.14)

яка, наприклад, для натрiю дорiвнює близько 2.4 мкК (порiвняно з
допплерiвською границею 240 мкК). Експериментально вдається до-
сягти температур, якi становлять вiд кiлькох до кiлькадесят TS.
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IX.5. Магнiтнi пастки

Просту магнiтну пастку запропонував Пауль ще у 1950-х роках, екс-
периментально її реалiзували у 1985 [54]. Магнiтне поле у такiй паст-
цi створюють два розмiщених у паралельних площинах кiльця, в
яких однаковi за величиною струми течуть у протилежних напрям-
ках (див. рис. IX.7). Така конфiґурацiя струмiв вiдповiдає магнiтно-
му квадруполю.

Рис. IX.7. Проста квадрупольна магнiтна пастка

Оберемо вiсь симетрiї вздовж z. Магнiтне поле в такiй простiй
квадрупольнiй пастцi поблизу центра є лiнiйним, причому зважаючи
на рiвноправнiсть осей x, y, ґрадiєнт уздовж яких нехай дорiвнює b0,
з умови divB = 0 легко отримаємо:

B(r) = b0(xex + yey − 2zez). (IX.15)

Нульове значення магнiтного поля в центрi пастки є причиною
переворотiв Майорани , коли випадкове перевертання спiну спри-
чинює вилiтання атома з пастки (див. трохи детальнiше пояснення
про випаровувальне охолодження в пiдроздiлi IX.7).

Позбутися проблеми переворотiв Майорани дозволяє певна моди-
фiкацiя простої конфiґурацiї пастки, яка може забезпечити вiдсут-
нiсть точок з магнiтним полем B = 0. Цього можна досягти, напри-
клад, додаючи до поля пастки змiнне у часi поле. Внаслiдок цього
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отримують так звану пастку з усередненим у часi оберталь-
ним потенцiалом (ПУЧОП) (TOP-trap, де TOP — time-averaged
orbiting potential). Якщо взяти це додаткове поле у виглядi

B′(r) = b′(ex cosΩt+ ey sinΩt), (IX.16)

то пiсля усереднення за перiод матимемо для величини сумарного
магнiтного поля Btot = B+B′:

Btot(x, y, z) ≡ |Btot| = B0 + arr
2 + azz

2, де r2 = x2 + y2, (IX.17)

а B0, ar, az — сталi, що визначаються параметрами пастки. Вiдповiд-
но, енерґiю атома в такому полi U = µB (де µ — величина магнiтного
дипольного момента) можна подати у виглядi:

U(x, y, z) = U0 +
mω2

rr
2

2
+
mω2

zz
2

2
, (IX.18)

де знову ж стала U0 i частоти ωr, ωz визначаються параметрами
пастки.

H Завдання IX.1. Отримайте вирази для поля (IX.15) квадруполь-
ної пастки, зображеної на рис. IX.7, i поля (IX.17) та потенцiалу
(IX.18) в ПУЧОП.

N

Уникнути проблеми нульового поля в центрi квадрупольної паст-
ки можна за допомогою використання iнших конфiґурацiй. Однiєю
з найпопулярнiших є пастка Йоффе–Прiтчарда (див. рис. IX.8).
Чотири прямолiнiйнi провiдники (стрижнi Йоффе) орiєнтовано
так, що струми в сусiднiх провiдниках однаковi за величиною i про-
тилежнi за напрямком. При цьому створюється квадрупольне поле,
яке дорiвнює нулевi на центральнiй осi (нехай вона збiгається з вiссю
z системи координат). Додаткове поле вздовж z створюють два кiль-
ця, в яких напрям струму однаковий (на вiдмiну вiд квадрупольної
пастки на рис. IX.7.
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Рис. IX.8. Пастка Йоффе–Прiтчарда. Лiворуч — просторова конфi-
ґурацiя, праворуч – перерiз у площинi xy

Як i в ПУЧОП, можна показати, що в околi початку координат
x = y = z = 0 потенцiальна енерґiя атома має вигляд:

U(x, y, z) = U0 +
mω2

rr
2

2
+
mω2

zz
2

2
. (IX.19)

Є рiзноманiтнi конфiґурацiї магнiтних пасток, якi аналогiчнi до
пастки Йоффе–Прiтчарда, наприклад, такi, де контури зi струма-
ми формують щось подiбне на листок конюшини (clover-leaf trap,
рис. IX.9,a) або бейсбольну рукавицю (baseball trap, рис. IX.9,б).

а) б)

Рис. IX.9. Магнiтнi пастки: а) “листок конюшини” (стрiлки показу-
ють напрямок струмiв), б) “бейсбольна рукавиця”
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Ще одним способом уникнення переходiв Майорани в центрi ква-
друпольної пастки може бути використання так званого оптичного
корка (optical plug). Iдея цього методу полягає в тому, що централь-
ну область пастки опромiнюють лазером, унаслiдок чого виникає си-
ла, яка вiдштовхує атоми за її межi.

IX.6. Магнiтооптична пастка

За допомогою магнiтного поля оптичну мелясу можна використати
не лише для сповiльнення атомiв, але й для їх утримання. Пристрої,
в яких застосовують вiдповiднi фiзичнi принципи, називають ма-
гнiтооптичними пастками (МОП). Схематично принцип дiї
одновимiрної МОП показано на рис. IX.10. Величина магнiтного по-
ля в такiй пастцi значно менша, нiж у власне магнiтної пастки, i за
допомогою самого лиш поля атоми втримати не можна.

Як було зазначено в попередньому пiдроздiлi, у центрi квадру-
польної магнiтної пастки (z = 0) поле B = 0, а в околi цiєї точки
поле має однорiдний ґрадiєнт уздовж z. Розглянемо для спрощення
два рiвнi, J = 0 i J = 1. Унаслiдок ефекту Зеємана рiвень J = 1

розщеплюється на три пiдрiвнi, mJ = 0,±1, причому розщеплення
зростає лiнiйно iз z. Якщо спрямувати вздовж осi z два протилежно
напрямленi лазернi променi з частотою, меншою за частоту переходу
мiж рiвнями J = 0 i J = 1, i з рiзнонапрямленими круговими поля-
ризацiями, як показано на рис. IX.10, то магнiтне поле спричинятиме
утримання таким способом. Для атома, який рухається в напрямку
z > 0, резонансним буде перехiд ∆mJ = −1, тому за правилом вiдбо-
ру поглинання вiд’ємно-поляризованого фотона змiщуватиме атом у
напрямку центра пастки z = 0. Для атома ж, що рухається у напрям-
ку z < 0, поглинання додатно-поляризованого фотона змiщуватиме
його також у протилежний бiк, до центра пастки.

На практицi цю схему поширюють на тривимiрний випадок, опро-
мiнюючи магнiтну пастку трьома парами лазерних променiв, як в
оптичнiй мелясi. Застосування МОП дає змогу акумулювати для екс-
периментальних дослiджень бiльше атомiв, нiж сам метод оптичної
меляси, оскiльки в такi пастки потрапляють i досить швидкi ато-
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ми, якi не можуть зав’язнути лише в мелясi. Наприклад, для натрiю
максимальна швидкiсть атомiв, якi ще можна утримати в оптичнiй
мелясi, становить близько 6 м/с, тодi як у МОП — близько 70 м/с
[55, p. 193–194].

Рис. IX.10. Принцип дiї магнiтооптичної пастки

IX.7. Випаровувальне охолодження

Метод випаровувального охолодження ґрунтується на тому самому
ефектi, завдяки якому вистигає горнятко кави: швидкi атоми чи мо-
лекули вилiтають iз системи, забираючи частину енерґiї, i внаслiдок
цього температура поступово знижується. Основною проблемою є
спосiб усунення швидких атомiв так, щоб у системi залишилася до-
статня їх кiлькiсть для спостереження явища бозе-конденсацiї.

Ефекту охолодження можна досягти, зменшивши величину по-
тенцiалу пастки, внаслiдок чого її залишать найшвидшi атоми. Че-
рез деякий час внаслiдок зiткнень i обмiну енерґiєю в системi вста-
новиться рiвноважний розподiл, що вiдповiдає нижчiй температурi,
i процес можна продовжити. На практицi, однак, переважно засто-
совують дещо iнший метод, у якому використовують радiочастотне
випромiнювання (так званий radio-frequency evaporative cooling).
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В основi методу покладено те, як атоми в рiзних станах реагують
на магнiтне поле. Енерґiя атома з магнiтним дипольним моментом
µ, який перебуває в магнiтному полi B, дорiвнює

U = −µB = gµBmB, (IX.20)

де g — множник Ланде, µB — магнетон Бора, а m — магнiтне кван-
тове число. При gm > 0 атомовi енерґетично вигiднiше перебувати
там, де магнiтне поле менше (англiйською такий атом називають
low-field seeker). Значення m, якi забезпечують утримання атомiв
у пастцi, вiдповiдають “пiйманим” станам (trapped або anti-trapped
states). За допомогою випромiнювання з частотою ωrf , яке вiдповi-
дає переходам ∆m = ±1, атоми можна перевести у “вiльний” стан
(untrapped state), коли вигiднiшим є рух до областей з бiльшим ма-
гнiтним полем (high-field seeker).
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