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Передмова

Цей посiбник написаний на основi курсу лекцiй з фундаменталь-
них проблем квантової механiки, який автор читає магiстрам фi-
зичного факультету Львiвського нацiонального унiверситету iменi
Iвана Франка. Його можна розглядати як доповнення до тради-
цiйних пiдручникiв з квантової механiки. Проте, у першому роз-
дiлi посiбника послiдовно викладено основи квантової механiки,
що дає змогу розумiти матерiал без звертання до iнших книг з
квантової механiки.

У другому роздiлi розглянуто квантовi спiновi системи i на
їхньому прикладi продемонстровано парадокс Ейнштейна, Подоль-
ського i Розена, виведено нерiвностi Белла, введено поняття кван-
тових кореляцiй, заплутаних станiв та мiри заплутаностi. Третiй i
четвертий роздiл охоплює матерiал, який вiдносять до квантової
iнформатики, а саме: квантова телепортацiя, квантова крипто-
графiя, квантовi комп’ютери та квантовi обчислення. У п’ятому
роздiлi детально проаналiзовано вимiрювання спiну у квантовiй
механiцi та розглянуто парадокс, пов’язаний з вимiрюванням без
взаємодiї. Поняття вiдстанi мiж квантовими станами, яке введене
у шостому роздiлi, є цiкаве само собою, а також дає змогу по-
новому подивитися на деякi задачi квантової механiки, зокрема
на швидкiсть еволюцiї квантової системи, що розглянута у роз-
дiлi 7. У цьому ж роздiлi проаналiзовано низку iнших проблем,
пов’язаних з еволюцiєю, таких як квантова брахiстохрона, ефект
чи парадокс Зенона, адiабатична теорема та фаза Беррi. Восьмий
роздiл присвячений декогеренцiї квантових систем, зокрема роз-
глянуто парадокс з котом Шредiнґера i показано, як декогеренцiя,
пов’язана зi взаємодiєю iз зовнiшнiм оточенням, дає можливiсть
пояснити його. Зазначимо, що параграф 8.2 цього роздiлу, в яко-
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му розглянута точна модель декогеренцiї, на вiдмiну вiд попере-
днiх параграфiв, навантажений досить складними обчисленнями,
якi потребують знання рiзноманiтних операторних тотожностей
та середнiх вiд бозонних операторiв. Власне, дев’ятий роздiл за-
безпечує цi знання.

Автор висловлює подяку своїм колегам, студентам та аспi-
рантам кафедри теоретичної фiзики за допомогу та кориснi за-
уваження пiд час написання цього пiдручника. Особливо дякую
I. Вакарчуковi за цiкавi дискусiї та його пропозицiю прочитати
курс лекцiй з фундаментальних проблем квантової механiки, без
яких цей посiбник був би неможливим. Дякую Ю. Криницькому
та Т. Фiтьовi за спiльнi, часом досить бурхливi, обговорення ба-
гатьох проблем квантової механiки, всiм учасникам щорiчних се-
мiнарiв з квантової iнформатики у Верхньому Синьовидному за
цiкавi доповiдi та дискусiї, а особливо його постiйному учасниковi
Т. Крохмальському за лекцiї з квантових обчислень i квантових
комп’ютерiв. Дякую також О. Кiктєвiй та А. Ровенчаку за до-
помогу та кориснi поради в оформленнi посiбника, Т. Фiтьовi за
виконанi рисунки до видання.



Роздiл 1

Математичнi основи

квантової механiки

1.1 Простiр станiв

Стани у квантовiй механiцi задають векторами, якi утворюють
лiнiйний простiр. У позначеннях Дiрака [1] цi вектори запиcують
|ψ〉 i називають кет-векторами. Буква в серединi дужок нумерує
вектори стану. Зазначимо, що c|ψ〉, де c — комплексне число, опи-
сує той самий квантовий стан.

Лiнiйнiсть простору вiдображає принцип суперпозицiї у кван-
товiй механiцi. Якщо квантова система може перебувати у станax
|ψ1〉 або |ψ2〉, то вона може перебувати у станi, який є лiнiйною
комбiнацiєю цих станiв:

|ψ〉 = c1|ψ1〉+ c2|ψ2〉, (1.1)

де c1 i c2 — комплекснi числа.
Квантова механiка оперує з гiльбертовим простором. Це лi-

нiйний простiр зi скалярним добутком (|ψ〉, |φ〉), який двом кет-
векторам |ψ〉 i |φ〉 ставить у вiдповiднiсть комплексне число. На-
перед наголосимо, що в цьому посiбнику ми розглядатимемо скiн-
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ченно вимiрний гiльбертовий простiр, коли довiльний вектор зо-
бражають лiнiйною комбiнацiєю скiнченної кiлькостi базисних ве-
кторiв.

Постулюємо такi властивостi скалярного добутку

(|ψ〉, |φ〉) = (|φ〉, |ψ〉)∗ , (1.2)

(|ψ〉, c1|φ1〉+ c2|φ2〉) = c1(|ψ〉, |φ1〉) + c2(|ψ〉, |φ2〉), (1.3)

(|φ〉, |φ〉) ≥ 0, (1.4)

а також

(|φ〉, |φ〉) = 0 (1.5)

тодi i тiльки тодi, коли |φ〉 = 0. Зiрка позначає комплексне спря-
ження. Перша властивiсть приводить до дiйсностi норми вектора.
Друга властивiсть — це лiнiйнiсть скалярного добутку за другим
вектором. Iз цих двох властивостей одержуємо антилiнiйнiсть за
першим кет-вектором

(c1|ψ1〉+ c2|ψ2〉, |φ〉) = c∗1(|ψ1〉, |φ〉) + c∗2(|ψ2〉, |φ〉). (1.6)

Зафiксуємо у скалярному добутку (|ψ〉, |φ〉) перший кет-вектор.
Тодi скалярний добуток можна трактувати як функцiонал, який
кожному |φ〉 ставить у вiдповiднiсть число. Рiзним векторам |ψ〉
вiдповiдають рiзнi функцiонали. Згiдно з Дiраком позначимо цi
функцiонали як 〈ψ|, i називатимемо їх бра-векторами. Тодi ска-
лярний добуток — це дiя певного функцiонала на кет-вектор

(|ψ〉, |φ〉) = 〈ψ| · |φ〉 = 〈ψ|φ〉. (1.7)

Зазачимо, що функцiонал 〈ψ|, який приводить до того самого ре-
зультату — єдиний. Для доведення припустимо, що наявнi два
функцiонали 〈ψ| i 〈ψ′|, якi дають той самий результат для довiль-
ного |φ〉

〈ψ|φ〉 = 〈ψ′|φ〉 (1.8)
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або

(〈ψ| − 〈ψ′|)|φ〉 = 0. (1.9)

Оскiльки |φ〉 — довiльний вектор, то можливий випадок, коли
|φ〉 = |ψ〉 − |ψ′〉. Тодi (1.9) означає, що скалярний добуток цього
вектора з самим собою рiвний нулю. Це своєю чергою, внаслiдок
(1.5), веде до |ψ〉 − |ψ′〉 = 0. Тобто, функцiонали 〈ψ| i 〈ψ′| збiгаю-
ться.

Властивiсть (1.2) у нових позначеннях запишемо

〈ψ|φ〉 = 〈φ|ψ〉∗. (1.10)

Нормою вектора називають
√

〈ψ|ψ〉 = ||ψ〉|. Вiдповiдно, квадрат
норми вектора запишемо ||ψ〉|2 = 〈ψ|ψ〉. Оскiльки у квантовiй ме-
ханiцi |ψ〉 та c|ψ〉 описують той самий квантовий стан, то зручно
вибрати норму векторiв станiв рiвною одиницi, 〈ψ|ψ〉 = 1.

Функцiонали чи бра-вектори так само, як i кет-вектори, утво-
рюють лiнiйний простiр. Тобто якщо 〈ψ| = c1〈ψ1|+ c2〈ψ2|, то

〈ψ|φ〉 = (c1〈ψ1|+ c2〈ψ2|)|φ〉 = c1〈ψ1|φ〉+ c2〈ψ2|φ〉. (1.11)

Аналогiчно, якщо |φ〉 = c1|φ1〉+ c2|φ2〉, то

〈ψ|φ〉 = 〈ψ|(c1|φ1〉+ c2|φ2〉) = c1〈ψ|φ1〉+ c2〈ψ|φ2〉. (1.12)

Вiдображенню кет- у бра-вектор вiдповiдає операцiя спряже-
ння, яку будемо позначати хрестом

|ψ〉+ = 〈ψ|. (1.13)

Таке вiдображення єдине внаслiдок доведеної вище властивостi
про єдинiсть функцiонала, який вiдповiдає кет-вектору. Анало-
гiчно кет-вектори можна трактувати як функцiонали над бра-
векторами. Кожному бра-вектору вiдповiдає кет-вектор i таке вiд-
ображення єдине. Отже маємо взаємно однозначну вiдповiднiсть
мiж бра- i кет-векторами. Це означає, що операцiя спряження вiд-
повiдає прямому i оберненому вiдображенню. Тодi

〈ψ|+ = |ψ〉. (1.14)
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Подвiйне виконання операцiї спряження повертає нас до вихiдно-
го вектора

(|ψ〉+)+ = |ψ〉, (〈ψ|+)+ = 〈ψ|. (1.15)

Встановимо властивостi цього вiдображення, якi випливають
iз властивостей скалярного добутку. Розглянемо скалярний добу-
ток |ψ〉 = c1|ψ1〉+ c2|ψ2〉 i |φ〉

〈ψ|φ〉 = 〈φ|ψ〉∗ = c∗1〈φ|ψ1〉∗ + c∗2〈φ|ψ2〉∗ = (1.16)

= c∗1〈ψ1|φ〉+ c∗2〈ψ2|φ〉 = (c∗1〈ψ1|+ c∗2〈ψ2|)|φ〉.

Отже знаходимо

(c1|ψ1〉+ c2|ψ2〉)+ = c∗1〈ψ1|+ c∗2〈ψ2|. (1.17)

Бра-вектори утворюють лiнiйний простiр, який називають ду-
альним простором до простору кет-векторiв. Унаслiдок взаєм-
но однозначної вiдповiдностi мiж кет- i бра-векторами квантовий
стан можна задавати або кет-, або вiдповiдним бра-вектором.

1.2 Оператори

Фiзичним величинам у квантовiй механiцi вiдповiдають лiнiйнi
ермiтовi оператори.

Лiнiйне вiдображення кет-вектора |ψ〉 у кет вектор |ψ′〉 можна
записати як дiю деякого лiнiйного оператора Â

|ψ′〉 = Â|ψ〉. (1.18)

Лiнiйнiсть оператора виражають такою властивiстю

Â(c1|ψ1〉+ c2|ψ2〉) = c1Â|ψ1〉+ c2Â|ψ2〉. (1.19)

Для того, щоб увести дiю оператора на бра-вектори, розглянемо
скалярний добуток

〈φ|ψ′〉 = 〈φ| · Â|ψ〉 = 〈φ|Â · |ψ〉 = 〈φ′|ψ〉. (1.20)
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Функцiонал 〈φ′|, який задовольняє цю умову при довiльних |ψ〉 —
єдиний (див. доведення пiсля (1.7)).

Рiвнiсть (1.20), яка повинна виконуватись для довiльних |ψ〉,
означає новий функцiонал

〈φ′| = 〈φ|Â. (1.21)

Новий функцiонал чи бра-вектор 〈φ′| можна трактувати як ре-
зультат дiї на 〈φ| оператора Â, який записується за вектором i дiє
налiво. Надалi крапки в (1.20) можемо опускати, оскiльки опера-
тор може дiяти як направо так i налiво.

Введемо поняття спряженого оператора. Розглянемо скаляр-
ний добуток двох довiльних векторiв |φ〉 i |ψ〉

〈φ|Â|ψ〉 = 〈φ|ψ′〉 = 〈ψ′|φ〉∗ = 〈ψ|Â+|φ〉∗, (1.22)

де ми ввели позначення

|ψ′〉 = Â|ψ〉, (1.23)

〈ψ′| = 〈ψ|Â+. (1.24)

Оператор Â+ називають спряженим оператором до оператора Â.
Зазначимо, що

(Â|ψ〉)+ = 〈ψ|Â+. (1.25)

Отже, для спряженого оператора повинно виконуватись спiв-
вiдношення

〈φ|Â|ψ〉 = 〈ψ|Â+|φ〉∗, (1.26)

де |φ〉 i |ψ〉 — довiльнi вектори iз простору станiв. Це спiввiдно-
шення однозначно задає спряжений оператор.

Оператор називають ермiтовим, якщо A+ = A. Для довiль-
них станiв |φ〉 i |ψ〉 для ермiтового оператора має виконуватись
рiвнiсть

〈φ|Â|ψ〉 = 〈ψ|Â|φ〉∗. (1.27)
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Запишемо властивостi операцiї спряження, якi випливають iз
означення (1.26):

1. c+ = c∗, де c — комплексне число.
2. (Â+ B̂)+ = Â+ + B̂+.
3. (ÂB̂)+ = B̂+Â+.
Першi двi властивостi є очевиднi. Доведемо третю властивiсть

〈φ|ÂB̂|ψ〉 = 〈φ|Â|ψ′〉 = 〈ψ′|Â+|φ〉∗ = 〈ψ′|φ′〉∗ = (1.28)

= 〈φ′|ψ′〉 = 〈φ′|B̂|ψ〉 = 〈ψ|B̂+|φ′〉∗ = 〈ψ|B̂+Â+|φ〉∗.

Тут ми скористалися позначеннями |ψ′〉 = B̂|ψ〉 i |φ′〉 = Â+|φ〉.
Iз бра- i кет-векторiв вiдповiдно до Дiрака можна утворити

оператор

Â = |ψ′〉〈ψ|, (1.29)

який за означенням дiє так

Â|φ〉 = |ψ′〉〈ψ|φ〉. (1.30)

Спряжений оператор у цих позначеннях запишемо

Â+ = (|ψ′〉〈ψ|)+ = |ψ〉〈ψ′|. (1.31)

Важливу роль у квантовiй механiцi вiдiграє оператор проекту-
вання

Pφ = |φ〉〈φ|, (1.32)

який володiє властивiстю: Квадрат оператора проектування збi-
гається з самим собою. Справдi

P 2
φ = |φ〉〈φ|φ〉〈φ| = |φ〉〈φ| = Pφ, (1.33)

де ми використали, що 〈φ|φ〉 = 1.
Цей оператор проектує довiльний вектор |ψ〉 на |φ〉

Pφ|ψ〉 = |φ〉〈φ|ψ〉. (1.34)
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Можемо ввести також оператор проектування на пiдпростiр
ортонормованих векторiв станiв |φi〉, i = 1, 2, . . . , k

P =

k
∑

i=1

|φi〉〈φi|. (1.35)

Доведемо, що P 2 = P

P 2 =

k
∑

i=1

k
∑

j=1

|φi〉〈φi|φj〉〈φj | = (1.36)

=

k
∑

i=1

k
∑

j=1

|φi〉δij〈φj | =
k
∑

i=1

|φi〉〈φi| = P.

Оператори проектування є ермiтовими операторами. У цьому лег-
ко переконатись, скориставшись (1.31).

На завершення цього параграфа зазначимо, що при множеннi
двi фiзичнi класичнi величини можна переставляти мiсцями AB =
= BA, тодi як у квантовому випадку для вiдповiдних операторiв
така властивiсть не завжди виконується ÂB̂−B̂Â 6= 0. Цю рiзницю
називають комутатором i позначають так

[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â. (1.37)

Комутатори володiють такими властивостями:

[Â, B̂] = −[B̂, Â], (1.38)

[Â, c1B̂ + c2Ĉ] = c1[Â, B̂] + c2[Â, Ĉ], (1.39)

[ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂, (1.40)

[Â, [B̂, Ĉ]] + [B̂, [Ĉ, Â]] + [Ĉ, [Â, B̂]] = 0, (1.41)

де c1 i c2 — константи. Останню властивiсть називають тотожнi-
стю Якобi. У справедливостi цих властивостей переконуємось за
допомогою перевiрки, скориставшись означенням комутатора.
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Звернемо увагу на подiбнiсть властивостей комутаторiв до вла-
стивостей дужок Пуассона. Згодом ми побачимо, що це не є ви-
падково i покажемо, що класична дужка Пуассона тiсно пов’язана
з комутатором у квантовiй механiцi (див. параграф 1.9).

1.3 Представлення векторiв станiв
та операторiв

У багатьох задачах квантової механiки зручно користуватись тим
чи iншим представленням векторiв станiв та операторiв, що дiють
на них. Абстрактним поняттям лiнiйної алгебри, якi ми ввели у
попереднiх параграфах, можна поставити у вiдповiднiсть певнi
сукупностi чисел, що володiють такими самими властивостями,
як i вихiднi абстрактнi поняття. Таку вiдповiднiсть називатимемо
представленням.

З метою визначення представлення задамо повний набiр ор-
тонормованих векторiв |e1〉, |e2〉, . . . , |en〉, 〈ei|ej〉 = δij . Будь-який
кет-вектор можемо розкласти за вибраним базисом

|ψ〉 =
n
∑

i=1

ci|ei〉. (1.42)

Звiдки, використавши ортонормованiсть базису, знаходимо

ci = 〈ei|ψ〉. (1.43)

Сукупнiсть комплексних чисел ci = 〈ei|ψ〉 однозначно задає ве-
ктор |ψ〉 i утворює представлення цього вектора у вибраному ба-
зисi |ei〉.

Пiдставляємо ci в попередню формулу

|ψ〉 =
n
∑

i=1

〈ei|ψ〉|ei〉 =
n
∑

i=1

|ei〉〈ei|ψ〉. (1.44)

Оскiльки ця рiвнiсть повинна виконуватись для довiльних |ψ〉, то
маємо

n
∑

i=1

|ei〉〈ei| = 1, (1.45)
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що i є умовою повноти базису |ei〉.
Для бра-вектора маємо

〈ψ| =
n
∑

i=1

〈ψ|ei〉〈ei|, (1.46)

де числа 〈ψ|ei〉 представляють бра-вектор.
Скалярний добуток двох векторiв |ψ〉 i |ψ′〉 запишемо

〈ψ|ψ′〉 =
n
∑

i=1

〈ψ|ei〉〈ei|ψ′〉 =
n
∑

i=1

〈ei|ψ〉∗〈ei|ψ′〉 =
n
∑

i=1

c∗i c
′
i. (1.47)

Для отримання цього результату ми використали представлення
одиничного оператора (1.45). Як бачимо, це є звичайне означення
скалярного добутку двох векторiв з компонентами ci та c′i.

Розглянемо представлення оператора. Для цього помножимо
лiву i праву частини (1.18) скалярно на базисний вектор |ei〉 i
пiсля перетворення правої частини, з використанням одиничного
оператора маємо

〈ei|ψ′〉 = 〈ei|Â|ψ〉 =
n
∑

j=1

〈ei|Â|ej〉〈ej |ψ〉, (1.48)

або

c′i =
n
∑

j=1

Aijcj , (1.49)

де Aij = 〈ei|Â|ej〉 — матричний елемент оператора. Як бачимо з
(1.48) чи (1.49), дiя оператора представляється дiєю матрицi

Â =









A11 A12 · · · A1n

A21 A22 · · · A2n

· · · · · · · · · · · ·
An1 An2 · · · Ann









(1.50)

на вектор-стовпчик








c1
c2
. . .
cn









, (1.51)
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який представляє кет-вектор.
На завершення розглянемо операцiю спряження, коли опера-

тори записанi у матричному представленнi. Виберемо вектори, якi
входять в означення спряженого оператора (1.26) так |φ〉 = |ei〉 i
|ψ〉 = |ej〉, де |ei〉 утворюють повний ортонормований набiр векто-
рiв в n-вимiрному просторi. Тодi згiдно з (1.26) знаходимо

Aij = 〈ei|Â|ej〉 = 〈ej |Â+|ei〉∗ = (A+
ji)

∗, (1.52)

або

A+
ji = A∗

ij . (1.53)

Отже операцiя спряження матрицi складається з двох операцiй,
а саме — транспонування i комплексного спряження.

Спряження кет-вектора дає бра-вектор, який у матричному
представленнi запишемо

(

c∗1, c∗2, . . . , c∗n
)

. (1.54)

1.4 Властивостi власних значень i власних
векторiв ермiтових операторiв

Розглянемо рiвняння на власнi значення i власнi вектори ермiто-
вого оператора

Â|a〉 = a|a〉, (1.55)

де a — власне значення, якому вiдповiдає власний вектор |a〉.
Власнi значення i власнi вектори ермiтового оператора мають

такi властивостi:
1. Власнi значення його є дiйснi. Для доведення помножимо

лiву i праву частину рiвняння (1.55) на 〈a|

〈a|Â|a〉 = a〈a|a〉. (1.56)

Для ненульового вектора скалярний добуток 〈a|a〉 > 0 i є дiй-
сний. Також внаслiдок ермiтовостi оператора Â (1.27) випливає,
що 〈a|Â|a〉 = 〈a|Â|a〉∗ є дiйсне. Тому власне значення a є дiйсне.



1.4. Властивостi власних значень. . . 17

2. Власнi вектори ермiтового оператора, якi вiдповiдають рi-
зним власним значенням, ортогональнi. Розглянемо рiвняння з
двома рiзними власними значеннями a та a′

Â|a〉 = a|a〉, (1.57)

Â|a′〉 = a′|a′〉. (1.58)

Домножимо перше рiвняння на 〈a′|. Друге рiвняння домножи-
мо на 〈a| i комплексно спряжемо його. Отримаємо

〈a′|Â|a〉 = a〈a′|a〉 (1.59)

〈a|Â|a′〉∗ = a′〈a|a′〉∗ = a′〈a′|a〉. (1.60)

Звiдки пiсля вiднiмання двох рiвнянь знаходимо

〈a′|Â|a〉 − 〈a|Â|a′〉∗ = (a− a′)〈a′|a〉. (1.61)

Унаслiдок ермiтовостi оператора Â лiва сторона цього рiвняння
дорiвнює нулю. Оскiльки a 6= a′, то 〈a′|a〉 = 0, тобто власнi векто-
ри, якi вiдповiдають рiзним власним значенням, ортогональнi.

3. Власнi вектори ермiтового оператора утворюють повну си-
стему векторiв, якi можуть служити базисом. Це означає, що будь-
який вектор однозначно розкладається за цими власними векто-
рами.

Доведемо цю властивiсть для скiнченновимiрного простору,
в якому будь-який вектор можна розкласти за n базисними ве-
кторами. Спочатку зауважимо, що будь-який оператор володiє
принаймнi одним власним вектором, позначимо його |a〉. Дове-
дення цього факту ґрунтується на представленнi оператора в n-
вимiрному просторi матрицею n×n. Тодi рiвняння на власнi значе-
ння оператора зводиться до вiдповiдного рiвняння на власнi зна-
чення матрицi

n
∑

j=1

Aijcj = aci. (1.62)

Ненульовi розв’язки iснують за умови det(Aij−aδij) = 0. Це рiвня-
ння на власнi значення a є алгебраїчним рiвнянням n-го порядку,
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яке має принаймнi один розв’язок. Тобто iснує принаймнi один
власний вектор.

Нехай |b〉 — вектор iз ортогонального до |a〉 пiдпростору b. Тодi

〈b|Â|a〉 = a〈b|a〉 = 0. (1.63)

Тому

〈a|Â|b〉 = 〈b|Â|a〉∗ = 0, (1.64)

де ми використали ермiтовiсть оператора Â. Звiдси робимо висно-
вок, що Â|b〉 = |b′〉 належить до ортогонального до |a〉 пiдпросто-
ру. Оператор Â дiючи на вектори з пiдпростору b не виводить їх
iз цього пiдпростору. Тодi ми можемо розглянути дiю ермiтового
оператора Â лише у пiдпросторi b. У цьому пiдпросторi опера-
тор Â також має принаймнi один власний вектор. Продовжую-
чи мiркування, доводимо, що ермiтовий оператор має n власних
ортогональних векторiв. Бачимо, що власнi вектори ермiтового
оператора утворюють повну систему базисних векторiв.

4. Якщо два ермiтовi оператори комутують мiж собою [Â, B̂] =
= 0, то наявна спiльна система власних векторiв. Справедливе та-
кож зворотнє твердження. Якщо два ермiтовi оператори володi-
ють спiльною системою власних векторiв, то вони комутують мiж
собою.

Доведемо спочатку друге твердження. Нехай |φi〉 (i = 1, 2 . . . ,
n) — спiльна система власних функцiй двох операторiв Â i B̂. Тодi

Â|φi〉 = ai|φi〉, (1.65)

B̂|φi〉 = bi|φi〉. (1.66)

Подiємо на перше рiвняння оператором B̂, а на друге Â i вiднiмемо
вiд другого рiвняння перше

(ÂB̂ − B̂Â)|φi〉 = (aibi − biai)|φi〉 = 0. (1.67)

Оскiльки |φi〉 (i = 1, 2 . . . , n) утворює повну систему векторiв, то
(ÂB̂ − B̂Â)|ψ〉 = 0 для довiльного вектора. Це означає, що опера-
тори комутують ÂB̂ − B̂Â = 0.
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Доведемо перше твердження. Нехай |φi〉 є власнi вектори опе-
ратора Â, якi задовольняють рiвняння (1.65). Подiємо на праву та
лiву частину цього рiвняння оператором B̂ i скористаємось умо-
вою комутацiї операторiв Â i B̂. Тодi

ÂB̂|φi〉 = aiB̂|φi〉. (1.68)

Розглянемо спочатку випадок, коли вiдсутнє виродження власних
значень. Тобто всi ai рiзнi i кожному власному значенню вiдповiд-
ає один власний вектор. Тодi iз (1.68) доходимо висновку, що дiя
оператора B̂ на |φi〉 має давати ту саму функцiю з певним мно-
жником bi

B̂|φi〉 = bi|φi〉. (1.69)

Звiдси |φi〉 є також власною функцiєю оператора B̂.
Трохи складнiший випадок, коли є виродження власних зна-

чень. Нехай a1 = a2 = a. Тодi власне значення a оператора Â є
двократно вироджене i йому вiдповiдають два власнi вектори |φ1〉
i |φ2〉, якi нехай є ортогональними. У цьому випадку оператор B̂,
дiючи на |φ1〉 чи |φ2〉, може перевести їх у лiнiйну комбiнацiю

B̂|φ1〉 = b11|φ1〉+ b12|φ2〉,
(1.70)

B̂|φ2〉 = b21|φ1〉+ b22|φ2〉

i отже |φ1〉 i |φ2〉 не будуть власними векторами B̂. Оскiльки B̂ є
ермiтовим оператором, то матриця bij є також ермiтовою. Тому
(1.70) завжди можна привести до дiагонального вигляду

B̂|φ′1〉 = b1|φ′1〉
(1.71)

B̂|φ′2〉 = b2|φ′2〉,

де |φ′1〉 i |φ′2〉 — власнi вектори матрицi bij , якi є певними лiнiйними
комбiнацiями |φ1〉 i |φ2〉 i тому також є власними векторами Â з
власним значенням a. Отже i у випадку виродження ми завжди
можемо вибрати власнi вектори так, щоб вони були одночасно
власними векторами двох комутуючих ермiтових операторiв.
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1.5 Унiтарнi перетворення

Нехай кожному вектору стану |ψ〉 вiдповiдає деякий новий вектор
|ψu〉

|ψu〉 = Û |ψ〉, |ψ〉 = Û−1|ψu〉, (1.72)

де Û−1 — обернений до Û оператор. Тодi дiю операторiв (1.18) на
просторi нових векторiв запишемо так

Âu|ψu〉 = |ψ′
u〉, (1.73)

де новий оператор

Âu = Û ÂÛ−1. (1.74)

Новi оператори задовольняють тi самi алгебраїчнi спiввiдношен-
ня, що i старi оператори. Це видно iз такого

Û(Â+ B̂)Û−1 = Û ÂÛ−1 + Û B̂Û−1 = Âu + B̂u, (1.75)

Û(ÂB̂)Û−1 = Û ÂÛ−1Û B̂Û−1 = ÂuB̂u. (1.76)

Розглянемо оператори Û , якi не мiняють норму векторiв. А
саме, якщо 〈ψ|ψ〉 = 1, то вимагаємо, щоб новi вектори також були
нормованi на одиницю

〈ψu|ψu〉 = 〈ψ|Û+Û |ψ〉 = 1. (1.77)

Ця умова повинна виконуватись для довiльних векторiв |ψ〉 i вона
буде забезпечена, коли

Û+Û = 1, (1.78)

або iнакше спряжений оператор дорiвнює оберненому Û+ = Û−1.
Такi оператори називають унiтарними операторами. При унiтар-
ному перетвореннi новi оператори

Âu = Û ÂÛ+ (1.79)

очевидно є ермiтовими операторами, якщо вихiднi оператори Â є
ермiтовi. Очевидно також, що власнi значення операторiв Â та Âu
збiгаються, а власнi вектори пов’язанi спiввiдношенням (1.72).
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1.6 Постулат про вимiрювання у квантовiй
механiцi

Без постулату про вимiрювання розвинута в попереднiх парагра-
фах теорiя залишалась би абстрактною математичною теорiєю
лiнiйних просторiв. Цей постулат пов’язує абстрактну теорiю зi
спостережуваними величинами. Напевно не буде перебiльшенням
сказати, що цей постулат вдихає життя в абстрактну теорiю лi-
нiйних просторiв.

Розглянемо спочатку вимiрювання фiзичної величини A, опе-
ратор якої Â має невиродженi власнi значення. Постулат про ви-
мiрювання стверджує таке.

Нехай квантова система перебуває у станi |ψ〉. Тодi результа-
том вимiрювання фiзичної величини A, якiй вiдповiдає оператор
Â, є одне iз його власних значень a = a1, a2, . . . , an. Вектор стану
|ψ〉 при цьому переходить (редукує) у власний стан |a〉 оператора
Â. Iмовiрнiсть такого процесу визначають перекриттям вихiдно-
го |ψ〉 i кiнцевого станiв |a〉, а саме, Wa = |〈a|ψ〉|2. Цей постулат
можна економно сформулювати з допомогою операторiв проекцiї

Pa = |a〉〈a|. (1.80)

Тодi легко переконатися, що iмовiрнiсть отримати в результатi
вимiру власне значення a дорiвнює

Wa = 〈ψ|Pa|ψ〉 = 〈ψ|a〉〈a|ψ〉 = |〈a|ψ〉|2. (1.81)

Редукцiя вектора стану |ψ〉 внаслiдок вимiрювання до |a〉 еквiва-
лентна дiї оператора проекцiї

Pa|ψ〉 = |a〉〈a|ψ〉. (1.82)

Зазначимо, пiсля дiї оператора проектування норма вектора мi-
няється i цiкаво, що ймовiрнiсть Wa дорiвнює квадрату норми
вектора Pa|ψ〉.

Розглянемо складнiший випадок, коли оператор володiє ви-
родженими власними значеннями. Оператори проектування i в
цьому випадку дають змогу сформулювати постулат про вимiрю-
вання. Нехай власному значенню a оператора Â вiдповiдає кiлька
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власних ортонормованих векторiв |a, 1〉 |a, 2〉, . . . |a, s〉, де s — кра-
тнiсть виродження. Введемо оператор проектування на цей пiд-
простiр

Pa =

s
∑

k=1

|a, k〉〈a, k|. (1.83)

Тодi, якщо результатом вимiрювання фiзичної величини A є вла-
сне значення a, то вихiдний стан |ψ〉 проектується на пiдпростiр
власних векторiв оператора Â з власним значенням a

Pa|ψ〉 =
s
∑

k=1

|a, k〉〈a, k|ψ〉. (1.84)

Iмовiрнiсть отримати унаслiдок вимiрювання власне значення a

Wa = 〈ψ|Pa|ψ〉 =
s
∑

k=1

|〈a, k|ψ〉|2. (1.85)

1.7 Середнi значення фiзичних величин.
Чистий ансамбль станiв

Розглянемо середнє значення фiзичної величини для квантової
системи, яка перебуває у станi |ψ〉. Як ми бачили у попередньому
параграфi вимiрювання змiнює квантовий стан. Тому для прове-
дення наступних вимiрювань над квантовою системою у тому са-
мому станi нам потрiбно або повертати пiсля вимiрювань систему
до попереднього стану, або мати сукупнiсть однакових квантових
систем, якi є у тому самому станi |ψ〉. Таку сукупнiсть називають
чистим ансамблем.

Використовуючи постулат про вимiрювання знаходимо сере-
днє значення фiзичної величини

Ā =
∑

a

Waa =
∑

a

〈ψ|a〉〈a|ψ〉a = 〈ψ|
(

∑

a

|a〉a〈a|
)

|ψ〉, (1.86)

де в круглих дужках ми отримали не що iнше, як оператора фi-
зичної величини A

Â =
∑

a

|a〉a〈a|. (1.87)
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В цьому легко переконатись, подiявши цим оператором на вектори
|a〉. Отже, середнє значення фiзичної величини A у квантовому
станi |ψ〉 запишемо

Ā = 〈ψ|Â|ψ〉. (1.88)

Для скорочення позначень ми також писатимемо Ā = 〈Â〉 i нази-
ватимемо праву сторону рiвностi середнiм значенням оператора.
Вимiряне на експериментi середнє значення фiзичної величини
дорiвнює середньому значенню вiдповiдного оператора.

Доведемо таке твердження. Якщо середнє значення оператора
Â у довiльному станi |ψ〉 є дiйсне, тобто

〈ψ|Â|ψ〉∗ = 〈ψ|Â|ψ〉, (1.89)

то цей оператор є ермiтовий. Для цього розглянемо вектор стану,
який є лiнiйною комбiнацiєю |ψ1〉 i |ψ2〉 i запишемо його так:

|ψ〉 = c(|ψ1〉+ z|ψ2〉), (1.90)

де c — множник нормування, z — довiльне комплексне число. Пiд-
ставимо (1.90) в (1.89) i отримаємо

〈ψ1|Â|ψ1〉∗ + z∗〈ψ1|Â|ψ2〉∗ + z〈ψ2|Â|ψ1〉∗ + |z|2〈ψ2|Â|ψ2〉∗ =
= 〈ψ1|Â|ψ1〉+ z〈ψ1|Â|ψ2〉+ z∗〈ψ2|Â|ψ1〉+ |z|2〈ψ2|Â|ψ2〉. (1.91)

Звiдки, враховуючи, що 〈ψ1|Â|ψ1〉 i 〈ψ2|Â|ψ2〉 є дiйсними, маємо

z(〈ψ2|Â|ψ1〉∗ − 〈ψ1|Â|ψ2〉) = z∗(〈ψ1|Â|ψ2〉∗ − 〈ψ2|Â|ψ1〉). (1.92)

Отримана рiвнiсть має виконуватись при довiльному комплексно-
му числi z. Це можна забезпечити, коли вирази в круглих дужках
злiва i справа в (1.92) дорiвнюють нулю. Звiдси одержуємо умову

〈ψ2|Â|ψ1〉∗ = 〈ψ1|Â|ψ2〉, (1.93)

яка є не чим iншим, як означенням ермiтового оператора.
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1.8 Змiшаний ансамбль станiв. Матриця
густини

Створити експериментально чистий ансамбль станiв не завжди є
простим задвданням. Дуже часто ми маємо ансамбль станiв, якi
дещо вiдрiзняються один вiд одного. Ансамбль неоднакових ста-
нiв виникає також пiсля вимiрiв, проведених над чистим ансам-
блем. У такому ансамблi ми з певною iмовiрнiстю можемо натра-
пити на той чи iнший квантовий стан. Такий ансамбль називають
змiшаним. Нехай змiшаний ансамбль складається зi станiв |ψi〉,
i = 1, 2, . . . ,m, де m — довiльне число, яке не пов’язане з роз-
мiрнiстю простору n. Iмовiрнiсть знайти в ансамблi вiдповiдний
квантовий стан дорiвнює ωi, очевидно, що

∑

i ωi = 1. Уявiмо со-
бi, що ми зiбрали в одну множину всi стани |ψ1〉, згодом |ψ2〉 i
наприкiнцi |ψm〉. Тодi кожен iз цих сукупностей утворює чистий
ансамбль. Отже, змiшаний ансамбль можна розглядати як змiшу-
вання у вiдповiдних пропорцiях чистих ансамблiв. Для середнього
значення вимiрювальної величини маємо

Ā =

m
∑

i=1

ωi〈ψi|Â|ψi〉. (1.94)

Середнє значення фiзичної величини мiстить тепер два усередне-
ння, а саме, квантово-механiчне для вiдповiдного чистого ансам-
блю, та класичне усереднення за рiзними чистими ансамблями,
що формують змiшаний ансамбль. Використовуючи (1.87), знахо-
димо

Ā =
m
∑

i=1

ωi
∑

a

〈ψi|a〉a〈a|ψi〉 =
∑

a

a
m
∑

i=1

ωi〈a|ψi〉〈ψi|a〉 =

=
∑

a

a〈a|ρ̂|a〉 =
∑

a

〈a|ρ̂Â|a〉 = Sp ρ̂Â, (1.95)

де
ρ̂ =

m
∑

i=1

ωi|ψi〉〈ψi| (1.96)

— оператор густини, який називають також матрицею густини,
Sp називають слiдом (шпуром) вiдповiдного оператора, позначає
суму його дiагональних матричних елементiв.
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Розглянемо властивостi матрицi густини. Наголосимо споча-
тку, що матриця густини чистого ансамблю має вигляд ρ̂ = |ψ〉〈ψ|
i володiє властивiстю ρ̂2 = ρ̂.

З означення (1.96) очевидно, що матриця густини є ермiтовим
оператором. Покажемо, що слiд (шпур) матрицi густини дорiвнює
одиницi. Нехай |ek〉 (k = 1, 2, . . . , n) довiльна система ортонормо-
ваних базисних векторiв простору. Тодi

Sp ρ̂ =

n
∑

k=1

∑

i

ωi〈ek|ψi〉〈ψi|ek〉 = (1.97)

=

n
∑

k=1

∑

i

ωi〈ψi|ek〉〈ek|ψi〉 =
∑

i

ωi = 1,

тут ми скористались, що
∑n

k=1 |ek〉〈ek| = 1.
Оскiльки матриця густини є ермiтовим оператором, то його

власнi значення λk (k = 1, 2, . . . , n) дiйснi, а власнi вектори утво-
рюють повний набiр ортогональних векторiв |φk〉. Матрицю гу-
стини можемо записати

ρ̂ =
n
∑

k=1

λk|φk〉〈φk|. (1.98)

Тодi

Sp ρ̂ =
n
∑

k=1

λk (1.99)

i, враховуючи властивiсть (1.97), знаходимо, що сума власних зна-
чень матрицi густини дорiвнює одиницi

n
∑

k=1

λk = 1. (1.100)

Середнє значення матрицi густини в будь-якому станi |φ〉 зав-
жди невiд’ємне

〈ρ̂〉 =
∑

i

ωi〈φ|ψi〉〈ψi|φ〉 =
∑

i

ωi|〈φ|ψi〉|2 ≥ 0, (1.101)
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оскiльки iмовiрностi ωi ≥ 0. Середнє матрицi густини у власно-
му станi |φi〉 рiвне 〈ρ̂〉 = 〈φi|ρ̂|φi〉 = λi. Звiдси робимо висновок,
що поряд з властивiстю (1.100) власнi значення матрицi густини
невiд’ємнi λi ≥ 0.

Будь-яку матрицю густини можна привести до вигляду (1.98).
У матричному зображеннi це є дiагональна матриця, по дiагоналi
якої є власнi значення λk. Якщо одне iз власних значень матрицi
густини дорiвнює одиницi λ1 = 1, тодi всi iншi власнi значення
дорiвнюють нулю λ2 = λ3 = . . . = λn = 0 i матриця густини у
цьому випадку вiдповiдає чистому ансамблю.

На завершення цього параграфа зробимо зауваження щодо
термiнологiї. Для скорочення чистий ансамбль станiв називають
чистим станом, а змiшаний ансамбль станiв — змiшаним станом.

1.9 Квантова дужка Пуассона

В класичнiй механiцi змiну в часi t функцiї A динамiчних змiнних
(координат та iмпульсiв) задають рiвнянням

dA

dt
=
∂A

∂t
+ {A,H}. (1.102)

Центральну роль у цьому рiвняннi вiдiграють класичнi дужки Пу-
ассона, якi володiють властивостями

{A,B} = −{B,A}, (1.103)

{αA+ βB,C} = α{A,C} + β{B,C}, (1.104)

{AB,C} = {A,C}B +A{B,C}, (1.105)

{A, {B,C}} + {B, {C,A}} + {C, {A,B}} = 0, (1.106)

де α i β — константи. Зазначимо, що застосовуючи до третьої
властивостi першу, знаходимо також

{A,BC} = {A,B}C +B{A,C}. (1.107)

Виникає питання про те, як узагальнити класичне рiвняння на
квантовий випадок, коли фiзичним величинам вiдповiдають опе-
ратори. Щоб вiдповiсти на це питання, потрiбно знайти квантову
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дужку Пуассона, яка була б аналогом класичної дужки Пуассо-
на. Вважатимемо, що квантова дужка Пуассона володiє тими ж
властивостями, що i класична з додатковою умовою збереження
порядку операторiв в лiвiй i правiй частинi властивостей. Зокре-
ма, у класичному випадку в правiй частинi третьої рiвностi A i
B можуть стояти як перед дужками Пуассона, так i пiсля них.
Тодi як у квантовому випадку ми вимагаємо збереження поряд-
ку операторiв. А саме, якщо оператор Â був перед операторами
B̂ у добутку ÂB̂ у лiвiй частинi рiвностi, то вiн має бути перед
ним i у правiй частинi. Виявляється, що першi три властивостi
однозначно встановлюють структуру квантової дужки Пуассона.
Розглянемо квантову дужку Пуассона {Â1Â2, B̂1B̂2}. Обчислимо
її у два способи. З одного боку, маємо

{Â1Â2, B̂1B̂2} = {Â1, B̂1B̂2}Â2 + Â1{Â2, B̂1B̂2} =
= {Â1, B̂1}B̂2Â2 + B̂1{Â1, B̂2}Â2 +

+ Â1{Â2, B̂1}B̂2 + Â1B̂1{Â2, B̂2}. (1.108)

Обчисливши в iнший спосiб, одержуємо

{Â1Â2, B̂1B̂2} = {Â1Â2, B̂1}B̂2 + B̂1{Â1Â2, B̂2} =
= {Â1, B̂1}Â2B̂2 + Â1{Â2, B̂1}B̂2 +

+ B̂1{Â1, B̂2}Â2 + B̂1Â1{Â2, B̂2}. (1.109)

Очевидно, що цi два результати мають збiгатися. Прирiвнюючи
їх, знаходимо

{Â1, B̂1}(Â2B̂2 − B̂2Â2) = (Â1B̂1 − B̂1Â1){Â2, B̂2}. (1.110)

Оскiльки оператори Â1, B̂1 i Â2, B̂2 є незалежними, доходимо
висновку, що квантова дужка Пуассона {Â1, B̂1} пропорцiйна ко-
мутатору Â1B̂1−B̂1Â1, а {Â2, B̂2} пропорцiйна Â2B̂2−B̂2Â2 з тим
самим коефiцiєнтом пропорцiйностi. Отже, в загальному маємо

{Â, B̂} = 1

i~
(ÂB̂ − B̂Â) = 1

i~
[Â, B̂]. (1.111)

Коефiцiєнт пропорцiйностi вибрано чисто уявним, щоби забезпе-
чити ермiтовiсть квантової дужки Пуассона. Звичайно стала ~ не
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може бути знайдена теоретично. Однак для того, щоби теорiя збi-
галася з експериментом мусимо ототожнити ~ зi сталою Планка.

Зазначимо, що тотожнiсть Якобi не використовувалась при
розглядi квантової дужки Пуассона. Проте, оскiльки квантова
дужка Пуассона пропорцiйна комутатору, то тотожнiсть Якобi ав-
томатично задовольняється. У цьому легко переконатися прямою
перевiркою.

1.10 Динамiка квантової системи

Пiсля встановленої у попередньому параграфi квантової дужки
Пуассона ми можемо легко узагальнити рiвняння еволюцiї (1.102)
на квантовий випадок, замiнивши фiзичнi величини вiдповiдни-
ми операторами, а класичну дужку Пуассона квантовою. Отже,
одержуємо рiвняння еволюцiї для операторiв фiзичних величин

i~
dÂ

dt
= i~

∂Â

∂t
+ [Â, Ĥ ]. (1.112)

Форму динамiки, в якiй оператори фiзичних величин змiнюються
в часi i задовольняють рiвняння (1.112), називають гайзенберґiв-
ською формою динамiки.

Перший доданок у правiй частинi рiвняння описує змiну в часi,
пов’язану з явною залежнiстю оператора вiд часу, а другий — з
еволюцiєю квантової системи. Якщо оператор явно не залежить
вiд часу, то маємо рiвняння

i~
dÂ

dt
= [Â, Ĥ]. (1.113)

Наприклад, оператор Â = f1(t)Â1+ f2(t)Â2 мiстить явну зале-
жнiсть вiд часу через наперед заданi функцiї f1(t) i f2(t), а опе-
ратори Â1 i Â2 змiнюються в часi внаслiдок еволюцiї квантової
системи. Часткова похiдна в цьому прикладi стосується саме до
функцiй f1(t) i f2(t). Оператори Â1 i Â2 задовольняють рiвнян-
ня (1.113) без часткової похiдної у правiй частинi рiвняння, тобто
∂Â1

∂t = 0 i ∂Â2

∂t = 0.
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Довiльний оператор Â = A(t, Â1, Â2, . . .) з явною залежнiстю
вiд часу можемо записати як певну функцiю вiд часу t i операторiв
Â1, Â2, . . ., якi явно не залежать вiд часу, ∂Âi

∂t = 0 . Кожен з опе-
раторiв Âi задовольняє рiвняння (1.113). Розглянемо гамiльтонiан
Ĥ, який не залежить вiд часу. За допомогою прямої пiдстановки
переконуємось, що розв’язком цього рiвняння є

Âi(t) = eiĤt/~Â0
i e

−iĤt/~, (1.114)

де Â0
i — оператори у початковий момент часу t = 0, i = 1, 2, . . ..

Тодi часову еволюцiю оператора Â з явною залежнiстю вiд часу
запишемо

Â(t) = eiĤt/~Â0e−iĤt/~ = A(t, Â1(t), Â2(t), . . .), (1.115)

де Â0 = A(t, Â0
1, Â

0
2, . . .).

Перейдемо до форми динамiки Шредiнґера. Пригадаємо, що
оператори визначаються через їхню дiю на вектори гiльбертового
простору

Â(t)|ψ〉 = |ψ′〉, (1.116)

де |ψ〉, |ψ′〉— незалежнi вiд часу вектори. Пiсля пiдстановки (1.115)
в (1.116) знаходимо рiвняння

Â0e−iĤt/~|ψ〉 = e−iĤt/~|ψ′〉, (1.117)

яке можемо переписати

Â0|ψt〉 = |ψ′
t〉. (1.118)

Тут ми ввели часово-залежнi вектори |ψt〉 i |ψ′
t〉, якi еволюцiону-

ють так

|ψt〉 = e−iĤt/~|ψ〉. (1.119)

Продиференцiювавши за часом лiву i праву частину рiвностi при-
ходимо до часового рiвняння Шредiнґера

i~
∂|ψt〉
∂t

= Ĥ|ψt〉. (1.120)
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Це рiвняння ми отримали для незалежного вiд часу гамiльтонiана.
Проте i у випадку залежного вiд часу гамiльтонiана Ĥ рiвняння
(1.120) є справедливим. Щоб показати це, достатньо розглянути
еволюцiю протягом нескiнчено малого промiжку часу t. Тодi всi
попереднi формули залишаються справедливими за умови, що во-
ни мiстять гамiльтонiан у початковий момент еволюцiї. Врахував-
ши змiни гамiльтонiана пiд час еволюцiї, одержмо другий порядок
малостi за t, який для нескiнченно малих часiв t можемо не бра-
ти до уваги. Тому маємо (1.120) i у випадку залежного вiд часу
гамiльтонiана.

1.11 Динамiка квантової системи.
Змiшаний ансамбль

У попередньому параграфi ми записали рiвняння Шредiнґера, яке
описує еволюцiю вектора стану квантової системи. Чистий ан-
самбль складається з квантових систем, що перебувають у тому
самому станi. Нехай додатково кожна квантова система є в тих
самих умовах, тобто описується тим самим гамiльтонiаном. Тодi
пiд час еволюцiї вектори станiв всiх систем змiнюються однаково
згiдно з рiвнянням Шредiнґера. Тому, якщо ансамбль був чистий
у вихiдний момент часу, то вiн залишиться чистим i у наступнi
моменти часу. Звичайно, що це справедливо, якщо ансамбль iзо-
льований вiд випадкового впливу зовнiшнього оточення.

Розглянемо еволюцiю в часi змiшаного ансамблю, який опису-
ють матрицею густини (1.96)

ρ̂ =

n
∑

i

ωi|ψi,t〉〈ψi,t|, (1.121)

де |ψi,t〉 та 〈ψi,t| еволюцiонують згiдно з рiвнянням Шредiнґера

i~
∂|ψi,t〉
∂t

= Ĥ|ψi,t〉, (1.122)

i~
∂〈ψi,t|
∂t

= −〈ψi,t|Ĥ. (1.123)

Взявши похiдну за часом вiд лiвої i правої частини рiвняння
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(1.121) i враховуючи, що ωi не залежать вiд часу, знаходимо

i~
∂ρ̂

∂t
= [Ĥ, ρ̂]. (1.124)

Це рiвняння описує еволюцiю квантового ансамблю мовою матри-
цi густини. Воно пiдходить для опису динамiки в часi як змiша-
ного, так i чистого ансамблю.

1.12 Спiввiдношення невизначеностей
Гайзенберґа

Розглянемо двi фiзичнi величини A i B, оператори яких не кому-
тують

[Â, B̂] = iĈ, (1.125)

де внаслiдок ермiтовостi Â i B̂ оператор Ĉ є також ермiтовим.
Середньоквадратичнi флуктуацiї A i B задовольняють спiввiд-

ношення, яке називають спiввiдношенням невизначеностей Гай-
зенберґа. Для отримання цього спiввiдношення розглянемо оче-
видну нерiвнiсть 〈ψ′|ψ′〉 ≥ 0. Виберемо |ψ′〉 = (∆Â + γ∆B̂)|ψ〉,
де ∆Â = Â − 〈Â〉 i ∆B̂ = B̂ − 〈B̂〉 вiдхилення операторiв Â i B̂
вiд своїх середнiх значень 〈Â〉 i 〈B̂〉, вiдповiдно. В явному виглядi
маємо

〈ψ|(∆Â + γ∗∆B̂)(∆Â+ γ∆B̂)|ψ〉 ≥ 0, (1.126)

або

〈(∆Â)2〉+ γ∗γ〈(∆B̂)2〉+ γ〈∆Â∆B̂〉+ γ∗〈∆B̂∆Â〉 =
= I(γ, γ∗) ≥ 0. (1.127)

Нерiвнiсть повинна виконуватись для довiльних γ. Розглянемо па-
раметри γ i γ∗, за яких I(γ, γ∗) набуває мiнiмального значення

∂I

∂γ
= 0,

∂I

∂γ∗
= 0, (1.128)

де γ, γ∗ трактуємо як незалежнi змiннi.
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Звiдки знаходимо

γ = −〈∆B̂∆Â〉
〈(∆B̂)2〉

, γ∗ = −〈∆Â∆B̂〉
〈(∆B̂)2〉

= −〈∆B̂∆Â〉∗
〈(∆B̂)2〉

, (1.129)

де у другому виразi ми скористались, що 〈∆B̂∆Â〉 = 〈(∆B̂∆Â)+〉∗
= 〈∆Â∆B̂〉∗, оскiльки ∆Â i ∆B̂ ермiтовi оператори. Бачимо, що
параметри γ i γ∗ справдi є спряженими один до другого, як i має
бути. Пiдставляючи цi значення в (1.127), отримуємо спiввiдно-
шення невизначеностей

〈(∆Â)2〉〈(∆B̂)2〉 ≥ |〈∆Â∆B̂〉|2. (1.130)

Перепишемо праву сторону нерiвностi

∆Â∆B̂ =
1

2
[∆Â,∆B̂] +

1

2
[∆Â,∆B̂]+ =

1

2
iĈ +

1

2
[∆Â,∆B̂]+, (1.131)

де [∆Â,∆B̂]+ = ∆Â∆B̂ + ∆B̂∆Â — антикомутатор. Оскiльки
[∆Â,∆B̂]+ i Ĉ ермiтовi оператори, то їхнi середнi — дiйснi ве-
личини. Тодi спiввiдношення невизначеностей (1.130) запишемо

〈(∆Â)2〉〈(∆B̂)2〉 ≥ 1

4

(

〈Ĉ〉2 + 〈[∆Â,∆B̂]+〉2
)

. (1.132)

Iз цiєї нерiвностi одержуємо слабшу нерiвнiсть

〈(∆Â)2〉〈(∆B̂)2〉 ≥ 1

4
〈Ĉ〉2, (1.133)

яка в правiй сторонi нерiвностi мiстить тiльки комутатор двох
операторiв.

Отриманi нерiвностi є справедливi i для змiшаного ансамблю.
Щоб показати це доведемо нерiвнiсть (1.126) для змiшаного ан-
самблю. Для цього розглянемо

〈K̂+K̂〉 = Sp ρ̂K̂+K̂, (1.134)

де для спрощення ми ввели позначення K̂ = ∆Â+γ∆B̂. Виберемо
матрицю густини у дiагональнiй формi (1.98). Тодi

〈K̂+K̂〉 =
n
∑

i=1

〈φi|ρ̂K̂+K̂|φi〉 =
n
∑

i=1

λi〈φi|K̂+K̂|φi〉 (1.135)

=
n
∑

i=1

λi〈φ′i|φ′i〉 ≥ 0.
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де |φ′i〉 = K̂|φ〉 i враховано, що 〈φ′i|φ′i〉 ≥ 0, λi ≥ 0.
Усi подальшi мiркування, якi ми використовували пiд час ви-

ведення спiввiдношення невизначеностей Гайзенберґа для чисто-
го ансамблю є справедливими i для змiшаного з тою вiдмiннiстю,
що для змiшаного ансамблю значок середнього означає 〈(. . .)〉 =
= Sp ρ̂(. . .). Як наслiдок (1.132) та (1.133) є справедливими i для
змiшаного ансамблю.

На завершення зазначимо, що спiввiдношення невизначено-
стей Гайзенберґа можна узагальнити на випадок довiльної кiль-
костi операторiв Â0, Â1, . . . , Âm, скориставшись нерiвнiстю

〈(

∆Â0 +
m
∑

i=1

γ∗i∆Âi

)(

∆Â0 +
m
∑

i=1

γi∆Âi

)〉

≥ 0. (1.136)

1.13 Вимiрювання в чистому та змiшаному
ансамблях

Розглянемо вимiрювання певної фiзичної величини A, яке прово-
дять над однаковими квантовими системами, що утворюють чи-
стий ансамбль станiв. Тобто, кожна квантова система перебуває
у тому самому станi |ψ〉. Проводячи вимiрювання над окремою
квантовою системою ми з iмовiрнiстю |〈a|ψ〉|2 отримаємо власне
значення a iз сукупностi a1, a2, . . . , an власних значень оператора
Â, а стан квантової системи зредукується до власного стану цього
оператора |a〉. Провiвши вимiрювання над всiма квантовими си-
стемами, ми отримаємо змiшаний ансамбль, в якому з iмовiрнiстю
|〈a|ψ〉|2 знайдемо квантову систему у станi |a〉. Цьому ансамблю
вiдповiдає матриця густини

ρ̂′ =
∑

a

|〈a|ψ〉|2|a〉〈a| =
∑

a

|a〉〈a|ψ〉〈ψ|a〉〈a|. (1.137)

Цiкаво порiвняти цю матрицю густини з вихiдною матрицею гу-
стини чистого ансамблю, яку запишемо так:

ρ̂ = |ψ〉〈ψ| =
∑

a

∑

a′

|a〉〈a|ψ〉〈ψ|a′〉〈a′|, (1.138)
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де
|ψ〉 =

∑

a

|a〉〈a|ψ〉 (1.139)

є суперпозицiєю векторiв |a〉.
Як бачимо, матриця густини (1.137) на вiдмiну вiд (1.138) мi-

стить лише дiагональнi елементи. Вимiрювання фiзичної величи-
ни A можна трактувати як перехiд матрицi густини вiд ρ до ρ′

з втратою позадiагональних матричних елементiв. Такий перехiд
називають декогеренцiєю i полягає вiн у перетвореннi суперпози-
цiї (1.139) станiв |a〉 у сумiш цих же станiв.

Розглянемо вимiрювання у змiшаному ансамблi, який опису-
ють матрицею густини

ρ̂ =
m
∑

i=1

ωi|ψi〉〈ψi|. (1.140)

Нагадаємо, що в цьому ансамблi ймовiрнiсть знайти систему у
станi |ψi〉 дорiвнює ωi. Якщо квантова система перебуває у станi
|ψi〉, то при вимiрюваннi фiзичної величини A ми з iмовiрнiстю
|〈a|ψi〉|2 отримаємо одне iз власних значень оператора Â, а стан
|ψi〉 перейде в |a〉. Тодi, пiсля проведення вимiрювань над всiм
ансамблем, iмовiрнiсть отримати власне значення a дорiвнює

Wa =
m
∑

i=1

ωi|〈a|ψi〉|2 =
m
∑

i=1

ωi〈a|ψi〉〈ψi|a〉 = 〈a|ρ̂|a〉. (1.141)

Отже, в результатi вимiрювання ми отримуємо новий змiшаний
ансамбль з матрицею густини

ρ̂′ =
∑

a

Wa|a〉〈a| =
∑

a

|a〉〈a|ρ̂|a〉〈a|. (1.142)

Як бачимо i у випадку, коли початковий стан був змiшаний, ви-
мiрювання зводиться до знищення недiагональних компонент ма-
трицi густини, записаної в базисi |a〉.

Зазначимо, що у випадку, коли вимiрювання проводять над
чистим ансамблем з матрицею густини ρ̂ = |ψ〉〈ψ| отриманий ви-
раз для нової матрицi густини (1.142) зводиться до (1.137).



Роздiл 2

Двостановi квантовi

системи

У цьому роздiлi ми розглянемо найпростiшу квантову систему,
простiр станiв якої є двовимiрним. Будь-який квантовий стан цiєї
системи може бути розкладений за двома базисними векторами,
якi позначатимемо |0〉 i |1〉,

|ψ〉 = c0|0〉+ c1|1〉. (2.1)

В теорiї квантової iнформацiї таку квантову систему називають
квантовим бiтом (qubit) чи кубiтом.

Варто порiвняти квантовий бiт iз класичним. Класичний бiт
реалiзовується класичною системою, яка може перебувати у двох
стабiльних станах. Одному зi станiв приписують 0, а iншому — 1.
Наголосимо, що iдеальний класичний бiт не допускає нiяких про-
мiжних станiв. Натомiсть кубiт внаслiдок принципу суперпозицiї
може бути у станi, що є лiнiйною комбiнацiєю базисних станiв |0〉 i
|1〉. Тому простiр станiв кубiта є незрiвнянно бiльший вiд простору
станiв класичного бiта, який має два стани.

У наступних параграфах ми побачимо, що ця найпростiша
квантова система виявляє цiкавi властивостi, якi не властивi вiд-
повiднiй класичнiй системi.
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2.1 Квантовi стани спiну s = 1/2

Фiзичною реалiзацiєю двостанових систем є частинки зi спiном
1/2. Спiновi оператори задовольняють алгебру

[sα, sβ] = i~ǫαβγsγ , (2.2)

де ǫαβγ — повнiстю антисиметричний тензор. Для s = 1/2 також
маємо

(sα)2 =
~
2

4
, s2 =

3

4
~
2. (2.3)

Оператори спiну в матричному представленнi мають вигляд

sα =
~

2
σα, α = x, y, z, (2.4)

де матрицi Паулi

σx =

(

0 1
1 0

)

, σy =

(

0 −i
i 0

)

, σz =

(

1 0
0 −1

)

(2.5)

побудованi на базисi власних векторiв σz. У матричному пред-
ставленнi запишемо їх як

|0〉 ≡ | ↑〉 ≡ |+ 1〉 =
(

1
0

)

, |1〉 ≡ | ↓〉 ≡ | − 1〉 =
(

0
1

)

. (2.6)

Тут ми написали також можливi позначення базисних векторiв,
якi використовуються в лiтературi.

Нагадаємо властивостi матриць Паулi

[σα, σβ ]+ = 2δα,β 1̂, (2.7)

σxσy = iσz, σyσz = iσx, σzσx = iσy, (2.8)

а також їхню дiю на базиснi вектори

σx|σ〉 = σ| − σ〉, σy|σ〉 = −iσ| − σ〉, σz|σ〉 = σ|σ〉, (2.9)

де σ = ±1.
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Розглянемо таку задачу. Нехай спiн є в довiльному станi

|ψ〉 = c↑| ↑〉+ c↓| ↓〉, (2.10)

де з умови нормування |c↑|2+ |c↓|2 = 1. Потрiбно знайти результат
вимiрювання проекцiї спiну на заданий напрям a. Цiй фiзичнiй
величинi вiдповiдає оператор проекцiї спiну на заданий напрям
(s · a) = ~

2 (σ · a).
Знайдемо власнi значення i власнi вектори оператора (σ · a),

де a — одиничний вектор, компоненти якого у сферичнiй системi
координат запишемо

ax = sin θ cosφ, ay = sin θ sinφ, az = cos θ. (2.11)

Тодi, використовуючи явний вигляд матриць Паулi, маємо

(σ · a) =
(

cos θ sin θe−iφ

sin θeiφ − cos θ

)

. (2.12)

Рiвняння на власнi вектори цього оператора

(σ · a)|ψa〉 = λ|ψa〉 (2.13)

має розв’язки для λ = 1

|ψ+
a 〉 =

(

cos(θ/2)
sin(θ/2)eiφ

)

= cos(θ/2)| ↑〉+ sin(θ/2)eiφ| ↓〉, (2.14)

i для λ = −1

|ψ−
a 〉=

(

− sin(θ/2)e−iφ

cos(θ/2)

)

=− sin(θ/2)e−iφ|↑〉 + cos(θ/2)|↓〉.(2.15)

Зазначимо, що перехiд вiд базисних векторiв | ↑〉 i | ↓〉 до |ψ+
a 〉 i

|ψ−
a 〉 є унiтарним перетворенням

|ψ+
a 〉 = Û | ↑〉, |ψ−

a 〉 = Û | ↓〉, (2.16)

де в матричному представленнi

Û =

(

cos(θ/2) − sin(θ/2)e−iφ

sin(θ/2)eiφ cos(θ/2)

)

. (2.17)
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Iмовiрнiсть отримати внаслiдок вимiрювання проекцiї спiну на
напрям a додатне значення ~/2 чи вiд’ємне −~/2 дорiвнює W±

a =
= |〈ψ±

a |ψ〉|2, де “+” вiдповiдає додатному значенню спiну, “−”
— вiд’ємному. Наприклад, коли |ψ〉 = | ↑〉, знаходимо W+

a =
cos2(θ/2) i W−

a = sin2(θ/2).
На завершення цього параграфа зазначимо, що довiльний ве-

ктор стану можна трактувати як власний вектор оператора прое-
кцiї спiну на певний напрям a. Це зрозумiло iз загального вигляду
(2.14) чи (2.15). Справдi, завжди є такi кути, якi з точнiстю до по-
стiйного фазового множника у векторi стану

cos(θ/2) = c↑, sin(θ/2)eiφ = c↓ (2.18)

i вектор |ψ〉 = |ψ+
a 〉, тобто є власним вектором оператора проекцiї

спiну на напрям a з додатним власним значенням. Тобто одини-
чний вектор a повнiстю задає вектор стану спiну s = 1/2.

2.2 Спiнова матриця густини

Розглянемо спочатку матрицю густини чистого ансамблю, кожна
квантова система якого є у станi (2.10)

ρ̂ = |ψ〉〈ψ| = |c↑|2| ↑〉〈↑ |+ c↑c
∗
↓| ↑〉〈↓ |+

+ c↓c
∗
↑| ↓〉〈↑ |+ |c↓|2| ↓〉〈↓ |. (2.19)

У матричному виглядi маємо

ρ̂ =

( |c↑|2 c↑c∗↓
c↓c∗↑ |c↓|2

)

=
1

2

(

1 + az ax − iay
ax + iay 1− az

)

, (2.20)

де матрицю густини можна переписати з допомогою трьох дiйсних
параметрiв ax, ay, az, якi утворюють одиничний вектор. Тобто не-
залежними є тiльки два параметри. У цьому легко переконатись,
зауваживши, що

(1− a2z) = 4|c↑|2|c↓|2, a2x + a2y = 4|c↑|2|c↓|2. (2.21)

Звiдси власне знаходимо a2x + a2y + a2z = 1.
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Матрицю густини (2.20) перепишемо з допомогою матриць Па-
улi

ρ̂ =
1

2
(1 + aσ), (2.22)

де одиничний класичний вектор a називають вектором Блоха. Кi-
нець цього вектора впирається в сферу одиничного радiуса, яка
називають сферою Блоха.

Цiкаво, що вектор стану |ψ〉 є власним вектором оператора
проекцiї спiну на напрям a , наприклад, з додатним власним зна-
ченням. Пригадаємо, що довiльний вектор стану можна трактува-
ти власним вектором оператора проекцiї спiну на певний напрям
a (див. (2.18)). Тодi прямою пiдстановкою переконуємось, що ком-
поненти вектора (2.11) задовольняють (2.20), де c↑, c↓ заданi через
(2.18).

Розглянемо матрицю густини змiшаного ансамблю, яку для
двовимiрного простору запишемо як суму з певними вагами двох
матриць густин чистих ансамблiв

ρ̂ = ω1|ψ1〉〈ψ1|+ ω2|ψ2〉〈ψ2| = ω1ρ̂1 + ω2ρ̂2. (2.23)

Для матриць густин ρ̂1 i ρ̂2 чистих ансамблiв скористаємося ма-
тричним представленням (2.22) з одиничними векторами a1 i a2,
вiдповiдно. Тодi

ρ̂ =
1

2
(1 + (ω1a1 + ω2a2)σ) =

1

2
(1 + aσ), (2.24)

де ми ввели позначення

a = ω1a1 + ω2a2. (2.25)

Тепер для квадрата вектора a маємо

a2 = ω2
1 + ω2

2 + 2ω1ω2(a1 · a2) =
= ω2

1 + ω2
2 + 2ω1ω2 cosφ ≤ (ω1 + ω2)

2. (2.26)

Оскiльки ω1+ω2 = 1, знаходимо, що для змiшаного ансамблю
|a| ≤ 1. Вектор a задає точки у тривимiрному просторi. Змiшаним
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ансамблям вiдповiдають точки всерединi кулi одиничного радiуса.
А точкам на поверхнi кулi вiдповiдають чистi ансамблi.

Матриця густини, якiй вiдповiдає центр кулi a = 0, володiє
цiкавою властивiстю, яку можна назвати сферичною симетрiєю

ρ̂ =
1

2
1̂ =

1

2
(| ↑〉〈↑ |+ | ↓〉〈↓ |) = 1

2

(

|ψ+
b 〉〈ψ+

b |+ |ψ−
b 〉〈ψ−

b |
)

. (2.27)

Справдi ця матриця густини пропорцiйна до одиничного опера-
тора i не змiнюється пiсля унiтарних перетворень. Прямою пере-
вiркою можемо переконатись, що вона має такий самий вигляд
мовою власних векторiв (2.14) i (2.15) оператора проекцiї спiну на
довiльний напрям, котрий тепер ми позначили одиничним векто-
ром b.

2.3 Квантовi стани N спiнiв

Розглянемо спочатку квантову систему, що складається з двох
спiнiв s = 1/2. Спiновi оператори кожної iз частинок задовольня-
ють комутацiйнi спiввiдношення (2.2), а оператори спiнiв рiзних
частинок комутують мiж собою [sα1 , s

β
2 ] = 0. Вектори спiнових

станiв першої частинки позначатимемо | · · ·〉1, а другої, вiдповiд-
но, | · · ·〉2, де iндекси 1, 2 вказують на номер частинки. Простiр
станiв двох спiнiв є прямим добутком просторiв станiв першого i
другого спiну

|ψ〉1 ⊗ |φ〉2 ≡ |ψ〉1|φ〉2 ≡ |ψ, φ〉. (2.28)

Ми часто будемо опускати iндекси, якi нумерують частинки, па-
м’ятаючи, що перший стан у добутку належить першiй частинцi,
а другий — другiй: |ψ〉1 ⊗ |φ〉2 ≡ |ψ〉 ⊗ |φ〉. Зазначимо, що опера-
тори спiну першої частинки змiнюють перший арґумент стану, а
оператори спiну другої частинки — другий арґумент. Вимiрнiсть
простору станiв двох спiнiв дорiвнює 22. Базиснi вектори можна
вибрати так

| ↑↑〉 = | ↑〉1 ⊗ | ↑〉2, (2.29)

| ↑↓〉 = | ↑〉1 ⊗ | ↓〉2, (2.30)
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| ↓↑〉 = | ↓〉1 ⊗ | ↑〉2, (2.31)

| ↓↓〉 = | ↓〉1 ⊗ | ↓〉2. (2.32)

Будь-який стан двох спiнiв можна розкласти за цим базисом

|ψ〉 = a| ↑↑〉+ b| ↑↓〉+ c| ↓↑〉 + d| ↓↓〉, (2.33)

де з умови нормування |a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 = 1. Цей розклад
можемо записати у виглядi, який є зручний для узагальнення на
довiльну кiлькiсть двостанових квантових систем чи спiнiв

|ψ〉 =
∑

x1,x2

cx1x2 |x1, x2〉, (2.34)

де x1, x2 набувають значення 0, 1 чи ↑, ↓, коли двостановi системи
реалiзованi спiнами.

У випадку N спiнiв за базиснi вектори можемо вибрати

|x1, x2, . . . , xN 〉 = |x1〉 ⊗ |x2〉 ⊗ . . .⊗ |xN 〉. (2.35)

Тодi довiльний вектор стану запишемо

|ψ〉 =
∑

x1,x2,...,xN

cx1,x2,...,xN |x1, x2, . . . , xN 〉, (2.36)

Пiдкреслимо, що вимiрнiсть простору станiв N спiнiв дорiвнює
2N .

Важливим для подальшого розгляду є розклад Шмiдта для
двоспiнових квантових станiв. Довiльний квантовий стан двох спi-
нiв можна записати у виглядi

|ψ〉 =
∑

i=1,2

ci|αi〉|βi〉, (2.37)

де одночастинковi вектори |αi〉 стосуються до першого спiну

|α1〉 =
| ↑〉+ α| ↓〉
√

1 + |α|2
, |α2〉 =

α∗| ↑〉 − | ↓〉
√

1 + |α|2
, (2.38)
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а |βi〉 — до другого

|β1〉 =
| ↑〉+ β| ↓〉
√

1 + |β|2
, |β2〉 =

β∗| ↑〉 − | ↓〉
√

1 + |β|2
. (2.39)

Звернемо увагу на те, що вектори, якi стосується до того самого
спiну, є ортогональними

〈αi|αj〉 = δij , 〈βi|βj〉 = δij . (2.40)

Тодi умову нормування вектора (2.37) запишемо

|c1|2 + |c2|2 = 1. (2.41)

Про те, що розклад Шмiдта є можливим, засвiдчує простий
аналiз кiлькостi вiльних параметрiв, якими визначається двоспi-
новий стан. Так загальне представлення (2.33) з врахуванням умо-
ви нормування має 7 дiйсних параметрiв. Розклад Шмiдта (2.37)
задають комплексними величинами c1, c2, α, β з умовою нормува-
ння (2.41). Тому розклад Шмiдта також має 7 дiйсних параметрiв.
Пiдставивши |αi〉 i |βi〉 в (2.37), знайдемо зв’язок мiж c1, c2, α, β
та a, b, c, d

a =
c1 + c2α

∗β∗
√

(1 + |α|2)(1 + |β|2)
, b =

c1β − c2α∗
√

(1 + |α|2)(1 + |β|2)
,

c =
c1α− c2β∗

√

(1 + |α|2)(1 + |β|2)
, d =

c1αβ + c2
√

(1 + |α|2)(1 + |β|2)
. (2.42)

Цi спiввiдношення розглядатимемо як рiвняння для параметрiв у
розкладi Шмiдта. Зауважимо, що оскiльки фазовi множники в c1
i c2 можна вiднести до початкових станiв то c1 i c2 завжди можна
вибрати дiйсними i додатнiми.

На завершення цього параграфа розглянемо матричне пред-
ставлення. Базиснi вектори двоспiнової квантової системи запи-
шемо

| ↑↑〉 =
(

1
0

)

⊗
(

1
0

)

=









1

(

1
0

)

0

(

1
0

)









=









1
0
0
0









, (2.43)
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| ↑↓〉 =
(

1
0

)

⊗
(

0
1

)

=









1

(

0
1

)

0

(

0
1

)









=









0
1
0
0









, (2.44)

| ↓↑〉 =
(

0
1

)

⊗
(

1
0

)

=









0

(

1
0

)

1

(

1
0

)









=









0
0
1
0









, (2.45)

| ↓↓〉 =
(

0
1

)

⊗
(

0
1

)

=









0

(

0
1

)

1

(

0
1

)









=









0
0
0
1









. (2.46)

Для спiнових операторiв маємо sα1 = ~σα1 /2 i sα2 = ~σα2 /2, де

σx1 = σx ⊗ 1̂ =

(

0 1
1 0

)

⊗
(

1 0
0 1

)

=









0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0









, (2.47)

σx2 = 1̂⊗ σx =

(

1 0
0 1

)

⊗
(

0 1
1 0

)

=









0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0









, (2.48)

аналогiчно для iнших компонент. Подiбно можемо записати ма-
тричне представлення для N спiнiв.

2.4 Синглетний стан. Парадокс ЕПР

Квантовi стани двох спiнiв виявляють принципово новi властиво-
стi, якi вiдсутнi у класичних системах, а саме — квантовi кореля-
цiї. З квантовими кореляцiями пов’язаний парадокс ЕПР, запро-
понований А. Ейнштейном, Б. Подольським i Н. Розеном у 1935
роцi [2]. На думку авторiв цей парадокс доводить неповноту кван-
тової теорiї. Проте ми побачимо, що насправдi нiякого парадоксу
немає. I як би парадоксально з класичного погляду не вигляда-
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ли висновки квантової механiки, вони виявляються правильними
i експеримент їх пiдтверджує.

Ми продемонструємо ЕПР-парадокс, використовуючи спiновi
змiннi двох частинок. Розглянемо синґлетний стан двох спiнiв

|ψ〉 = 1√
2
(| ↑↓〉 − | ↓↑〉). (2.49)

Двi частинки, якi є в цьому станi, називають також ЕПР парою.
Стан (2.49) є власним станом оператора суми двох спiнiв з нульо-
вим власним значенням

(sα1 + sα2 )|ψ〉 = 0, α = x, y, z. (2.50)

Тобто сумарний спiн дорiвнює нулю. Проте окремо спiн першої чи
другої частинки не має визначеного значення у синґлетному станi,
тобто цей стан не є власним станом окремо першого чи другого
спiну.

Важливою властивiстю синґлетного стану є iнварiантнiсть йо-
го вiдносно поворотiв. Цю властивiсть називатимемо також сфе-
ричною симетрiєю

|ψ〉 = 1√
2
(| ↑↓〉 − | ↓↑〉) = 1√

2
(|ψ+

a , ψ
−
a 〉 − |ψ−

a , ψ
+
a 〉). (2.51)

У цьому переконуємося прямою пiдстановкою (2.14) i (2.15)
в (2.51).

Для формулювання парадоксу ЕПР рознесемо частинки на ве-
лику вiдстань L. Вважатимемо, що до квантового випадку засто-
совний принцип локальностi та причинностi. Це означає, що ло-
кальний вимiр, проведений над першою частинкою, не може змi-
нити стан другої частинки, поки iнформацiя про вимiрювання не
дiйде до неї. Для цього потрiбно скiнчений час L/c, де c — швид-
кiсть свiтла.

Вимiряємо x-компоненту спiну першої частинки i нехай унаслi-
док вимiрювання ми отримали ~/2. Тодi оскiльки сумарний спiн
двох частинок дорiвнює нулю, то друга частинка має чiтко визна-
чене значення x компоненти свого спiну −~/2. Оскiльки iнфор-
мацiя про вимiрювання для часiв t < L/c не дiйшла до другої
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частинки, то А. Ейнштейн, Б. Подольський i Н. Розен роблять
висновок, що друга частинка ще до вимiру мала конкретне зна-
чення x-компоненти спiну. Аналогiчно, вимiрюючи y-компоненту
спiну першої частинки, доходимо висновку, що друга частинка ще
до вимiру володiла конкретним значенням y-компоненти спiну. Це
означає, що друга частинка має в тому самому станi визначеними
значеннями x-компоненти та y-компоненти спiну. Але це є немо-
жливо, оскiльки оператори sx2 та sy2 не комутують мiж собою i
не iснує стану, який би був одночасно власним станом для цих
операторiв.

Ми дiйшли до суперечностi. З одного боку, локальнiсть та
принцип причинностi дає пiдстави зробити висновок про одно-
часне iснування рiзних компонент спiну. З iншого боку, квантова
механiка заперечує таку можливiсть. Це i є парадоксом ЕПР. Звiд-
си А. Ейнштейн, Б. Подольський i Н. Розен роблять висновок про
неповноту квантово-механiчного опису. Наявнi елементи реально-
стi, якi квантова механiка не бере до уваги. У цьому випадку цими
елементами реальностi є компоненти спiну.

Парадокс ЕПР виник унаслiдок припущення про локальнiсть,
про те, що вимiрювання проведене над однiєю частинкою не впли-
ває на стан iншої. Насправдi синґлетний стан є єдиним нелокаль-
ним об’єктом. Вимiрювання проекцiї спiну першої частинки на
довiльний напрям a моментально призводить до редукцiї синґле-
тного стану. Якщо унаслiдок вимiрювання проекцiї спiну першої
частинки на напрям a ми отримали ~/2, то синґлетний стан зре-
дукується до |ψ+

a 〉|ψ−
a 〉, в якому проекцiя спiну другої частинки на

напрям a дорiвнює −~/2. I навпаки, якщо у разi вимiрювання про-
екцiї спiну першої частинки ми отримали −~/2, то проекцiя спiну
другої частинки на цей напрям є ~/2. Такi кореляцiї називають
квантовими кореляцiями.

2.5 Нерiвностi Белла

Парадокс ЕПР був арґументом на користь теорiй зi схованими
параметрами. А саме, можна припустити, що вектор стану не дає
нам всiх вiдомостей про систему, i що iснують певнi змiннi, схо-
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ванi вiд нас, не вiдомi нам на теперiшнiй момент, якi повнiстю
визначають стан системи. Цi змiннi називають схованими змiн-
ними чи схованими параметрами. Бор у своїй вiдповiдi на стат-
тю ЕПР навiв арґументи на користь квантової механiки. Проте
до шiстдесятих рокiв минулого столiття продовжувались спроби
побудови теорiй зi схованими параметрами. У 1964 р. Белл пiд
час пiдготовки оглядової статтi про теорiї зi схованими параме-
трами виявив нерiвностi, якi повиннi виконуватися в теорiях зi
схованими параметрами i порушуються у квантовiй механiцi [3].
Цi нерiвностi тепер називають нерiвностями Белла. Вони перене-
сли питання про схованi параметри iз чистої теорiї в експеримен-
тальну область. Експерименти, якi провiв i опублiкував в 1982 р.
Аспект (Aspect) [4], показали, що нерiвностi Белла порушуються,
пiдтвердивши таким чином висновки квантової механiки i вiдки-
нувши цiлий клас локальних теорiй зi схованими параметрами.

Виведемо нерiвностi Белла. Розглянемо двi частинки, розне-
сенi на велику вiдстань, спiни яких мають протилежнi напрями
s1(λ) = −s2(λ) i залежать вiд певних схованих параметрiв λ.
Якщо унаслiдок вимiрювання проекцiї спiну першої частинки на
певний напрям ми отримали, наприклад, додатну проекцiю, то то-
дi проекцiя на цей же напрям спiну другої частинки має вiд’ємне
значення, i навпаки.

Центральними у виведеннi нерiвностей Белла є принцип ло-
кальностi та причинностi. Принцип локальностi вимагає, щоб ре-
зультат вимiрювання проекцiї спiну частинки на напрям a зале-
жав тiльки вiд локальних характеристик вимiрювального прила-
ду, якi суттєвi у цьому вимiрюваннi, тобто вiд напряму a. Факти-
чно налаштування приладу задають напрям a. Позначимо знак
проекцiї спiну на певний напрям через σ = ±1. Нехай для пер-
шої частинки вимiряємо знак проекцiї σ1 ї ї спiну на напрям a, а
для другої частинки в той самий час вимiряємо знак проекцiї σ2
ї ї спiну на напрям b. Для проведення таких вимiрювань ми ма-
ємо два незалежнi один вiд одного локальнi прилади. Один при-
лад, позначимо його A, мiряє проекцiю спiну першої частинки на
a, другий прилад B мiряє проекцiю спiну другої частинки на b.
Принцип причинностi вимагає, щоб вимiрювання, проведене над
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першою частинкою не впливало на результат вимiрювання, про-
веденого над другою частинкою, i навпаки. Тому σ1 залежить вiд
налаштувань тiльки свого приладу A та схованих параметрiв λ,
а σ2 — вiд налаштувань свого приладу B та тих самих схованих
параметрiв λ. Тобто

σ1 = σ1(a, λ), σ2 = σ2(b, λ). (2.52)

Для повторення так експериментiв вважатимемо, що ми маємо
N пар частинок з протилежними спiнами. Такi cкорельованi пари
можуть утворюватись за певних фiзичних процесiв, деталi яких
на цей момент не є важливi. Cхованi параметри для кожної iз пари
можуть бути рiзнi λi i визначаються внутрiшнiми властивостями
процесу, вiдповiдального за утворення cкорельованих пар.

Iз вимiряних проекцiй спiнiв двох частинок утворимо таку ве-
личину

σ1(a, λi)[σ2(b, λi) + σ2(b
′, λi)] + (2.53)

+σ1(a
′, λi)[σ2(b, λi)− σ2(b′, λi)] = ±2,

яка може набувати тiльки два значення ±2. Справдi, кожне σ1,2
набуває тiльки двох значення ±1. Тодi, якщо σ2(b, λi) i σ2(b′, λi)
мають однаковi знаки, то друга квадратна дужка дорiвнює нулю,
а перша — ±2, i навпаки. Отже (2.53) справдi виконується.

Просумуємо (2.53) за i i роздiлимо на кiлькiсть пар N , над
якими проведено експеримент iз визначення проекцiй їх спiнiв.
Тому одержуємо очевидну нерiвнiсть

∣

∣

∣

1

N

N
∑

i=1

(σ1(a, λi)[σ2(b, λi) + σ2(b
′, λi)] + (2.54)

+σ1(a
′, λi)[σ2(b, λi)− σ2(b′, λi)])

∣

∣

∣ ≤ 2.

Кожен iз доданкiв в (2.54) має змiст середнього

1

N

N
∑

i=1

σ1(a, λi)σ2(b, λi) = 〈σ1(a)σ2(b)〉 (2.55)
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i є корелятором проекцiй двох спiнiв. Тодi нерiвнiсть (2.54) набуде
вигляду

|〈σ1(a)σ2(b)〉 + 〈σ1(a)σ2(b′)〉+ 〈σ1(a′)σ2(b)〉
− 〈σ1(a′)σ2(b′)〉| ≤ 2. (2.56)

Це i є одна iз нерiвностей Белла.
Якщо вiдома функцiя розподiлу схованих параметрiв P (λ), то

корелятор запишемо

〈σ1(a)σ2(b)〉 =
∫

dλP (λ)σ1(a, λ)σ2(b, λ). (2.57)

Покажемо, що квантова механiка порушує нерiвнiсть Белла
(2.54). У квантовому випадку

σ1(a) = (σ1 · a), σ2(a) = (σ2 · a), (2.58)

де |a| = 1 i |b| = 1. Обчислимо корелятор двох спiнiв у синґлетно-
му станi (2.49)

〈σ1(a)σ2(b)〉 = 〈ψ|(σ1 · a)(σ2 · b)|ψ〉. (2.59)

Скористаємось сферичною симетрiєю синґлетного стану (2.51) i
виберемо вiсь z вздовж напряму a. Тодi (σ1 ·a) = σz i як наслiдок

〈σ1(a)σ2(b)〉 =
1

2
(〈↑↓ | − 〈↓↑ |)σz1(σ2 · b)(| ↑↓〉 − | ↓↑〉) =

=
1

2
(〈↓ |(σ2 · b)| ↓〉 − 〈↑ |(σ2 · b)| ↑〉) =

= − cos(θ) = −(ab), (2.60)

де θ — кут мiж вiссю z(вектором a) та вектором b. Тут ми вико-
ристали, що

〈↑ |(σ2 · b)| ↑〉 = 〈↑ |σx2 bx + σy2by + σz2bz| ↑〉 (2.61)

= 〈↑ |σz2bz| ↑〉 = bz = cos θ
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i так само

〈↓ |(σ2 · b)| ↓〉 = − cos θ. (2.62)

Зазначимо, що оператори σx2 i σy2 , дiючи на | ↑〉, | ↓〉, перевертають
стрiлку. Тому в першому i другому доданках в (2.61) виникають
скалярнi добутки ортогональних векторiв, якi дорiвнюють нулю.

У квантовому випадку лiву частину нерiвностi (2.56) запише-
мо

Q = |(ab) + (ab′) + (a′b)− (a′b′)|. (2.63)

Знайдемо обмеження зверху для цього виразу

Q = |a(b+ b′) + a′(b− b′)| ≤ |a(b+ b′)|+ |a′(b− b′)| ≤ (2.64)

≤ |(b+ b′)|+ |(b− b′)| =
√

2 + 2 cosφ+
√

2− 2 cosφ ≤ 2
√
2,

де φ — кут мiж b i b′ i

|(b+ b′)| =
√

(b+ b′)2 =
√

b2 + b′2 + 2(bb′) =
√

2 + 2 cos φ.

Аналогiчно |(b− b′)| = √2− 2 cosφ. На останньому етапi виведе-
ння (2.64) ми скористались нерiвнiстю x + y ≤

√

2(x2 + y2), яку
отримуємо пiсля незначних перетворень iз очевидної нерiвностi
(x− y)2 ≥ 0. Mаксимальне значення 2

√
2 в (2.64) досягається при

φ = π/2.
Нерiвнiсть (2.64) перетворюється на рiвнiсть у двох випадках

конфiгурацiї векторiв a, a′, b, b′, якi зображенi на рис. 2.1:
1) a — паралельне b+ b′, a′ — паралельне b− b′ i b ⊥ b′.
2) a — антипаралельне b + b′, a′ — антипаралельне b − b′ i

b ⊥ b′.
У цих випадках Q досягає свого найбiльшого значення 2

√
2 i не-

рiвнiсть Белла порушується максимально.
Перший випадок реалiзується, коли одиничнi вектори розмi-

щенi в однiй площинi в порядку a′,b,a,b′ проти годинникової
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a

b

a

b

a

a

b
b

Рис. 2.1: Конфiгурацiї векторiв a, a′, b, b′, при яких нерiвнiсть
Белла порушується максимально.

стрiлки через кут π/4. Для цiєї конфiгурацiї одиничних векторiв
обчислюємо праву частину нерiвностi Белла

Q =
∣

∣

∣3 cos
(π

4

)

− cos

(

3π

4

)

∣

∣

∣ = 2
√
2 ≥ 2. (2.65)

Другий випадок є подiбний до першого, тiльки вектори a i a′ ма-
ють протилежнi напрями до тих, що у першому випадку. Також
знаходимо, що Q = 2

√
2 ≥ 2.

Отже, для цих конфiгурацiй, у квантовi механiцi нерiвнiсть
Белла порушується. Висновки квантової механiки були пiдтвер-
дженi експериментально.

Зазначимо, що пiд час виведення нерiвностi Белла (2.56) ми
насправдi нiде не використовували властивостей спiнових станiв
двох частинок, наприклад те, що сумарний спiн дорiвнює нулю.
Тому нерiвнiсть можна розглянути для довiльних спiнових ста-
нiв. Нехай спiновий стан двох частинок є факторизований, тобто
записується у виглядi

|ψ〉 = |ψ1, ψ2〉 = |ψ1〉1|ψ2〉2. (2.66)

У цьому випадку корелятори розпадаються на добутки вiдповiд-
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них середнiх i ми отримуємо

Q = |a(b+ b′) + a′(b− b′)|, (2.67)

де a = 〈ψ1|(σ · a)|ψ1〉 i аналогiчно маємо для a′, b, b′. Цi величини
змiнюються в межах [−1, 1].

Простий аналiз показує, що Q ≤ 2. Розглянемо випадок b+b′ ≥
0 i b − b′ ≥ 0. Тодi Q досягає максимального значення при a =
a′ = 1, яке рiвне 2. Аналогiчний результат отримується для iнших
випадкiв. Таким чином у випадку факторизованого квантового
стану нерiвнiсть Белла не порушується.

Зауважимо, що синґлетний стан, для якого порушується нерiв-
нiсть Белла, не можна факторизувати. Саме неможливiсть факто-
ризацiї квантового стану є необхiдною умовою порушення нерiв-
ностей Белла. Стани, якi не факторизуються, називаються заплу-
таними станами. Дослiдженню цих станiв присвячений наступний
параграф.

2.6 Заплутанi стани. Мiра заплутаностi

Розглянемо довiльний квантовий стан двох спiнiв (2.33) i поста-
вимо питання, при яких спiввiдношеннях мiж a, b, c, d цей стан
можна факторизувати, тобто записати у виглядi

|ψ〉 = |ψ1〉1|ψ2〉2, (2.68)

де

|ψ1〉1 = a1| ↑〉1 + b1| ↓〉1, (2.69)

|ψ2〉2 = a2| ↑〉2 + b2| ↓〉2. (2.70)

Пiдставляючи цi розклади в (2.68), знаходимо

|ψ〉 = a1a2| ↑↑〉+ a1b2| ↑↓〉+ b1a2| ↓↑〉+ b1b2| ↓↓〉. (2.71)

Порiвнюючи цей результат з (2.33), маємо

a = a1a2, b = a1b2, c = b1a2, d = b1b2. (2.72)
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Звiдки бачимо, що для факторизованого стану

ad− bc = 0. (2.73)

Справедливе також обернене твердження. Якщо виконується (2.73),
то квантовий стан двох спiнiв можна факторизувати. Спiввiдно-
шення (2.72) можна розглядати як рiвняння для a1, b1, a2, b2. Цi
рiвняння є сумiсними у випадку (2.73) i ми знаходимо

a1 =
a

c
b1, a2 =

a

b
b2. (2.74)

Отже стан двох спiнiв можемо записати у факторизованому ви-
глядi (2.68) з такими одночастинковими станами

|ψ1〉1 = b1

(a

c
| ↑〉+ | ↓〉

)

, (2.75)

|ψ2〉2 = b2

(a

b
| ↑〉+ | ↓〉

)

, (2.76)

де b1 i b2 — константи нормування.
Мiрою заплутаностi станiв двох спiнiв вибирають величину

C = 2|ad− bc|, (2.77)

яку називають узгодженiстю (concurrence). Вона дорiвнює нулю
для факторизованих станiв i одиницi для синґлетного стану. В
цьому легко переконуємось, оскiльки для синґлетного стану b =
−c = 1/

√
2. Одиниця є максимальним значенням, яке взагалi мо-

же набувати C. Це можна показати, дослiджуючи (2.77) на екс-
тремум з умовою нормування |a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2 = 1. Переко-
наємось у тому, що Cmax = 1, використовуючи розклад Шмiдта
(2.37). Пiдставляємо a, b, c, d iз (2.42) у мiру заплутаностi C (2.77)
знаходимо

C = 2|c1c2| = 2|c1|
√

1− |c1|2. (2.78)

Звiдки бачимо, що мiра заплутаностi має максимальне значення
Cmax = 1 при |c1| = |c2| = 1/

√
2. У цьому випадку стани є макси-

мально заплутаними. Прикладом максимально заплутаних станiв
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є стани Белла

|ψ±〉 = 1√
2
(| ↑↓〉 ± | ↓↑〉), (2.79)

|φ±〉 = 1√
2
(| ↑↑〉 ± | ↓↓〉). (2.80)

Цi стани є взаємно ортогональнi й утворюють повний базис у про-
сторi станiв двох спiнiв.

Цiкаво зазначити, що можна ввести оператор узгодженостi

Ĉ = σy1σ
y
2K = Kσy1σ

y
2 , (2.81)

де K— оператор комплексного спряження: Kf = f∗. Легко пере-
вiрити, що

C = |〈ψ|Ĉ |ψ〉| = |〈ψ|σy1σ
y
2K|ψ〉|, (2.82)

тобто узгодженiсть рiвна модулю середнього значення оператора
узгодженостi Ĉ. Звернемо увагу на те, що оператор Ĉ, унаслiдок
присутностi в ньому оператора комплексного спряження, є анти-
лiнiйним оператором

Ĉ(c1|ψ1〉+ c2|ψ2〉) = c∗1Ĉ|ψ1〉+ c∗2Ĉ|ψ2〉. (2.83)

Для кiлькiсної характеристики заплутаностi вводять також
ентропiю заплутаностi

E = − Sp ρ̂1log2ρ̂1 = − Sp ρ̂2log2ρ̂2, (2.84)

де наведенi матрицi густини першого i другого спiну, вiдповiдно

ρ̂1 = Sp2ρ̂, ρ̂2 = Sp1ρ̂. (2.85)

Тут Sp1 позначає шпур за першою пiдсистемою спiнiв, а Sp2, вiд-
повiдно, за другою, ρ̂ = |ψ〉〈ψ| — матриця густини чистого ансам-
блю двох спiнiв.

Використовуючи розклад Шмiдта для приведених матриць гу-
стин першого i другого спiнiв, знаходимо

ρ̂1 =
∑

i=1,2

|ci|2|αi〉〈αi|, ρ̂2 =
∑

i=1,2

|ci|2|βi〉〈βi|, (2.86)
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де |ci|2 є власними значеннями операторiв ρ̂1 i ρ̂2. Як наслiдок для
ентропiї заплутаностi маємо

E = −
∑

i=1,2

|ci|2log2|ci|2 = (2.87)

= −|c1|2log2|c1|2 − (1− |c1|2)log2(1− |c1|2).

Iз (2.78) |c1|2 = (1 +
√
1− C2)/2. Тому E однозначно пов’язана з

узгодженiстю C.
Ентропiя заплутаностi набуває мiнiмального значення Emin =

0 для повнiстю незаплутаних станiв, коли одне iз ci дорiвнює ну-
лю, i набуває максимального значення Emax = 1 для максимально
заплутаних станiв, |c1| = |c2| = 1/

√
2.

2.7 GHZ рiвнiсть

В 1989 Д. Ґрiнберґер, М. Горне i А. Цайлiнґер (D. Greenberger,
M. Horne, A. Zeilinger (GHZ)) показали, що у випадку трьох ча-
стинок квантовi кореляцiї проявляються бiльш яскраво, нiж для
двох частинок [5, 6]. Нагадаємо, що для двох частинок iснують не-
рiвностi Белла, якi порушуються внаслiдок квантових кореляцiй.
У випадку трьох частинок аналогом нерiвностей Белла є певнi
рiвностi. Для їх встановлення розглянемо такий квантовий стан
трьох спiнiв

|ψ〉 = 1√
2
(| ↑↑↑〉 − | ↓↓↓〉) . (2.88)

Прямою перевiркою переконуємось, що цей стан є власним станом
трьох операторiв

Â1 = σx1σ
y
2σ

y
3 ,

Â2 = σy1σ
x
2σ

y
3 , (2.89)

Â3 = σy1σ
y
2σ

x
3
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з власним значенням 1. Тобто

Âi|ψ〉 = 1|ψ〉, i = 1, 2, 3. (2.90)

Для оператора

Â0 = σx1σ
x
2σ

x
3 (2.91)

це є власний стан з власним значенням −1

Â0|ψ〉 = −1|ψ〉. (2.92)

Нехай три спiни рознесенi достатньо далеко один вiд одного.
Проведемо вимiрювання x- чи y-компоненти кожного зi спiнiв.
Результат позначимо через λαi , де i = 1, 2, 3 нумерує спiн, α = x, y
вказує проекцiю спiну.

Принцип локальностi припускає, що вимiрювання одного спi-
ну не впливає на iнший спiн. Тому для визначення Ai можемо
вимiряти окремо вiдповiднi проекцiї кожного зi спiнiв i скласти
необхiднi добутки. Згiдно з (2.89) i (2.90), маємо

λx1λ
y
2λ

y
3 = 1, (2.93)

λy1λ
x
2λ

y
3 = 1, (2.94)

λy1λ
y
2λ

x
3 = 1. (2.95)

Перемноживши мiж собою цi три рiвностi i враховуючи, що (λαi )
2 =

1, знаходимо

λx1λ
x
2λ

x
3 = 1. (2.96)

З iншого боку, згiдно з (2.91) i (2.92) цей добуток повинен мати
протилежний знак.

Отже, принцип локальностi суперечить квантовiй теорiї. Кван-
това система трьох спiнiв у станi (2.88) є нелокальним об’єктом, до
якого не можна застосовувати принцип локальностi. Нагадаємо,
що подiбну картину ми спостерiгали для двох станiв, якi пере-
бували у синґлетному станi. Тодi квантова механiка порушувала
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нерiвностi Белла, якi виводяться з використанням принципу ло-
кальностi. Для трьох спiнiв, що перебувають у станi (2.88), кван-
това механiка порушує рiвнiсть (2.96), яка також отримується з
використанням принципу локальностi. Зауважимо, що можливе
також узагальнення на довiльну кiлькiсть частинок, яке можна
зайти у працi [7].



Роздiл 3

Квантовi комунiкацiї

3.1 Теорема про неклонування та
неможливiсть миттєвої передачi
iнформацiї

Теорему про неклонування було довдено в 1982 р. [8, 9]. Теорема
про неклонування стверджує, що неможливим є утворити точну
копiю невiдомого нам квантового стану. Нехай квантова система
перебуває у невiдомому нам станi |ψ〉. Перед нами стоїть завда-
ння перевести ще одну квантову систему у стан, який є точною
копiєю стану |ψ〉. Отже до клонування перша система знаходи-
ться у станi |ψ〉, який ми хочемо зклонувати, а друга — у певному
вихiдному станi |ψ0〉. Квантовий стан двох систем до клонуван-
ня є прямим добутком станiв першої i другої системи |ψ〉1|ψ0〉2.
Пiсля клонування цей стан повинен перейти у |ψ〉1|ψ〉2. Перетво-
рення векторiв станiв у квантовiй механiцi вiдбувається унаслi-
док еволюцiї, яку описують лiнiйним унiтарним оператором або в
результатi вимiрювання, що є лiнiйною операцiєю проектування.
Це означає, що клонуванню, якщо воно можливе, має вiдповiдати
певний лiнiйний оператор Û . Тодi процес клонування запишемо
як лiнiйне перетворення

Û |ψ〉1|ψ0〉2 = |ψ〉1|ψ〉2. (3.1)
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Розглянемо клонування двох станiв |φ1〉 i |φ2〉

Û |φ1〉1|ψ0〉2 = |φ1〉1|φ1〉2, (3.2)

Û |φ2〉1|ψ0〉2 = |φ2〉1|φ2〉2. (3.3)

A тепер розглянемо клонування довiльного стану |ψ〉 = c1|φ1〉 +
c2|φ2〉, який є суперпозицiєю двох станiв. З одного боку, згiдно
з (3.1), ми повиннi отримати точну копiю цього стану. З iншого
боку, використовуючи лiнiйнiсть оператора клонування, маємо

Û |ψ〉1|ψ0〉2 = Û(c1|φ1〉1 + c2|φ2〉1)|ψ0〉2
= c1Û |φ1〉1|ψ0〉2 + c2Û |φ2〉1|ψ0〉2 (3.4)

= c1|φ1〉1|φ1〉2 + c2|φ2〉1|φ2〉2 6= |ψ〉1|ψ〉2.

Ми дiйшли до суперечностi. Звiдси припущення про можливiсть
клонування довiльного, невiдомого нам, квантового стану є не-
правильне.

Проте це не означає, що не можна клонувати наперед заданi
стани. Нехай вiдомо, що спiновий стан є власним станом операто-
ра проекцiї спiну на певний напрям, наприклад на вiсь z. Тобто
ми знаємо, що спiн може перебувати або в станi | ↑〉, або в станi
| ↓〉, якi є ортогональнi один до другого. Тодi, вимiрявши прое-
кцiї спiну на вiсь z, ми без руйнування визначимо стан, в якому
перебуває спiн частинки, наприклад | ↑〉. Далi беремо другу ча-
стинку, яка перебуває в довiльному квантовому станi i проводимо
вимiрювання проекцiї спiну на вiсь z. Унаслiдок цього вимiрюва-
ння її спiновий стан зредукується до | ↑〉 з додатною проекцiєю чи
| ↓〉 з вiд’ємною проекцiєю спiну. Вiдбираючи експерименти тiльки
з додатними проєкцiями спiну, отримаємо довiльну кiлькiсть ча-
стинок у тому самому спiновому станi | ↑〉, що i перша частинка.
Таким чином знання про те, що спiн частинки перебуває в одному
з двох взаємно ортогональних станiв, дозволяє зробити довiльну
кiлькiсть копiй. Якщо такого додаткового знання про стан нема,
то клонування є неможливе.

Теорема про неклонування виявляє цiкавий зв’язок з немо-
жливiстю миттєвої передачi iнформацiї. Якщо би було можли-
ве клонування, то можлива була б i миттєва передача iнформа-
цiї. Для виявлення цього зв’язку дослiдимо можливiсть передачi



3.1. Теорема про неклонування. . . 59

iнформацiї з допомогою ЕПР-пари (2.49), яку будемо називати
квантовим каналом. Нехай перша частинка з ЕПР-пари знаходи-
ться у вiдправника iнформацiї Алiси (Alice), а друга у отримувача
Боба (Bob). Послiдовно згенерованi в часi такi ЕПР-пари утворю-
ють квантовий канал.

Нехай Алiса вимiряла проекцiю спiну першої частинки першої
пари на певну вiсь, наприклад z. З однаковою iмовiрнiстю 1/2 вона
отримає додатну або вiд’ємну проекцiю. При цьому стан першої
частинки редукується до | ↑〉, а стан другої — до | ↓〉, або навпаки.
Послiдовнi вимiри, проведенi Алiсою над першими спiнами ЕПР-
пар приведуть до того, що Боб володiтиме змiшаним ансамблем

ρ̂ =
1

2
(| ↑〉〈↑ |+ | ↓〉〈↓ |) , (3.5)

який описує стан другого спiну. Середнє значення другого спiну
в цьому станi дорiвнює нулю. Точно такий самий результат отри-
маємо, обчисливши середнє значення другого спiну в синґлетному
станi. Це означає, що нiякий локальний експеримент, проведений
Бобом, не дасть змоги виявити, в якому станi перебуває спiн, си-
нґлетному чи змiшаному. А це, своєю чергою, означає неможли-
вiсть передачi iнформацiї вiд Алiси до Боба, використовуючи ли-
ше квантовий канал.

Припустiмо, що дозволеним є клонування станiв. Тодi можна
запропонувати просту схему для миттєвої, чи принаймнi бiльшої
за швидкiсть свiтла, передачi iнформацiї. Домовимось, що вла-
сний стан σz, тобто | ↑〉 чи | ↓〉 вiдповiдає 0, а власний стан σx, якi
ми позначимо | →〉 та | ←〉, вiдповiдає 1. Тодi з метою передачi
одного бiта iнформацiї вiдправник A вимiрює проекцiю свого спi-
ну на z для передачi 0 i вимiрювання проекцiї на x для передачi
1. Нехай Алiса хоче передати 0. Тодi вона мiряє проекцiю свого
спiну на вiсь z i отримує, наприклад, стан | ↑〉. Отримувач iнфор-
мацiї Боб клонує стан свого спiну i має, отже, чистий ансамбль,
в якому кожен спiн є в тому самому станi | ↓〉. Оскiльки Боб во-
лодiє чистим ансамблем, то вiн може, провiвши вимiрювання, якi
описанi в роздiлi 5, встановити, що спiн напрямлений вздовж z.
Це означає, що вiн отримав бiт iнформацiї 0.

Квантовi кореляцiї пов’язанi з колапсом синґлетного стану пiд
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час вимiрювання, яке проводить Алiса, передаються миттєво. То-
му ми майже миттєво (iз затратою часу на експерименти з клону-
вання та визначення напряму спiну) можемо передавати iнформа-
цiю. А це суперечить спецiальнiй теорiї вiдносностi. Отже, наше
припущення про можливiсть клонування є неправильне i це ще
раз доводить теорему про неклонування. З огляду на це варто
наголосити на тому, наскiльки добре нерелятивiстська квантова
механiка та спецiальна теорiя вiдносностi є припасованi одна до
другої. Якщо б було можливе клонування, то iснувала б супе-
речнiсть мiж квантовою механiкою та спецiальною теорiєю вiд-
носностi. Проте внутрiшня логiка квантової механiки заперечує
можливiсть клонування i саме це забезпечує її несуперечнiсть зi
спецiальною теорiєю вiдносностi.

3.2 Квантова телепортацiя

Термiн “телепортацiя” з’явився у науковiй фантастицi i означає
знищення об’єкта чи людини в одному мiсцi A i появу iдеаль-
ної копiї в iншому B. Класичний телепортатор складається з двох
приладiв. В мiсцi A розмiщений прилад, який знiмає повну iнфор-
мацiю про об’єкт i передає її до B, де є прилад, який, отримавши
iнформацiю про об’єкт, вiдтворює його точну копiю. Мати повну
iнформацiю означає знати, з яких атомiв складається об’єкт, їхнє
положення та швидкiсть. Проте принцип невизначеностi Гайзен-
берґа заперечує можливiсть одночасно визначити положення та
швидкiсть атомiв.

У квантовiй механiцi стан системи задають вектором стану, а
не координатами i швидкостями. Ми побачимо, що квантова ме-
ханiка дає змогу телепортацiї саме вектора стану системи. Iдея
квантової телепортацiї була висловлена в працi [10] у 1993 р. У
1997 р. був проведений перший експеримент з телепортацiї фото-
нiв [11].

Принципову схему квантової телепортацiї зображено на рис.
3.1. Частинки 2 i 3 є у синґлетному станi i утворюють ЕПР-пару
— квантовий канал

|ψ−〉23 =
1√
2
(| ↑〉2| ↓〉3 − | ↓〉2| ↑〉3). (3.6)
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EPR

A B
C

1 2 3

Рис. 3.1: Принципова схема квантової телепортацiї.

Частинка 1 знаходиться в довiльному невiдомому станi

|φ〉1 = a| ↑〉1 + b| ↓〉1, (3.7)

який Алiса, що знаходиться в мiсцi A, хоче телепортувати до Бо-
ба, який перебуває в B. Процес телепортацiї проходить так Алiса
проводить спiльне вимiрювання над частинками 1 i 2 — вимiрю-
вання на станах Белла (вимiрювання Белла) i передає одержану
iнформацiю до Боба по класичному каналу C. Унаслiдок проведе-
них Алiсою вимiрiв стан частинки 3 редукується до певного стану
|φ′〉3. Боб, використовуючи отриману вiд Алiси iнформацiю, вико-
нує певнi манiпуляцiї над станом |φ′〉3 i отримує частинку 3 в станi
|φ〉3. Зазначимо, що описаний процес телепортує стан частинки 1
на частинку 3, а не саму частинку.

Розглянемо в деталях всi етапи телепортацiї. До телепортацiї
три частинки перебувають у станi

|ψ〉 = |φ〉1|ψ−〉23. (3.8)

Перший етап — це вимiрювання Белла над першою i другою
частинками, який полягає у проектуваннi стану цих частинок на
один iз беллiвських станiв (2.79). Для частинок 1 i 2 стани Белла
запишемо

|ψ±〉12 =
1√
2
(| ↑〉1| ↓〉2 ± | ↓〉1| ↑〉2), (3.9)

|φ±〉12 =
1√
2
(| ↑〉1| ↑〉2 ± | ↓〉1| ↓〉2). (3.10)
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Звiдки знаходимо

| ↑〉1| ↓〉2 =
1√
2
(|ψ+〉12 + |ψ−〉12), (3.11)

| ↓〉1| ↑〉2 =
1√
2
(|ψ+〉12 − |ψ−〉12), (3.12)

| ↑〉1| ↑〉2 =
1√
2
(|φ+〉12 + |φ−〉12), (3.13)

| ↓〉1| ↓〉2 =
1√
2
(|φ+〉12 − |φ−〉12). (3.14)

Використовуючи цей розклад базисних векторiв першої i другої
частинок через стани Белла перепишемо, вихiдний стан так:

|ψ〉 = |φ〉1|ψ−〉23 =
1√
2
(a| ↑〉1 + b| ↓〉1)(| ↑〉2| ↓〉3 − | ↓〉2| ↑〉3) =

=
1√
2
(a| ↑〉1| ↑〉2| ↓〉3 − a| ↑〉1| ↓〉2| ↑〉3 + (3.15)

+b| ↓〉1| ↑〉2| ↓〉3 − b| ↓〉1| ↓〉2| ↑〉3) =

=
1

2
[|ψ−〉12(−a| ↑〉3 − b| ↓〉3) + |ψ+〉12(−a| ↑〉3 + b| ↓〉3) +

+|φ−〉12(a| ↓〉3 + b| ↑〉3) + |φ+〉12(a| ↓〉3 − b| ↑〉3)].

В результатi вимiрювань Белла, виконаних над першою i другою
частинками, їх стан редукується до одного зi станiв Белла, а стан
третьої частинки редукується вiдповiдно до одного з чотирьох ста-
нiв

−a| ↑〉3 − b| ↓〉3, −a| ↑〉3 + b| ↓〉3,
(3.16)

a| ↓〉3 + b| ↑〉3, a| ↓〉3 − b| ↑〉3.

На другому етапi телепортацiї Алiса передає Бобу iнформа-
цiю по класичному каналу про проведений вимiр, тобто в якому з
беллiвських станiв перебуває перша i друга частинка. Таких ста-
нiв є чотири, тому кiлькiсть iнформацiї, яку Алiса передає Бобу,
становить два бiти. Отож, Боб знає, в якому станi з набору (3.16)
перебуває його спiн. Стани (3.16) з допомогою вiдповiдних унi-
тарних перетворень можна звести до стану |φ〉. Справдi, прямими
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обчисленнями переконуємось, що

−1(−a| ↑〉3 − b| ↓〉3) = |φ〉3, (3.17)

−σz(−a| ↑〉3 + b| ↓〉3) = |φ〉3,
σx(a| ↓〉3 + b| ↑〉3) = |φ〉3,
iσy(a| ↓〉3 − b| ↑〉3) = |φ〉3.

Отже, Боб, отримавши iнформацiю по класичному каналу вiд Алi-
си, проводить вiдповiднi унiтарнi перетворення над спiновим ста-
ном своєї частинки i отримує телепортований стан. Унiтарнi пере-
творення можна реалiзувати з допомогою вiдповiдних поворотiв
системи координат, що видно iз такої тотожностi exp(iπσα/2) =
iσα.

Звернемо увагу на принциповi моменти телепортацiї. Для те-
лепортацiї потрiбна наявнiсть двох каналiв, а саме — квантово-
го i класичного. Необхiднiсть класичного каналу спричинює те,
що квантова телепортацiя вiдбувається не швидше вiд швидко-
стi свiтла. Внаслiдок вимiрювань Белла, проведеними Алiсою над
першою i другою частинками, стан першої частинки, який Алiса
телепортує, знищується. Отже, пiд час телепортацiї стан першої
частинки перекидається на третю частинку зi знищенням стану
першої частинки. Тут працює теорема про неклонування. Якщо
би стан першої частинки не знищувався, то пiсля телепортацiї ми
мали б двi копiї того самого стану. Тобто вiдбулося б клонування
невiдомого стану, що заборонено теоремою про неклонування.

3.3 Квантова криптографiя

Квантова криптографiя використовує фундаментальнi властиво-
стi квантової фiзики для абсолютно секретної передачi iнформа-
цiї, тобто для створення каналiв зв’язку, якi в принципi не можна
пiдслухати так, щоб про це не дiзналися вiдправник i приймач
iнформацiї.

Криптографiя, яку ми розглянемо, ґрунтується на використан-
нi розподiленого ключа. У цьому випадку Алiса i Боб мають ту
саму, цiлком випадкову, сукупнiсть нулiв i одиничок, наприклад,
K = 100110 . . .. Вона утворює ключ для шифрування та деши-
фрування iнформацiї i для повної секретностi вiн повинен бути
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вiдомий тiльки Алiсi та Бобу. Нехай Алiса хоче передати Бобу iн-
формацiю I = 010011 . . ., так, щоб її нiхто не змiг прочитати. Для
цього вона додає послiдовно бiти iнформацiї I до бiтiв ключа K
за модулем 2 i отримує зашифровану iнформацiю Ĩ = 110101 . . .,
яку вiдкритим каналом передає Бобу. Додавання за модулем 2
означене так

0⊕ 0 = 0, 0⊕ 1 = 1, 1⊕ 0 = 1, 1⊕ 1 = 0. (3.18)

Боб аналогiчно додає до отриманої зашифрованої iнформацiї Ĩ
ключ K i одержує вихiдну iнформацiю I. Головна проблема в цiй
схемi — забезпечити секретнiсть ключа.

Генерування розподiлених в точках A i B iдентичних секре-
тних ключiв i є завданням квантової криптографiї. Ми розгляне-
мо тiльки основи квантової криптографiї i тi квантовi принципи,
на яких вона ґрунтується, не вникаючи в деталi реалiзацiї.

Перший варiант квантової криптографiчної схеми (протоко-
лу) ґрунтується на теоремi про неклонування. Вiн використовує
одночастинковi стани, наприклад, спiновi стани частинок, чи по-
ляризацiйнi стани фотона. Оскiльки є повна аналогiя мiж станами
спiну 1/2 та поляризацiйними станами фотона, розглянемо кри-
птографiю, що використовує спiновi стани. Розподiлений ключ,
яким володiють Алiса i Боб, утворюється так. Алiса вибирає два
взаємно перпендикулярнi напрями, наприклад осi z i x i вiдкри-
тим каналом передає цю iнформацiю Бобу. Спiновi стани, з якими
далi будуть працювати Алiса i Боб, є власнi стани оператора про-
екцiї спiну на одну чи другу вiсь. Вiдкритим каналом Алiса i Боб
домовляються, що власнi стани оператора проекцiї спiна на z чи
на x використовуватимуть для утворення ключа. Власному стану
| ↑〉 оператора проекцiї спiна на z вiдповiдає 0, а | ↓〉 вiдповiдає 1.
Аналогiчно до власного стану | →〉 оператора проекцiї спiну на x
вiдповiдає 0, а | ←〉 вiдповiдає 1.

Алiса випадково вибирає один з напрямiв, наприклад z, i ви-
падково з однаковою iмовiрнiстю 1/2 генерує один iз власних ве-
кторiв, наприклад | ↑〉. Частинка з цим спiновим станом по кван-
товому каналу посилається до Боба. Боб не знає, що Алiса ви-
брала саме напрям z. Тому як i Алiса випадково вибирає один iз
напрямiв, на який вiн вимiрює проекцiю спiну отриманої частин-
ки. Далi ця процедура повторюється, наприклад, ще 99 разiв i Боб
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отримає вiд Алiси 100 частинок.
Припустiмо, що Єва робить спроби пiдслухати iнформацiю,

що передається квантовим каналом. Вона вимiрює спiновий стан
частинок, якi Алiса посилає Бобу, i пересилає Бобу. Проте Єва
на момент вимiрювань не знає напрямiв, вибраних Алiсою, для
кожної iз частинок, хоча може знати вiдкриту iнформацiю, що
це можуть бути напрями z або x. Тому Єва може тiльки випад-
ково потрапити у частинi своїх вимiрювань на напрями, вибранi
Алiсою, а в частинi випадкiв Єва протрапить на iншi напрями.
В останньому випадку вона зiпсує квантовий стан i Боб отримає
iнший стан, нiж був посланий Алiсою.

Для виявлення пiдслуховування Алiса i Боб вiдкритим кана-
лом передають один одному iнформацiю про напрями, якi вони
вибирали для кожної iз 100 частинок, посланих Бобу. Тепер Алi-
са i Боб знають для яких частинок вибранi ними напрями збiга-
лися. У цьому випадку їхнi результати мають повнiстю збiгтися.
Проте, оскiльки внаслiдок пiдслуховування Єва зiпсувала части-
ну станiв, то частина результатiв Алiси i Боба не збiгатимуться.
Для виявлення цього Алiса i Боб обмiнюються iнформацiєю про
частину результатiв вимiрiв з однаково вибраними напрямами i
зiставляють їх. У випадку пiдслуховування Алiса i Боб виявлять
неспiвпадiння своїх результатiв. Отже, Алiса i Боб виявлять пiд-
слуховування i вiдкинуть результати всiх проведених вимiрювань.

Якщо Алiса i Боб виявлять, що пiдслуховування не було, то
вони генерують ключ для кодування, використовуючи результати
вимiрювань проекцiї спiну на z чи на x. Для цього вони вiдбира-
ють тiльки тi вимiри над спiновими станами, для яких вибранi
випадково напрями збiглися iз z чи iз x, i отримують випадкову
сукупнiсть нулiв i одиничок. Ця сукупнiсть i утворює розподiле-
ний ключ i ним володiють тiльки Алiса i Боб.

Зауважимо, що якщо б було можливе клонування, то Єва мо-
гла б вимiряти стан не зiпсувавши його. I тодi Алiса i Боб не
виявили б пiдслуховування. Тому, саме теорема про неклонува-
ння дає змогу виявити пiдслуховування i забезпечує абсолютну
секретнiсть ключа для кодування iнформацiї.

Розглянемо другий варiант квантової криптографiчної схеми,
яка ґрунтується на використаннi заплутаних станiв. Мiж Алiсою
i Бобом встановлено квантовий канал, по якому одна з частинок
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ЕПР-пари приходить до Алiси, а друга — до Боба. Алiса i Боб
проводять вимiрювання, якi необхiднi для перевiрки нерiвностi
Белла (2.56). Перший варiант вимiрювання, при яких нерiвнiсть
порушується максимально, є такий. При вимiрюваннях проекцiї
спiну Алiса випадково вибирає один з двох взаємно перпендику-
лярних напрямiв a′,a а Боб — з двох взаємно перпендикулярних
b,b′. Цi одиничнi вектори розмiщенi в однiй площинi в порядку
a′,b,a,b′ проти годинникової стрiлки через кут π/4. Додатково
Алiса i Боб вибирають спiльний напрям k вимiрювання проекцiї
спiну на який, слугують для утворення розподiленого ключа.

Нерiвнiсть Белла дозволяє виявити пiдслуховування. Щоб пе-
ревiрити цю нерiвнiсть Алiса i Боб, провiвши певну кiлькiсть ви-
мiрювань, по вiдкритому каналу обмiнюються необхiдною iнфор-
мацiєю. Алiса посилає Бобу iнформацiю про вибранi у кожному
експериментi напрями та про результати вимiрювань проекцiї спi-
ну на a,a′, а Боб посилає iнформацiю Алiсi про свої вибранi на-
прями та результати вимiрювань проекцiї спiну на b,b′. Проте
iнформацiю про результати вимiрювань проекцiї спiну на напрям
k тримають в секретi.

Якщо Єва проводила пiдслуховування, то синґлетний стан
ЕПР-пари був знищений i Алiса та Боб отримували незаплута-
нi, факторизованi спiновi стани двох частинок. Iнакше кажучи,
будь-яке вимiрювання Єви розплутує синґлетний стан. Якщо не-
рiвнiсть Белла виконується, то це означає, що стани, з якими пра-
цюють Алiса i Боб, є незаплутанi i, отже, було втручання Єви у
квантовий канал.

Якщо нерiвнiсть Белла порушується, то пiдслуховування не
було i в цьому випадку: Алiса i Боб можуть генерувати ключ для
шифрування. Для цього Алiса i Боб використовують тi вимiрю-
вання проекцiї спiну, в яких вибранi ними напрями потрапляли
на k. Боб знає, що коли вiн отримав додатну проекцiю спiну, то
Алiса — вiд’ємну, i навпаки. Можна домовитися, що додатна про-
екцiя вiдповiдає нулю, а вiд’ємна — одиницi. Тодi Боб змiнює свої
нулi на одиницi, а одиницi на нулi i отримує ту саму випадкову
сукупнiсть нулiв i одиничок, що й Алiса, який i слугує ключем
для шифрування i дешифрування iнформацiї.



Роздiл 4

Квантовi обчислення та

квантовi комп’ютери

Iдея обчислювальних приладiв (квантових комп’ютерiв), якi ба-
зуються на принципах квантової механiки, виникла у 80-х роках
минулого столiття (див., наприклад [12]). Згiдно iз законом Му-
ра кiлькiсть електронних елементiв в одиницi об’єму класичного
комп’ютера щороку подвоюється i ми пiдходимо до межi, коли
суттєвими стають квантовi флуктуацiї. Вони призводять до не-
стабiльної роботи класичних електронних елементiв. Тому приро-
дно виникає iдея квантових комп’ютерiв, що ґрунтуються саме на
квантових властивостях мiкросистем.

Схематично робота квантового комп’ютера може бути пред-
ставлена як послiдовнiсть трьох операцiй:

I. Приготування початкового квантового стану.

II. Обчислення, роль якого виконують унiтарнi перетворення,
проведенi над початковим станом.

III. Виведення результату. Його роль виконує певне вимiрюва-
ння, яке проводять над кiнцевим станом.
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4.1 Вiд класичного бiта до квантового

Розглянемо один з центральних елементiв класичного комп’юте-
ра, а саме — елемент, який реалiзовує класичний бiт. Роль такого
елемента може виконувати будь-яка класична система, що має два
стiйкi, добре роздiленi положення рiвноваги. Наприклад, це може
бути кулька, яка знаходиться у двоямному потенцiалi i має два
стiйкi положення рiвноваги. За домовленiстю положення кульки
в одному локальному мiнiмумi вiдповiдає 0, а в другому — 1 i ми
маємо класичний бiт. Зменшення розмiрiв цiєї системи та маси
кульки спричинить те, що важливим стане квантове тунелюван-
ня кульки крiзь потенцiальний бар’єр, який розподiляє мiнiмуми.
Тому класичний бiт стає нестiйким i система стає суттєво кван-
товою. Простi дослiдження квантового руху частинки у двоямно-
му потенцiалi показують, що енерґетичний спектр складається з
двох близько розмiщених найнижчих рiвнiв та досить вiддалених
iнших рiвнiв. При низькоенерґетичних збудженнях квантової си-
стеми достатньо розглядати тiльки цi два найнижчi близькi рiвнi.
Така двостанова квантова система реалiзує квантовий бiт. Отже,
зменшення розмiрiв системи приводить нас вiд класичного бiта до
квантового. Природно виникає iдея побудови квантових комп’ю-
терiв, якi б оперували з квантовими бiтами.

Нехай числам 0 i 1 вiдповiдають квантовi стани |0〉 i |1〉, якi
є базисними векторами простору станiв квантового бiта. Суттє-
вою вiдмiннiстю квантового бiта вiд класичного є його можливiсть
перебувати у суперпозицiйних станах. Наприклад, це може бути
рiвнозважений стан

|ψ〉 = 1√
2
(|0〉+ |1〉) . (4.1)

В цьому станi одночасно закодовано як число 0, так i 1.
Два кубiти можуть перебувати у суперпозицiйному станi

|ψ〉 =
1

2
(|0〉1 + |1〉1) (|0〉2 + |1〉2) (4.2)

=
1

2
(|00〉+ |01〉 + |10〉 + |11〉) ,
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в якому одночасно закодовано чотири двiйковi числа 00, 01, 10,
11, або у десятковiй системi числа 0, 1, 2, 3.

Аналогiчно n кубiтiв можуть перебувати у станi

|ψ〉 =
1

2n/2
(|0〉1 + |1〉1) (|0〉2 + |1〉2) . . . (|0〉n + |1〉n) = (4.3)

=
1

2n/2

∑

x1,x2,...,xn

|x1, x2, . . . , xn〉 =
1

2n/2

∑

x

|x〉,

де x = (x1, x2, . . . , xn) — n-вимiрний вектор, xi може набувати
двох значень — 0 i 1. У цьому станi закодовано одночасно 2n чисел:
0, 1, 2, . . . , 2n − 1.

Квантовий комп’ютер з допомогою унiтарних перетворень, що
виконуються над n кубiтами, обробляє iнформацiю, яка записана
у n кубiтах. При цьому вiн працює одночасно зi всiма 2n/2 мо-
жливими двiйковими числами, записаними у n кубiтах. Ця вла-
стивiсть називається квантовим паралелiзмом i є наслiдком прин-
ципу суперпозицiї. Саме квантовий паралелiзм дає можливiсть
розв’язувати деякi задачi на квантовому комп’ютерi набагато ефе-
ктивнiше, нiж на класичному.

4.2 Квантовий процесор. Квантовi логiчнi
елементи

Роль процесора для квантового комп’ютера виконують унiтарнi
оператори. Дiючи тими чи iншими унiтарними операторами на по-
чатковий вектор стану, ми виконуємо тi чи iншi логiчнi операцiї i
отримуємо кiнцевий вектор стану, який i є результатом квантових
обчислень.

Вектором стану для квантового комп’ютера є система кубiтiв,
яку називають квантовим регiстром. Тому унiтарнi оператори —
це оператори, що дiють на кубiти. Найпростiшими операторами є
однокубiтовi оператори, якi змiнюють стан тiльки певного одного
кубiта з квантового регiстра i залишають незмiнними всi iншi ку-
бiти. Наступними операторами є двокубiтовi унiтарнi оператори,
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якi змiнюють стани лише певних двох кубiтiв i залишають незмiн-
ними всi iншi, даючи можливiсть побудувати квантову мережу.

Було показано, що iснує унiверсальний набiр одно- i двокубiто-
вих унiтарних операторiв, з допомогою якого можна побудувати
довiльний унiтарний оператор як певний добуток базових опера-
торiв. Реалiзовуються унiтарнi оператори з допомогою певних фi-
зичних приладiв, якi називаються квантовими логiчним елемен-
тами.

Розглянемо спочатку однокубiтовi перетворення.
Оператор Адамара

Перетворенню Адамара Ĥ вiдповiдає унiтарний оператор

Ĥ =
1√
2
[(|0〉 + |1〉)〈0| + (|0〉 − |1〉)〈1|], (4.4)

або у матричному зображеннi

Ĥ =
1√
2

(

1 1

1 −1

)

. (4.5)

Дiя цього оператора на базиснi вектори дає такий результат

Ĥ|0〉 = 1√
2
(|0〉+ |1〉), Ĥ|1〉 = 1√

2
(|0〉 − |1〉), (4.6)

який зручно переписати так

Ĥ|x〉 =
1√
2
(|0〉+ (−1)x|1〉) = 1√

2

∑

y=0,1

(−1)xy|y〉

=
1√
2

∑

y=0,1

eiπxy|y〉. (4.7)

Дiя операторiв Адамара на базиснi вектори n кубiтiв

Ĥ [n]|x〉 = Ĥ1Ĥ2 · · · Ĥn|x1, x2, . . . , xn〉 = (4.8)

=
1

2n/2

∑

y1=0,1

∑

y2=0,1

· · ·
∑

yn=0,1

eiπ(x1y1+x2y2+···+xnyn)|y1, y2, . . . , yn〉 =

=
1

2n/2

∑

y

eiπxy|y〉 = 1

2n/2

∑

y

(−1)xy|y〉,



4.2. Квантовий процесор. Квантовi логiчнi елементи 71

де xi та yi набувають двох значень 0, 1. Звiдки бачимо, що супер-
позицiйний стан (4.3) можна отримати як результат дiї оператора
Адамара на вихiдний стан |x〉 = |0〉

Ĥ [n]|0〉 = 1

2n/2

∑

y

|y〉. (4.9)

Оператор змiни (зсуву) фази

Φ̂(φ) = |0〉〈0| + eiφ|1〉〈1| (4.10)

або у матричному зображеннi

Φ̂(φ) =

(

1 0

0 eiφ

)

. (4.11)

Дiю цього оператора на базиснi вектори запишемо

Φ̂|x〉 = eiφx|x〉, (4.12)

де x = 0, 1. Легко знаходимо дiю оператора змiни фази на довiль-
ний вектор стану одного кубiта

Φ̂(φ)(a|0〉 + b|1〉) = a|0〉 + beiφ|1〉. (4.13)

Як бачимо, оператор змiни фази змiнює спiввiдношення фаз мiж
коефiцiєнтами розкладу вектора стану за базисними векторами.

Двох операторiв, оператора Адамара Ĥ та оператора змiни
фази Φ̂(φ), достатньо, щоб збудувати довiльний однокубiтовий
унiтарний оператор. Доведення цього можна знайти в оглядi [13]
(див. також [14]). Для побудови довiльного однокубiтового унiтар-
ного оператора можна вибрати iншу сукупнiсть базових операто-
рiв.

Розглянемо ще один однокубiтовий унiтарний оператор — опе-

ратор заперечення , його ще називають NOT-оператор

ÛNOT = |1〉〈0| + |0〉〈1|. (4.14)
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У матричному виглядi

ÛNOT =

(

0 1

1 0

)

= σx. (4.15)

Назва цього оператора зрозумiла з його дiї на базиснi вектори

ÛNOT|0〉 = |1〉, ÛNOT|1〉 = |0〉. (4.16)

Виразимо оператор заперечення через послiдовну дiю опера-
тора Адамара i оператора зсуву фази. Розглянемо

Û = Φ̂(φ′)ĤΦ̂(φ) =
1√
2

(

1 eiφ

eiφ
′ −ei(φ+φ′)

)

. (4.17)

При φ = φ′ = π/2 маємо

Û =
1√
2

(

1 i

i 1

)

. (4.18)

Квадрат цього оператора з точнiстю до сталої фази дорiвнює опе-
ратору заперечення

Û2 =

(

0 i

i 0

)

= iÛNOT. (4.19)

Отже

ÛNOT = −i(Φ̂(π/2)ĤΦ̂(π/2))2. (4.20)

Звiдси природно ввести
√
NOT-оператор

Û√
NOT = e−iπ/4Φ̂(π/2)ĤΦ̂(π/2) =

e−iπ/4√
2

(

1 i

i 1

)

, (4.21)

квадрат якого дає NOT-оператор: (Û√
NOT)

2 = ÛNOT.

Оператор ÛNOT та оператор фазового зсуву Φ̂(φ) або Û√
NOT

та Φ̂(φ) можуть слугувати унiверсальною сукупнiстю операторiв,
з допомогою яких будується довiльний однокубiтовий унiтарний
оператор.
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Розглянемо двокубiтову операцiю контрольованого заперече-

ння , яку також називають XOR або CNOT i яка визначається
унiтарним оператором

ÛXOR = |0〉1 1〈0|1̂2 + |1〉1 1〈1|ÛNOT 2. (4.22)

Одиничний оператор 1̂2 = |0〉2 2〈0|+ |1〉2 2〈1| та оператор запере-
чення ÛNOT 2 = |1〉2 2〈0| + |0〉2 2〈1| дiють на стан другого кубiта.
У двоспiновому базисi |00〉, |01〉, |10〉, |11〉 XOR оператор зобража-
ється матрицею

ÛXOR =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0









. (4.23)

Як бачимо, оператор XOR заперечує стан другого кубiта (пе-
реводить |0〉 в |1〉 i навпаки), коли перший кубiт перебуває в станi
|1〉 i не змiнює стан другого кубiта, коли перший кубiт перебуває в
станi |0〉. Таким чином, стан другого кубiта контролюється станом
першого кубiта.

Введемо ще один оператор — оператор контрольованого зсуву

фази

B̂(φ) = |0〉1 1〈0|1̂2 + |1〉1 1〈1|Φ̂2(φ), (4.24)

де одиничний оператор 1̂2 та Φ̂2(φ) дiють на стан другого кубiта.
Аналогiчно, як для оператора XOR, у цьому випадку дiя опера-
тора зсуву фази на стан другого кубiта контролюється станом
першого. Легко знаходимо матричне зображення оператор кон-
трольованого зсуву фази

B̂(φ) =









1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 eiφ









. (4.25)

Було доведено, що двох однокубiтових операторiв, наприклад,
Ĥ, Φ̂(φ) та одного двокубiтового, наприклад, XOR достатньо для
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побудови довiльного унiтарного оператора, що дiє в Гiльбертово-
му просторi n кубiтiв [16]. Однак для цього може знадобитися
побудувати лaнцюжок iз 4nn3 базових операторiв. Послiдовностi
дiй базових унiтарних операторiв вiдповiдає послiдовне з’єднан-
ня квантових логiчних елементiв, яке утворює квантову мережу.
Зауважимо також, що послiдовнiсть базових унiтарних операто-
рiв грає роль програми для квантового комп’ютера, яка виконує
певнi операцiї над кубiтами i визначається розглянутою задачею.

4.3 Квантовi алгоритми.
Задача Дойча–Джозси

Розглянемо функцiю, яка визначена на множинi цiлих чисел, за-
писаних у двiйковiй системi числення. Загалом для векторної фун-
кцiї це є певне вiдображення n-вимiрного двiйкового вектора x =

= (x1, x2, . . . , xn) в m-вимiрний вектор f = (f1, f2, . . . , fm)

f = f(x), (4.26)

де xi = 0, 1, fi = 0, 1. У квантовому випадку цьому вiдображенню
вiдповiдає Ûf унiтарний оператор, який робить подiбне вiдобра-
ження у 2n+m-вимiрному гiльбертовому просторi. Простiр Гiль-
берта зручно роздiлити на прямий добуток двох пiдпросторiв:
2n-вимiрний гiльбертовий простiр вiдповiдає регiстру арґумента
|x1, x2, . . . , xn〉 = |x〉, 2m-вимiрний — регiстру функцiї |y1, y2, . . . ,
ym〉 = |y〉. Тодi дiю оператора Ûf запишемо так

Ûf |x〉|y〉 = |x〉|y ⊕ f(x)〉, (4.27)

де ⊕ означає додавання за модулем 2.
Зазначимо, що розрахунок функцiї може бути нетривiальним

завданням як в класичному, так i у квантовому випадку. В остан-
ньому це може потребувати послiдовної дiї 4n+m(n+m)3 базових
унiтарних операторiв. Якщо кожна операцiя забирає певний час,
то кiлькiсть часу, необхiдного для розрахунку функцiї може рости
експонентно зi збiльшенням кiлькостi арґументiв функцiї. Проте
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квантовий комп’ютер може виявитись надефективним не при роз-
рахунку самої функцiї, а при розрахунку деяких її властивостей.
У цьому випадку розрахунок функцiї є окремою задачею i вважа-
ємо, що iснує квантова мережа, яка швидко розраховує функцiю.
Таку квантову мережу називають оракулом (oracle), який знає
все i швидко дає вiдповiдь на поставлене питання про значення
функцiї для того чи iншого арґумента.

Тому завдання полягає в тому, щоби маючи квантовий ора-
кул з допомогою квантового комп’ютера за час, який є певним
полiномом з найвищим степенем n +m, вивчити певнi властиво-
стi функцiї. Тодi як на класичному комп’ютерi це потребує часу,
який експонентно залежить вiд n+m.

Iсторично першою задачею, яка продемонструвала надефектив-
нiсть квантового комп’ютера порiвняно з класичним, була задача
Дойча–Джозси (D. Deutsch, R. Jozsa). Вона полягає у визначеннi
класу, до якого належить функцiя, а саме, стала (constant) чи зба-
лансована (balanced) вона є. Збалансованою називають функцiю,
яка для половини арґументiв набуває значення 0, а для iншої по-
ловини — 1. Звернемо увагу на те, що збалансованi функцiї є пiд-
класом змiнних функцiй. Нехай вiдомо, що функцiя належить до
класу сталих чи збалансованих функцiй. Задача Дойча–Джозси
полягає у встановленнi до якого саме класу належить функцiя.

Розглянемо скалярну функцiю

f = f(x) = f(x1, x2, . . . , xn), (4.28)

яка n-вимiрному двiйковому вектору ставить у вiдповiднiсть двiй-
кове число f . Якщо f набуває того самого значення для будь-
якого x, то функцiя є сталою, в iншому випадку вона — змiнна.
Якщо рiвно для половини значень арґументiв 2n/2 функцiя набу-
ває значення 0, а для iншої половини — 1, то вона є збалансованою.
Наприклад, функцiя одної змiнної f = f(x) є сталою, коли

f(0) = f(1) = 0 або f(0) = f(1) = 1, (4.29)

або є змiнна, коли

f(0) = 0, f(1) = 1 або f(0) = 1, f(1) = 0. (4.30)
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Зазначимо, що для функцiї одної змiнної клас змiнних функцiй
збiгається з класом збалансованих. Д. Дойч сформулював споча-
тку цю задачу саме для функцiї одної змiнної. Пiзнiше задача була
узагальнена Д. Дойчом i Р. Джозсою на випадок функцiї багатьох
змiнних.

Для того, щоб на класичному комп’ютерi розв’язати поставле-
ну задачу, потрiбно для всiх значень арґумента обчислити значе-
ння функцiї, тобто виконати 2n обчислень значень функцiї для 2n

арґументiв. Квантовий комп’ютер дає змогу розв’язати цю задачу
за один розрахунок функцiї.

Розглянемо, як вирiшує задачу про клас функцiї квантовий
комп’ютер з допомогою алгоритму Дойча.

I. Перший етап — це приготування початкового стану. Регiстр
арґументу складається з n кубiтiв, регiстр значень функцiї — з
одного кубiта. Приготуємо такий початковий стан, в якому регiстр
арґументу знаходиться в нульовому станi |0〉1|0〉2 · · · |0〉n = |0〉, а
регiстр значень функцiї — у станi |1〉

|ψin〉 = |0〉|1〉. (4.31)

II. Другий етап — це власне тi послiдовнi операцiї, якi про-
водяться над квантовим станом згiдно з квантовим алгоритмом.
Для цiєї задачi вiн розбивається на такi три операцiї:

а) Дiємо на кожен n+ 1 кубiт початкового стану (4.31) опера-
тором Адамара

Ĥ [n+1]|0〉|1〉 = 1

2n/2

∑

x

|x〉 1√
2
(|0〉 − |1〉). (4.32)

б) Розраховуємо функцiю f(x), тобто дiємо унiтарним опера-
тором Ûf на стан (4.32)

Ûf
1

2n/2
√
2

∑

x

|x〉(|0〉 − |1〉) =

=
1

2n/2
√
2

∑

x

|x〉(|f(x)〉 − |1⊕ f(x)〉) =

=
1

2n/2
√
2

∑

x

(−1)f(x)|x〉(|0〉 − |1〉). (4.33)
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в) Знову дiємо оператором Адамара на отриманий стан

Ĥ [n+1] 1

2n/2
√
2

∑

x

(−1)f(x)|x〉(|0〉 − |1〉) = (4.34)

=
1

2n

∑

x

∑

y

(−1)f(x)+x·y|y〉|1〉 = |ψfin〉.

Проаналiзуємо отриманий стан. Коли функцiя є сталою f(x) =

= f0 = const, маємо

|ψfin〉 =
1

2n
(−1)f0

∑

x

∑

y

(−1)x·y|y〉|1〉. (4.35)

Зауважимо, що
∑

x

(−1)x·y (4.36)

вiдмiнна вiд нуля тiльки при y = 0 i дорiвнює 2n. Отже, для сталої
функцiї f(x) = f0 кiнцевий стан

|ψfin〉 = (−1)f0 |0〉|1〉 (4.37)

мiстить тiльки базисний вектор з y = 0.
Розглянемо тепер випадок збалансованої функцiї. Амплiтуда

при |0〉 для кiнцевого стану (4.34), тобто для y = 0, визначається
∑

x

(−1)f(x). (4.38)

Оскiльки для збалансованої функцiї для половини арґументiв фун-
кцiя набуває значення 0, а для другої половини — 1, то ця сума
дорiвнює нулю. Тому для збалансованої функцiї кiнцевий стан
|ψfin〉 не мiстить |0〉.

Ще раз пiдкреслимо результат: для сталої функцiї кiнцевий
стан мiстить тiльки |0〉, для збалансованої функцiї вiн не мiстить
|0〉.

III. Проводимо вимiрювання y. Це вимiрювання проектує |ψfin〉
на один з базисних векторiв |y〉. Враховуючи щойно проаналiзова-
ний кiнцевий стан, робимо висновок: якщо унаслiдок вимiрювання
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ми отримали стан |0〉, то функцiя є сталою, якщо отримали один
iз станiв |y〉 з y 6= 0, то функцiя є збалансованою.

Отже, з допомогою квантового комп’ютера ми за одне обчисле-
ння функцiї n змiнних визначили, до якого класу вона належить,
сталої чи збалансованої. У класичному випадку для цього потрi-
бно провести 2n обчислень. В цьому i полягає надефективнiсть
квантового комп’ютера порiвняно з класичним.

Проте потрiбно зауважити, що задач та вiдповiдних алгори-
тмiв, для яких проявляється надефективнiсть квантового ком-
п’ютера, вiдомо не так багато. До них належать: задача Дойча–
Джозси (яку ми якраз розглянули), квантове перетворення Фур’є,
визначення перiоду функцiї (D. Simon), факторизацiя чисел
(P. Shor), задача пошуку даних (L. Grover). Аналiз цих задач та
алгоритмiв можна знайти в [13, 14].

4.4 Фiзична реалiзацiя одно-кубiтових
операцiй. Напiвпрозорий бар’єр

Розглянемо спочатку розсiяння частинки на потенцiальному бар’-
єрi пiд час руху вздовж осi x. Вважатимемо, що довжина плоскої
хвилi частинки, яка падає на бар’єр, є набагато бiльша вiд його
ширини. Тодi бар’єр можна змоделювати потенцiалом V = αδ(x),
де α > 0 вiдповiдає бар’єру, α < 0 вiдповiдає потенцiальнiй ямi.
Рух вздовж x описують рiвнянням Шредiнґера

− ~
2

2m

d2ψ

dx2
+ αδ(x)ψ = Eψ. (4.39)

Хвильова функцiя злiва вiд бар’єра мiстить набiгаючу i вiдбиту
хвилю з амплiтудами A i B, вiдповiдно

ψ1 = Aeikx +Be−ikx. (4.40)

Справа вiд бар’єра наяавна тiльки хвиля, що пройшла крiзь нього

ψ2 = Ceikx. (4.41)
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Iнтеґруючи рiвняння Шредiнґера в околi нуля знаходимо грани-
чнi умови (умови зшивання) для хвильової функцiї

ψ1(0) = ψ2(0), (4.42)

~
2

2m
(ψ′

2(0)− ψ′
1(0)) = αψ1(0) = αψ2(0), (4.43)

якi приводять до таких рiвнянь

A+B = C, (4.44)

C −A+B = −i2κC, (4.45)

де ми ввели позначення κ = αm/~2k. Звiдки знаходимо

B = − iκ

1 + iκ
A, C =

A

1 + iκ
. (4.46)

Коефiцiєнти тунелювання D i вiдбивання R запишемо

D =

∣

∣

∣

∣

C

A

∣

∣

∣

∣

2

=
1

1 + κ2
, R =

∣

∣

∣

∣

B

A

∣

∣

∣

∣

2

=
κ2

1 + κ2
. (4.47)

Для напiвпрозорого випадку D = R = 1/2 i отже κ = ±1. Заува-
жимо, що для бар’єра будь-якої iнтенсивностi C/B = i/κ.

Домовимось позначати стан частинки з амплiтудою A злiва
вiд бар’єра через |0〉, а справа також з амплiтудою A — через |1〉.
Тодi у разi налiтання частинки злiва на бар’єр (стан |0〉) процес
розсiяння запишемо

|0〉 → 1

1 + iκ
(−iκ|0〉 + |1〉) (4.48)

а при налiтаннi справа (стан |1〉)

|1〉 → 1

1 + iκ
(|0〉 − iκ|1〉). (4.49)
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Як бачимо, дельта-потенцiал робить певнi перетворення над ку-
бiтом. Унiтарний оператор, який вiдповiдає цьому перетворенню
у матричному виглядi, запишемо

Û(κ) =
1

1 + iκ

(

−iκ 1

1 −iκ

)

. (4.50)

Для напiвпрозорого бар’єра при κ = 1 (α > 1) цей унiтарний
оператор з точнiстю до сталої фази збiгається Û√

NOT

Û(1) = −ie
−iπ/4
√
2

(

1 i

i 1

)

= −iÛ√
NOT. (4.51)

Отож напiвпрозорий бар’єр чи подiбно напiвпрозоре дзеркало для
фотона реалiзовує однокубiтовий Û√

NOT оператор.
В границi α → ∞, якiй вiдповiдає κ → ∞, бар’єр повнiстю

вiдбиває частинки. Вiдповiдно до (4.48) i (4.49) в границi κ → ∞
у разi налiтання частинки злiва на бар’єр одержуємо

|0〉 → −|0〉 (4.52)

а при налiтаннi справа (стан |1〉)

|1〉 → −|1〉. (4.53)

Цьому перетворенню вiдповiдає унiтарний оператор

Û(∞) =

(

−1 0

0 −1

)

= eiπ 1̂, (4.54)

тут eiπ = −1 вiдповiдає за змiну фази на π пiд час вiдбивання вiд
нескiнченого бар’єра.

Розглянемо послiдовне розсiяння на двох напiвпрозорих бар’-
єрах, як зображено на рис. 4.1. Рух вздовж вертикальної осi є
вiльний. Ця схема вiдповiдає iнтерферометру Маха–Цандера для
фотонiв. Унiтарний оператор, який вiдповiдає перетворенню ку-
бiта в цьому випадку, запишемо

Û(1)Û (∞)Û(1) = −Û(1)2 = Û2√
NOT

= ÛNOT. (4.55)
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|0〉 |1〉

|1〉

Рис. 4.1: Фiзична реалiзацiя квантового NOT-оператора.

Бачимо, що з допомогою iнтерферометра Маха–Цандера можемо
реалiзувати ÛNOT оператор.

На завершення цього параграфа зазначимо, що iнтерферен-
цiю променiв в iнтерферометрi Маха–Цандера можна дослiдити в
простий спосiб, проаналiзувавши зсув фаз мiж лiвим i правим про-
менем. Розглянемо наприкладу iмовiрнiсть потрапляння фотона в
лiвий детектор (рис. 4.1), якщо в iнтерферометр фотон потрапляє
також злiва. Мiж променем, який пройшов i променем, що вiдбив-
ся вiд напiвпрозорого дзеркала, є зсув фаз на π/2. Тодi iз рисунка
бачимо, що зсув фаз мiж лiвим i правим променем, якi попадають
в лiвий детектор є π. Це означає, що променi повнiстю гасяться
i iмовiрнiсть фотона потрапити в лiвий детектор рiвна нулю. Та-
ким чином, якщо фотон потрапляє в iнтерферометр злiва, то на
виходi cпрацює правий детектор, i навпаки.
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4.5 Однокубiтовий квантовий комп’ютер

З допомогою iнтерферометра Маха–Цандера та квантового ораку-
ла можемо реалiзувати однокубiтовий комп’ютер, який розв’язує
задачу Дойча для функцiї одної змiнної.

Роль оракула виконує чорна скринька з двома наскрiзними
отворами. Лiвий отвiр вiдповiдає за значення функцiї в нулi, а
правий — в одиницi у такий спосiб. Пiд час проходження крiзь
лiвий отвiр фотон мiняє фазу на πf(0), тобто амплiтуда множи-
ться на eiπf(0) = (−1)f(0), а при проходженнi крiзь правий — на
eiπf(1) = (−1)f(1). Для обчислення значення функцiї в нулi ми
пускаємо промiнь крiзь лiвий отвiр. Якщо фаза не змiнилася, то
f(0) = 0, якщо змiнилася на π, то f(0) = 1. Аналогiчно для об-
числення значення функцiї f(1) пускаємо промiнь крiзь правий
отвiр. Отже, для отримання вiдповiдi про значення функцiї f(0)
чи f(1) ми пускаємо промiнь в лiвий чи правий отвори, вiдповiдно.

У класичному випадку для того, щоби вiдповiсти на питання
про клас функцiї (змiнна чи постiйна) нам потрiбно двiчi звер-
нутися до оракула. Перший раз пустити промiнь на лiвий отвiр i
дiзнатись f(0), другий раз — на правий i дiзнатись f(1).

Якщо на вхiд оракула ми пустимо певну суперпозицiю лiвого i
правого променiв, що вiдповiдає певному кубiту |ψ〉 = a|0〉+ b|1〉,
то на виходi отримаємо новий кубiт у станi |ψ′〉 = a(−1)f(0)|0〉+
+b(−1)f(1)|1〉 = Ûf |ψ〉, де унiтарний оператор має вигляд

Ûf =





(−1)f(0) 0

0 (−1)f(1)



 .

В цьому випадку говорять, що ми маємо квантовий оракул, який
розумiє питання мовою кубiтiв i дає вiдповiдь також цiєю мовою.

Квантовий комп’ютер дає змогу за одне звернення до оракула
вiдповiсти на питання про клас функцiї. Схема його зображена на
рис. 4.2. Цiй схемi вiдповiдає такий ланцюжок операторiв:

Û(1)Ûf e
iπÛ(1) = Û√

NOTÛf Û
√
NOT =
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|0〉

D D0 1

Рис. 4.2: Фiзична реалiзацiя схеми Дойча.

=
−i
2

(

1 i

i 1

)(

(−1)f(0) 0

0 (−1)f(1)
)(

1 i

i 1

)

=

=
−i
2
((−1)f(0) − (−1)f(1))

(

1 0

0 −1

)

+
1

2
((−1)f(0) +

+(−1)f(1))
(

0 1

1 0

)

. (4.56)

Приготуємо початковий стан |0〉, що вiдповiдає лiвому вхiдно-
му променю. На виходi отримаємо

Û√
NOTÛf Û

√
NOT|0〉 = (4.57)

=
−i
2
((−1)f(0) − (−1)f(1))|0〉+ 1

2
((−1)f(0) + (−1)f(1))|1〉.

Звiдси бачимо, що для постiйної функцiї f(0) = f(1) вихiдний
стан пропорцiйний до |1〉, тобто маємо правий вихiдний промiнь.
Для змiнної функцiї f(0) 6= f(1) вихiдний стан пропорцiйний до
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|0〉, тобто маємо лiвий вихiдний промiнь. Отже, якщо спрацював
правий детектор D1, то функцiя є стала, якщо спрацював лiвий
детектор D0, то функцiя змiнна. Звернемо увагу на те, що кванто-
вий комп’ютер розв’язав задачу Дойча для функцiї одної змiнної
за одне обчислення (одне звертання до оракула). Тодi як у кла-
сичному випадку для цього потрiбно двiчi звернутися до оракула
по два значення функцiї для двох значень арґументiв.



Роздiл 5

Вимiрювання у квантовiй

механiцi

5.1 Вимiрювання проекцiї спiну на заданий
напрям. Експеримент Штерна–Ґерлаха

Ми часто розглядали вимiрювання проекцiї спiну частинки на
заданий напрям. Тому важливо хоча би схематично описати ре-
альний експеримент, який дає змогу вимiряти проекцiю спiну ча-
стинки на заданий напрям. Такий експеримент уперше провели
О. Штерн i В. Ґерлах (O. Stern, W. Gerlach) у 1922 р. У цьому
експериментi промiнь атомiв срiбла пропускали крiзь неоднорiдне
магнiтне поле. Як наслiдок промiнь розщеплявся на два i на екра-
нi спостерiгали двi чiткi роздiленi позначки. Класична фiзика не
давала пояснення цьому явищу. Тiльки квантова механiка поясни-
ла цей експеримент i пов’язала його з наявнiстю спiну s = 1/2 для
атома срiбла. Нехай атоми рухаються вздовж осi x, магнiтне поле
спрямоване вздовж осi z i є неоднорiдне. У лiнiйному наближеннi
за неоднорiднiстю

Bz(z) = B0 +B′z, B′ =
∂Bz(z)

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

, (5.1)
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Енерґiя взаємодiї магнiтного моменту µ з магнiтним полем B до-
рiвнює

V̂ = −µ ·B. (5.2)

де µ = −gµ0s/~, g — фактор Ланде, µ0 — магнетон Бора. Для
нейтральної частинки зi спiном s = 1/2 Гамiльтонiан запишемо

H =
p2

2m
+ (b0 + b′z)σz, (5.3)

де ми ввели позначення b0 = gµ0B0/2, b′ = gµ0B
′/2. Потенцi-

альна енерґiя залежить тiльки вiд z. Тому розщеплення променя
нейтральних частинок, якi вiльно рухаються вздовж осi x, вiд-
бувається по осi z. Розглянемо рiвняння руху Гайзенберґа для
координати частинки z

dz

dt
=
pz
m
, (5.4)

dpz
dt

= −b′σz, (5.5)

dσz
dt

= 0. (5.6)

Звiдки знаходимо

z(t) = −b
′t2

2m
σz +

pz,0
m

t+ z0, (5.7)

де z0 i pz,0 — оператори координати та iмпульсу в початковий
момент t = 0. Для масивних частинок цi оператори можемо за-
мiнити класичними величинами, якi в початковий момент дорiв-
нює нулю. Тому оператор координати z(t) при z0 = 0 i pz,0 = 0

пропорцiйний до z-компонентi матрицi Паулi. Отже вимiрювання
координати z еквiвалентне вимiрюванню проекцiї спiну на вiсь z
(напрямок магнiтного поля). Оскiльки σz має два власнi значен-
ня ±1, то промiнь розщеплюється на два. Величина розщеплення
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променя, тобто вiдстань мiж розщепленими променями, дорiвнює

∆z = b′t2 =
gµ0t

2

2

∂Bz(z)

∂z

∣

∣

∣

∣

z=0

, (5.8)

де t — час руху атома у неоднорiдному магнiтному полi.
Власне, розщеплення променя на два свiдчить про наявнiсть

у частинки спiну s = 1/2. Якщо б частинка володiла класичним
магнiтним моментом, то ми б спостерiгали просто розмиття про-
меня, пов’язане з наявнiстю у променi частинок з рiзним нахилом
класичного магнiтного моменту до магнiтного поля i, вiдповiдно,
рiзними силами, що дiють на частинки.

5.2 Чи можна вимiряти квантовий стан

Нехай спiновий стан частинки заданий певним невiдомим нам ве-
ктором. Довiльний одночастинковий вектор стану з точнiстю до
постiйної фази eiα запишемо

|ψ〉 = a| ↑〉+ beiφ| ↓〉, (5.9)

де a, b — дiйснi додатнi величини, якi задовольняють умову нор-
мування a2+b2 = 1. Цей вектор, помножений на eiα (α — постiйна
фаза), а саме, eiα|ψ〉, задає той самий фiзичний стан. Тому вияви-
ти на експериментi eiα є неможливим.

Поставимо питання чи можна визначити на експериментi спi-
новий стан (5.9) з точнiстю до сталої фази. Вiдповiдь на це пита-
ння позитивна. Параметри вектора стану a, b, φ можна пов’язати
з середнiми значеннями z та x компонент оператора спiну, якi
вимiрюються в дослiдi Штерна–Ґерлаха

〈σz〉 = a2 − b2, (5.10)

〈σx〉 = 2ab cosφ. (5.11)
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Звiдки з урахуванням умови нормування знаходимо

a =
1√
2

√

1 + 〈σz〉, (5.12)

b =
1√
2

√

1− 〈σz〉, (5.13)

cosφ =
〈σx〉

√

1− 〈σz〉2
. (5.14)

Отже, вектор стану визначається через середнi значення спiну,
для експериментального визначення яких, потрiбно мати чистий
ансамбль станiв. Вектор стану одної квантової системи визначити
не можна.

Розглянемо задачу про вимiрювання вектора стану у випадку,
коли вiдома певна iнформацiя про нього. Нехай вiдомо, що спiн
перебуває в одному iз станiв |ψ1〉 = |ψ+

a 〉 або |ψ2〉 = |ψ+
b 〉. Тут ко-

жен зi станiв ми представили як власний стан оператора проекцiї
спiну з додатним власним значенням на напрям a та b. Власнi
стани оператора проекцiї спiну на напрям a виразимо через вла-
снi стани оператора проекцiї спiну на напрям b, i навпаки. Нехай
вiсь z спрямована вздовж напряму a. Напрям b в цiй системi ко-
ординат визначаємо кутами φ i θ, i згiдно з (2.14) i (2.15), маємо

|ψ+
b
〉 = cos(θ/2)|ψ+

a 〉+ sin(θ/2)eiφ|ψ−
a 〉, (5.15)

|ψ−
b 〉 = − sin(θ/2)e−iφ|ψ+

a 〉+ cos(θ/2)|ψ−
a 〉. (5.16)

Звiдси знаходимо зворотний зв’язок

|ψ+
a 〉 = cos(θ/2)|ψ+

b
〉 − sin(θ/2)eiφ|ψ−

b
〉, (5.17)

|ψ−
a 〉 = sin(θ/2)e−iφ|ψ+

b 〉+ cos(θ/2)|ψ−
b 〉. (5.18)

Нехай експериментатор створив один iз можливих квантових
станiв, наприклад |ψ+

b 〉. Вiн знає в якому станi є спiн. Проте ми
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цього не знаємо. Перед нами стоїть завдання, провiвши певнi ви-
мiрювання над системою, встановити в якому вона станi: |ψ+

a 〉 чи
|ψ+

b 〉. Цiкаво, що в цiй задачi iснує можливiсть визначити стан
спiну за один вимiр. Виберемо з однаковою iмовiрнiстю p = 1/2

один iз двох напрямiв a, b.
Нехай ми вибрали b. Пiд час вимiрювання проекцiї спiну, що

є у станi |ψ+
b 〉, на напрям b ми отримаємо додатне значення +1.

Такий самий результат ми можемо одержати i у випадку, коли
спiн перебував у станi |ψ+

a 〉. Тому не можемо сказати, в якому
станi є спiн. Iмовiрнiсть цього негативного результату p = 1/2.

Нехай ми вибрали напрям a. При вимiрюваннi проекцiї спiну,
що перебуває у станi ψ+

b
, на напрям a ми отримаємо з iмовiрнi-

стю cos2(θ/2)/2 додатну проекцiю. Множник 1/2 — це iмовiрнiсть
вибору напряму a. У цьому випадку ми знову нiчого не можемо
сказати про стан спiну. З iмовiрнiстю sin2(θ/2)/2 ми отримаємо
вiд’ємну проекцiю. Це є той щасливий випадок, коли ми точно
можемо сказати, в якому станi є спiн. Вiд’ємну проекцiю на на-
прям a отримаємо тiльки в єдиному випадку, а саме, коли спiн
перебуває в станi ψ+

b
. Отже, iмовiрнiсть за одне вимiрювання дi-

знатися в якому станi є спiн

p1 =
1

2
sin2(θ/2). (5.19)

Iмовiрнiсть, що ми не зможемо вiдповiсти на питання про стан
спiну за одне вимiрювання

p0 =
1

2
(1 + cos2(θ/2)). (5.20)

Тепер ми легко можемо знайти iмовiрнiсть отримати вiдпо-
вiдь на питання про стан спiну за n вимiрювань. Нехай експери-
ментатор створив n копiй спiну в певному станi. Тодi iмовiрнiсть
отримати негативну вiдповiдь на питання про стан дорiвнює pn0 .
Iмовiрнiсть того, що за n експериментiв ми точно встановили стан,
в якому є спiн, дорiвнює

pn = 1− pn0 = 1− 1

2n
(1 + cos2(θ/2))n. (5.21)
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При великих n iмовiрнiсть точно встановити стан рiзко зростає i
прямує до одиницi.

При n = 1 ми повертаємось до (5.19). Проаналiзуємо детально
цей результат. Звернемо увагу, що при b→ −a, тобто θ → π iмо-
вiрнiсть точно встановити стан за одне вимiрювання p1 → 1/2. З
iншого боку, при b = −a (θ = π) з (5.15) маємо |ψ+

b
〉 = eiφ|ψ−

a 〉 i,
отже, два стани, в яких може бути спiн, є ортогональнi один до
другого i є власними станами оператора проекцiї спiну на напрям
a з додатним та вiд’ємним власним значенням, вiдповiдно. Тодi за
одне вимiрювання можемо точно, з iмовiрнiстю одиниця, сказати
в якому станi є спiн. Якщо в ходi вимiрювання ми отримали дода-
тну проекцiю спiну на a, то спiн є в станi |ψ+

a 〉, якщо вiд’ємну — то
спiн є у станi |ψ−

a 〉. Як бачимо, lim θ → π дає iмовiрнiсть p1 = 1/2

отримати позитивну вiдповiдь, а при точному значеннi θ = π з
iмовiрнiстю p1 = 1 знаємо, в якому станi спiн. На перший погляд
видається, що ми отримали суперечливий результат. Проте i пер-
ший, i другий результат є правильним i в цьому випадку границя
lim θ → π не збiгається зi значенням при θ = π. Причиною цього
є таке. Навiть нескiнченно мале вiдхилення θ вiд π спричинює те,
що стан |ψ+

b 〉, хоч i прямує до |ψ−
a 〉, може дати поряд з негативною

проекцiєю також додатну проекцiю на напрям a. Тому отримавши
пiд час вимiрювання проекцiї спiну на напрям a додатне значення,
ми не можемо гарантувати (дати достовiрну вiдповiдь), що систе-
ма є саме в станi |ψ+

a 〉. I тiльки коли отримаємо вiд’ємну проекцiю
на a, ми гарантовано можемо сказати, що це спричинив стан |ψ+

b 〉,
а не |ψ+

a 〉. А це може вiдбутися з iмовiрнiстю 1/2. Тому i виходить
рiзниця мiж границею lim θ → π та точним значенням θ = π.

5.3 Вимiрювання без взаємодiї

Поставимо запитання, яке на перший погляд виглядає дивним,
принаймнi з класичного погляду: Чи можна виявити наявнiсть
абсолютно чутливої бомби всерединi чорної скриньки так, щоб
вона не вибухнула? Класична фiзика дає негативну вiдповiдь на
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це запитання. З її погляду будь-яке вимiрювання, проведене для
виявлення бомби, означає взаємодiю з нею. Оскiльки бомба є абсо-
лютно чутливою, то навiть зникаючи мала взаємодiя спричинить
її вибух. Квантова фiзика дає позитивну вiдповiдь на поставлене
запитання, як парадоксально би це не виглядало.

DD 10

|0〉

Рис. 5.1: Схема виявлення абсолютно чутливої бомби.

Розглянемо схему, зображену на рис. 5.1. Чорна скринька, в
якiй може бути бомба, розмiщена у правому плечi iнтерферометра
Маха–Цандера. Скринька мiстить вхiдний i вихiдний отвори для
фотона. Нехай фотон потрапляє на перше (верхнє) дзеркало iн-
терферометра злiва. Якщо бомби немає, то внаслiдок iнтерферен-
цiї, як показано у параграфi 4.5, фотон потрапить у детектор D1.
Проаналiзуємо, що трапиться за наявностi бомби. Iнтерференцiя
при цьому порушується. Внаслiдок розсiяння на першому напiв-
прозорому дзеркалi фотон з однаковою iмовiрнiстю 1/2 пройде чи
вiдiб’ється вiд нього. Пiд час проходження крiзь дзеркало фотон
потрапить на бомбу i вона вибухне. Отож, у цьому експериментi
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з iмовiрнiстю 1/2 бомба вибухне. У разi вiдбивання вiд першого
дзеркала фотон потрапляє далi на друге напiвпрозоре дзеркало i,
отже, з iмовiрнiстю 1/4 спрацює лiвий детектор D0 i з iмовiрнiстю
1/4 — правий детектор D1.

Якщо спрацював правий детектор, то ми нiчого не можемо ска-
зати про наявнiсть чи вiдсутнiсть бомби, бо детектор D1 завжди
спрацьовує (з iмовiрнiстю 1) за вiдсутностi бомби, а також може
спрацювати i за умови її наявностi. Детектор D0 може спрацюва-
ти лише за наявностi бомби, бо при її вiдсутностi працює тiльки
детектор D1. Отже, якщо спрацював детектор D0, то бомба точно
є в чорнiй скриньцi. При цьому бомба не вибухнула, оскiльки фо-
тон потрапив в детектор D0 лiвим плечем iнтерферометра i нiяк
не провзаємодiяв з нею.

Висновок є такий. Якщо нам пощастило (iмовiрнiсть 1/4) i
спрацював лiвий детектор D0, то бомба точно наявна у чорному
ящику i вона не вибухнула. Якщо спрацював правий детектор D1

(iмовiрнiсть 1/4), то ми не знаємо вiдповiдi на питання. I нарештi,
в половинi експериментiв (iмовiрнiсть 1/2) нам не пощастить i
бомба вибухне.

У випадку, коли спрацював детектор D1 (iмовiрнiсть 1/4), i ми
не знаємо вiдповiдi на питання, можемо повторити експеримент.
Продовжуючи у такий спосiб ланцюжок експериментiв знаходи-
мо, що iмовiрнiсть виявити бомбу так, щоб вона не вибухнула,
дорiвнює

1

4
+

1

4

1

4
+

1

4

1

4

1

4
+ · · · = 1

3
, (5.22)

а iмовiрнiсть того, що бомба вибухне в результатi експериментiв,
становить 2/3.



Роздiл 6

Геометрiя простору

квантових станiв

6.1 Вiдстань мiж квантовими станами

У цьому параграфi ми означимо вiдстань мiж квантовими стана-
ми. Скористаємося аксiоматичним пiдходом. Biдстань мiж кван-
товими станами |ψ1〉 i |ψ2〉 повинна задовольняти такi властивостi

d(|ψ1〉, |ψ1〉) = 0, d(|ψ1〉, |ψ2〉) > 0, коли |ψ1〉 6= |ψ2〉,(6.1)
d(|ψ1〉, |ψ2〉) = d(|ψ2〉, |ψ1〉), (6.2)

d(|ψ1〉, |ψ2〉) ≤ d(|ψ1〉, |ψ3〉) + d(|ψ3〉, |ψ2〉). (6.3)

Найсуттєвiшi обмеження на можливi означення вiдстанi
d(|ψ1〉, |ψ2〉) накладає нерiвнiсть трикутника (6.3). Наведемо при-
клади вiдстаней, якi найчастiше використовуються.

Вiдстань Фубiнi–Студi (Fubini–Study) означена так

d(FS)(|ψ1〉, |ψ2〉) = γ
√

1− |〈ψ1|ψ2〉|2, (6.4)

γ — довiльний множник, який з мiркувань зручностi часто виби-
рають 1, 2, чи

√
2.

Iнше означення вiдстанi мiж квантовими станами ґрунтується
на узагальненнi на квантовий випадок вiдстанi мiж векторами.
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Оскiльки у квантовому випадку вектор стану визначений з то-
чнiстю до довiльної фази φ, то природно означити вiдстань як
мiнiмально можливу

d(min)(|ψ1〉, |ψ2〉) = γ infφ||ψ1〉 − eiφ|ψ2〉|. (6.5)

Запишемо скалярний добуток у виглядi

〈ψ1|ψ2〉 = eiα|〈ψ1|ψ2〉|. (6.6)

Тодi

d(min)(|ψ1〉, |ψ2〉) = γinfφ
√

2− 2 cos(φ+ α)|〈ψ1|ψ2〉|. (6.7)

Цей вираз досягає мiнiмального значення при cos(φ + α) = 1 i,
отже

d(min)(|ψ1〉, |ψ2〉) = γ
√

2(1 − |〈ψ1|ψ2〉|). (6.8)

Ще одне означення вiдстанi мiж квантовими станами було за-
пропоновано Вуттерсом (Wootters)

d(W )(|ψ1〉, |ψ2〉) = γ arccos |〈ψ1|ψ2〉|. (6.9)

Ця вiдстань має змiст кута мiж векторами станiв.
Зауважимо, що для випадку двох близьких станiв введенi озна-

чення стають еквiвалентними. Нехай

|〈ψ1|ψ2〉|2 = 1− δ2, (6.10)

де δ є малою величиною. Тодi в лiнiйному наближеннi за δ знахо-
димо

d(FS)(|ψ1〉, |ψ2〉) = d(min)(|ψ1〉, |ψ2〉) = d(W )(|ψ1〉, |ψ2〉) = γδ. (6.11)

Отже, усi три означення для близьких станiв |ψ1〉 i |ψ2〉 повнiстю
збiгаються.

На завершення цього параграфа розглянемо змiшанi стани.
Одне iз найпростiших означень вiдстанi мiж двома змiшаними
станами ґрунтується на нормi Гiльберта–Шмiдта (Hilbert–Schmidt)
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||Â||2 ≡
√

Sp(Â+Â). Вiдстань Гiльберта–Шмiдта мiж двома змi-
шаними станами, якi описуються матрицями густини ρ̂1 i ρ̂2 озна-
чена так

d(HS)(ρ̂1, ρ̂2) = γ′||(ρ̂1 − ρ̂2)||2 = γ′
√

Sp(ρ̂1 − ρ̂2)2 =

= γ′
√

Sp ρ̂21 + Sp ρ̂22 − 2 Sp ρ̂1ρ̂2. (6.12)

У граничному випадку, коли ρ̂1 = |ψ1〉〈ψ1| i ρ̂2 = |ψ2〉〈ψ2| опи-
сують чистi стани, знаходимо

d(HS)(|ψ1〉〈ψ1|, |ψ2〉〈ψ2|) = γ′
√
2
√

1− |〈ψ1|ψ2〉|2 =

=
γ′
√
2

γ
d(FS)(|ψ1〉, |ψ2〉). (6.13)

Бачимо, що для чистих станiв вiдстань Гiльберта–Шмiдта (6.12)
збiгається з вiдстанню Фубiнi–Студi (6.4) при γ′

√
2 = γ.

Огляд проблеми вiдстанi мiж квантовими станами можна зна-
йти у працi [15].

6.2 Метрика простору квантових станiв

Розглянемо диференцiальну метрику простору чистих квантових
станiв. Нехай квантовий стан |ψ〉 = |ψ(ξ)〉 характеризується су-
купнiстю дiйсних параметрiв ξ = (ξ1, ξ2, . . . ξk). Для n-вимiрного
квантового простору k = 2(n − 1). Справдi, довiльний кванто-
вий стан можна розкласти за n базисними векторами. При цьому
маємо n комплексних коефiцiєнтiв розкладу, або 2n дiйсних пара-
метрiв. Умова нормування i те, що квантовий стан визначений з
точнiстю до сталої фази, незалежними залишають 2n− 2 дiйсних
параметри.

Уведенi в попередньому параграфi вiдстанi мiж квантовими
станами для близьких станiв збiгаються. Тому не має значен-
ня яким означенням скористатись. Розглянемо квадрат вiдстанi
Фубiнi–Студi мiж двома близькими квантовими станами

ds2 = γ2(1− |〈ψ(ξ)|ψ(ξ + dξ)〉|2). (6.14)
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Розкладемо стан в ряд Тейлора з точнiстю до другого порядку за
dξ

|ψ(ξ + dξ)〉 = |ψ〉+ |ψi〉dξi +
1

2
|ψij〉dξidξj, (6.15)

де

|ψi〉 =
∂

∂ξi
|ψ〉, |ψij〉 =

∂2

∂ξi∂ξj
|ψ〉, (6.16)

за двома однаковими iндексами, якi повторюються, вiдбувається
сумування. Знаходимо

|〈ψ(ξ)|ψ(ξ + dξ)〉|2 =

∣

∣

∣

∣

1 + 〈ψ|ψi〉dξi +
1

2
〈ψ|ψij〉dξidξj

∣

∣

∣

∣

2

=

= 1 + (〈ψ|ψi〉∗ + 〈ψ|ψi〉)dξi + (6.17)

+

(

〈ψ|ψi〉∗〈ψ|ψj〉+
1

2
(〈ψ|ψij〉+ 〈ψ|ψij〉∗)

)

dξidξj .

Вiзьмемо до уваги, що 〈ψ|ψi〉∗ = 〈ψi|ψ〉. Тодi множник бiля dξi

дорiвнює нулю. Справдi

〈ψ|ψi〉∗ + 〈ψ|ψi〉 = 〈ψi|ψ〉+ 〈ψ|ψi〉 =
∂

∂ξi
〈ψ|ψ〉 = ∂

∂ξi
1 = 0. (6.18)

Тому

|〈ψ(ξ)|ψ(ξ + dξ)〉|2 =

= 1 +

(

〈ψ|ψi〉∗〈ψ|ψj〉+
1

2
(〈ψ|ψij〉+ 〈ψ|ψij〉∗)

)

dξidξj =

= 1 +
1

2
(〈ψ|ψi〉∗〈ψ|ψj〉+ 〈ψ|ψj〉∗〈ψ|ψi〉+

+〈ψ|ψij〉+ 〈ψ|ψij〉∗)dξidξj . (6.19)

На останньому етапi перетворень ми симетризували доданок

〈ψ|ψi〉∗〈ψ|ψj〉dξidξj =

=
1

2
(〈ψ|ψi〉∗〈ψ|ψj〉+ 〈ψ|ψj〉∗〈ψ|ψi〉) dξidξj . (6.20)



6.3. Метрика двовимiрного квантового простору 97

Пiсля пiдстановки (6.19) в (6.14) маємо

ds2 = gijdξ
idξj , (6.21)

де метричний тензор

gij = − γ2

2

(

〈ψ|ψi〉∗〈ψ|ψj〉+ 〈ψ|ψj〉∗〈ψ|ψi〉+

+ 〈ψ|ψij〉+ 〈ψ|ψij〉∗
)

. (6.22)

Метричний тензор набуде дещо iншого вигляду, якщо скориста-
тись тотожнiстю

0 =
∂2

∂ξi∂ξj
〈ψ|ψ〉 = ∂

∂ξi
(〈ψ|ψj〉+ 〈ψj |ψ〉) = (6.23)

= 〈ψ|ψij〉+ 〈ψij |ψ〉+ 〈ψi|ψj〉+ 〈ψj |ψi〉.

Звiдки

〈ψ|ψij〉+ 〈ψij |ψ〉 = −〈ψi|ψj〉 − 〈ψj |ψi〉. (6.24)

В результатi метричний тензор одержить вигляд

gij =
γ2

2
(〈ψi|ψj〉+ 〈ψj |ψi〉 − 〈ψi|ψ〉〈ψ|ψj〉 − 〈ψj |ψ〉〈ψ|ψi〉) =

= γ2Re (〈ψi|ψj〉 − 〈ψi|ψ〉〈ψ|ψj〉) . (6.25)

6.3 Метрика двовимiрного квантового
простору

Розглянемо двовимiрний квантовий простiр, прикладом якого мо-
же бути простiр векторiв станiв спiну s = 1/2. Довiльний вектор
стану двовимiрного простору, згiдно з параграфом 2.1, можемо
записати так

|ψ〉 = |ψ(θ, φ)〉 = cos(θ/2)| ↑〉+ sin(θ/2)eiφ| ↓〉. (6.26)

Роль параметрiв ξ у цьому випадку виконують два кути θ i φ, якi
задають точку на сферi Блоха.
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Для того, щоби знайти метрику цього квантового простору,
обчислимо необхiднi похiднi

|ψθ〉 =
∂

∂θ
|ψ(θ, φ)〉 = −1

2
sin(θ/2)| ↑〉+ 1

2
cos(θ/2)eiφ| ↓〉, (6.27)

|ψφ〉 =
∂

∂φ
|ψ(θ, φ)〉 = i sin(θ/2)eiφ| ↓〉. (6.28)

Тодi

〈ψ|ψθ〉 = 0, 〈ψ|ψφ〉 = i sin2(θ/2), (6.29)

〈ψθ|ψθ〉 =
1

4
, 〈ψφ|ψφ〉 = sin2(θ/2), (6.30)

〈ψθ|ψφ〉 =
i

2
cos(θ/2) sin(θ/2). (6.31)

Обчислюємо компоненти метричного тензора

gθθ = γ2Re(〈ψθ|ψθ〉 − 〈ψθ|ψ〉〈ψ|ψθ〉) =
γ2

4
, (6.32)

gφφ = γ2Re(〈ψφ|ψφ〉 − 〈ψφ|ψ〉〈ψ|ψφ〉) = (6.33)

= γ2Re(sin2(θ/2)− sin4(θ/2)) =
γ2

4
sin2 θ,

gθφ = γ2Re(〈ψθ|ψφ〉 − 〈ψθ|ψ〉〈ψ|ψφ〉) = (6.34)

= γ2Re
i

2
cos(θ/2) sin(θ/2) = 0.

Як наслiдок метрика двовимiрного квантового простору

ds2 =
γ2

4

(

dθ2 + sin2 θdφ2
)

. (6.35)

Як бачимо, це є метрика сфери радiусом γ/2. Зручно вибрати
γ = 2. Тодi (6.35) стає метрикою сфери Блоха одиничного радiуса.

З’ясуємо змiст рiзних вiдстаней, означених в параграфi 6.1,
для двовимiрного квантового простору. При цьому вважатимемо
γ = 2. Для спрощення розглянемо вiдстань мiж станом |ψ1〉 = | ↑〉
i довiльним станом |ψ2〉 = |ψ(θ, φ)〉. Зауважимо, що цим станам
вiдповiдають точки на сферi Блоха. Тодi

〈ψ1|ψ2〉 = 〈↑ |ψ(θ, φ)〉 = cos(θ/2). (6.36)
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Для вiдстанi Фубiнi–Студi маємо

d(FS)(| ↑〉, |ψ(θ, φ)〉) = 2
√

1− cos2(θ/2) = 2 sin(θ/2). (6.37)

Пiдкреслимо, що це довжина хорди мiж точками на сферi Блоха,
якi вiдповiдають квантовим станам |ψ1〉 = | ↑〉 i |ψ2〉 = |ψ(θ, φ)〉.
Зазначимо, що θ — це кут, пiд яким видно хорду з центра сфери
Блоха. Отриманий результат можемо записати у виглядi

d(FS) = |a− b|, (6.38)

де a i b — вектори на сферi Блоха, кут мiж якими θ.
Мiнiмальна вiдстань

d(min)(| ↑〉, |ψ(θ, φ)〉) = 2
√

2(1− | cos(θ/2)|) = (6.39)

= 2
√

2(1− cos(θ/2)) = 4 sin(θ/4),

тут ми врахували, що θ змiнюється вiд 0 до π i тому cos(θ/2) ≥ 0.
Вiдстань d(min) — це сума двох хорд, кожну з яких видно пiд кутом
θ/2.

Вiдстань Вуттерса

d(W )(| ↑〉, |ψ(θ, φ)〉) = 2 arccos cos(θ/2) = θ. (6.40)

Це є довжина геодезичної (дуги найбiльшого кола), проведеної
на сферi Блоха мiж точками, якi вiдповiдають квантовим станам
|ψ1〉 = | ↑〉 i |ψ2〉 = |ψ(θ, φ)〉.

Вiдстанi d(FS), d(min) i d(W ) мiж двома квантовими станами,
яким вiдповiдають точки A i B на сферi Блоха, зображенi на ри-
сунку. Як видно з рис. 6.1, виконуються такi нерiвностi

d(FS) ≤ d(min) ≤ d(W ). (6.41)

Хоча ця нерiвнiсть доведена для двовимiрного квантового просто-
ру, вона є справедлива для простору довiльної вимiрностi. Справ-
дi, дослiджуючи вiдстань мiж двома станами, ми можемо обме-
житись двовимiрним пiдпростором, до якого вони належать.
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Цiкаво зауважити, що iз визначеного у цьому параграфi змiсту
вiдстанi Фубiнi–Студi мiж квантовими станами d(FS) є очевидним
виконання для неї правила трикутника (6.3).

На завершення цього параграфа розглянемо вiдстань (6.12)
мiж двома змiшаними станами, якi у двовимiрному випадку за-
даються матрицями густини

ρ̂1 =
1

2
(1 + aσ), ρ̂2 =

1

2
(1 + bσ), (6.42)

де вектори a b для змiшаних станiв розмiщенi всерединi сфе-
ри Блоха. Тодi при γ′ = γ/

√
2 =

√
2, коли для чистих станiв

вiдстань Гiльберта–Шмiдта (6.12) збiгається з вiдстанню Фубiнi–
Студi (6.4), знаходимо

d(HS)(ρ̂1, ρ̂2) =
√
2
√

Sp(ρ̂1 − ρ̂2)2 = (6.43)

=

√
2

2

√

Sp((a− b)σ)2 = |a− b|.

При обчисленнi ми врахували, що ((a − b)σ)2 = (a − b)2 i для
двовимiрного простору Sp 1̂ = 2.

BA

θ

Рис. 6.1: Пряма суцiльна лiнiя — вiдстань Фубiнi–Студi мiж двома
квантовими станами, яким вiдповiдають точки A i B на сферi
Блоха, ламана пунктирна — мiнiмальна вiдстань, жирна дуга —
вiдстань Вуттерса.



Роздiл 7

Еволюцiя квантової

системи

7.1 Швидкiсть еволюцiї

Розглянемо еволюцiю квантової системи на малому промiжку ча-
су ∆t вiд t до t+∆t. Миттєву швидкiсть еволюцiї квантового стану
природно означити так

vψ = lim
∆t→0

∆s

∆t
=
ds

dt
, (7.1)

де ∆s позначає вiдстань мiж двома квантовими станами

∆s = d(|ψ(t)〉, |ψ(t +∆t)〉) = γ
√

1− |〈ψ(t)|ψ(t +∆t)〉|2. (7.2)

Нагадаємо, що в параграфi 6.1 ми дали декiлька означень вiд-
станей мiж квантовими станами, якi для близьких станiв збiгаю-
ться. Очевидно, що для малого ∆t стан |ψ(t+∆t)〉 мало вiдрiзня-
ється вiд |ψ(t)〉. Тому у цьому випадку байдуже, яким означенням
користуватись. Щоби знайти вiдстань у просторi станiв, яку про-
ходить квантова система пiд час еволюцiї за час ∆t, обчислимо
скалярний добуток, який входить в означення вiдстанi мiж кван-
товими станами. Розкладемо |ψ(t+∆t)〉 в ряд Тейлора з точнiстю
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до (∆t)2

|ψ(t+∆t)〉 = |ψ(t)〉 + |ψ̇(t)〉∆t+ 1

2
|ψ̈(t)〉(∆t)2, (7.3)

де ми ввели позначення |ψ̇(t)〉 = ∂
∂t |ψ(t)〉, |ψ̈(t)〉 = ∂2

∂t2
|ψ(t)〉. З цiєю

ж точнiстю знаходимо

|〈ψ(t)|ψ(t +∆t)〉|2 =
∣

∣

∣

∣

1 + 〈ψ(t)|ψ̇(t)〉∆t+ 1

2
〈ψ(t)|ψ̈(t)〉(∆t)2

∣

∣

∣

∣

2

=

= 1 + (〈ψ(t)|ψ̇(t)〉+ 〈ψ(t)|ψ̇(t)〉∗)∆t+

+

(

|〈ψ(t)|ψ̇(t)〉|2 + 1

2
(〈ψ(t)|ψ̈(t)〉+ 〈ψ(t)|ψ̈(t)〉∗)

)

(∆t)2. (7.4)

Враховуючи, що

〈ψ(t)|ψ̇(t)〉+ 〈ψ(t)|ψ̇(t)〉∗ =

= 〈ψ(t)|ψ̇(t)〉+ 〈ψ̇(t)|ψ(t)〉 = ∂

∂t
〈ψ(t)|ψ(t)〉 = ∂

∂t
1 = 0, (7.5)

маємо

|〈ψ(t)|ψ(t +∆t)〉|2 = (7.6)

= 1 +

(

|〈ψ(t)|ψ̇(t)〉|2 + 1

2
(〈ψ(t)|ψ̈(t)〉+ 〈ψ(t)|ψ̈(t)〉∗)

)

(∆t)2.

Пiдставивши отриманий скалярний добуток в (7.2), знаходимо

∆s = γ

√

−1

2
(〈ψ(t)|ψ̈(t)〉+ 〈ψ(t)|ψ̈(t)〉∗)− |〈ψ(t)|ψ̇(t)〉|2∆t. (7.7)

Вектор стану еволюцiонує згiдно з рiвнянням Шредiнґера

i~
∂|ψ(t)〉
∂t

= Ĥ(t)|ψ(t)〉. (7.8)
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Звiдки

∂|ψ(t)〉
∂t

=
1

i~
Ĥ(t)|ψ(t)〉, (7.9)

∂2|ψ(t)〉
∂t2

=
1

i~

∂Ĥ(t)

∂t
|ψ(t)〉 − 1

~2
Ĥ2|ψ(t)〉. (7.10)

Пiдставимо отриманi похiднi вiд вектора стану в (7.6) i (7.7). Як
наслiдок маємо

|〈ψ(t)|ψ(t +∆t)〉|2 =

= 1−
(

〈ψ(t)|Ĥ2|ψ(t)〉 − 〈ψ(t)|Ĥ |ψ(t)〉2
) (∆t)2

~2
=

= 1− 〈ψ(t)|(∆Ĥ)2|ψ(t)〉(∆t)
2

~2
(7.11)

i для шляху еволюцiї

∆s =
γ

~

√

〈ψ(t)|(∆Ĥ)2|ψ(t)〉∆t, (7.12)

де оператор флуктуацiї енерґiї ∆Ĥ = Ĥ − 〈ψ(t)|Ĥ |ψ(t)〉. Пiд час

отримання цього результату ми врахували, що ∂Ĥ(t)
∂t є ермiтовим

оператором i в разi пiдстановки другої похiдної в (7.7) внесок вiд
нього скорочується.

Для швидкостi еволюцiї (7.1) отримуємо

vψ =
ds

dt
=
γ

~

√

〈ψ(t)|(∆Ĥ)2|ψ(t)〉. (7.13)

Маючи швидкiсть еволюцiї, можемо знайти шлях, який пройде
квантова система пiд час вiд часу t1 до t2

s =

∫ t2

t1

ds =

∫ t2

t1

vψdt. (7.14)

Звернемо увагу на такий цiкавий факт. Якщо гамiльтонiан не
залежить вiд часу, то швидкiсть еволюцiї є сталою. Це стає зро-
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зумiло, коли написати рiвняння для оператора квадратичної флу-
ктуацiї енерґiї у представленнi Гайзенберґа

d(∆Ĥ)2

dt
=
∂(∆Ĥ)2

∂t
+

1

i~
[(∆Ĥ)2, Ĥ]. (7.15)

Оскiльки [(∆Ĥ)2, Ĥ] = 0 i для незалежного вiд часу гамiльтонiану
∂(∆Ĥ)2

∂t = 0, знаходимо d(∆Ĥ)2

dt = 0. Це означає, що середньоква-
дратична флуктуацiя енерґiї є сталою пiд час еволюцiї квантової
системи, якщо гамiльтонiан явно не залежить вiд часу. А це своєю
чергою, означає, що в цьому випадку vψ = const.

Наприклад, розглянемо швидкiсть квантової еволюцiї спiну
s = 1/2 в магнiтному полi з гамiльтонiаном

Ĥ =
~ω

2
(σ · n) = ~ω

2





cos θ sin θe−iφ

sin θeiφ − cos θ



 , (7.16)

де ω пропорцiйна до величини магнiтного поля, φ i θ — кути сфе-
ричної системи координат, якi задають напрям магнiтного поля
n.

Розглянемо стан

|ψ〉 = | ↑〉 =
(

1
0

)

. (7.17)

Для знаходження швидкостi еволюцiї в цьому станi обчислимо

〈ψ|Ĥ |ψ〉 = ~ω

2
cos θ. (7.18)

Далi враховуючи, що Ĥ2 = (~ω/2)2 для квадрата флуктуацiї енер-
ґiї, маємо

〈ψ|(∆Ĥ)2|ψ〉 = 〈ψ|Ĥ2|ψ〉 − (〈ψ|Ĥ |ψ〉)2 =

(

~ω

2

)2

sin2 θ. (7.19)

Отже

vψ = γ
ω

2
| sin θ|. (7.20)
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Зазначимо, що швидкiсть еволюцiї є максимальною vmax
ψ = γω

2 , ко-
ли θ = π/2, тобто магнiтне поле перпендикулярне до осi z, вздовж
якої напрямлений спiн, що перебуває в станi (7.17). Бiльше того,
ця швидкiсть максимально можлива для цiєї системи.

Це можна показати також у такий спосiб. Власнi значення га-
мiльтонiану (7.16) дорiвнюють ±~ω/2. Тодi, максимально можли-
вий квадрат флуктуацiї енерґiї є

〈ψ|(∆Ĥ)2|ψ〉 = 〈ψ|Ĥ2|ψ〉 − 〈ψ|Ĥ |ψ〉2 ≤ 〈ψ|Ĥ2|ψ〉 = (~ω/2)2. (7.21)

Звiдки max〈ψ|(∆Ĥ)2|ψ〉 = (~ω/2)2 досягається при 〈ψ|Ĥ |ψ〉 = 0.
Отже, максимально можлива швидкiсть еволюцiї дворiвневої си-
стеми

vmax
ψ = γ

ω

2
= γ

∆E

2~
, (7.22)

де ∆E = ~ω — вiдстань мiж двома енерґетичними рiвнями.

7.2 Квантова брахiстохрона

Квантову задачу брахiстохрони формулюють подiбно до класи-
чного випадку. Зафiксуємо вихiдний |ψi〉 i кiнцевий |ψf 〉 стани
квантової системи. Потрiбно знайти такий оптимальний гамiльто-
нiан з фiксованою вiдстанню мiж найбiльшою i найменшою вла-
сними енерґiями, щоб еволюцiя вiд фiксованого початкового ста-
ну до фiксованого кiнцевого стану вiдбулася за найкоротший час.
Така задача була вперше зформульована у працi [21].

Розглянемо насамперед двовимiрну квантову систему. Для кон-
кретностi нехай це спiн s = 1/2. Будь-який стан у двовимiрному
випадку можна охарактеризувати одиничним вектором a, який
впирається у сферу Блоха, а саме, будь-який стан може бути пред-
ставлений як власний стан оператора проекцiї спiну на певний
напрям a. Виберемо систему координат так, щоби вектор ai по-
чаткового стану був спрямований вздовж осi z. Тодi початковий
стан

|ψi〉 = | ↑〉 =
(

1
0

)

. (7.23)
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Кiнцевий стан запишемо так

|ψf 〉 = cos
θf
2
e−iφf | ↑〉+ sin

θf
2
| ↓〉 =







cos
θf
2 e−iφf

sin
θf
2






, (7.24)

де θf , φf — кути, якi задають напрям кiнцевого вектора af .
Найзагальнiший гамiльтонiан у двовимiрному просторi може-

мо записати як гамiльтонiан спiну в магнiтному полi (7.16). Справ-
дi, три матрицi Паулi плюс одинична матриця утворюють повний
базис у просторi матриць 2× 2. Тодi гамiльтонiан в двовимiрному
просторi запишемо як лiнiйну комбiнацiю матриць Паулi i одини-
чної матрицi. Проте одинична матриця впливає лише на початок
вiдлiку енерґiї i ї ї можемо не враховувати. Як наслiдок одержу-
ємо гамiльтонiан (7.16). Оператор еволюцiї з цим гамiльтонiаном
зручно представити так

e−iĤt/~ = e−iω(σ·n)t/2 = cos
ωt

2
− i(σ · n) sin ωt

2
. (7.25)

Нагадаємо, що n задає напрям магнiтного поля, ω пропорцiйна до
величини магнiтного поля, яка є фiксованою. Пiсля нескладних
обчислень знаходимо еволюцiю вектора стану

|ψ(t)〉 = e−iĤt/~|ψi〉 =









cos
ωt

2
− i sin ωt

2 cos θ

−i sin ωt
2

sin θeiφ









= (7.26)

= ei(φ−π/2)







(cos2 ωt2 + sin2
ωt

2
cos2 θ)1/2ei(α−φ+π/2)

sin ωt
2 sin θ






,

де

tgα = − tg
ωt

2
cos θ. (7.27)
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Вектор стану |ψ(t)〉 повинен досягнути |ψf 〉. Зауважимо, що ве-
ктори станiв визначенi з точнiстю до постiйної фази. Тому |ψ(t)〉 i
|ψf 〉 можуть вiдрiзнятися на постiйний фазовий множник. З ура-
хуванням цього, порiвнюючи (7.26) i (7.24), знаходимо

sin
ωt

2
sin θ = sin

θf
2
, (7.28)

φ = φf + α+ π/2. (7.29)

Звiдки час еволюцiї

t =
2

ω
arcsin

(

sin θf/2

sin θ

)

. (7.30)

Найменший час еволюцiї, який вiдповiдає квантовiй брахiсто-
хронi, досягається при θ = π/2

tmin =
θf
ω
. (7.31)

Тодi α = 0 i

φ = φf + π/2. (7.32)

Отже, квантова брахiстохрона реалiзується, коли магнiтне поле
перпендикулярне до осi z: θ = π/2 i φ = φf + π/2.

Ми знайшли квантову брахiстохрону для двовимiрного про-
стору. Покажемо, що цей результат є справедливий для кванто-
вого простору будь-якої скiнченної вимiрностi n. Виберемо в n-
вимiрному просторi двовимiрний пiдпростiр, в якому розмiщенi
початковий |ψi〉 i кiнцевий |ψf 〉 вектори стану квантової системи
i розглянемо проблему брахiстохрони у цьому пiдпросторi. Зада-
ча зводиться до тiльки що розглянутої. Проте потрiбно показати,
що отриманий час є мiнiмально можливий i у n-вимiрному просто-
рi. Оскiльки швидкiсть еволюцiї vψ є постiйною, то час еволюцiї
t = S/vψ, де S — шлях, який пройшла система пiд час еволюцiї в
просторi квантових станiв. Зазначимо, що саме вiдстань Вуттерса
має змiст довжини шляху, який з’єднує стани |ψi〉 i |ψf 〉 при русi
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по геодезичнiй. Тобто, вiдстань Вуттерса — це мiнiмально можли-
вий шлях мiж двома квантовими станами |ψi〉 i |ψf 〉

Smin = d(W ) = γ arccos |〈ψf |ψi〉| = γ
θf
2
. (7.33)

Шлях, який пройде квантова система при еволюцiї, згiдно з не-
рiвнiстю трикутника (6.3), не може бути меншим вiд (7.33).

Максимально можлива швидкiсть еволюцiї квантової системи
визначається максимально можливою квадратичною флуктуацi-
єю енерґiї

max〈(∆Ĥ)2〉 =
(

∆E

2

)2

=

(

~ω

2

)2

, (7.34)

де ∆E = ~ω — вiдстань мiж найвищим i найнижчим енерґетичним
рiвнем n-вимiрної квантової системи. Тодi

vmax
ψ = γ

max

√

〈(∆Ĥ)2〉
~

= γ
ω

2
(7.35)

i мiнiмально можливий час еволюцiї мiж |ψi〉 i |ψf 〉 є

tmin =
Smin

vmax
ψ

=
d(W )

vmax
ψ

=
θf
ω
. (7.36)

Як бачимо, мiнiмальний час (7.31) точно дорiвнює мiнiмально мо-
жливому (7.36). Отже, квантова брахiстохрона з мiнiмально мо-
жливим часом реалiзовується у пiдпросторi початкового i кiнце-
вого станiв.

Зауважимо, що крiм обмеження на фiксовану вiдстань мiж
найбiльшим i найменшим власним значення гамiльтонiан може
мати низку додаткових обмежень, пов’язаних з розглядом тiєї
чи iншої квантової системи. Так, наприклад, гамiльтонiан спiну
s = 1, що знаходиться у магнiтному полi сталої величини, має
тiльки два вiльнi параметри (кути, якi задають напрям магнiтно-
го поля). Тодi як загальний гамiльтонiан у тривимiрному гiльбер-
товому просторi представляється ермiтовою матрицею 3 × 3, яка
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мiстить дев’ять вiльних параметрiв. З урахуванням одного обме-
ження, яке фiксує вiдстань мiж найбiльшою i найменшою вла-
сною енерґiєю, маємо вiсiм вiльних параметрiв. При накладених
додаткових обмеженнях на гамiльтонiан квантова брахiстохрона
не обов’язково реалiзовується в пiдпросторi початкового i кiнце-
вого станiв. На прикладi спiну s = 1 ця задача була розглянута в
[22].

7.3 Ефект Зенона (Zήνων, Zeno)

Спостереження, якi ми проводимо над класичною системою, не
впливають на її стан. Тому ми можемо неперервно стежити за
її еволюцiєю i нiяк не впливати на неї. Зовсiм iнша картина є
у квантовому випадку. Неперервне спостереження за квантовою
системою приводить до зупинки еволюцiї, стан квантової системи
перестає змiнюватися. Це явище називають квантовим ефектом
Зенона або квантовим парадоксом Зенона. Пiонерськi дослiджен-
ня в цьому напрямi вперше провiв Халфiн у 1958 р. (див. огляд
[17]). Згодом це явище описали Сударшан (George Sudarshan) i
Мiсра (Baidyanaith Misra) в Техаському унiверситетi в 1977 р. [18]
(див. також http://en.wikipedia.org/wiki/
Zeno effect). Iсторичний огляд квантового ефекту Зенона можна
знайти в [19, 20].

Нехай у початковий момент часу квантова система є в станi
|ψ(0)〉 = |ψ0〉. Розглянемо еволюцiю її протягом часу t, коли че-
рез кожнi промiжки часу ∆t = t/n ми проводимо вимiрювання
над системою, метою якого є з’ясувати, в якому iз ортогональних
станiв |ψ0〉, |ψ1〉, . . . , |ψi〉, . . ., що утворюють повний базис, знахо-
диться система. Тут маємо на увазi, що таке вимiрювання можна
фiзично реалiзувати. Пiд час вимiрювань прилад проектує стан
квантової системи на один iз цих станiв. Мiж вимiрами кванто-
ва система еволюцiонує вiдповiдно до рiвняння Шредiнґера. Не-
хай на першому промiжку вектор стану еволюцiонує вiд |ψ0〉 до
|ψ(∆t)〉. Згiдно з постулатом про вимiрювання iмовiрнiсть того,
що пiд час вимiрювання ми знайдемо систему у станi |ψ0〉, дорiв-
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нює

P0 = |〈ψ0|ψ(∆t)〉|2. (7.37)

Розглянемо випадок досить великої кiлькостi вимiрювань n, якi
проводяться над системою на промiжку часу вiд 0 до t. Тодi час
унiтарної еволюцiї ∆t мiж сусiднiми вимiрюваннями є малий. Ско-
риставшись результатом (7.11) з точнiстю до (∆t)2 маємо

P0 = 1− (∆t)2

~2
〈ψ0|(∆Ĥ)2|ψ0〉, (7.38)

де ∆Ĥ = Ĥ − 〈ψ0|Ĥ|ψ0〉.
Знаходимо iмовiрнiсть того, що пiсля вимiрювання система бу-

де в станi |ψi〉, де (i 6= 0). У квадратичному наближеннi по ∆t i
враховуючи ортогональнiсть 〈ψi|ψ0〉 = 0, маємо

Pi = |〈ψi|ψ(∆t)〉|2 = |〈ψi|ψ(0)〉 + 〈ψi|ψ̇(0)〉∆t|2 =

= |〈ψi|ψ̇(0)〉|2(∆t)2 = |〈ψi|Ĥ|ψ0〉|2
(∆t)2

~2
, (7.39)

де ми використали рiвняння Шредiнґера

i~|ψ̇(0)〉 = Ĥ|ψ(0)〉.

Очевидно, що сума iмовiрностей всiх можливостей дорiвнює
одиницi

∑

i

Pi = P0 +
∑

i 6=0

Pi = 1. (7.40)

Справдi

∑

i

Pi = 1 +
(∆t)2

~2
×

×



−〈ψ0|(∆Ĥ)2|ψ0〉+
∑

i 6=0

|〈ψi|Ĥ|ψ0〉|2


 (7.41)
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i покажемо, що вираз у круглих дужках дорiвнює нулю

− 〈ψ0|(∆Ĥ)2|ψ0〉+
∑

i 6=0

|〈ψi|Ĥ|ψ0〉|2 = (7.42)

= −〈ψ0|Ĥ2|ψ0〉+ 〈ψ0|Ĥ|ψ0〉2 +
∑

i 6=0

|〈ψi|Ĥ |ψ0〉|2 =

= −〈ψ0|Ĥ2|ψ0〉+
∑

i

|〈ψi|Ĥ |ψ0〉|2 =

= −〈ψ0|Ĥ2|ψ0〉+
∑

i

〈ψ0|Ĥ|ψi〉〈ψi|Ĥ|ψ0〉 =

= −〈ψ0|Ĥ2|ψ0〉+ 〈ψ0|Ĥ2|ψ0〉 = 0,

де ми скористались ермiтовiстю гамiльтонiану 〈ψi|Ĥ|ψ0〉∗ =
= 〈ψ0|Ĥ|ψi〉 i повнотою сукупностi вибраних векторiв

∑

i |ψi〉〈ψi| =
= 1.

Знайдемо тепер iмовiрнiсть того, що в момент часу t пiсля
проведення n вимiрiв квантова система залишиться в станi ψ0.
З точнiстю до (∆t)2 внесок до цiєї iмовiрностi дають вимiрюван-
ня, в кожному з яких отримаємо стан ψ0 i ланцюжок результатiв
вимiрювань виглядає так:

ψ0 → ψ0 → ψ0 · · · → ψ0. (7.43)

Якщо в одному з вимiрювань отримаємо |ψi〉 (i 6= 0), а у всiх
iнших — |ψ0〉, то вiдповiдний ланцюжок набуде вигляду

ψ0 → ψ0 → ψ0 · · · → ψ0 → ψi → ψ0 · · · → ψ0. (7.44)

Кожнiй стрiлцi вiд |ψ0〉 до |ψ0〉 вiдповiдає iмовiрнiсть P0, а стрiлцi
вiд |ψ0〉 до |ψi〉 i вiд |ψi〉 до |ψ0〉 вiдповiдає iмовiрнiсть Pi. Iмовiр-
нiсть процесу (7.44) становить Pn−2

0 P 2
i i, внаслiдок P 2

i , пропорцiй-
на до (∆t)4. Icнує N − 1 способiв розмiстити |ψi〉 мiж |ψ0〉. Тому
iмовiрнiсть процесiв, в яких хоча би в одному з вимiрювань отри-
муємо |ψi〉 (i 6= 0), для великих N пропорцiйна (∆t)4N = t4/N3.
З точнiстю до (∆t)2 = t2/N2 цi процеси можемо не враховувати.

Отож з точнiстю до (∆t)2 iмовiрнiсть отримати в час t стан
|ψ0〉 визначається процесом (7.43)

P = Pn0 =

(

1− (∆t)2

~2
〈ψ0|(∆Ĥ)2|ψ0〉

)n

≃
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≃ exp

(

− t2

~2n
〈ψ0|(∆Ĥ)2|ψ0〉

)

. (7.45)

В границi n → ∞, яка вiдповiдає неперервному слiдкуванню за
квантовою системою, P → 1. Це означає, що стан квантової си-
стеми в цьому випадку не змiнюється. Неперервне спостереження
за квантовою системою приводить до припинення її еволюцiї.

7.4 Адiабатична теорема

Адiабатичну теорему вiдкрили Макс Борн (Max Born) i Владiмiр
Фок у 1928 р. [23]. За цiєю теоремою квантова система залиша-
ється у своєму власному станi, якщо її гамiльтонiан змiнюється
досить повiльно i є щiлина мiж власною енерґiєю, що вiдповiдає
цьому стану, та iншими енерґетичними рiвнями.

Нехай гамiльтонiан залежить вiд сукупностi параметрiв α =
= (α1, α2, . . . , αn), якi повiльно змiнюються в часi

αi = αi(t/T ), (7.46)

де T — це є час необхiдний, щоби параметри гамiльтонiану змi-
нилися вiд αi(0) до αi(1). Границя T → ∞ вiдповiдає повiльнiй
(адiабатичнiй) змiнi параметрiв. При змiнi параметрiв змiнюється
в часi i сам гамiльтонiан

Ĥ = Ĥ(t/T ) = Ĥ(α1(t/T ), α2(t/T ), . . . , αn(t/T )). (7.47)

Вектор стану задовольняє нестацiонарне рiвняння Шредiнґера

i~
∂

∂t
|ψ〉 = Ĥ(t/T )|ψ〉. (7.48)

Введемо нову часову змiнну τ = t/T i перепишемо рiвняння ево-
люцiї

i~
1

T

∂

∂τ
|ψ〉 = Ĥ(τ)|ψ〉. (7.49)
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Шукаємо розв’язок у виглядi

|ψ〉 = e−
i
~

∫ t

0
E(t′)dt′ |φ〉 = e−

i
~
T
∫ τ

0
E(τ ′)dτ ′ |φ〉, (7.50)

де в експонентi видiленi швидкi осциляцiї в часi i припустимо,
що |φ〉 = |φ(τ)〉 є плавною функцiєю часу τ . Для |φ〉 отримуємо
рiвняння

E(τ)|φ〉 + i~
1

T

∂

∂τ
|φ〉 = Ĥ(τ)|φ〉. (7.51)

В границi великого T , нехтуючи доданками порядку 1/T , отри-
муємо таке рiвняння

E(τ)|φ〉 = Ĥ(τ)|φ〉. (7.52)

Це є рiвняння на власнi значення E(τ) i власнi функцiї |φ(τ)〉
гамiльтонiана в заданий момент часу. Оскiльки H(τ) є плавною
функцiєю τ , то власна функцiя є також плавною функцiєю τ i
наше попереднє припущення про розв’язок (7.50) є правильним.
Отже, в адiабатичному наближеннi в разi повiльнiй змiнi параме-
трiв гамiльтонiана розв’язок часового рiвняння Шредiнґера має
вигляд (7.50), де E(τ) i |φ(τ)〉 задовольняють стацiонарне рiвня-
ння Шредiнґера у фiксований момент часу. Якщо стан є невиро-
джений, даному енерґетичному рiвневi вiдповiдає один власний
стан, то пiд час адiабатичної еволюцiї квантова система перебу-
ватиме в цьому єдиному станi. Ситуацiя є складнiшою у випадку
виродження енерґетичного рiвня, наприклад двократного виро-
дження, коли тому самому власному значенню E(τ) вiдповiдають
два власнi вектори |φ1〉 i |φ2〉. Тодi розв’язком на власнi значення
є також лiнiйна комбiнацiя

|φ〉 = c1|φ1〉+ c2|φ2〉, (7.53)

де c1 = c1(τ) i c2 = c2(τ) можуть бути рiзними функцiями часу i
тодi стан |φ〉 пiд час еволюцiї може змiнюватися. Якщо є нескiн-
ченно близькi рiвнi, то розв’язок нестацiонарного рiвняння Шре-
дiнґера також треба шукати у виглядi лiнiйної комбiнацiї власних
векторiв, якi вiдповiдають цим близьким рiвням. Тодi квантовий
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стан при еволюцiї може змiнюватись як наслiдок змiни спiввiдно-
шення мiж коефiцiєнтами в лiнiйнiй комбiнацiї. Тому для адiаба-
тичної теореми важливо, щоби була щiлина мiж власною енерґi-
єю, що вiдповiдає розгляненому стану, та iншими енерґетичними
рiвнями.

7.5 Фаза Беррi (Berry)

У попередньому параграфi ми визначили адiабатичну теорему, не-
хтуючи доданками пропорцiйними 1/T . Фактично це є нульовий
порядок теорiї збурень за 1/T . В цьому параграфi ми розглянемо
перший порядок теорiї збурень, тобто врахуємо доданки, пропор-
цiйнi до 1/T в першiй степенi. Шукаємо розв’язок рiвняння (7.51)
у виглядi

|φ(τ)〉 = c(τ)eiγ(τ)
(

|φ0(τ)〉+ z(τ)
1

T
|φ1(τ)〉

)

, (7.54)

де нормованi на одиницю вектори |φ0(τ)〉 i |φ1(τ)〉 вiдповiдають
нульовому i першому порядку теорiї збурень за 1/T , c(τ) — мно-
жник нормування, z(τ) задає лiнiйну комбiнацiю двох векторiв,
γ(τ) називається фазою Беррi. Зазначимо, що вектори |φ0(τ)〉 i
|φ1(τ)〉 завжди можна вибрати ортогональними один до одного,
тобто 〈φ0(τ)|φ1(τ)〉 = 0. Справдi, якщо |φ1〉 = c1|φ0〉+ c1|φ′1〉 є лi-
нiйною комбiнацiєю |φ0〉 i ортогонального до нього |φ′1〉, то вектор
|φ0〉 з першого порядку теорiї збурень завжди можна доєднати
до того ж самого вектора з нульового порядку. Отже ми прихо-
димо до (7.54) з ортогональними векторами |φ0(τ)〉 i |φ1(τ)〉. Для
множника нормування знаходимо

c(τ) =
1

√

1 + |z(τ)|2/T 2
. (7.55)

Пiдставляємо (7.54) в (7.51). Враховуючи тiльки доданки не
вище першого порядку по 1/T , маємо

E(τ)c(τ)eiγ(τ) |φ0(τ)〉+
z(τ)

T
E(τ)c(τ)eiγ(τ) |φ1(τ)〉+
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+
1

T
i~
∂

∂τ
c(τ)eiγ(τ)|φ0(τ)〉 = (7.56)

= c(τ)eiγ(τ)Ĥ(τ)|φ0(τ)〉 +
z(τ)

T
c(τ)eiγ(τ)Ĥ(τ)|φ1(τ)〉.

У нульовому порядку по 1/T отримуємо рiвняння для |φ0〉

E(τ)|φ0〉 = Ĥ(τ)|φ0〉, (7.57)

яке очевидно збiгається з (7.52).
В доданках, пропорцiйних 1/T , в рiвняннi (7.56) з точнiстю до

першого порядку по 1/T множник нормування c(τ) можна замi-
нити нульовим наближенням c(τ) = 1. Тодi, врахувавши перший
порядок за 1/T , одержуємо рiвняння

E(τ)z(τ)eiγ(τ) |φ1(τ)〉+ i~
∂

∂τ
eiγ(τ)|φ0(τ)〉 = (7.58)

= z(τ)eiγ(τ)Ĥ(τ)|φ1(τ)〉.

Знайдемо спочатку γ(τ). Помножимо лiву i праву частини цьо-
го рiвняння на |φ0〉, яка є ортогональною до |φ1〉, i врахуємо, що
внаслiдок ермiтовостi гамiльтонiану

〈φ0|Ĥ|φ1〉 = 〈φ1|Ĥ |φ0〉∗ = E(τ)〈φ0|φ1〉∗ = 0. (7.59)

Одержуємо рiвняння, яке визначає γ(τ)

〈φ0(τ)|
∂

∂τ
eiγ(τ)|φ0(τ)〉 = 0, (7.60)

або

i
∂γ(τ)

∂τ
+ 〈φ0(τ)|

∂

∂τ
|φ0(τ)〉 = 0. (7.61)

Повернемось тепер до вихiдного часу t = Tτ i запишемо результат
для фази Беррi у виглядi

γ̇ = i〈φ0|φ̇0〉, (7.62)



116 Роздiл 7. Еволюцiя квантової системи

де введенi позначення γ̇ =
∂γ

∂t
, |φ̇0〉 =

∂

∂t
|φ0〉.

Для того, щоби знайти з (7.58) |φ1〉, зручно увести ненормова-
ний вектор |φ̃1〉 = z(τ)|φ1〉, для якого отримуємо рiвняння

Ĥ(τ)|φ̃1(τ)〉 − E(τ)|φ̃1(τ)〉 = e−iγ(τ)i~
∂

∂τ
eiγ(τ)|φ0(τ)〉. (7.63)

Розв’язавши це неоднорiдне рiвняння, знайдемо шуканий вектор
|φ̃1〉 i вiдповiдно |φ1〉. Зауважимо, що |z(τ)|2 = 〈φ̃1|φ̃1〉.

Врахуємо, що залежнiсть вiд часу зумовлена залежнiстю па-
раметрiв гамiльтонiану вiд часу, i розглянемо фазу Беррi

γ̇ = i

n
∑

i=1

〈φ0(α)| ∂
∂αi
|φ0(α)〉α̇i = i〈φ0(α)| ∂

∂α
|φ0(α)〉α̇, (7.64)

або

dγ = i〈φ0(α)| ∂
∂α
|φ0(α)〉dα. (7.65)

Звернемо увагу на такий важливий момент. Фаза Беррi γ є нульо-
вого порядку по 1/T , хоча для її отримання потрiбно врахувати
перший порядок малостi по 1/T .

Нехтуючи доданками 1/T , еволюцiю власного вектора стану
запишемо:

|ψ(t)〉 = e−
i
~

∫ t

0
E(t′)dt′+iγ(t)|φ0(t)〉, (7.66)

де перший доданок в експонентi називають динамiчною фазою, а
другий — фазою Беррi.

Розглянемо еволюцiю квантової системи, пiд час якої в про-
сторi параметрiв α за час T вона здiйснює рух по замкнутому
контурi C. Тодi |φ0(0)〉 = |φ0(T )〉 i вектор стану в час T є

|ψ(T )〉 = e−
i
~

∫ T

0
E(t′)dt′+iγ(T )|φ0(0)〉. (7.67)

Хоча гамiльтонiан за час T повернувся до свого вихiдного, тобто
Ĥ(T ) = Ĥ(0), хвильова функцiя отримала додаткову фазу, яка
називається фазою Беррi

γ(C) = i

∮

C
〈φ0(α)| ∂

∂α
|φ0(α)〉dα. (7.68)
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По своїй природi фаза Беррi є геометричною фазою i визначається
рухом квантової системи вздовж контура C в просторi параметрiв
i не залежить вiд часу T , за який квантова система пройшла цей
контур. Якщо фаза не залежить вiд шляху, то вона називається
квантовою топологiчною фазою.

Для прикладу розглянемо фазу Беррi для спiну s = 1/2 у по-
вiльно змiнному за напрямом n магнiтному полi, який описується
гамiльтонiаном (7.16). Нехай спiн знаходиться у власному станi з
додатнiм власним значенням ~ω/2 i описується вектором стану

|ψ+
n 〉 = |ψ+(φ, θ)〉 = cos(θ/2)| ↑〉+ sin(θ/2)eiφ| ↓〉. (7.69)

Нагадаємо, що вiдповiднi власнi значення були знайденi в пара-
графi 2.1 (див. (2.14)). Роль повiльно змiнних параметрiв викону-
ють два кути φ i θ. Для знаходження фази Беррi (7.68) обчислимо

∂

∂φ
|ψ+(φ, θ)〉 = i sin(θ/2)eiφ| ↓〉, (7.70)

〈ψ+(φ, θ)| ∂
∂φ
|ψ+(φ, θ)〉 = i sin2(θ/2), (7.71)

∂

∂θ
|ψ+(φ, θ)〉 = −1

2
sin(θ/2)| ↑〉+ 1

2
cos(θ/2)eiφ| ↓〉, (7.72)

〈ψ+(φ, θ)| ∂
∂θ
|ψ+(φ, θ)〉 = 0. (7.73)

Тодi

γ(C) = −
∫ 2π

0
sin2(θ/2)dφ. (7.74)

У випадку, коли магнiтне поле повiльно прецесує навколо осi z зi
сталим кутом θ, для фази Беррi знаходимо

γ(C) = − sin2(θ/2)

∫ 2π

0
dφ = −2π sin2(θ/2). (7.75)

На завершення цього параграфу зазначимо, що вперше кван-
товi фази вiдкрив Ааронов (Aharonov) i Бом (Bohm) ще 1959 р.
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(аналiз цього ефекту можна знайти, наприклад, в [24]). Було пока-
зано, що заряджена частинка, яка рухається навколо лiнiї магнi-
тного потоку (тонкого нескiнченного соленоїда) набуває квантової
топологiчної фази. Через двадцять п’ять рокiв Ааронов i Кашер
(Casher) визначили, що магнiтний диполь, який рухається навко-
ло електрично зарядженої лiнiї, також набуває квантової тополо-
гiчної фази. Згодом Хi (He) i МакКеллар (McKellar), i незалежно
вiд них Вiлкенс (Wilkens), передбачили iснування квантової то-
пологiчної фази для електричного диполя, який рухається навко-
ло лiнiї магнiтних зарядiв (монополiв). Зазначимо, що оскiльки в
природi не iснує магнiтних зарядiв, було запропоновано кiлька фi-
зичних систем, якi моделюють лiнiю магнiтних зарядiв (див. [25] i
лiтературу там). Виявляється, що квантовi фази є загальною ри-
сою будь-якого мультиполя, який рухається в електричному полi.
Огляд з цiєї тематики та зв’язок мiж рiзними квантовими фазами
можна знайти в [25, 26, 27].



Роздiл 8

Декогеренцiя

8.1 Спiн у флуктуюючому магнiтному полi

Розглянемо ансамбль спiнiв, помiщених у нульове середнє магнi-
тне поле з просторовими флуктуацiями. Кожен зi спiнiв має своє
просторове розмiщення i внаслiдок просторових флуктуацiй поля
рiзнi спiни розмiщенi у рiзних магнiтних полях. Для спрощення
припустимо, що напрям магнiтного поля не змiнюється, а флу-
ктуює лише величина магнiтного поля. Вибравши напрям поля
вздовж осi z, гамiльтонiан i-го спiну запишемо

Hi = ωis
z
i =

~ωi
2
σzi , (8.1)

де магнiтне поле є пропорцiйне до ωi. Iмовiрнiсть того, що i-ий
спiн знаходиться у вiдповiдному полi визначається функцiєю роз-
подiлу P (ω).

Вектор стану кожного зi спiнiв еволюцiонує згiдно з гамiльто-
нiаном (8.1)

|ψi(t)〉 = e−iĤit/~|ψi(0)〉. (8.2)

Нехай у початковий момент часу всi спiни перебувають у тому
самому станi

|ψi(0)〉 = |ψ(0)〉 = a| ↑〉+ b| ↓〉 (8.3)
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i утворюють чистий ансамбль, де умова нормування |a|2+ |b|2 = 1.
Для еволюцiї вектора стану знаходимо

|ψω(t)〉 = ae−iωt/2| ↑〉+ beiωt/2| ↓〉, (8.4)

де кожному зi спiнiв вiдповiдає своя частота ω = ωi.
Ансамбль спiнiв визначається матрицею густини

ρ̂(t) = lim
N→∞

1

N

N
∑

i=1

|ψωi
(t)〉〈ψωi

(t)| =

=

∫

dωP (ω)|ψω(t)〉〈ψω(t)| = 〈|ψω(t)〉〈ψω(t)|〉ω , (8.5)

де 〈· · ·〉ω означає усереднення за величиною магнiтного поля з
функцiєю розподiлу P (ω). Тодi матрицю густини запишемо

ρ̂(t) = |a|2| ↑〉〈↑ |+ |b|2| ↓〉〈↓ |+ (8.6)

+ ab∗〈e−iωt〉ω| ↑〉〈↓ |+ a∗b〈eiωt〉ω| ↓〉〈↑ |,

або в матричному виглядi, де за базиснi вектори вибрано | ↑〉, | ↓〉

ρ̂(t) =

(

|a|2 ab∗〈e−iωt〉ω
a∗b〈eiωt〉ω |b|2

)

. (8.7)

Наголосимо на тому, що у початковий момент часу t = 0 матриця
густини

ρ̂(0) =

(

|a|2 ab∗

a∗b |b|2
)

(8.8)

вiдповiдає чистому ансамблю, в якому кожен спiн є в тому самому
станi (8.3). Цей стан є суперпозицiєю станiв | ↑〉 i | ↓〉, за яку
вiдповiдають недiагональнi елементи матрицi густини (8.8).

Розглянемо наприкладу гауссовий розподiл

P (ω) =
1√
2πγ

e−ω
2/2γ . (8.9)

Зауважимо, що 〈ω〉ω = 0 i 〈ω2〉ω = γ. У цьому випадку знаходимо

〈e−iωt〉ω = 〈eiωt〉ω = e−γt
2/2 (8.10)
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i матрицю густини запишемо

ρ̂(t) =

(

|a|2 ab∗e−γt
2/2

a∗be−γt
2/2 |b|2

)

. (8.11)

Недiагональнi матричнi елементи в границi t → ∞ прямують до
нуля i для матрицi густини маємо

lim
t→∞

ρ̂(t) =

(

|a|2 0
0 |b|2

)

. (8.12)

Це є дiагональна матриця густини з двома власними значеннями
|a|2 i |b|2. Вона описує змiшаний ансамбль, в якому з iмовiрнiстю
|a|2 знайдемо спiн у станi | ↑〉 i з iмовiрнiстю |b|2 в станi | ↓〉.
Вихiдний когерентний стан, який слугує суперпозицiєю цих станiв
є повнiстю знищений гаусcовими флуктуацiями магнiтного поля
в границi великих часiв. Цей процес називають декогеренцiєю.

Зазначимо, що незалежно вiд вихiдного стану декогеренцiя,
зумовлена взаємодiєю (8.1) з флуктуюючим магнiтним полем, при-
водить до змiшаного ансамблю з дiагональною матрицею густини
саме в базисi власних векторiв матрицi Паулi σz, що входить у
взаємодiю. Цi вектори | ↑〉 i | ↓〉 називають вказiвними векторами
чи вказiвними станами (pointer states). Процес вибору цих ста-
нiв, спричинений декогеренцiєю, називають einselection. Ця назва
походить вiд environment-induced superselection. Вказiвнi стани є
стабiльними вiдносно декогеренцiї. Справдi, нехай у початковий
момент часу всi спiни знаходяться у станi | ↑〉, що вiдповiдає в (8.3)
випадку a = 1, b = 0. Матрицю густини у початковий момент ча-
су тодi запишемо ρ̂(0) = | ↑〉〈↑ | i вона описує чистий ансамбль.
Як бачимо з (8.11), декогеренцiя у цьому випадку не впливає на
матрицю густини

ρ̂(t) =

(

1 0
0 0

)

= ρ̂(0). (8.13)

Так само, другий вказiвний стан | ↓〉 також є стабiльним вiдносно
декогеренцiї. Детальнiше ознайомитись з уведеними поняттями
можна в оглядi [28].
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Для iншого прикладу з функцiєю розподiлу

P (ω) =
1

π

γ

ω2 + γ2
(8.14)

знаходимо, що

〈e−iωt〉ω = 〈eiωt〉ω = e−γt (8.15)

i також вiдбувається декогеренцiя.
Проте можна навести приклад, коли система осцилює мiж ко-

герентним чистим та декогерентним змiшаним ансамблями. Роз-
глянемо функцiю розподiлу

P (ω) =
1

2
(δ(ω − ω0) + δ(ω + ω0)) . (8.16)

Магнiтне поле з однаковою iмовiрнiстю 1/2 набуває два протиле-
жнi напрями i є однакове за величиною, пропорцiйною до ω0. У
цьому випадку для матрицi густини отримуємо

ρ̂(t) =
1

2

(

1 cosω0t
cosω0t 1

)

, (8.17)

яка, як бачимо, осцилює мiж чистим та змiшаним ансамблями.

8.2 Точна модель декогеренцiї

Розглянемо декогеренцiю спiну, який взаємодiє iз зовнiшнiм ото-
ченням, що є сукупнiстю гармонiчних осциляторiв. Точно розв’я-
зувана модель такої системи задається гамiльтонiаном

Ĥ = Ĥs + Ĥb + Ĥsb =

=
~ω

2
σz +

∑

k

~ωkb
+
k bk + ~σz

1√
V

∑

k

(gkb
+
k + g∗kbk), (8.18)

де V = LD — об’єм перiодичностi системи, D — вимiрнiсть просто-
ру, k — хвильовий вектор, компоненти якого набувають значень
kα = 2π

L nα, nα = 0,±1,±2, . . ., α = 1, 2, . . . ,D, гамiльтонiан Ĥs
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описує спiн у зовнiшньому магнiтному полi, Ĥb — гамiльтонiан
зовнiшнього оточення, яке задається набором гармонiчних осци-
ляторiв, Ĥsb описує взаємодiю спiну з оточенням. Якщо роль зов-
нiшнього оточення виконує проста кубiчна кристалiчна ґратка, то
тодi хвильовий вектор пробiгає значення у першiй зонi Брiллюена
−π
a < kα ≤ π

a .
Нехай у початковий момент часу спiн i оточення є неcкорельо-

ваними i їхнiй стан задається матрицею густини

ρ̂(0) = ρ̂s(0)ρ̂b, (8.19)

де спiнова матриця густини

ρ̂s(0) =
1

2
(1 + σx) (8.20)

описує чистий ансамбль, коли спiн перебуває у суперпозицiйному
станi

|ψ〉 = 1√
2
(| ↑〉+ | ↓〉). (8.21)

Оточення перебуває в рiвноважному станi з матрицею густини

ρ̂b =
1

Zb
e−βĤb , (8.22)

де статистична сума

Zb = Sp e−βĤb , (8.23)

β = 1/T — обернена температура.
Еволюцiю в часi матрицi густини описують рiвнянням (1.124).

Оскiльки гамiльтонiан мiстить тiльки дiагональну спiнову матри-
цю σz, то при еволюцiї дiагональнi i недiагональнi елементи ма-
трицi густини не переплутуються. Представимо матрицю густини
як суму дiагональної i недiагональної частин

ρ̂(t) = ρ̂(d)(t) + ρ̂(n)(t). (8.24)

Тодi кожна iз цих частин незалежно задовольняє рiвняння (1.124).
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Запишемо розв’язок для дiагональної частини матрицi густи-
ни

ρ̂(t)(d) = e−iĤt/~ρ̂(d)(0)eiĤt/~ = ρ̂s(0)e
−iĤt/~ρ̂be

iĤt/~, (8.25)

де ми врахували, що ρ̂(d)(0) = ρ̂
(d)
s (0)ρ̂b i те, що ρ̂(d)s (0) = (1/2)1̂ є

з множником 1/2 одиничною матрицею, яка очевидно комутує з
Ĥ. Спiнову матрицю густини знаходимо, згортаючи за бозонними
ступенями вiльностi повну матрицю густини

ρ̂(d)s (t) = ρ̂(d)s (0)Spbe
−iĤt/~ρ̂be

iĤt/~. (8.26)

Пiсля циклiчної перестановки операторiв пiд шпуром знаходимо

ρ̂(d)s (t) = ρ̂(d)s (0)Spbρ̂b = ρ̂(d)s (0) =
1

2
1̂. (8.27)

Зазначимо, що в обчисленнi дiагональної частини матрицi густини
важлива є комутацiя ρ̂

(d)
s (0) з гамiльтонiаном. Недiагональна ча-

стина матрицi густини ρ̂(n)s (0) = 1
2σx не комутує з гамiльтонiаном.

Тому простий спосiб обчислення, застосований для дiагональної
частини, у випадку недiагональної частини не може бути викори-
станий.

Будемо шукати недiагональну частину матрицi густини у ви-
глядi

ρ̂(n)(t) = e−iĤ0t/~ρ̂
(n)
int (t)e

iĤ0t/~, (8.28)

де Ĥ0 = Ĥs + Ĥb. Тому одержуємо рiвняння для матрицi густини
в представленнi взаємодiї

i~
∂ρ̂

(n)
int (t)

∂t
= [Ĥsb(t), ρ̂

(n)
int (t)], (8.29)

де

Ĥsb(t) = eiĤ0t/~Ĥsbe
−iĤ0t/~. (8.30)

Скористаємося тотожнiстю (9.3), доведення якої описано в остан-
ньому роздiлi. Застосовуючи (9.3) до (8.30), отримаємо:

Ĥsb(t) = ~σz
1√
V

∑

k

(gke
iωktb+k + g∗ke

−iωktbk). (8.31)
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Розв’язок рiвняння (8.29) для недiагональної частини матрицi
густини запишемо у виглядi

ρ̂
(n)
int (t) = e−iσzÂ(t)ρ̂(n)(0)eiσz Â(t), ρ̂(n)(0) =

1

2
σxρ̂b, (8.32)

де

Â(t) =
∑

k

(ξk(t)b
+
k + ξ∗k(t)bk), (8.33)

ξk(t) — невiдома функцiя, яка, як видно з (8.32), повинна задо-
вольняти початкову умову ξk(0) = 0. Рiвняння для ξk(t) знайде-
мо, пiдставивши (8.32) в рiвняння (8.29). Нам потрiбно обчислити

похiдну по часу вiд ρ̂(n)int (t). З огляду на це зауважимо, що

[Â′(t), Â(t)] =
∑

k

(ξ′∗k ξk − ξ′kξ∗k) = γ, (8.34)

де штрих означає похiдну за часом, γ є функцiєю вiд часу, яка
має неоператорний характер i комутує з Â i Â′. Тому в обчисленнi
похiдної вiд eiσzÂ(t) використовуємо (9.8) i отримуємо

i~
∂ρ̂

(n)
int (t)

∂t
=

(

~σzÂ
′γ
2
~σz

)

ρ̂
(n)
int (t)−

− ρ̂
(n)
int (t)

(

~σzÂ
′ − γ

2
~σz

)

= (8.35)

= [~σzÂ
′, ρ̂(n)int (t)] +

~γ

2
(σz ρ̂

(n)
int (t) + ρ̂

(n)
int (t)σz).

Оскiльки недiагональна частина матрицi густини ρ̂
(n)
int антикому-

тує з σz, останнiй доданок дорiвнює нулю. Отже,

i~
∂ρ̂

(n)
int (t)

∂t
= [~σzÂ

′, ρ̂(n)int (t)]. (8.36)

З умови, що ρ̂(n)int (t) повинна задовольняти рiвняння (8.29) ма-
ємо

~σzÂ
′ = Hsb(t), (8.37)
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звiдки одержуємо рiвняння для ξk(t)

ξ′k =
1√
V
gke

iωkt. (8.38)

З урахуванням початкової умови ξk(0) = 0 знаходимо розв’язок

ξk =
1√
V

gk
iωk

(

eiωkt − 1
)

. (8.39)

Тепер ми готовi написати вираз для еволюцiї недiагональної
частини матрицi густини

ρ̂(n)(t) = e−iĤ0t/~e−iσzÂ(t)
1

2
σxρ̂be

iσzÂ(t)eiĤ0t/~ =

=
1

2
σxe

iσzωte−iĤb/~eiσzÂ(t)ρ̂be
iσzÂ(t)eiĤbt/~. (8.40)

Тут ми врахували тотожнiсть

eB̂σzσx = σxe
−B̂σz , (8.41)

де B̂ — довiльний оператор, який комутує з σx. Доведення цi-
єї тотожностi ґрунтується на властивостi матриць Паулi σxσz =
−σzσx. Розкладаємо експоненту в лiвiй сторонi (8.41) в ряд Тей-
лора i в кожному з доданкiв ряду переставляємо σx справа налiво.
В n-му членi ряду маємо

(B̂σz)
nσx = B̂σz · · · B̂σzB̂σzσx = B̂σz · · · B̂σzσx(−B̂σz) =

= B̂σz · · · σx(−B̂σz)(−B̂σz) = (8.42)

= σx(−B̂σz) · · · (−B̂σz)(−B̂σz) = σx(−B̂σz)n.

Пiсля цього збираючи ряд в експоненту отримуємо тотожнiсть
(8.41).

Для знаходження спiнової матрицi густини вiзьмемо шпур за
бозонними ступенями вiльностi i, використовуючи циклiчну пере-
становку операторiв пiд шпуром, маємо

ρ̂(n)s (t) =
1

2
σxe

iσzωtSpbe
−iĤbt/~eiσzÂ(t)ρ̂be

iσzÂ(t)eiĤbt/~ = (8.43)

=
1

2
σxe

iσzωtSpbρ̂be
2iσzÂ(t) =

1

2
σxe

iσzωt〈e2iσzÂ(t)〉b.
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Розраховуємо усереднення за бозонною пiдсистемою

〈e2iσz Â(t)〉b = Spbρ̂be
2iσzÂ(t) =

=
∏

k

Spbk
1

Zk

e−β~ωkb
+

k
bke2iσz(ξk(t)b

+

k
+ξ∗

k
(t)bk) =

=
∏

k

〈e2iσz(ξk(t)b+k +ξ∗
k
(t)bk)〉k, (8.44)

де Zk = 1/
(

1− e−βωk

)

— статистична сума k-ої бозонної моди.
Тут ми скористалися тим, що рiзнi бозоннi моди пiд усередненням
за бозонною пiдсистемою не переплутанi мiж собою i тому повне
середнє розпадається на добуток незалежних середнiх по кожнiй
бозоннiй модi.

Використаємо далi (9.39) i отримуємо

〈e2iσzÂ(t)〉b =
∏

k

e−4|ξk(t)|2(〈b+k bk〉+1/2) = e−Γ(t), (8.45)

де

Γ(t) =
∑

k

4|ξk(t)|2(〈b+k bk〉+ 1/2) =
∑

k

4|ξk(t)|2(〈b+k bk〉+ 1/2) =

=
1

V

∑

k

16|gk|2
sin2(ωkt/2)

ω2
k

(〈b+k bk〉+ 1/2), (8.46)

середнє число заповнення для k-ої моди

〈b+k bk〉 =
1

eβ~ωk − 1
. (8.47)

В границi V →∞ переходимо вiд суми до iнтеґралу

1

V

∑

k

(· · ·) =
1

(2π)D

∫

dk1

∫

dk2 . . .

∫

dkD(· · ·)

=
1

(2π)D

∫

dDk(· · ·) (8.48)

i отримуємо

Γ(t) =
16

(2π)D

∫

dDk|gk|2
sin2(ωkt/2)

ω2
k

(〈b+k bk〉+ 1/2). (8.49)
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Остаточний результат для спiнової матрицi густини запишемо

ρ̂s(t) =
1

2

(

1 + σxe
iωσzte−Γ(t)

)

(8.50)

=
1

2

(

1 + (σx cosωt+ σy sinωt)e
−Γ(t)

)

або у матричному виглядi

ρ̂s(t) =
1

2

(

1 e−iωt−Γ(t)

eiωt−Γ(t) 1

)

. (8.51)

Декогеренцiя пов’язана з множником e−Γ(t) в недiагональних
елементах спiнової матрицi густини. Як бачимо з (8.49), Γ(t) ≥
0 i це спричинює зменшення недiагональних елементiв матрицi
густини. Зазначимо, що Γ(t) складається з двох частин

Γ(t) = ΓT (t) + Γ0(t), (8.52)

де функцiя

ΓT (t) =
16

(2π)D

∫

dDk|gk|2
sin2(ωkt/2)

ω2
k

〈b+k bk〉, (8.53)

спричинена тепловими флуктуацiями i дорiвнює нулю при нульо-
вiй температурi, оскiльки середнi числа заповнення 〈b+k bk〉 = 0
при T = 0,

Γ0(t) =
8

(2π)D

∫

dDk|gk|2
sin2(ωkt/2)

ω2
k

(8.54)

є спричинена нульовими квантовими флуктуацiями i не залежить
вiд температури.

Дослiдимо Γ(t) для тривимiрної кристалiчної ґратки D = 3.
Для спрощення вважатимемо, що gk = g = const. Фононнi ко-
ливання описуємо в рамках моделi Дебая. Дисперсiйне спiввiдно-
шення ωk = ck, де k = |k|. Кубiчну зону Брiллюена замiнюємо
сферичною зоною з радiусом k0 з тим самим об’ємом

(

2π

L

)3

=
4π

3
k30. (8.55)
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Обчислимо Γ0(t). Переходимо в (8.54) до сферичної системи
координат i пiсля iнтеґрування за кутовими змiнними маємо

Γ0(t) = |g|2
8

(2π)3
4π

∫ k0

0
k2dk

sin2(ckt/2)

(ck)2
= (8.56)

= |g|2 8

(2π)3
4π

1

c2

∫ k0

0
dk

1

2
(1− cos(ckt)) =

2|g|2k0
(π)2c2

(

1− sin(ck0t)

ck0t

)

.

В границi t→∞ знаходимо

lim
t→∞

Γ0(t) =
2|g|2k0
(π)2c2

. (8.57)

Аналогiчно розглянемо ΓT (t)

ΓT (t) = |g|2
16

(2π)3
4π

∫ k0

0
k2dk

sin2(ckt/2)

(ck)2
1

eβ~ck − 1
=

= |g|2 16

(2π)3
4π

1

c2

∫ k0

0
dk

1

2
(1− cos(ckt))

1

eβ~ck − 1
. (8.58)

Дослiдимо асимптотику t → ∞. У цiй ґраницi cos(ckt) стає
швидко осцилюючою функцiєю. Тодi iнтеґрал з косинусом, помно-
женим на плавну функцiю, дорiвнює нулю. Для того, щоб скори-
статись цим фактом перетворимо пiдiнтеґральний вираз, видiлив-
ши у функцiї чисел заповнення асимптотика при k → 0

1

ex − 1
=

1

x
+ f(x), (8.59)

де

f(x) =
x+ 1− ex
x(ex − 1)

(8.60)

є скiнченною плавною функцiєю, тут ми ввели позначення x =
β~ck. Перепишемо ΓT (t) так

ΓT (t) =
8|g|2
(π)2c2

∫ k0

0
dk sin2(ckt/2)

(

1

β~ck
+ f(β~ck)

)

=

= Γ
(1)
T (t) + Γ

(2)
T (t). (8.61)
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Перший iнтеґрал пiсля замiни змiнної iнтеґрування ckt/2 = x
запишемо

Γ
(1)
T (t) = T

8|g|2
(π)2c3~

∫ ck0t/2

0
dx

sin2(x)

x
. (8.62)

Використовуючи асимптотичну поведiнку iнтеґралу для великого
значення верхньої межi

∫ x

0
dx

sin2(x)

x
=

1

2
(lnx+ ln 2 + γ +O (1/x)) , x→∞, (8.63)

де γ = 0.5772156649 . . . — стала Ейлера, знаходимо

Γ
(1)
T (t) = T

4|g|2
(π)2c3~

(ln(ck0t/2) + ln 2 + γ) +O(1/t), t→∞.(8.64)

Розглянемо другий iнтеґрал

Γ
(2)
T (t) =

8|g|2
(π)2c2

∫ k0

0
dk sin2(ckt/2)f(β~ck) =

=
4|g|2
(π)2c2

∫ k0

0
dk(1 − cos(ckt))f(β~ck). (8.65)

Для плавної скiнченної функцiї f при t→∞
∫ k0

0
dk cos(ckt)f(β~ck) = 0. (8.66)

Як наслiдок при t→∞

Γ
(2)
T (t) =

4|g|2
(π)2c2

∫ k0

0
dkf(β~ck) = T

4|g|2
(π)2c3~

∫ β~ck0

0
dxf(x), (8.67)

де ми провели замiну змiнної iнтеґрування β~ck = x. Оскiльки
f(x) є плавною скiнченною функцiєю в скiнченних межах iнте-
ґрування, то iнтеґрал в (8.67) збiгається до скiнченного значення

∫ y

0
f(x)dx =

∫ y

0

x+ 1− ex
x(ex − 1)

dx = −y − ln
y

ey − 1
. (8.68)
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Тодi для великих часiв

Γ
(2)
T (t) = −T 4|g|2

(π)2c3~

(

~ck0/T + ln
~ck0/T

e~ck0/T − 1

)

. (8.69)

В границi низьких температур T → 0 функцiя Γ
(2)
T (t) прямує

до нуля за законом:

Γ
(2)
T (t) = T

4|g|2
(π)2c3~

ln(T/~ck0). (8.70)

За високих температур T → ∞ функцiя Γ
(2)
T (t) виходить на

константу

Γ
(2)
T (t) = −2|g|2k0

(π)2c2
. (8.71)

Декогеренцiя визначається функцiєю Γ(t) = Γ0(t) + ΓT (t) =

= Γ0(t) + Γ
(1)
T (t) + Γ

(2)
T (t). Як бачимо з (8.67), Γ(2)

T (t) виходить на

константу в границi великих часiв, тодi як Γ
(1)
T (t) розбiгається за

логарифмiчним законом при великих часах згiдно з (8.64). Сво-
єю чергою Γ0(t), згiдно з (8.57), також виходить на константу

в границi великих часiв. Нагадаємо, що Γ
(1)
T (t) i Γ

(2)
T (t) спричи-

ненi тепловими коливаннями ґратки i при нульовiй температурi
Γ
(1)
T (t) = Γ

(2)
T (t) = 0, тодi як Γ0(t), спричинене нульовими кван-

товими коливаннями, не залежить вiд температури i вiдмiнне вiд
нуля. Отже, навiть при нулю температури вiдбувається декоге-
ренцiя, спричинена нульовими квантовими коливаннями.

8.3 Декогеренцiя кота Шредiнґера

У цьому параграфi ми розглянемо декогеренцiю квантової систе-
ми, яка складається з N невзаємодiючих спiнiв, помiщених у про-
сторово флуктуююче магнiтне поле. У початковий момент часу
вона перебуває у суперпозицiйному станi

|ψ(0)〉 = 1√
2
(| ↑↑ . . . ↑〉+ | ↓↓ . . . ↓〉) . (8.72)
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Такий стан називають станом кота Шредiнґера. Стан | ↑↑ . . . ↑〉
вiдповiдає живому коту, а стан | ↓↓ . . . ↓〉 — мертвому. Отже, кiт
перебуває у квантовому станi, який є суперпозицiєю стану живого
i мертвого кота.

Оскiльки спiни не взаємодiють мiж собою, то еволюцiя кожно-
го iз них вiдбувається незалежно. Для матрицi густини N спiнiв,
подiбно як для одного (див.(8.6)), тодi отримуємо

ρ̂(t) =
1

2

(

| ↑↑ . . . ↑〉〈↑↑ . . . ↑ |+ | ↓↓ . . . ↓〉〈↓↓ . . . ↓ |+ (8.73)

+(〈e−iωt〉ω)N | ↑↑ . . . ↑〉〈↓↓ . . . ↓ |+ (〈eiωt〉ω)N | ↓↓ . . . ↓〉〈↑↑ . . . ↑ |
)

.

Наприклад, з функцiєю розподiлу (8.14) маємо

(〈e−iωt〉ω)N = (〈eiωt〉ω)N = e−Nγt. (8.74)

Отже, чим бiльша система, тим швидше вiдбувається декоге-
ренцiя. Для макроскопiчних систем, якi мiстять порядку числа
Авогадро атомiв, тобто ∼ 1023 атомiв, декогеренцiя вiдбувається
миттєво i матриця густини тодi має вигляд

ρ̂(∞) =
1

2

(

| ↑↑ . . . ↑〉〈↑↑ . . . ↑ |+ | ↓↓ . . . ↓〉〈↓↓ . . . ↓ |
)

.

Це є матриця густини, яка вiдповiдає змiшаному ансамблю, де
з однаковою iмовiрнiстю 1/2 ми знайдемо живого або мертвого
кота, що вiдповiдає класичнiй ситуацiї: кiт є або живим, або мер-
твим.

Отже, декогеренцiя спричинює те, що реалiзувати стан, який
є суперпозицiєю живого i мертвого кота є надзвичайно складно.
Для цього потрiбно майже iдеально iзолювати квантову систему
вiд зовнiшнiх впливiв. Чим бiльше частинок мiстить квантова си-
стема, тим кращою має бути iзоляцiя i для макроскопiчної кiль-
костi частинок цього досягнути практично майже неможливо.



Роздiл 9

Операторнi тотожностi та

середнi значення функцiй

вiд бозонних операторiв

9.1 Тотожностi для функцiй вiд бозонних
операторiв

Нехай b i b+ — бозоннi оператори знищення та породження, якi
задовольняють переставне спiввiдношення

[b, b+] = 1. (9.1)

Для певної функцiї f маємо тотожнiсть:

bf(b+b) = f(bb+)b = f(b+b+ 1)b, (9.2)

яка стає очевидною пiсля розкладу функцiї f в ряд Тейлора. Тодi

e−γb
+bbeγb

+b = eγb, (9.3)

де γ є довiльним комплексним числом.
Ще одна корисна тотожнiсть

eαbeγb
+

= eαγeγb
+

eαb. (9.4)
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Для доведення цiєї властивостi використаємо таке представле-
ння для бозонних операторiв

b =
d

dx
, b+ = x. (9.5)

Тодi

eαbeγb
+

= eα
d
dx eγx = eγ(x+α)eα

d
dx = eαγeγxeα

d
dx = eαγeγb

+

eαb. (9.6)

Тут ми скористались властивiстю оператора трансляцiї, а саме —
операторною рiвнiстю eα

d
dx f(x) = f(x+ α)eα

d
dx .

9.2 Похiдна за параметром

Розглянемо оператор Â(t), залежний вiд параметрa t. Нехай

[Â′(t), Â(t)] = γ, (9.7)

де Â′(t) = dÂ(t)
dt , γ — комутує з Â i Â′, наприклад, γ може бути

комплексним числом. Тодi

d

dt
eÂ(t) = eÂ(t)

(

Â′(t) +
γ

2

)

=
(

Â′(t)− γ

2

)

eÂ(t) = (9.8)

=
1

2

(

Â′(t)eÂ(t) + eÂ(t)Â′(t)
)

.

Для доведення цiєї властивостi розкладемо exp в ряд Тейлора i
вiзьмемо похiдну вiд кожного з доданкiв

d

dt
Ân =

n−1
∑

m=0

ÂmÂ′Ân−1−m. (9.9)

Зауважимо, що є таке представлення для операторiв Â i Â′, якi
задовольняють комутацiйне спiввiдношення (9.7)

Â′ = γ
d

dx
, Â = x. (9.10)
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Прoдовжимо обчислення (9.9) у цьому представленнi

n−1
∑

m=0

ÂmÂ′Ân−1−m =
n−1
∑

m=0

xmγ
d

dx
xn−1−m = (9.11)

=

n−1
∑

m=0

xn−1γ
d

dx
+ γ

n−1
∑

m=0

xn−2(n− 1−m) =

= nxn−1γ
d

dx
+ γ

n(n− 1)

2
xn−2 = nÂn−1Â′ + γ

n(n− 1)

2
Ân−2.

Отже,

d

dt
Ân = nÂn−1Â′ + γ

n(n− 1)

2
Ân−2. (9.12)

Для похiдної вiд експоненти отримуємо

d

dt
eA =

∑

n≥0

1

n!

d

dt
Ân =

∑

n≥1

1

n!
nÂn−1Â′ +

∑

n≥2

1

n!
γ
n(n− 1)

2
Ân−2

=
∑

n≥1

1

(n− 1)!
Ân−1Â′ +

γ

2

∑

n≥2

1

(n − 2)!
Ân−2 = eÂÂ′ +

γ

2
eÂ, (9.13)

що i доводить першу рiвнiсть в (9.8). Враховуючи, що

Â′eÂ = γ
d

dx
ex = γex + exγ

d

dx
= γeÂ + eÂÂ′ (9.14)

отримуємо двi рiвностi в (9.8).

9.3 Тотожнiсть Вейля

У цьому параграфi ми розглянемо тотожнiсть, яку довiв Вейль у
1928 р.

Якщо комутатор [Â, B̂] = Ĉ комутує з кожним з операторiв Â
i B̂, тобто [Ĉ, Â] = [Ĉ, B̂] = 0, то має мiсце тотожнiсть

eÂ+B̂ = eB̂eÂe[Â,B̂]/2 (9.15)
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або еквiвалентна тотожнiсть

eÂ+B̂ = eÂeB̂e−[Â,B̂]/2. (9.16)

Другу тотожнiсть отримуємо з першої за допомогою замiни Â→
B̂ i B̂ → Â.

Для доведення тотожностi Вейля ми скористаємось таким пред-
ставленням операторiв

Â =
d

dx
, B̂ = xĈ, (9.17)

де Ĉ комутує зi змiнною x i оператором похiдної d/dx. Розглянемо
в цьому представленнi оператор

eÂ+B̂ = e(
d
dx

+xĈ). (9.18)

Скористаємось далi очевидною тотожнiстю

d

dx
+ xĈ = e−Ĉx

2/2 d

dx
eĈx

2/2. (9.19)

Тодi

e(
d
dx

+xĈ) = exp

(

e−Ĉx
2/2 d

dx
eĈx

2/2

)

= e−Ĉx
2/2e

d
dx eĈx

2/2. (9.20)

Останню рiвнiсть отримуємо пiсля розкладу exp в ряд.
Розглянемо дiю цього оператора на певну функцiю

e(
d
dx

+xĈ)ψ(x) = e−Ĉx
2/2e

d
dx eĈx

2/2ψ(x) = e−Ĉx
2/2eĈ(x+1)2/2ψ(x+ 1)

= e−Ĉx
2/2eĈ(x+1)2/2e

d
dxψ(x). (9.21)

Тут ми скористались дiєю оператора трансляцiї e
d
dx f(x) = f(x+1).

Отже, одержуємо таку операторну рiвнiсть

e(
d
dx

+xĈ) = e((x+1)2−x2)Ĉ/2e
d
dx . (9.22)

Пiсля перетворення правої сторони рiвняння остаточно знаходимо
спiввiдношення

e(
d
dx

+xĈ) = exe
d
dx eĈ/2, (9.23)

яке, з урахуванням (9.17), доводить тотожнiсть Вейля.
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9.4 Середнi значення функцiй вiд бозонних
операторiв

Позначимо |n〉 власнi стани оператора чисел заповнення

b+b|n〉 = n|n〉, n = 0, 1, 2, . . . (9.24)

Оператори знищення та породження дiють на цi стани так

b|n〉 =
√
n|n − 1〉, b+|n〉 =

√
n+ 1|n+ 1〉. (9.25)

Запишемо квантово-механiчнi середнi значення вiд добутку
операторiв знищення i породження. Використовуючи правила дiї
операторiв b i b+, маємо

〈n|(b+)mbm|n〉 = n(n− 1)(n − 2) · · · (n−m+ 1) =
n!

(n−m)!
, (9.26)

коли n ≥ m i таке середнє дорiвнює нулю, коли n < m. Так само
знаходимо

〈n|bm(b+)m|n〉 = (n+ 1)(n + 2) · · · (n+m) =
(n+m)!

n!
, (9.27)

де вiдмiнний вiд нуля результат має мiсце для довiльних n i m.
Для квантово-механiчного середнього в станi |n〉 вiд добутку

експонент знаходимо

〈n|eγb+eαb|n〉 =
n
∑

m=0

(n)!

(m!)2(n−m)!
(αγ)m, (9.28)

〈n|eαbeγb+ |n〉 =
∞
∑

m=0

(n+m)!

(m!)2n!
(αγ)m. (9.29)

Цей результат отримуємо пiсля розкладу експонент в ряд, i вико-
ристовуючи (9.26) та (9.27).

Розглянемо тепер статистичне середнє з гамiльтонiаном H =
= ~ωb+b

〈eαbeγb+〉 = 1

Z

∞
∑

n=0

e−β~ωn〈n|eαbeγb+ |n〉 = (9.30)

=
1

Z

∞
∑

n=0

∞
∑

m=0

(n+m)!

(m!)2n!
(αγ)me−β~ωn,
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де статистична сума

Z =
1

1− e−β~ω . (9.31)

Зауважимо таку рiвнiсть
∞
∑

n=0

(n+m)!

m!n!
xn = (1− x)−m−1, (9.32)

яку ми отримаємо, розклавши функцiю в правiй сторонi рiвностi
в ряд Тейлора. Враховуючи цю рiвнiсть, продовжимо обчислення
(9.30)

〈eαbeγb+〉 =
1

Z

∞
∑

m=0

(αγ)m

m!

(

1− e−β~ω
)−m−1

=

=

∞
∑

m=0

(αγ)m

m!
Zm = eαγZ . (9.33)

Статистичну суму (9.31) пов’яжемо з середнiм вiд оператора чи-
сла частинок

〈b+b〉 =
1

Z

∞
∑

n=0

ne−β~ωn =
1

eβ~ω − 1
=

e−β~ω

1− e−β~ω = (9.34)

=
1

1− e−β~ω − 1 = Z − 1.

Отже,
Z = 〈b+b〉+ 1 = 〈bb+〉. (9.35)

Тому

〈eαbeγb+〉 = eαγ(〈b
+b〉+1) = eαγ〈bb

+〉. (9.36)

З урахуванням (9.4), отримуємо

〈eγb+eαb〉 = eαγ〈b
+b〉. (9.37)

Застосуємо тотожнiсть Вейля

eγb
++αb = eγb

+

eαbeαγ/2 (9.38)

до (9.37). Як наслiдок маємо ще одну рiвнicть для статистичного
середнього

〈eγb++αb〉 = eαγ(〈b
+b〉+1/2). (9.39)
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[7] Laloë F. Correlating more than two particles in quantum
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див. Мiра заплутаностi

Функцiя збалансована 75

Шредiнґера рiвняння
— кiт 132
— стацiонарне 113
— часове (нестацiонарне) 29

СNOT-оператор див. Оператор
контрольованого заперечення

NOT-оператор див. Оператор
заперечення

XOR-оператор див. Оператор
контрольованого заперечення

√
NOT-оператор 72
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