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1. Елементи векторного числення

Дотримуватимемось у текстi збiрника таких домовленостей. Вектори
позначатимемо жирними лiтерами: a,k,A,B,Σ тощо, а компоненти
векторiв — вiдповiдно нижнiми iндексами або номерами, наприклад:
a “ pax, ay, azq, A “ pA1, A2, A3q. Для радiус-вектора в декартовiй
системi координат використовуватимемо спецiальне позначення:

r “ px, y, zq ” xi` yj` zk ” x1i` x2j` x3k,

причому модуль вектора |r| ” r, модуль |E| ” E тощо.
Для скалярного добутку двох векторiв вживатимемо паралельно

такi записи, залежно вiд громiздкостi формул:

pa,bq ” ab “ axbx ` ayby ` azbz,

а для векторного добутку: ra,bs.
Диференцiальний оператор “набла” є вектором з такими компо-

нентами в декартовiй системi координат:

∇ “ i
B

Bx
` j

B

By
` k

B

Bz
.

За його допомогою визначають рiзнi диференцiальнi операцiї пер-
шого порядку. Дiю оператора “набла” на скалярну функцiю назива-
ють ґрадiєнтом , отримуючи в результатi вектор:

gradϕ ”∇ϕ “ i
Bϕ

Bx
` j

Bϕ

By
` k

Bϕ

Bz
.

Диверґенцiю визначають як дiю вектора “набла” на векторну фун-
кцiю, отримуючи скаляр:

div A ” p∇,Aq “
BAx
Bx

`
BAy
Bz

`
BAz
Bz

.
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Ротор беруть вiд векторної функцiї, отримуючи вектор:

rot A ” r∇,As “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

i j k
B

Bx

B

By

B

Bz

Ax Ay Az

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ (1.1)

“ i

ˆ

BAz
By

´
BAy
Bz

˙

´ j

ˆ

BAz
Bx

´
BAx
Bz

˙

` k

ˆ

BAy
Bx

´
BAx
By

˙

.

Оператор Лапласа визначають як скалярний добуток вектора
“набла” самого на себе:

∆ ” p∇,∇q “ ∇2 “
B2

Bx2
`
B2

By2
`
B2

Bz2
. (1.2)

За допомогою ґрадiєнта, диверґенцiї i ротора можна утворити
такi операцiї другого порядку:

grad div A “∇p∇,Aq, (1.3)

div gradϕ “ ∆ϕ, (1.4)

div rot A “ 0, (1.5)

rot gradϕ “ 0, (1.6)

rot rot A “ grad div A´∆A. (1.7)

Щоб отримати останню рiвнiсть, потрiбно розписати подвiйний ве-
кторний добуток за формулою “bac´ cab”:

ra, rb, css “ bpa, cq ´ cpa,bq. (1.8)

Для прикладу наведемо деякi результати дiї диференцiальних
операцiй першого порядку, що є своєрiдною “табличкою множення”.
За їх допомогою надалi проводитимемо спрощення виразiв:

grad r “
r

r
, gradpa, rq “ a,

pa,∇qr “ a, grad fpuq “
dfpuq

du
gradu,

div r “ 3, rot r “ 0.
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Зокрема, часто виникає потреба розрахувати ґрадiєнт вiд фун-
кцiї, що залежить лише вiд модуля радiус-вектора:

grad fprq “
dfprq

dr
grad r “

dfprq

dr

r

r
. (1.9)

Векторний добуток можна переписати з використанням символа
Левi-Чiвiти εijk:

ra,bs “ eiεijkajbk, (1.10)

де використано домовленiсть про “правило сум”: за всiма iндексами,
якi повторюються, вiдбувається пiдсумовування. При цьому орти

e1 ” i, e2 ” j, e3 ” k. (1.11)

Символ εijk є повнiстю антисиметричним тензором третього ранґу:

εijk “

$

’

’

&

’

’

%

`1, якщо pi, j, kq “ p1, 2, 3q, p3, 1, 2q, p2, 3, 1q,

´1, якщо pi, j, kq “ p1, 3, 2q, p3, 2, 1q, p2, 1, 3q,

0 в усiх iнших випадках (i “ j, j “ k або k “ i).

(1.12)

Добуток символiв Левi-Чiвiти виражається таким визначником:

εijkεlmn “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

δil δim δin
δjl δjm δjn
δkl δkm δkn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. (1.13)

Тут символ Кронекера

δij “

#

1, якщо i “ j

0, якщо i ‰ j.
(1.14)

Перетворювати об’ємнi, поверхневi й контурнi iнтеґрали один в
одного можна за допомогою таких двох iнтеґральних теорем. Тео-
рема Ґаусса :

ż

V

div A dV “

¿

S

pA, dSq, (1.15)
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де S — замкнута поверхня, яка обмежує об’єм V , елемент поверхнi
dS “ n dS, причому n — одиничний вектор зовнiшньої нормалi до S.

Теорема Стокса :

¿

L

pA, dlq “

ż

S

prot A, dSq, (1.16)

тут S — довiльна поверхня, яка спирається на замкнутий контур L,
елемент довжини dl дотичний до контура L.

Iнтеґрування та диференцiювання за просторовими змiнними мо-
жна виконувати як у декартових координатах x, y, z, так i в деяких
iнших, зокрема сферичних i цилiндричних.

Сферичнi координати r, θ, φ:

x “ r sin θ cosφ,

y “ r sin θ sinφ, (1.17)

z “ r cos θ.

Кут θ вiдраховується вiд осi Oz i змiнюється в межах r0;πs. Кут φ
вiдраховується вiд осiOx у площинi xOy i змiнюється в межах r0; 2πq.
Зв’язок мiж ортами сферичної та декартової систем координат:

er “ i sin θ cosφ` j sin θ sinφ` k cos θ,

eθ “ i cos θ cosφ` j cos θ sinφ´ k sin θ, (1.18)

eφ “ ´i sinφ` j cosφ.

Елемент об’єму у сферичних координатах:

dV “ r2 sin θ dr dθ dφ. (1.19)
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Диференцiальнi операцiї:

grad f “ er
Bf

Br
` eθ

1

r

Bf

Bθ
` eφ

1

r sin θ

Bf

Bφ
, (1.20)

div A “
1

r2
Bpr2Arq

Br
`

1

r sin θ

BpAθ sin θq

Bθ
`

1

r sin θ

BAφ
Bφ

, (1.21)

rot A “ er
1

r sin θ

ˆ

BpAφ sin θq

Bθ
´
BAθ
Bφ

˙

` (1.22)

` eθ
1

r

ˆ

1

sin θ

BAr
Bφ

´
BprAφq

Br

˙

` eφ
1

r

ˆ

BprAθq

Br
´
BAr
Bθ

˙

,

∆f “
1

r2
B

Br

ˆ

r2
Bf

Br

˙

`
1

r2 sin θ

„

B

Bθ

ˆ

sin θ
Bf

Bθ

˙

`
B2f

Bφ2



. (1.23)

Цилiндричнi координати r, φ, z:

x “ r cosφ,

y “ r sinφ, (1.24)

z “ z.

Кут φ вiдраховується вiд осi Ox у площинi xOy i змiнюється в ме-
жах r0; 2πq. Зв’язок мiж ортами цилiндричної та декартової систем
координат:

er “ i cos θ ` j sin θ,

eφ “ ´i sin θ ` j cos θ, (1.25)

ez “ k.

Елемент об’єму у цилiндричних координатах:

dV “ r dr dφ dz. (1.26)
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Диференцiальнi операцiї:

grad f “ er
Bf

Br
` eφ

1

r

Bf

Bφ
` ez

Bf

Bz
, (1.27)

div A “
1

r

BprArq

Br
`

1

r

BAφ
Bφ

`
BAz
Bz

, (1.28)

rot A “ er

ˆ

1

r

BAz
Bφ

´
BAφ
Bz

˙

` (1.29)

` eφ

ˆ

BAr
Bz

´
BAz
Br

˙

` ez
1

r

ˆ

BprAφq

Br
´
BAr
Bφ

˙

,

∆f “
1

r

B

Br

ˆ

r
Bf

Br

˙

`
1

r2
B2f

Bφ2
`
B2f

Bz2
. (1.30)

Варто зазначити, що лапласiан вiд векторного поля, який у де-
картових координатах має простий вигляд

∆A “ i∆Ax ` j∆Ay ` k∆Az, (1.31)

у криволiнiйних координатах вже записується суттєво складнiше че-
рез залежнiсть ортiв вiд координат, пор. (1.18) та (1.25). Тому часто
виявляється простiшим застосувати зв’язок

∆A “ grad div A´ rot rot A. (1.32)

˛

1. Обчислiть ґрадiєнт (вектори a та b — сталi, α “ const):

(a) grad
1

r
; (b) grad

!

pa, rqe´αr
2
)

;

(c) grad
!

pa, rqr
)

; (d) grad
pa, rq

r3
;

(e) gradpa, rqpb,rq; (f) gradpra, rs, rq;

(g) grad epra,rs,bq. (h) grad |ra, rs|2.
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2. Обчислiть диверґенцiю (вектори a та b — сталi):
(a) div rr; (b) divra, rs;

(c) div
r

r2
; (d) div

!

pa, rqr
)

;

(e) div
r

pa, rq
; (f) div

!

ra, rsr
)

;

(g) div
rr, rr,ass

r5
. (h) div

apb, rq

r3
.

3. Обчислiть ротор (вектор a — сталий):
(a) rot rr; (b) rotra, rs;

(c) rot
r

r2
; (d) rot

r

pa, rq
;

(e) rot
rr, rr,ass

r5
; (f) rot

!

pa, rqr
)

.

4. Обчислiть вирази (вектори a та b — сталi):

(a) div
rot rpa, rq

r3
; (b) rot

rotra, rs

r3
;

(c) rot

„

pa, rq
rotra, rs

r3



; (d) grad pra, rs, rotrr,bsq;

(e) grad div rotra, rr,bss; (f) grad divra, rr,bss.

5. Доведiть тотожностi (тут ϕ “ ϕprq, A “ Aprq i т. д.):

(a) divrA,Bs “ pB, rot Aq ´ pA, rot Bq;

(b) rotrA,Bs “ A div B´B div A` pB,∇qA´ pA,∇qB;

(c) gradpA,Bq “ rA, rot Bs ` rB, rot As ` pB,∇qA` pA,∇qB;

(d) rotpϕAq “ ϕ rot A´ rA, gradϕs;

(e) divpϕAq “ ϕdiv A` pA, gradϕq;

(f) pC, gradpA,Bqq “ pA, pC,∇qBq ` pB, pC,∇qAq;
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(g) pC,∇qrA,Bs “ rA, pC,∇qBs ´ rB, pC,∇qAs;

(h) p∇,AqB “ pA,∇qB`B div A;

(i) prA,Bs, rot Cq “ pB, pA,∇qCq ´ pA, pB,∇qCq;

(j) rr∇,As,Bs “ A div B´ pA,∇qB´ rA, rot Bs ´ rB, rot As;

(k) prA,∇s, rot Bq “ pA,∇qdiv B´ pA,∆Bq.

6. Доведiть такi спiввiдношення для згорток символiв Левi-Чiвiти:

(a) εiklεlmn “ δimδkn ´ δinδkm ; (b) εiklεklm “ 2δim ;

(c) εijkεijk “ 6.

7. Знайдiть середнi за всiма просторовими напрямками вiд таких
виразiв, де nj — компоненти одиничного вектора n “ r{r:

(a) nj ; (b) njnk ; (c) njnknl ; (d) njnknlnm .

8. Знайдiть середнi за всiма просторовими напрямками таких ви-
разiв:

(a) pa,nq2 ; (b) pa,nqpb,nq ; (c) pa,nqn ; (d) ra,ns2 .

Тут a,b — сталi вектори, n “ r{r — одиничний вектор.

9. Перетворiть iнтеґрали по об’єму в iнтеґрали по поверхнi (a —
сталий вектор, величини ϕ “ ϕprq та B “ Bprq є функцiями вiд
координат):

(a)
ż

V

pgradϕ,aqdV ; (b)
ż

V

pa, rot BqdV ;

(c)
ż

V

∆pϕψqdV ; (d)
ż

V

∆ϕdV ;

(e)
ż

V

divra,BsdV ; (f)
ż

V

pa, rot rot BqdV .
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10. Обчислiть iнтеґрали:

(a)
¿

S

rpa,nq dS; (b)
¿

S

pa, rqrb,ns dS;

(c)
¿

S

nϕdS; (d)
¿

S

rn,as dS;

(e)
¿

S

pn,bqa dS.

Вектори a та b — сталi, n — орт нормалi до поверхнi S.

(f)
¿

L

f dl. (g)
¿

L

u df .

Iнтеґрування вiдбувається вздовж замкнутого контура L;
f, u — функцiї.



2. Заряди i струми у вакуумi:
вступнi зауваження

У збiрнику використовуємо так звану симетричну систему одиниць
Ґаусса (CGS). У нiй одиниця електричного заряду є похiдною вiд
механiчних одиниць i визначається з закону Кулона у виглядi

F “
q1q2
r2

. (2.1)

Другою характерною рисою цiєї системи одиниць є однакова розмiр-
нiсть напруженостi електричного поля E та iндукцiї магнiтного поля
B. Як наслiдок, у рiвняннях електромагнiтного поля маємо коефiцi-
єнти 4π та 1{c, де c — швидкiсть свiтла у вакуумi.

На практицi найбiльше розповсюдження має Мiжнародна систе-
ма одиниць (SI, Le Système international d’unités). Одиниця заряду
— кулон — є незалежною вiд механiчних одиниць i їй приписують
окрему розмiрнiсть. Як наслiдок, закон Кулона набуває вигляду

F “
1

4πε0

q1q2
r2

, (2.2)

де ε´10 вiдiграє роль електричної силової константи. Також викори-
стовують допомiжну магнiтну силову константу µ0 “ ε´10 {c

2. Еле-
ктричнi та магнiтнi поля в SI мають рiзнi розмiрностi, а в рiвняннях
електромагнiтного поля з’являються константи ε0 i µ0. Основною пе-
ревагою Мiжнародної системи одиниць є те, що вона включає в себе
всi практичнi електричнi та магнiтнi одиницi (кулон, ампер, вольт, ом
тощо), якi сформувались iсторично i поширилися ще перед її ство-
ренням.

Вигляд рiвнянь електромагнiтного поля в SI можна знайти в
будь-якiй стандартнiй лiтературi.
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Система рiвнянь Максвелла в диференцiальнiй формi:

div Epr, tq “ 4πρpr, tq,

div Bpr, tq “ 0,

rot Epr, tq “ ´
1

c

BBpr, tq

Bt
,

rot Bpr, tq “
1

c

BEpr, tq

Bt
`

4π

c
jpr, tq,

(2.3)

де ρpr, tq — об’ємна густина електричного заряду, а jpr, tq — об’ємна
густина електричного струму.

Внаслiдок лiнiйностi рiвнянь електричне i магнiтне поля задо-
вольняють принцип суперпозицiї :

E “
ÿ

i

Ei, B “
ÿ

i

Bi, (2.4)

де Ei, Bi — поля, якi створюються пiдсистемами зарядiв i струмiв.
Через скалярний ϕpr, tq i векторний Apr, tq потенцiали вектори E

та B виражаються так:

Epr, tq “ ´ gradϕpr, tq ´
1

c

BApr, tq

Bt
, (2.5)

Bpr, tq “ rot Apr, tq. (2.6)

Рiвняння для потенцiалiв

∆ϕ`
1

c

B

Bt
div A “ ´4πρ, (2.7)

∆A´
1

c2
B2A

Bt2
“ ´

4π

c
j` grad

ˆ

div A`
1

c

Bϕ

Bt

˙

. (2.8)

Векторний i скалярний потенцiали визначеннi з точнiстю до ска-
лярної функцiї f (так звана калiбрувальна або ґрадiєнтна iнва-
рiантнiсть):

A1 “ A` grad f, ϕ1 “ ϕ´
1

c

Bf

Bt
. (2.9)
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Зважаючи на неоднозначнiсть вибору потенцiалiв, на них можна на-
класти певнi умови, якi називають калiбруваннями.

Калiбрування Кулона :

div A “ 0. (2.10)

Рiвняння для потенцiалiв дещо спрощуються:

∆ϕ “ ´4πρ, (2.11)

∆A´
1

c2
B2A

Bt2
“ ´

4π

c
jK, (2.12)

де

jK “ j´
1

4π
grad

Bϕ

Bt
(2.13)

— поперечний струм . Рiвняння типу (2.11) називають рiвнян-
ням Пуассона , а типу (2.12) — рiвнянням д’Аламбера . Для
оператора (даламберiана) у правiй частинi використовують позна-
чення

l “ ∆´
1

c2
B2

Bt2
.

Калiбрування Лоренца :

div A`
1

c

Bϕ

Bt
“ 0. (2.14)

Рiвняння для потенцiалiв у цьому калiбруваннi:

∆ϕ´
1

c2
B2ϕ

Bt2
“ ´4πρ, (2.15)

∆A´
1

c2
B2A

Bt2
“ ´

4π

c
j, (2.16)

Об’ємна густина енерґiї електромагнiтного поля w та об’ємна гу-
стина потоку енерґiї електромагнiтного поля S визначаються так:

w “
E2 `B2

8π
, S “

c

4π
rE,Bs. (2.17)
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Закон збереження енерґiї:

Bw

Bt
` pj,Eq ` div S “ 0. (2.18)

Густина заряду системи точкових зарядiв teiu в точках triu:

ρpr, tq “
ÿ

i

eiδ
`

r´ riptq
˘

, (2.19)

де δprq — дельта-функцiя Дiрака , властивостi якої описано
нижче.

Густина струму системи точкових зарядiв teiu в точках triu, якi
рухаються зi швидкостями vi:

jpr, tq “
ÿ

i

eiviδ
`

r´ riptq
˘

. (2.20)

Дельта-функцiя Дiрака

Узагальнена функцiя δpxq має такi властивостi:

δpxq “

$

’

&

’

%

8, x “ 0

0, x ‰ 0,
(2.21)

причому

`8
ż

´8

δpxq dx “ 1 (2.22)

або загальнiше
`8
ż

´8

δpx´ aqfpxq dx “ fpaq. (2.23)

Справедливi такi формули для складного арґумента:

δpaxq “
1

|a|
δpxq, δ

`

gpxq
˘

“
ÿ

i

1

|g1pxiq|
δpx´ xiq, (2.24)

де xi — нулi функцiї gpxq.
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Ця функцiя просто узагальнюється на багатовимiрнi випадки,
зокрема на тривимiрний:

δpr´ aq “ δpx´ axqδpy ´ ayqδpz ´ azq. (2.25)

Властивiсть (2.23) тут зручно переписати, ввiвши позначення

dr ” dx dy dz ” dV, (2.26)

а саме:
ż

δpr´ aqfprq dr “ fpaq. (2.27)

Iнтеґрування вiдбувається по всьому простору.

Перетворення Фур’є

Одновимiрне перетворення Фур’є функцiї fpxq визначається спiввiд-
ношеннями:

fpxq “
1

2π

`8
ż

´8

dk fk e
ikx, fk “

`8
ż

´8

dx fpxq e´ikx. (2.28)

Його тривимiрним аналогом (щодо просторових змiнних) є:

fprq “
1

p2πq3

ż

dk fk e
ikr, fk “

ż

dr fprq e´ikr, (2.29)

де для зручностi введено позначення для елементiв об’єму

dr “ dx dy dz; dk “ dkx dky dkz.

Чотиривимiрне перетворення Фур’є (щодо просторових змiнних
i часу):

F pr, tq “
1

p2πq4

ż

dk

ż

dω Fkω e
ipkr´ωtq,

(2.30)

Fkω “

ż

dr

ż

dt F pr, tq e´ipkr´ωtq.
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Величини fk, fk, Fkω називають фур’є-зображеннями . Зрозумi-
ло, що замiсть скалярної величини F pr, tq може стояти й векторна
Fpr, tq, тодi вектором буде й зображення Fkω.

Якщо промiжкiв iнтеґрування не зазначено, то розумiємо iнте-
ґрали по всьому просторовому об’єму i по всьому часовому iнтерва-
лу.

˛

11. Знайдiть рiвняння Максвелла (2.3) для фур’є-зображень.

12. Отримайте вираз для розв’язку ϕprq рiвняння Пуассона

∆ϕprq “ ´4πρprq,

використовуючи пряме й обернене перетворення Фур’є.

13. Знайдiть фур’є-зображення таких потенцiалiв:

(a) ϕprq “
A

r
(потенцiал Кулона);

(b) ϕprq “
Ae´λr

r
(потенцiал Юкави);

(c) ϕprq “ Ae´λr
2
;

(d) ϕprq “ A
”

e´2λpr´aq ´ 2e´λpr´aq
ı

(потенцiал Морзе);

(e) ϕprq “

#

A, r ď a

0, r ą a

(f) ϕ “ Aδpr´ aq

(цей потенцiал ефективно вiдповiдає взаємодiї твердих сфер).

У наведених виразах A, λ, a “ const, a — сталий вектор.

14. Знайдiть фур’є-зображення поперечного струму jKk ptq, яке вiд-
повiдає одиничному заряду e, що рухається за законом r0ptq.
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3. Електростатика у вакуумi

Якщо в рiвняннях (2.3) величини не залежать вiд часу, то система
розпадається на рiвняння електростатики i магнiтостатики. Електро-
статичне поле у вакуумi визначається такими рiвняннями Максвел-
ла:

div Eprq “ 4πρprq,

rot Eprq “ 0,
(3.1)

де Eprq — вектор напруженостi електричного поля, ρprq — густина
заряду.

Теорема Ґаусса для напруженостi електричного поля має вигляд:
¿

S

pE, dSq “ 4π

ż

V

ρ dV “ 4πq, (3.2)

де замкнена поверхня S обмежує об’єм V .
Зв’язок мiж напруженiстю електричного поля та скалярним по-

тенцiалом:

Eprq “ ´ gradϕprq. (3.3)

розв’язок якого можна записати у виглядi:

ϕprq “

ż

V

ρpr1q

|r´ r1|
dV 1 ` const. (3.4)

Для систем зарядiв, обмежених у просторi, константу покладають
рiвною нулевi, забезпечуючи ϕ “ 0 на безмежностi. Беручи ґрадiєнт,
отримуємо напруженiсть електричного поля:

Eprq “

ż

V

pr´ r1qρpr1q

|r´ r1|3
dV 1. (3.5)

18



Якщо розподiл заряду заданий поверхневою густиною σprq або
лiнiйною густиною κprq, то напруженiсть електричного поля визна-
чається формулами:

Eprq “

ż

S

pr´ r1qσpr1q

|r´ r1|3
dS1, Eprq “

ż

L

pr´ r1qκpr1q
|r´ r1|3

d`1, (3.6)

де iнтеґрування вiдбувається по двовимiрнiй поверхнi S або однови-
мiрному контуру L вiдповiдно.

Енерґiя електростатичного поля обчислюється за формулою:

W “
1

2

ż

V

ρϕ dV “
1

8π

ż

V

E2 dV. (3.7)

Енерґiя взаємодiї двох систем зарядiв дорiвнює:

W “

ż

ρ1ϕ2 dV “

ż

ρ2ϕ1 dV “

ż

ρ1pr1qρ2pr2q dV1 dV2
|r1 ´ r2|

, (3.8)

де ϕiprq — потенцiал, що створюється розподiлом зарядiв ρiprq.

˛

15. Визначте, якi з перелiчених виразiв можуть описувати електро-
статичне поле:

(a) Eprq “ E0

`

iay cos ax` j sin ax` kpazq2
˘

;

(b) Eprq “ E0
r

a
p2erφ sin θ ` eθφ cos θ ` eφq ;

(c) Eprq “ E0a
´

i
?
axy2 ` j

?
ax2y ` kxye´apx

2`z2q
¯

;

(d) Eprq “ E0

ˆ

er
r

a
` ezA

cosφ

r

˙

.

16. На основi принципу суперпозицiї розрахуйте напруженiсть елек-
тричного поля:

(a) заряду q ą 0, рiвномiрно розподiленого по кiльцю радiуса
a, на осi кiльця;
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(b) прямолiнiйної нитки довжиною 2l, рiвномiрно зарядженої
зарядом q ą 0, в точцi, вiддаленiй на вiдстанi x вiд центра
нитки i розмiщеної симетрично вiдносно її кiнцiв;

(c) нескiнченно довгої нитки, рiвномiрно зарядженої з лiнiй-
ною густиною κ;

(d) безмежної поверхнi, рiвномiрно зарядженої з поверхневою
густиною σ;

(e) сфери радiуса a, рiвномiрно зарядженої з поверхневою гу-
стиною σ;

(f) кулi радiуса a, рiвномiрно зарядженої з об’ємною густи-
ною ρ.

17. Круглий диск радiуса a рiвномiрно заряджений з поверхневою
густиною σ. Визначте, в якiй точцi на осi диска напруженiсть
електричного поля дорiвнює πσ.

18. Круглий диск радiуса a товщиною b рiвномiрно заряджений по
об’єму з густиною ρ “ const. Знайдiть напруженiсть електрич-
ного поля на осi диску.

19. Знайдiть напруженiсть електричного поля, використовуючи
теорему Ґаусса:

(a) безмежної прямолiнiйної нитки, рiвномiрно зарядженої з
лiнiйною густиною κ;

(b) безмежно довгого цилiндра радiуса a, рiвномiрно зарядже-
ного з поверхневою густиною зарядiв σ;

(c) безмежно довгого цилiндра радiуса a, рiвномiрно зарядже-
ного з об’ємною густиною зарядiв ρ;

(d) сфери радiуса a, рiвномiрно зарядженої з поверхневою гу-
стиною σ;

(e) кулi радiуса a, рiвномiрно зарядженої з об’ємною густи-
ною ρ.
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20. Заряд q рiвномiрно розподiлений по об’єму фiгури, яка обме-
жена двома неконцентричними сферами з радiусами R1 i R2,
R1 ą R2; менша сфера повнiстю мiститься всерединi бiльшої.
Вiдстань мiж центрами a. Знайдiть напруженiсть поля всере-
динi меншої сфери.

21. Заряд q рiвномiрно розподiлений по об’єму фiгури, яка обме-
жена двома неконцентричними сферами з радiусами R1 i R2,
R1 ą R2; менша сфера повнiстю мiститься всерединi бiльшої.
Вiдстань мiж центрами a. Знайдiть напруженiсть поля поза фi-
гурою.

22. По об’єму фiгури, яка обмежена двома неконцентричними без-
межно довгими цилiндрами з радiусами R1 i R2 (R1 ą R2),
рiвномiрно розподiлений заряд з густиною ρ. Менший цилiндр
повнiстю мiститься всерединi бiльшого. Вiдстань мiж осями ци-
лiндрiв a. Знайдiть напруженiсть поля всерединi меншого ци-
лiндра.

23. По об’єму фiгури, яка обмежена двома неконцентричними без-
межно довгими цилiндрами з радiусами R1 i R2 (R1 ą R2),
рiвномiрно розподiлений заряд з густиною ρ. Менший цилiндр
повнiстю мiститься всерединi бiльшого. Вiдстань мiж осями ци-
лiндрiв a. Знайдiть напруженiсть поля поза фiгурою.

24. n меридiанiв сфери радiуса a, кут мiж якими α, рiвномiрно
заряджено з лiнiйно густиною заряду κ. Знайдiть напруженiсть
електричного поля в центрi сфери.

25. Знайдiть електричне поле кулi радiуса R, заряд у якiй розпо-
дiлений за законом ρprq “ ρ0

`

r
R

˘n, де r — вiдстань вiд центра
кулi, n ą ´3 — довiльне число.

26. Визначте напруженiсть електричного поля безмежного круго-
вого цилiндра радiуса R, зарядженого з об’ємною густиною:
(a) ρ “ ρ0e

´αr; (b) ρ “ ρ0e
´αr2 .
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27. В основному станi атома водню заряд електрона p´eq розподi-
лений з об’ємною густиною

ρ “ ´
e

πa3
e´2r{a,

де a — борiвський радiус, r — вiддаль до ядра. Розрахуйте
скалярний потенцiал i напруженiсть електричного поля атома
водню.

28. Знайдiть електричне поле безмежної плити товщиною a, яка
рiвномiрно заряджена по об’єму з густиною ρ0.

29. Знайдiть електричне поле безмежної плити товщиною 2a, яка
заряджена по об’єму з густиною ρ “ ρ0

`

1´ pz{aq2
˘

.

30. Заряд розподiлений по безмежному просторi за законом
ρ “ ρ0 cospαxq cospβyq sinpγzq. Знайдiть потенцiал електричного
поля ϕ.

31. Простiр мiж двома концентричними сферами з радiусами R1 i
R2, R1 ă R2, заряджений з об’ємною густиною ρ “ ρ0 pR1{rq

2.
Визначте потенцiал i напруженiсть електричного поля.

32. Простiр мiж двома концентричними безмежно довгими цилiн-
драми з радiусами R1 i R2, R1 ă R2, заряджено з об’ємною
густиною ρ “ ρ0pR1{rq. Визначте потенцiал i напруженiсть еле-
ктричного поля.

33. На основi принципу суперпозицiї розрахуйте потенцiал електри-
чного поля, що створює у вакуумi:
(a) прямолiнiйний рiвномiрно заряджений iз лiнiйною густи-

ною κ вiдрiзок довжиною 2l у будь-якiй точцi простору;

(b) прямолiнiйна безмежна нитка, рiвномiрно заряджена з лi-
нiйною густиною κ;

(c) рiвномiрно заряджена з поверхневою густиною заряду σ

сфера радiуса a;

(d) рiвномiрно заряджена куля радiуса a. Заряд кулi q.
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34. Знайдiть потенцiал електричного поля, що створює рiвномiрно
заряджена (σ “ const) поверхня кругового цилiндра радiусом
a i висотою H в будь-якiй точцi на його осi.

35. З допомогою рiвняння Пуассона визначте потенцiал i напруже-
нiсть електричного поля, що створює:

(a) однорiдна куля радiуса a, рiвномiрно заряджена з об’єм-
ною густиною ρ “ const.

(b) рiвномiрно заряджена з поверхневою густиною заряду σ

сфера радiуса a;

(c) безмежний плоский шар товщиною 2a, рiвномiрно заря-
джений з об’ємною густиною ρ “ const;

(d) однорiдний безмежно довгий круглий цилiндр радiуса a,
рiвномiрно заряджений з об’ємною густиною ρ “ const.

36. Знайдiть енерґiю взаємодiї U електронної хмари з ядром в ато-
мi водню. Заряд електрона розподiлений в атомi з об’ємною
густиною

ρprq “
e

πa3
e´2r{a,

де e — елементарний заряд, a — борiвський радiус.

37. Центри двох куль iз зарядами q1 та q2 знаходяться на вiдстанi
a один вiд одного (a ą R1 ` R2, де R1, R2 — радiуси куль).
Заряди розподiленi сферично симетрично. Знайдiть енерґiю U

взаємодiї куль.



4. Магнiтостатика у вакуумi

У магнiтостатицi вихiдними є такi рiвняння Максвелла:

rot Bprq “
4π

c
jprq,

div Bprq “ 0,

(4.1)

де Bprq — iндукцiя магнiтного поля, jprq — густина струму.
Якщо розподiл струмiв володiє аксiальної симетрiєю, то корис-

ною є iнтеґральна форма рiвняння (4.1) (теорема Стокса):
¿

L

pB, d`q “
4π

c

ż

S

pj, dSq “
4π

c
I, (4.2)

тут iнтеґрал йде по довiльному замкнутому контуру L, I — повний
струм, що протiкає через довiльну поверхню S, охоплену цим конту-
ром.

Векторний потенцiал Aprq так пов’язаний з iндукцiєю магнiтного
поля:

Bprq “ rot Aprq, (4.3)

причому накладаємо також додаткову умову (калiбрування Ку-
лона):

div Aprq “ 0. (4.4)

Подiбно до скалярного потенцiалу, маємо для A рiвняння Пуас-
сона:

∆Aprq “ ´
4π

c
jprq, (4.5)

звiдки векторний потенцiал системи струмiв можна записати так:

Aprq “
1

c

ż

V

jpr1q

|r´ r1|
dV 1. (4.6)

24



Найчастiше буде потрiбним вираз для лiнiйних струмiв:

Aprq “
1

c

ż

L

I d`

|r´ r1|
, (4.7)

звiдки маємо закон Бiо–Савара–Лапласа : елемент струму I d`

створює у вакуумi магнiтне поле

dBprq “
1

c

rI d`, r´ r1s

|r´ r1|3
. (4.8)

За принципом суперпозицiї сумарне поле в данiй точцi можна отри-
мати, проiнтеґрувавши (4.8) за всiма елементами струму d`:

Bprq “
1

c

ż

L

rI d`, r´ r1s

|r´ r1|3
. (4.9)

Потiк iндукцiї магнiтного поля через поверхню S виража-
ється формулою:

Φ “

ż

S

pB, dSq. (4.10)

˛

38. Знайдiть магнiтне поле Bprq, що вiдповiдає такому векторному
потенцiаловi:

(a) Aprq “ 1
2 rB0, rs, де B0 — сталий вектор

(симетричне калiбрування);

(b) Aprq “ B0xj, де B0 “ const, j — орт уздовж осi Oy
(калiбрування Ландау).

39. Використовуючи закон Бiо–Савара–Лапласа, визначте iндукцiю
магнiтного поля, яке створює у вакуумi тонкий прямолiнiйний
провiдник довжиною 2L, по якому тече струм силою I. Роз-
гляньте граничний випадок LÑ8.
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40. По коловому контуру радiуса a тече струм I. Використовую-
чи закон Бiо–Савара–Лапласа, визначте iндукцiю магнiтного
поля, яке створюється ним на осi контура.

41. Струм I протiкає по дузi кола радiуса a з центральним кутом
α. Обчислiть iндукцiю магнiтного поля в центрi кола.

42. По кiльцю радiуса R протiкає струм силою I. Знайдiть вели-
чину iндукцiї магнiтного поля в центрi кiльця безпосереднiм
iнтеґруванням вiдповiдного рiвняння Максвелла.

43. В коло радiуса a вписано правильний n-кутник, по якому тече
струм I. Знайдiть iндукцiю магнiтного поля

(а) в центрi n-кутника; розгляньте випадок nÑ8;

(б) будь-де на осi, що проходить через центр n-кутника.

44. Використовуючи вираз для загального розв’язку рiвняння Пу-
ассона, розрахуйте векторний потенцiал, що створює у вакуумi
прямолiнiйний струм I довжиною 2L. Розгляньте граничний
випадок LÑ8.

45. Лiнiйний провiдник має форму прямокутника зi сторонами 2a

i 2b, по якому протiкає струм I. Обчислiть iндукцiю магнiтного
поля на осi, що проходить через центр прямокутника перпен-
дикулярно до його площини.

46. Лiнiйний контур зi струмом I складається iз двох паралельних
напiвбезмежних прямих, з’єднаних мiж собою пiвколом радiуса
a. Обчислiть iндукцiю магнiтного поля в центрi цього пiвкола.

47. За допомогою рiвняння Пуассона визначте векторний потенцi-
ал та iндукцiю магнiтного поля, яке створює струм I, рiвномiр-
но розподiлений по перетину безмежно довгого цилiндричного
провiдника радiуса a.
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48. За допомогою рiвняння Пуассона визначте векторний потен-
цiал та iндукцiю магнiтного поля, яке створює струм I, рiв-
номiрно розподiлений по провiднику, що має форму безмежно
довгого порожнього цилiндра, зовнiшнiй i внутрiшнiй радiуси
якого рiвнi вiдповiдно a та b.

49. За допомогою теореми Стокса знайдiть iндукцiю магнiтного по-
ля, створеного протiканням струму I по безмежно довгому тон-
кому провiднику.

50. Струм I рiвномiрно розподiлений по поверхнi плоского кiльця
з внутрiшнiм i зовнiшнiм радiусами a i b вiдповiдно. Обчислiть
iндукцiю магнiтного поля на осi кiльця.

51. Визначте iндукцiю магнiтного поля, яка створена постiйним
струмом I, що протiкає по безмежному цилiндричному провiд-
нику радiуса a. Густина струму стала.

52. Всерединi тонкої провiдної цилiндричної оболонки радiуса b

знаходиться коаксiальний з нею провiд радiуса a. По цих про-
вiдниках протiкають постiйнi струми однакової величини I у
протилежних напрямках. Визначте iндукцiю магнiтного поля
такої системи в усiх точках простору.

53. На магнiтний тор густо намотано N виткiв iзольованого дроту,
по якому проходить струм силою I. Радiус перерiзу тора рiв-
ний a, вiдстань вiд центра тора до центра перерiзу b. Знайдiть
iндукцiю магнiтного поля всерединi тора i магнiтний потiк у
ньому.

54. У магнiтному полi, яке створене нескiнчено довгим прямолiнiй-
ним струмом, знаходиться квадрат зi стороною a. Сторона ква-
драта паралельна до провiдника зi струмом. На якiй вiдстанi
вiд провiдника знаходиться сторона квадрата, якщо магнiтний
потiк через площину квадрата рiвний Φ “ 2I

c a ln 3 ?
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55. На достатньо довгий залiзний сердечник круглого перерiзу ра-
дiуса a намотано рiвномiрно тонкий iзольований дрiт кiлькiстю
n виткiв на одиницю довжини, по якому тече струм силою I.
Знайдiть iндукцiю магнiтного поля всерединi сердечника.

56. Уздовж нескiнченно довгої смужки ширини a протiкає рiвно-
мiрно розподiлений по її ширинi струм силою I. Знайдiть iнду-
кцiю магнiтного поля смужки.

57. По двох однакових нескiнченно довгих паралельних пласти-
нах, розташованих одна над одною, протiкають струми про-
тилежних напрямкiв. Ширина пластин a, вiдстань мiж ними b.
Знайдiть силу взаємодiї пластин на одиницю довжини.

58. Знайдiть векторний потенцiал A та iндукцiю магнiтного поля B

двох прямолiнiйних паралельних струмiв I, якi течуть у рiзних
напрямках. Вiдстань мiж провiдниками рiвна 2a.

59. Знайдiть магнiтне поле B, створене двома паралельними пло-
щинами, по яких протiкають струми з поверхневою густиною j.
Розгляньте два випадки взаємної орiєнтацiї струмiв: в одному
напрямку, в рiзних напрямках.

60. Знайдiть векторний потенцiал A та магнiтне поле B, якi ство-
рює в довiльнiй точцi тонке кiльце радiуса a зi струмом I. Ре-
зультат виразiть через елiптичнi iнтеґрали.



5. Мультипольнi розклади

Загальний розклад скалярного потенцiалу за мультиполями:

ϕprq “
8
ÿ

n“0

1

rn`1

ż

V

r1nPnpcos θqρpr1q dV 1, θ “ pyr1, rq, (5.1)

де Pnpcos θq — полiноми Лежандра. У явному виглядi розклад за
мультиполями можна записати так:

ϕprq “
q

r
`
pd, rq

r3
`

3

2r5

3
ÿ

j“1

3
ÿ

k“1

xjxkQjk ` (5.2)

`

8
ÿ

n“3

1

r2n`1
p2n´ 1q!!

n!

3
ÿ

k1“1

. . .
3
ÿ

kn“1

xk1 . . . xknQk1...kn .

У цьому виразi q — повний заряд

q “
ÿ

i

ei або q “

ż

V

ρpr1q dV 1, (5.3)

де перший вираз записано для системи точкових зарядiв, другий —
для неперервного розподiлу з густиною ρprq.

Електричний дипольний момент :

d “
ÿ

i

eiri або d “

ż

V

r1ρpr1q dV 1. (5.4)

Електричний квадрупольний момент системи точкових за-
рядiв:

Qjk “
ÿ

i

ei

ˆ

x
piq
j x

piq
k ´

r2i
3
δjk

˙

, (5.5)

де xpiqj — j-та компонента радiус-вектора i-тої частинки ri, а ri “ |ri|.
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Для неперервного розподiлу зарядiв цей вираз записують так:

Qjk “

ż

V

ˆ

x1jx
1
k ´

r12

3
δjk

˙

ρpr1q dV 1. (5.6)

Вищi мультипольнi моменти (n ě 3) визначаються аналогiчно з
урахування вiдповiдної симетризацiї. Зокрема, випадок n “ 3 нази-
вають октупольним моментом :

Qjkl “
ÿ

i

ei

„

x
piq
j x

piq
k x

piq
l ´

r2i
5

´

x
piq
j δkl ` x

piq
k δjl ` x

piq
l δjk

¯



, (5.7)

який можна отримати з (5.1) пiсля низки нескладних перетворень.
Подiбним способом можна розкласти й векторний потенцiал Aprq.
Магнiтний дипольний момент системи точкових зарядiв:

m “
1

2c

ÿ

i

eirri,vis (5.8)

а для неперервного розподiлу, що визначається густиною струму jprq:

m “
1

2c

ż

V

rr, jpr1qs dV 1 (5.9)

У дипольному наближеннi векторний потенцiал дорiвнює

Aprq “
rm, rs

r3
, (5.10)

оскiльки доданка, що вiдповiдає монополю, — аналога виразу з пов-
ним зарядом q у формулi (5.2) — для магнiтного поля не iснує.

˛

61. Знайдiть вирази для електричного i магнiтного полiв, що вiд-
повiдають дипольному наближенню

ϕdprq “
pd, rq

r3
та Adprq “

rm, rs

r3
.
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62. Покажiть, що дипольний момент електрично нейтральної си-
стеми не залежить вiд вибору початку системи координат.

63. Покажiть, що тензор квадрупольного моменту аксiально симе-
тричного розподiлу зарядiв має лише одну незалежну компо-
ненту.

64. Знайдiть потенцiал електричного поля, яке створює у вакуумi
аксiально симетричний квадруполь з моментом

Qzz “ Q; Qxx “ Qyy “ ´
Q

2
.

65. Знайдiть електричне поле диполя на великiй вiдстанi вiд нього.
Заряди дорiвнюють ˘q, вiдстань мiж ними a.

66. Знайдiть електричне поле на великiй вiдстанi вiд системи за-
рядiв, якi розмiщенi у вершинах квадрата зi стороною a. Одно-
йменнi заряди величиною ˘q знаходяться на протилежних вер-
шинах.

67. Покажiть, що розподiл зарядiв ρprq “ ´pd,∇qδprq описує еле-
ментарний диполь з моментом d, розташований у початку ко-
ординат.

68. Знайдiть електричний дипольний момент d i квадрупольний
момент Qjk тривiсного елiпсоїда з пiвосями a, b, c. Густина за-
ряду ρ “ const.

69. Визначте потенцiал електричного поля (з точнiстю до квадру-
польного члена), яке створює елiпсоїд обертання з пiвосями a
та b (b ă a) на великих вiдстанях. Заряд q рiвномiрно розподi-
лений по елiпсоїду.

70. Знайдiть електричний дипольний момент d i компоненту Qzz
квадрупольного моменту кулi радiусом R, якщо густина заряду
ρpzq “ ρ0p1`z{Rq, ρ0 “ const. Центр кулi збiгається з початком
координат.
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71. Знайдiть електричний дипольний момент d i компоненту ква-
друпольного моменту Q1zz, де Q1ij “

ş

x1ix
1
jρpr

1q dV 1, тривiсно-
го елiпсоїда з пiвосями a, b, c. Густина заряду ρpzq “ ρ0z{c,
ρ0 “ const. Центр елiпсоїда збiгається з початком координат.

72. Знайдiть дипольний i компоненту Qzz квадрупольного моменту
рiвномiрно зарядженого (з поверхневою густиною σ) тонкого
диска радiуса R, який лежить у площинi xOy.

73. Знайдiть квадрупольний момент тонкої плоскої пластини, одно-
рiдно зарядженої з поверхневою густиною σ, якщо:

(a) форма пластини — прямокутник зi сторонами a, b;

(b) форма пластини — елiпс iз пiвосями a, b.

74. Знайдiть дипольний i квадрупольний моменти вiдрiзка довжи-
ною a, зарядженого з лiнiйною густиною κ, який лежить на осi
Ox так, що його центр збiгається з початком координат.

75. Два коаксiальнi рiвномiрно зарядженi тонкi круглi кiльця, з ра-
дiусами a i b та зарядами q i ´q вiдповiдно, знаходяться в однiй
площинi. Знайдiть потенцiал електричного поля цiєї системи на
великих вiдстанях вiд неї.

76. Знайдiть дипольний момент системи однакових зарядiв, якi на
площинi розмiщенi у вершинах правильного 2n-кутника.

77. У вершинах правильного шестикутника з стороною 2a розмi-
щено почергово рiзнойменнi заряди величиною q. Знайдiть пер-
ший незникаючий член розкладу потенцiалу на великих вiдста-
нях.

78.

Знайдiть квадрупольний момент
прямокутного паралелепiпеда зi
сторонами a, b, c, рiвномiрно за-
рядженого з густиною ρ “ const.
Центр паралелепiпеда збiгається з
початком координат (див. рис.).
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79.

Знайдiть дипольний i квадруполь-
ний моменти системи зарядiв вели-
чинами `q, `q, ´2q, розмiщених
у вершинах рiвнобедреного трику-
тника (див. рис.).

80.

Знайдiть дипольний i квадруполь-
ний моменти системи зарядiв вели-
чинами `q, `q, ´2q, розмiщених у
вершинах рiвнобедреного прямоку-
тного трикутника з катетом a (див.
рис.).

81.

Знайдiть дипольний i квадруполь-
ний моменти системи чотирьох за-
рядiв величинами ˘q, якi розмiще-
нi у вершинах паралелограма (див.
рис.).

82.

Знайдiть дипольний i квадруполь-
ний моменти системи чотирьох за-
рядiв величинами ´q, ´q, ´q, `3q,
якi розмiщенi у вершинах трикутної
пiрамiди (див. рис.).
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83. Знайдiть перший незникаючий на великих вiдстанях доданок
скалярного потенцiалу систем зарядiв, зображених на рисун-
ках:

(a) (b)

(c)
заряди розмiщенi у вершинах

квадрата зi стороною a;

(d)
заряди розмiщенi у вершинах

куба зi стороною a.

84. Знайдiть магнiтний дипольний момент рiвномiрно зарядженої
сферичної поверхнi радiуса R, яка обертається навколо своєї
осi зi сталою кутовою швидкiстю ω. Повний заряд сфери Q.

85. Певний розподiл струму створює магнiтне поле з потенцiалом

Apr, θ, φq “ eφ
A0 sin θ

r
e´λr, де A0, λ “ const. Знайдiть густину

струму jprq i магнiтний дипольний момент такої системи.



6. Теорiя випромiнювання

Скалярний i векторний потенцiали електромагнiтного поля з ураху-
ванням ефектiв запiзнення, якi пов’язанi зi скiнченною швидкiстю
поширення електромагнiтних взаємодiй, можна записати через так
званi запiзнювальнi потенцiали :

ϕpr, tq “

ż

V

1

|r´ r1|
ρ

ˆ

r1, t´
|r´ r1|

c

˙

dV 1, (6.1)

Apr, tq “
1

c

ż

V

1

|r´ r1|
j

ˆ

r1, t´
|r´ r1|

c

˙

dV 1, (6.2)

де V — об’єм, у якому зосередженi заряди.
Для точкового заряду отримаємо потенцiали Лiєнара–

Вiхерта :

ϕpr, tq “
e

Rpτq ´ 1
cRpτqvpτq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

τ“t´Rpτq

c

, (6.3)

Apr, tq “
vpτq

c

e

Rpτq ´ 1
cRpτqvpτq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

τ“t´Rpτq

c

, (6.4)

де Rpτq “ r ´ r0pτq, r0pτq — радiус-вектор, який задає положення
частинки в момент часу τ .

Нехай лiнiйнi розмiри системи зарядiв обмеженi величиною l. На
великих вiддалях r вiд системи, r " l ě r1 достатньо обмежитись
розкладом |r ´ r1| » r ´ pn, r1q, де n “ r{r. Векторний потенцiал
набуде вигляду:

Apr, tq »
1

cr

ż

V

j

ˆ

r1, t´
r

c
`
pn, r1q

c

˙

dV 1. (6.5)

Розглянемо електромагнiтне поле на великих вiддалях вiд нашої си-
стеми зарядiв — у хвильовiй зонi: r " λ " l. Оскiльки довжина
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випромiнюваної хвилi велика порiвняно з лiнiйними розмiрами си-
стеми λ " l, то густину струму j пiд iнтеґралом можна розкласти в
ряд за pn, r1q

c :

Apr, tq “ Adpr, tq `Ampr, tq `AQpr, tq ` . . . , (6.6)

Adpr, tq “
9d
`

t´ r
c

˘

cr
, (6.7)

Ampr, tq “
r 9m

`

t´ r
c

˘

, ns

cr
, (6.8)

AQpr, tq “
:Q
`

t´ r
c

˘

2c2r
, (6.9)

де Adpr, tq — дипольне, Ampr, tq — магнiтно-дипольне, AQpr, tq —
квадрупольне наближення для векторного потенцiалу; 9d

`

t´ r
c

˘

—
похiдна за часом вiд електричного дипольного моменту

d
´

t´
r

c

¯

“

ż

V

r1 ρ
´

r1, t´
r

c

¯

dV 1;

9m
`

t´ r
c

˘

— похiдна за часом вiд магнiтного дипольного моменту

m
´

t´
r

c

¯

“
1

2c

ż

V

”

r1, j
´

r1, t´
r

c

¯ı

dV 1;

:Q
`

t´ r
c

˘

— друга похiдна за часом вiд вектора, компоненти якого

Qj

´

t´
r

c

¯

“ nkQjk

´

t´
r

c

¯

,

Qjk

´

t´
r

c

¯

“

ż

V

ρ
´

r1, t´
r

c

¯

ˆ

x1jx
1
k ´

r12

3
δjk

˙

dV 1,

де Qjk — тензор квадрупольного моменту системи, nk — компоненти
одиничного вектора n “ r{r.

Магнiтне поле B “ rot A та електричне поле E, якi вiдповiдають
випромiнюванню, можна обчислити за простiшими формулами:

B “
1

c
r 9A,ns, E “ rB,ns. (6.10)
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Iнтенсивнiсть випромiнювання (втрата енерґiї за одиницю часу):

I “ Id ` Im ` IQ ` IA, (6.11)

Id “
2:d2

3c3
, (6.12)

Im “
2 :m2

3c3
, (6.13)

IQ “
1

20c5
;Qjk ;Qjk, (6.14)

IA “ ´
4

3c3
p;T, :dq, (6.15)

де Id, Im, IQ — iнтенсивностi дипольного, магнiтно-дипольного, ква-
друпольного випромiнювання вiдповiдно. Усi величини взято в мо-
мент часу t´ r

c . Доданок IA — iнтенсивнiсть так званого анапольно-
го випромiнювання, в означеннi якої фiґурує вектор — анапольний
момент або тороїднiсть:

T
´

t´
r

c

¯

“
1

10c

ż

V

dV 1
"

´

j
´

r1, t´
r

c

¯

, r1
¯

r1 ´ 2r12 j
´

r1, t´
r

c

¯

*

. (6.16)

Заряджена частинка, що рухається з прискоренням, тобто пiд
впливом деякої зовнiшньої сили F, зазнає впливу сили радiацiйно-
го гальмування

Frad. “
2e2

3c3
;r. (6.17)

Якщо F — пружна сила, F “ ´mω0r, то Frad. називають силою
променистого тертя :

Frad.fr. “ ´
2e2ω2

0

3c3
9r. (6.18)

˛

86. Переконайтесь, що запiзнювальнi потенцiали задовольняють рiв-
няння д’Аламбера

lϕpr, tq “ ´4πρpr, tq, lApr, tq “ ´
4π

c
Apr, tq.
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87. Покажiть, що для iзольованої системи, яка складається з N
частинок з однаковим питомим зарядом (ei{mi = const,
i “ 1, 2, . . . , N), iнтенсивнiсть дипольного випромiнювання Id
дорiвнює нулевi.

88. Через конденсатор пролетiла частинка масою m i зарядом q.
Вiдстань мiж обкладками конденсатора рiвна l, а напруженiсть
електричного поля E в конденсаторi однорiдна i постiйна. Кут
мiж вектором E i напрямком швидкостi частинки v0 пiд час
вльоту дорiвнює α. Знаки заряду q i cosα однаковi. Оцiнiть
енерґiю, яку пiд час прольоту через конденсатор частинка втра-
чає на дипольне випромiнювання.

89. Система N частинок з однаковими масами m та електричними
зарядами ek “ ke0, де e0 — елементарний заряд, k “ 1, . . . , N ,
перебуває в постiйному електричному полi напруженiстю E.
Нехтуючи взаємодiєю мiж частинками, знайдiть iнтенсивнiсть
дипольного випромiнювання такої системи.

90. Електрон масою m i зарядом e пролiтає на великiй вiддалi a
вiд нерухомого ядра з зарядом Z|e|. У безмежно вiддалений мо-
мент часу t “ ´8 електрон мав швидкiсть за абсолютною вели-
чиною рiвну v0. Нехтуючи викривленням траєкторiї, знайдiть
енерґiю E , яку електрон втрачає на дипольне випромiнювання
за час прольоту.

91. У класичнiй моделi атома, яку запропонував Резерфорд, еле-
ктрон масоюm i зарядом e обертається по коловiй орбiтi навко-
ло нерухомого ядра з зарядом Z|e|. Знайдiть закон зменшення
повної енерґiї електрона E за рахунок дипольного випромiню-
вання. Обчислiть час tп, через який електрон впаде на ядро
внаслiдок втрати енерґiї на дипольне випромiнювання. У поча-
тковий момент часу t0 “ 0 електрон знаходився на вiддалi R
вiд ядра.
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92. Частинка масою m i зарядом e пролiтає по дiаметру кулi радi-
уса R, всерединi якої рiвномiрно розподiлений заряд Q. Заряди
частинки i кулi протилежного знака. Перед вльотом у кулю
частинка мала кiнетичну енерґiю E0. Знайдiть енерґiю E , яку
частинка втрачає на дипольне випромiнювання пiд час прольо-
ту через кулю.

93. Частинка масою m i зарядом e здiйснює гармонiчнi коливання
з частотою ω (гармонiчний осцилятор). Знайдiть напруженiсть
електричного та iндукцiю магнiтного полiв у хвильовiй зонi та
середню за перiод коливань T “ 2π{ω iнтенсивнiсть дипольного
випромiнювання.

94. Найпростiша лiнiйна антена — це тонкий прямолiнiйний про-
вiдник завдовжки l, по якому тече струм J “ J0 cosωt, причо-
му антена настiльки коротка, що струм вважають незмiнним
по всiй її довжинi. Знайдiть середню за перiод змiни струму
T “ 2π{ω iнтенсивнiсть випромiнювання антени.

95. Покажiть, що для iзольованої системи, яка складається з N
частинок з однаковим питомим зарядом (ei{mi “ e{m = const,
i “ 1, 2, . . . , N), iнтенсивнiсть магнiтно-дипольного випромiню-
вання Im дорiвнює нулевi.

96. Покажiть, що магнiтно-дипольне випромiнювання вiдсутнє у
системi, яка складається з двох заряджених частинок, якi ру-
хаються з нерелятивiстськими швидкостями.

97. Найпростiша рамкова антена — це прямокутна рамка зi сторо-
нами a i b, по якiй тече лiнiйний струм силою J “ J0 cosωt.
Визначте середню за перiод коливань T “ 2π{ω iнтенсивнiсть
магнiтно-дипольного випромiнювання.

98. Знайдiть напруженiсть електричного та iндукцiю магнiтного
полiв у хвильовiй зонi та середню за перiод коливань T “ 2π{ω
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iнтенсивнiсть випромiнювання магнiтного диполя, момент яко-
го m “ m0 cospωt` αq.

99. Частинка масою m i зарядом e пiд дiєю пружної сили мо-
же здiйснювати гармонiчнi коливання з частотою ω0 (гармо-
нiчний осцилятор). Враховуючи силу радiацiйного тертя, зна-
йдiть середню за перiод коливань T “ 2π{ω iнтенсивнiсть ди-
польного випромiнювання осцилятора, який здiйснює вимуше-
нi коливання в зовнiшньому електричному полi напруженiстю
E “ E0 cosωt.

100. Покажiть, що замiсть запiзнювальних потенцiалiв Apr, tq i
ϕpr, tq, зв’язаних умовою Лоренца, можна ввести одну векторну
функцiю Zpr, tq, через яку виражаються електромагнiтнi потен-
цiали: ϕ “ ´div Z, A “ 1

c
BZ
Bt . Величину Z називають вектором

Герца або поляризацiйним оператором. Своєю чергою, розподiл
зарядiв i струмiв електронейтральної системи в цьому випадку
доцiльно описувати векторном поляризацiї Ppr, tq, заданим за
допомогою спiввiдношень ρ “ ´div P, j “ BP

Bt .

101. Електромагнiтне поле рухомого точкового заряду описують ска-
лярним ϕ i векторним A потенцiалами Лiєнара–Вiхерта

ϕpr, tq “
e

spτq
, Apr, tq “

vpτq

c

e

spτq
,

де spτq “ Rpτq´ 1
c
`

Rpτq,vpτq
˘

, Rpτq “ r´ r0pτq, Rpτq “ |Rpτq|,
a r0pτq та vpτq — вiдповiдно координата i швидкiсть заряду в
момент часу τ . Моменти часу спостереження t i часу запiзнення
τ пов’язанi спiввiдношенням τ “ t´Rpτq{c.

(a) Запишiть ϕpr, tq i Apr, tq у виглядi рядiв за степенями 1{c.

(b) Отримайте аналогiчнi формули у вакуумi для випадку ку-
лонiвського калiбрування потенцiалiв.

(c) Обчислiть напруженiсть електричного та iндукцiю магнiт-
ного полiв.
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102. Заряд рухається зi сталою швидкiстю v. Виразiть потенцiали
Лiєнара–Вiхерта через координату заряду в момент часу спо-
стереження t.

103. Виразiть напруженiсть електричного та iндукцiю магнiтного
полiв заряду, що рiвномiрно рухається зi сталою швидкiстю v,
через його координату в момент часу спостереження t.

104. Знайдiть фур’є-зображення потенцiалiв Лiєнара–Вiхерта, на-
пруженостi електричного та iндукцiї магнiтного полiв, якщо
заряд рухається зi сталою швидкiстю.

105. Запишiть потенцiали електромагнiтного поля рiвномiрно рухо-
мого точкового заряду при кулонiвському калiбруваннi.

106. Система заряджених частинок локалiзована в об’ємi V . Нехту-
ючи випромiнюванням, знайдiть загальну формулу для енерґiї
взаємодiї частинок.

107. Обчислiть енерґiю взаємодiї системи точкових зарядiв з точнi-
стю до 1{c2 включно.

108. Обчислiть енерґiю взаємодiї системи зарядiв, якi рухаються зi
сталою швидкiстю v. Розгляньте випадок v Ñ c.



7. Теорiя вiдносностi

У просторi Мiнковського положення свiтової точки задається
чотири-вектором координат xµ. Ми будемо розглядати простiр Мiн-
ковського, в якому контраварiантнi (з верхнiми iндексами) i ко-
варiантнi (з нижнiми iндексами) складовi чотири-вектора Aµ по-
в’язанi спiввiдношенням:

A0 “ A0, Ai “ ´Ai, i “ 1, 2, 3.

Якщо система вiдлiку K 1 рухається вiдносно K зi швидкiстю V

уздовж осi x, то при переходi вiд однiєї системи до iншої компоненти
чотири-вектора перетворюються за законом перетворення тензора
першого ранґу:

Aµ “ αµν pβqA
1 ν , A1 µ “ αµν p´βqA

ν , (7.1)

де маємо на увазi правило сум Айнштайна : за iндексами, що
повторюються двiчi (раз згори i раз знизу) вiдбувається пiдсумову-
вання вiд 0 до 3. Матриця перетворення

αµν pβq “

¨

˚

˚

˚

˝

γ βγ 0 0

βγ γ 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

.

Тут введено скороченi позначення β “ V {c, γ “ p1´β2q´1{2. Перехо-
ди мiж контраварiантними i коварiантними складовими здiйснюєть
за допомогою метричного тензора gµν :

Aµ “ gµνA
ν , Aµ “ gµνAν . (7.2)
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де метричний тензор визначається матрицею

gµν “ gµν “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 0 0

0 ´1 0 0

0 0 ´1 0

0 0 0 ´1

˛

‹

‹

‹

‚

.

У формалiзмi чотири-векторiв деякi величини, якi використову-
ють в описi електромагнiтного поля, означають так:

1) чотири-вектор координати

xµ “ pct, rq, xµ “ pct,´rq.

Тобто його контраварiантнi компоненти x0 “ ct, x1 “ x, x2 “ y,
x3 “ z.

Для чотири-вектора координати, розписуючи (7.1) покомпонен-
тно, отримаємо так званi перетворення Лоренца :

x “
x1 ` V t1

a

1´ V 2{c2
, y “ y1, z “ z1, t “

t1 ` V x1{c2
a

1´ V 2{c2
. (7.3)

Для компонент звичайного вектор швидкостi v “ dr{dt справедли-
вий релятивiстський закон додавання швидкостей :

vx “
v1x ` V

1` v1xV {c
2
, vy “

v1y
a

1´ V 2{c2

1` v1xV {c
2
, vz “

v1z
a

1´ V 2{c2

1` v1xV {c
2
, (7.4)

тобто вони не є компонентами 4-вектора. Натомiсть чотири-швидкiсть
визначають як похiдну вiд вектора xµ за власним часом τ :

uµ “
dxµ

dτ
, dτ “ dt

a

1´ β2. (7.5)

Аналогiчно отримують чотири-прискорення wµ “
duµ

dτ
.

2) чотиривимiрний потенцiал електромагнiтного поля

Aµ “ pϕ,Aq,

де ϕ i A — векторний i скалярний потенцiали вiдповiдно.
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3) чотири-вектор густини електричного струму

jµ “ pcρ, jq,

де ρ i j — густини струму i заряду вiдповiдно.

4) чотиривимiрний хвильовий вектор

kµ “
´ω

c
,k
¯

,

де ω i k — вiдповiдно частота i хвильовий вектор плоскої електрома-
гнiтної хвилi.

У просторi Мiнковського складовi векторiв E та B є компонента-
ми антисиметричного тензора електромагнiтного поля Fµν :

Fµν “
BAν
Bxµ

´
BAµ
Bxν

; Fµν “
BAµ

Bxν
´
BAν

Bxµ
. (7.6)

Матриця 4-тензора Fµν має вигляд:

Fµν “

¨

˚

˚

˚

˝

0 ´Ex ´Ey ´Ez
Ex 0 ´Bz By
Ey Bz 0 ´Bx
Ez ´By Bx 0

˛

‹

‹

‹

‚

,

Fµν “

¨

˚

˚

˚

˝

0 Ex Ey Ez
´Ex 0 ´Bz By
´Ey Bz 0 ´Bx
´Ez ´By Bx 0

˛

‹

‹

‹

‚

.

Рiвняння Максвелла можна записати у контраварiантнiй формi
через тензор електромагнiтного поля так:

BFλµ
Bxν

`
BFνλ
Bxµ

`
BFµν
Bxλ

“ 0, (7.7)

BFµν

Bxν
“ ´

4π

c
jµ. (7.8)
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Компоненти чотири-тензора перетворюються як добуток компо-
нент двох чотири-векторiв. Для чотири-тензора другого ранґу закон
перетворення має вигляд:

Fµν “ αµρα
ν
σF

1 ρσ. (7.9)

Iз (7.6) та (7.9) формули перетворення компонент тензора еле-
ктромагнiтного поля є такими:

Ex “ E1x, Ey “ γpE1y ` βB
1
zq, Ez “ γpE1z ´ βB

1
yq,

Bx “ B1x, By “ γpB1y ´ βE
1
zq, Bz “ γpB1z ` βE

1
yq.

У векторнiй формi цi рiвняння мають компактний вигляд:

E‖ “ E1‖, EK “ γ
`

E1K ´ rV,B
1s{c

˘

,

B‖ “ B1‖, BK “ γ
`

B1K ` rV,E
1s{c

˘

,

де E‖,B‖ — проекцiї векторiв E та B на напрямок швидкостi V, а
EK,BK — їх проекцiї на площину, перпендикулярну до V.

˛

109. Знайдiть компоненти 4-вектора швидкостi.

110. Виразiть компоненти 4-вектора прискорення через тривимiрну
швидкiсть i прискорення.

111. Узагальнiть формули перетворення Лоренца для довiльної орi-
єнтацiї осей координат обох систем вiдлiку щодо напрямку їх
вiдносного руху.

112. Виведiть закон перетворення для тривимiрного вектора швид-
костi при переходi вiд однiєї системи вiдлiку до iншої у випадку
довiльної орiєнтацiї осей координат. Покажiть, що за абсолю-
тною величиною результуюча швидкiсть

v “

a

pv1 `Vq2 ´ rv1,V{cs2

1` pv1,Vq{c2
.
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113. Виведiть закон перетворення для тривимiрного вектора при-
скорення при переходi вiд однiєї системи вiдлiку до iншої у
випадку довiльної орiєнтацiї осей координат.

114. Виведiть закон перетворення для
a

1´ v2{c2, де v — швидкiсть
матерiальної точки вiдносно розглядуваної системи вiдлiку.

115. Ракета рухається прямолiнiйно зi сталим прискоренням a0 у
власнiй системi вiдлiку. Скiльки часу (за “земним годинником”)
триватиме розгiн ракети до швидкостi v1 “ 0.8c?

116. Годинник рухається вздовж осi x системи K зi швидкiстю u.
Як змiняться покази годинника в системi K 1, яка рухається зi
швидкiстю v вiдносно системи K?

117. Виберемо за годинник цилiндричну порожнину висотою l з аб-
солютно вiдбивними стiнками, мiж якими рухається iмпульс
свiтла. Перiод коливання такої системи рiвний t “ 2l{c. Зна-
йдiть перiод коливання такого годинника, якщо вiн рухається
зi швидкiстюю v.

118. Два однакових стрижнi довжиною l0 (у “власнiй” або супутнiй
системi вiдлiку) розмiщенi вздовж прямої i рухаються назу-
стрiч один одному з однаковими швидкостями v (вiдносно де-
якої системи вiдлiку). Яка довжина одного зi стрижнiв у систе-
мi вiдлiку, пов’язанiй з другим?

119. Переконайтесь в iнварiантностi квадратичної форми

s2 “ c2pt2 ´ t1q
2 ´ |r2 ´ r1|

2

при перетвореннях Лоренца.

120. Доведiть, що метричний тензор iнварiантний при перетворен-
нях Лоренца.

46



121. Запишiть перетворення Лоренца для симетричного тензора дру-
гого ранґу.

122. Запишiть перетворення Лоренца для антисиметричного тензо-
ра другого ранґу.

123. Знайдiть перетворення Лоренца для компонент тензора
електромагнiтного поля Fµν .

124. Знайдiть вираз для iнварiантa FµνFµν через електричне та ма-
гнiтне поля.

125. Знайдiть вираз для iнварiанта εµνρσFµνFρσ електромагнiтного
поля. Тут εµνρσ — узагальнення символа Левi-Чiвiти (повнiстю
антисиметричний тензор четвертого ранґу).

126. У вакуумi вiдносно деякої системи координат (K) є взаємно
перпендикулярнi електричне (E “ const) i магнiтне (B “ const)
поля, причому E ă B. Вкажiть таку систему вiдлiку (K 1), вiд-
носно якої поле чисто магнiтне, i знайдiть його iндукцiю.

127. У вакуумi вiдносно деякої системи координат (K) є взаємно
перпендикулярнi електричне (E “ const) i магнiтне (B “ const)
поля, причому E ą B. Вкажiть таку систему вiдлiку (K 1), вiд-
носно якої поле чисто електричне, i знайдiть його напруже-
нiсть.

128. В iнерцiальнiй системi координат K є лише однорiдне електри-
чне поле E. Знайдiть модулi векторiв E1 i B1 в системi коорди-
нат K 1, яка рухається вiдносно системи K зi сталою швидкiстю
v пiд кутом α до вектора E.

129. В iнерцiальнiй системi координат K є однорiднi електричне E

й магнiтне B поля одного напрямку. Знайдiть модулi векторiв
E1, B1 та кут мiж ними в системi координат K 1, яка рухається
зi сталою швидкiстю v в напрямку, перпендикулярному до ве-
кторiв E i B.
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130. Знайдiть швидкiсть системи вiдлiку, в якiй електричне i магнi-
тне поля паралельнi. Розгляньте випадок руху системи коорди-
нат перпендикулярно вiдносно площини, в якiй лежать вектори
E та B.

131. Розрахуйте потенцiали електромагнiтного поля, яке створює у
вакуумi точковий зарядом e, що рухається рiвномiрно i прямо-
лiнiйно зi швидкiстю v.

132. Обчислiть напруженiсть електричного E та iндукцiю магнiтно-
го B полiв для точкового заряду e, що рухається у вакуумi
рiвномiрно i прямолiнiйно зi швидкiстю v.

133. Знайдiть електромагнiтне поле точкового електричного диполя
з моментом d, який рухається зi сталою швидкiстю v.

134. Користуючись iнварiантнiстю заряду щодо переходу мiж iнер-
цiальними системами вiдлiку, переконайтесь на прикладi рiв-
номiрно рухомого точкового заряду в тому, що величини pcρ, jq
справдi утворюють 4-вектор jµ.

135. Монохроматичне свiтло частоти ω0 падає нормально на поверх-
ню плоского дзеркала, яке рухається рiвномiрно зi швидкiстю
v в напрямку поширення свiтла. Знайдiть частоту вiдбитого
свiтла.

136. Монохроматична плоска електромагнiтна хвиля частоти ω1 па-
дає пiд кутом α1 на плоске дзеркало, яке рухається зi швид-
кiстю v в напрямку своєї нормалi назустрiч падаючiй хвилi.
Визначте кут вiдбивання вiд рухомого дзеркала α2 i частоту
вiдбитої хвилi ω2.

137. Визначте закон руху релятивiстської зарядженої частинки ма-
сою m i зарядом e в однорiдному постiйному магнiтному полi.
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138. Визначте закон руху релятивiстської зарядженої частинки ма-
сою m i зарядом e в однорiдному постiйному електричному
полi.

139. Вважаючи, що при малих швидкостях p2 ! pmcq2, де p — iм-
пульс частинки, знайдiть наближену залежнiсть енерґiї частин-

ки вiд її iмпульсу з точнiстю до
´

p2

m2c2

¯2
.

140. Знайдiть загальну формулу для функцiї Лаґранжа системи за-
ряджених частинок. Випромiнюванням нехтуємо.

141. Обчислiть функцiю Лаґранжа системи заряджених частинок з
точнiстю до 1{c2 включно.

142. Обчислiть функцiю Лаґранжа системи заряджених частинок у
наближеннi їх рiвномiрного руху.

143. Частинка з енерґiєю W0 i масою спокою m налiтає на нерухо-
му частинку масою M . Знайти енерґiю розсiяної частинки як
функцiю кута розсiяння.



8. Електродинамiка середовища

Пiд впливом електромагнiтного поля в середовищi виникають так
званi iндукованi (зв’язанi) заряди i струми , спричиненi вну-
трiшньомолекулярним перерозподiлом заряджених частинок.

Густини зв’язаних зарядiв ρ1 та струмiв j1 виражають через ве-
ктори поляризацiї P та намагнiченостi M:

ρ1 “ ´div P, j1 “ c rot M`
BP

Bt
. (8.1)

Для опису електричного та магнiтного поля зручно використовувати
величини:

D “ E` 4πP, H “ B´ 4πM, (8.2)

де D — вектор електричного змiщення (електрична iндукцiя), H —
напруженiсть магнiтного поля

З системи рiвнянь (2.3), вiдокремлюю внески зв’язаних зарядiв i
струмiв, отримуємо рiвняння Максвелла в середовищi:

div Dpr, tq “ 4πρ0pr, tq,

div Bpr, tq “ 0, (8.3)

rot Epr, tq “ ´
1

c

BBpr, tq

Bt
,

rot Hpr, tq “
4π

c
j0pr, tq `

1

c

BDpr, tq

Bt
,

де ρ0pr, tq та j0pr, tq — вiдповiдно густини вiльних зарядiв i струмiв.
Вектори поляризацiї та електричної iндукцiї для переважної бiль-

шостi речовин досить просто пов’язанi з напруженiстю електричного
поля:

P “ κE, D “ εE, (8.4)

де κ — дiелектрична сприйнятливiсть, а ε “ 1`4πκ — дiелектрична
проникнiсть середовища.
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Використовуватимемо також таке спiввiдношення мiж напруже-
нiстю магнiтного поля i магнiтною iндукцiєю:

M “ χH, B “ µH, (8.5)

де χ — магнiтна сприйнятливiсть, µ “ 1 ` 4πχ — магнiтна прони-
кнiсть середовища. Ця рiвнiсть з доброю точнiстю описує дiа- та
парамагнетики в широкому дiапазонi величин магнiтного поля.

Загалом залежностi PpEq та MpHq чи, що те саме, DpEq та BpHq,
називають матерiальними рiвняннями . Для задач, пов’язаних
iз поширенням струму в провiдниках, додатково використовують за-
лежнiсть густини струму вiд напруженостi електричного поля jpEq,
яку часто можна записати у простому виглядi:

j0 “ σE, (8.6)

де σ — питома (електро)провiднiсть. Це рiвняння — закон Ома в
диференцiальнiй формi .

На межi двох середовищ iз рiзними значеннями дiелектричної та
магнiтної сприйнятливостей вектори, що характеризують електро-
магнiтне поле, можуть змiнюватися стрибкоподiбно. У вiдповiдних
розрахунках слiд враховувати такi граничнi умови :

D2n ´D1n “ 4πσ0, B2n ´B1n “ 0,

P2n ´ P1n “ ´σ
1, (8.7)

En2 ´ En1 “ 4πpσ0 ` σ
1q.

де σ0, σ1 позначають вiдповiдно поверх-
невi густини вiльних та iндукованих за-
рядiв на границi роздiлу. Iндекс n озна-
чає проекцiї на одиничний вектор норма-
лi до поверхнi роздiлу середовищ, спря-
мований iз середовища 1 у середовище 2
(див. рис. 8.1). Рис. 8.1.
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Танґенцiальнi компоненти (проекцiї на одиничний вектор τ K n,
дотичний до межi роздiлу, див. рис. 8.1) задовольняють такi умови:

H2τ ´H1τ “
4π

c
λ0s, E2τ ´ E1τ “ 0,

M2τ ´M1τ “
1

c
λ1s, (8.8)

B2τ ´B1τ “
4π

c

`

λ0s ` λ
1
s

˘

,

де λ0,λ
1 позначають вiдповiдно лiнiйнi густини вiльних та iндукова-

них струмiв на поверхнi роздiлу. Iндекс s означає проекцiю на вектор
s “ rn, τ s (див. рис. 8.1). Цi рiвностi також можна переписати у век-
торному виглядi:

rn,H2s ´ rn,H1s “
4π

c
λ0, rn,E2s ´ rn,E1s “ 0,

(8.9)

rn,M2s ´ rn,M1s “
1

c
λ1.

Теорему Ґаусса для середовища записують так:
¿

S

pD, dSq “ 4π

ż

V

ρ0 dV “ 4πq0, (8.10)

де ρ0, q0 вiдповiдають вiльним зарядам.
Теорема Стокса у стацiонарному випадку для середовища має

вигляд:
¿

L

pH, d`q “
4π

c

ż

S

pj0, dSq “
4π

c
I0, (8.11)

де j0, I0 вiдповiдають вiльним струмам.
Енерґiя електромагнiтного поля в середовищi визначається так:

W “
1

8π

ż

V

”

pE,Dq ` pB,Hq
ı

dV. (8.12)
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Ємнiсть конденсатора:

C “
q

ϕ1 ´ ϕ2
, (8.13)

де ϕ1, ϕ2 — потенцiали першої та другої обкладок вiдповiдно, а q —
заряд першої обкладки (на другiй обкладцi заряд ´q).

Якщо зовнiшнє поле створюється лiнiйним струмом I2, що про-
тiкає по замкнутому контуру 2, то магнiтний потiк вiд нього через
деякий замкнутий контур 1 записують у виглядi:

Φ12 “
1

c
L12I2,

де

L12 “ µ

¿

L1

¿

L2

pd`1, d`2q

|r1 ´ r2|

— коефiцiєнт взаємоiндукцiї (iндуктивнiсть) двох лiнiйних контурiв.
Тут d`2, d`2 — елементи цих контурiв.

˛

144. Куля радiуса a з однорiдного дiелектрика з дiелектричною про-
никнiстю ε внесена в однорiдне електричне поле E0. Знайдiть
поле пiсля внесення кулi.

145. Провiдна незаряджена куля радiуса a внесена в однорiдне еле-
ктричне поле E0. Знайдiть поле пiсля внесення кулi.

146. Безмежна прямолiнiйна нитка рiвномiрно заряджена з лiнiй-
ною густиною κ й оточена однорiдним дiелектриком з прони-
кнiстю ε1, який має форму цилiндра з радiусом R. Простiр зов-
нi цилiндра заповнений безмежним однорiдним дiелектриком
iз проникнiстю ε2. Знайдiть напруженiсть поля E, яке створює
нитка, а також вектор поляризацiї P.
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147. Поверхня безмежно довгого круглого цилiндра з радiусом R

рiвномiрно заряджена з поверхневою густиною σ. Цилiндр пе-
ребуває в неоднорiдному дiелектричному середовищi з прони-
кнiстю ε “ εprq, де r — вiдстань до осi цилiндра. Знайдiть еле-
ктричне поле E i вектор поляризацiї P.

148. Однорiдна дiелектрична куля радiуса a рiвномiрно заряджена
по об’єму. Повний заряд кулi q, її дiелектрична проникнiсть ε1,
дiелектрична проникнiсть середовища ε2. Обчислiть вектори
D, E, густини розподiлу зв’язаних зарядiв на поверхнi (σ1) i
всерединi (ρ1) кулi.

149. Безмежну рiвномiрно заряджену площину з обидвох сторiн ото-
чує однорiдний дiелектрик з проникнiстю ε. Поверхнева густи-
на вiльних зарядiв σ0. Знайдiть напруженiсть поля E, яке ство-
рює площина.

150. Точковий заряд q розмiщений на плоскiй границi роздiлу двох
однорiдних безмежних дiелектрикiв з проникностями ε1, ε2.
Знайдiть потенцiал електричного поля ϕ та вектори D, E.

151. Плоский конденсатор заповнений дiелектриком, проникнiсть
якого змiнюється як ε “ ε1p1`x{aq, де a— вiдстань мiж обклад-
ками з площами S, а вiсь x перпендикулярна до них. Нехтуючи
крайовими ефектами, знайдiть ємнiсть конденсатора та розпо-
дiл iндукованих зарядiв.

152. Провiдна куля радiусом a оточена концентричним шаром дi-
електрика. Зовнiшнiй радiус шару b, дiелектрична проникнiсть
дiелектрика ε. Розрахуйте ємнiсть кулi C.

153. Центр провiдної кулi радiуса R, яка мiстить заряд q, розмi-
щений на плоскiй границi роздiлу двох однорiдних безмежних
дiелектрикiв з проникностями ε1, ε2. Знайдiть потенцiал еле-
ктричного поля ϕ, а також розподiл зарядiв (σ0 та σ1) на по-
верхнi кулi.
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154. Провiдна заряджена сфера радiуса a оточена безмежним дiеле-
ктриком, проникнiсть якого ε “ εprq, де r — вiддаль вiд центра
кулi. Заряд кулi q. Знайдiть напруженiсть поля, створеного ку-
лею, а також поверхневу густину зв’язаних зарядiв на межi кулi
та дiелектрика.

155. Всерединi сферичного конденсатора з радiусами обкладок a i b
дiелектрична проникнiсть змiнюється за законом

εprq “

#

ε1 “ const при a ď r ă c,

ε2 “ const при c ď r ď b,

де a ă c ă b.
Знайдiть ємнiсть конденсатора, розподiл зв’язаних (iндукова-
них) зарядiв.

156. Знайдiть ємнiсть сферичного конденсатора, заповненого напо-
ловину однорiдним дiелектриком з проникнiстю ε1, а наполо-
вину — однорiдним дiелектриком з проникнiстю ε2. Границя
роздiлу мiж ними — площина, що проходить через центр об-
кладок. Радiуси обкладок a та b.

157. Знайдiть ємнiсть цилiндричного конденсатора. Його довжина
l, радiуси обкладок a та b. Простiр мiж обкладками конденсато-
ра заповнений двома коаксiальними шарами однорiдних дiеле-
ктрикiв з проникностями ε1 та ε2. Границя мiж дiелектриками
— цилiндрична поверхня радiуса c. Крайовими ефектами зне-
хтуйте.

158. Точковий заряд q знаходиться в центрi двох концентричних
сфер з радiусами r1 i r2. Промiжок мiж сферами заповнений
дiелектриком з проникнiстю ε. Обчислiть напруженiсть елек-
тричного поля E та вектор поляризацiї P у промiжку мiж сфе-
рами, а також величини зв’язаних зарядiв q11, q12 на поверхнях
сфер.
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159. Знайдiть ємнiсть плоского конденсатора. Площа поверхнi об-
кладок S, а мiж ними — два плоскопаралельних шари однорi-
дних дiелектрикiв. Товщина першого шару — d1, дiелектрична
проникнiсть ε1, другого — вiдповiдно d2 i ε2. Крайовими ефе-
ктами знехтуйте.

160. Сферичний конденсатор з радiусами внутрiшньої обкладки a i
зовнiшньої b заповнений дiелектриком, проникнiсть якого змi-
нюється як ε “ ε1p1 ` γrq, де r — вiдстань вiд центру конден-
сатора. Знайдiть ємнiсть такого сферичного конденсатора.

161. Цилiндричний конденсатор висотою l з радiусами внутрiшньої
обкладки a i зовнiшньої b, заповнений дiелектриком, прони-
кнiсть якого змiнюється як ε “ ε1p1 ` γrq, де r — вiдстань вiд
центру конденсатора. Знайдiть ємнiсть такого цилiндричного
конденсатора. Крайовими ефектами знехтуйте.

162. По безмежнiй прямолiнiйнiй нитцi тече струм I. Вона оточе-
на однорiдним магнетиком з проникнiстю µ1, який має форму
цилiндра з радiусом R. Простiр зовнi цилiндра заповнений без-
межним однорiдним магнетиком iз проникнiстю µ2. Знайдiть
iндукцiю поля B, яке створює нитка, а також вектор намагнi-
ченостi M.

163. По поверхнi безмежно довгого круглого цилiндра з радiусом
R, вздовж його твiрних протiкає рiвномiрно розподiлений по-
верхневий струм густини j. Цилiндр перебуває в неоднорiдному
магнiтному середовищi з проникнiстю µ “ µprq, де r — вiдстань
до осi цилiндра. Знайдiть магнiтне поле B i вектор намагнiче-
ностi M.

164. Куля радiуса a з однорiдного магнетика з проникнiстю µ внесе-
на в однорiдне магнiтне поле B0. Знайдiть поле пiсля внесення
кулi.
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165. По безмежнiй площинi в одному напрямi тече рiвномiрний по-
верхневий струм з густиною j. З обидвох сторiн площина оточе-
на однорiдним магнетиком з проникнiстю µ. Знайдiть магнiтне
поле B, яке створює площина.

166. Прямолiнiйний провiдник, по якому тече струм I, розмiщений
на плоскiй границi роздiлу двох однорiдних безмежних магне-
тикiв з проникностями µ1, µ2. Знайдiть потенцiал магнiтного
поля A та вектори H, B.

167. Знайдiть намагнiченiсть дiелектрика з поляризацiєю P, який
рухається зi швидкiстю v Ñ c.

168. Простiр мiж обкладками сферичного конденсатора, зовнiшiм
радiусом r1 та внутрiшнiм r2, заповнено середовищем з пито-
мою провiднiстю σ. Мiж обкладками конденсатора пiдтриму-
ють сталу рiзницю потенцiалiв U . Знайдiть опiр мiж обкладка-
ми конденсатора та силу струму.

169. Простiр мiж обкладками цилiндричного конденсатора, зовнi-
шiм радiусом r1 та внутрiшнiм r2, заповнено середовищем з
питомою провiднiстю σ. Мiж обкладками конденсатора пiдтри-
мують сталу рiзницю потенцiалiв U . Знайдiть опiр мiж обклад-
ками конденсатора та силу струму на одиницю довжини кон-
денсатора.

170. Мiж обкладками цилiндричного конденсатора, зовнiшiм радiу-
сом r1 та внутрiшнiм r2, пiдтримують сталу рiзницю потенцiа-
лiв U . Простiр мiж обкладками в областi r1 ă r ă r0 заповнено
середовищем з питомою провiднiстю σ1, а в областi r0 ă r ă r2
— σ2. Знайдiть опiр мiж обкладками конденсатора та силу стру-
му на одиницю довжини конденсатора.

171. Мiж обкладками сферичного конденсатора, зовнiшiм радiусом
r1 та внутрiшнiм r2, пiдтримують сталу рiзницю потенцiалiв
U . Простiр мiж обкладками в областi r1 ă r ă r0 заповнено
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середовищем з питомою провiднiстю σ1, а в областi r0 ă r ă

r2 — σ2. Знайдiть опiр мiж обкладками конденсатора та силу
струму.

172. Знайдiть коефiцiєнти взаємоiндукцiї двох однакових контурiв
у виглядi квадрата зi стороною a. Сторони контурiв розмiщенi
паралельно один вiдносно одного на вiдстанi b.

173. Знайдiть коефiцiєнт взаємоiндукцiї двох концентричних кiл ра-
дiусами вiдповiдно a та b, якi розмiщеннi у паралельних пло-
щинах на вiдстанi h.

174. Знайдiть коефiцiєнт взаємоiндукцiї мiж контуром провiдника у
виглядi квадрата зi стороною a, по якому протiкає струм силою
I2, та безмежно довгим провiдником iз струмом I1, якi розмiще-
нi в однiй площинi. Сторона квадрата паралельна до безмежно
довгого провiдника i знаходиться на вiдстанi b.

175. Знайдiть коефiцiєнт взаємоiндукцiї мiж контуром провiдника у
виглядi правильного трикутника зi стороною a, по якому про-
тiкає струм силою I2, та безмежно довгим провiдником iз стру-
мом I1, якi розмiщенi в однiй площинi. Сторона трикутника
паралельна до безмежно довгого провiдника i знаходиться на
вiдстанi b.

176. Знайдiть коефiцiєнт взаємоiндукцiї мiж тором i безмежно дов-
гим провiдником, розташованим вздовж його осi. На тор круг-
лого перерiзу радiуса a намотано N виткiв дроту. Вiдстань вiд
центра перерiзу тора до його осi рiвна b.

177. Знайдiть коефiцiєнт самоiндукцiї одиницi довжини безмежно
довгої котушки радiусом a. Кiлькiсть виткiв дроту котушки на
одиницю довжини — n. Магнiтна проникнiсть котушки µ.

178. На тор круглого перерiзу радiуса a рiвномiрно намотано N ви-
ткiв дроту. Центр перерiзу тора знаходиться на вiдстанi b вiд
її осi. Магнiтна проникнiсть сердечника µ. Знайдiть самоiнду-
кцiю тора.
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9. Квазiстацiонарнi явища

Квазiстацiонарне наближення вiдповiдає тому, що густину струму
змiщення BD{Bt вважають нехтiвно малою порiвняно з густиною
струму провiдностi j. Рiвняння Максвелла у цьому наближеннi ма-
ють вигляд:

div D “ 4πρ0, (9.1)

div B “ 0, (9.2)

rot E “ ´
1

c

BB

Bt
, (9.3)

rot H “
4π

c
j0. (9.4)

За умов високої провiдностi σ густиною вiльних зарядiв у про-
вiднику можна знехтувати, ρ0 » 0. Враховуючи зв’язки B “ µH та
j0 “ σE, отримаємо пiсля нескладних перетворень:

∆E “
4πµσ

c2
BE

Bt
, ∆H “

4πµσ

c2
BH

Bt
. (9.5)

Магнiтна гiдродинамiка описує процеси в рухомих провiдних
рiдинах i газах. Якщо дiлянка середовища рухається зi швидкiстю
v, то для густини струму матимемо:

j0 “ ρ0v ` σ

ˆ

E`
1

c
rv,Bs

˙

. (9.6)

У таких середовищах µ » 1, тобто B » H, отже й

div H “ 0. (9.7)
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Завдяки високiй провiдностi знову ρ0 » 0, тому напруженiсть магнi-
тного поля H в рiдкому провiднику визначає рiвняння

BH

Bt
“

c2

4πσ
∆H` rotrv,Hs, (9.8)

причому швидкiсть v знаходять на пiдставi гiдродинамiчних спiввiд-
ношень. У найпростiшому пiдходi застосовують рiвняння Ейлера :

Bv

Bt
` pv,∇qv “ ´1

τ
∇p`

1

τ

ˆ

ρ0E`
1

c
rj0,Hs

˙

, (9.9)

де τ — густина речовини, а p — тиск. Це рiвняння вiдповiдає набли-
женню нев’язкої рiдини. Цю систему також доповнюють законом
збереження маси (рiвнянням неперервностi):

Bτ

Bt
` divpτvq “ 0 (9.10)

або

Bτ

Bt
` pv,∇qτ ` τ div v “

dτ

dt
` τ div v “ 0. (9.11)

˛

179. Закон Фарадея про електромагнiтну iндукцiю у випадку неру-
хомого контура L формулюють так:

¿

L

pE, dlq “ ´
1

c

ż

S

ˆ

BB

Bt
, dS

˙

“ ´
1

c

BΦ

Bt
,

де Φ — магнiтний потiк через контур L. Покажiть, що враху-
вання руху контура дає змогу записати загальнiший вираз,

E “ ´
1

c

dΦ

dt
,

та з’ясуйте змiст електрорушiйної сили E .
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180. Покажiть, що в границi l0 Ñ 0 закон Ройтера–Зондгаймера
(Reuter & Sondheimer, 1948)

j0prq “
3σ

4πl0

ż

RpR,Epr1qq

R4
e´R{l0 dV 1, R “ r´ r1,

який є нелокальним узагальненням закону Ома, переходить у
звичайний закон Ома.

181. Визначте розподiл густини струму за перерiзом провiдника ци-
лiндричної форми, в якому протiкає змiнний струм з часто-
тою ω. Проаналiзуйте границю великих частот. Магнiтна про-
никнiсть матерiалу провiдника µ.

182. Система складається з двох коаксiальних провiдникiв у формi
цилiндра провiднiстю σ1 i магнiтною проникнiстю µ1 при r ă a

та σ2 i µ2 при a ă r ă b вiдповiдно, електрично з’єднаних
по r “ a. Повний струм через перерiз провiдникiв дорiвнює
Iptq “ I0eiωt. Розрахуйте розподiл струму та магнiтне поле.

183. Покажiть на пiдставi рiвнянь магнiтогiдродинамiки, що обер-
тальний рух середовища не спричиняє ґенерацiї магнiтного
поля.

184. У стисливiй нев’язкiй iдеально провiднiй рiдинi густиною τ0 в
однорiдному магнiтному полi H0 поширюються магнiтогiдро-
динамiчнi хвилi вздовж напрямку k. Нехай кут мiж векторами
H0 i k дорiвнює θ, причому θ ‰ 0, π{2. Покажiть, що iснують
три рiзнi хвилi iз фазовими швидкостями

u21 “ pvA cos θq2,

u22,3 “
1

2
ps2 ` v2Aq ˘

1

2

b

ps2 ` v2Aq
2 ´ 4s2v2A cos2 θ,

де s — швидкiсть звуку в рiдинi, а vA “ H0{
?

4πτ0 — альфве-
нiвська швидкiсть.

61



185. Нестислива нев’язка iдеально провiдна рiдина зi сталою густи-
ною τ0 перебуває в однорiдному статичному магнiтному полi
H0 i в ґравiтацiйному полi з потенцiалом ψ. Покажiть, що iсну-
ють магнiтогiдродинамiчнi хвилi довiльної амплiтуди i форми
H1pr, tq, vpr, tq, якi задовольняють рiвняння

pH0,∇qH1 “ ˘
?

4πτ0
BH1

Bt
,

H1 “ ˘
?

4πτ0 v,

p` τ0ψ `
1

8π
pH0 `H1q

2 “ const.



Вiдповiдi, вказiвки, розв’язки

Елементи векторного числення

1. (a) ´
r

r3
; (b)

`

a´ 2αpa, rqr
˘

e´αr
2

; (c) ar ` pa, rq
r

r
;

(d)
a

r3
´

3pa, rq

r5
r; (e) pa, rqpb,rq

"

b lnpa, rq `
pb, rq

pa, rq
a

*

; (f) 0;

(g) epra,rs,bqrb,as.

2. (a) 4r; (b) 0; (c)
1

r2
; (d) 4pa, rq; (e)

2

pa, rq
;

(f) 0; (g) 2
pa, rq

r5
; (h)

pa,bq

r3
´

3pa, rqpb, rq

r5
.

3. (a) 0; (b) 2a; (c) 0; (d) ´
ra, rs

pa, rq2
; (e)

2

r5
rr,as; (f) ra, rs.

4. (a) 0; (b)
6

r5
ra, rs; (c)

6ra, rs

pa, rqr5
; (d) 2ra,bs; (e) 0; (f) 0.

6. З виразу (1.13) нескладно отримати εijkεklm “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

δik δil δim
δjk δjl δjm
δkk δkl δkm

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Пiсля розкриття визначника з урахуванням очевидної згортки
δkk “ 3 будемо мати результат (a), а далi з його використанням послi-
довно (b) i (c).

7. Середнє за всiма просторовими напрямками визначається як iнтеґрал
за повним тiлесним кутом

p. . .q “
1

4π

ż

Ω“4π

p. . .q dΩ.

Крiм безпосереднього iнтеґрування можна також скористатися транс-
формацiйними властивостями вiдповiдних величин (тензорiв), компо-
ненти яких не повиннi залежати вiд вибору системи координат.

(a) nj “ 0 ; (b) njnk “
1

3
δjk ; (c) njnknl “ 0 ;

(d) njnknlnm “
1

15
pδjkδlm ` δjlδkm ` δjmδklq.
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8. (a)
a2

3
; (b)

pa,bq

3
; (c)

a

3
; (b)

2a2

3
;

9. (a)
¿

S

pϕa, dSq; (b)
¿

S

prB,as, dSq; (c)
¿

S

pϕ gradψ ` ψ gradϕ, dSq;

(d)
¿

S

pgradϕ, dSq; (e)
¿

S

pra,Bs, dSq; (f)
¿

S

prrot B,as, dSq.

10. (a) aV ; (b) rb,asV ; (c)
ż

V

gradϕ dV ; (d) 0; (e) 0.

(f)
ż

S

rdS,∇f s; (g)
ż

S

pr∇u,∇f s, dSq. Вказiвка: df “ p∇f, dlq.

Заряди i струми у вакуумi: вступнi зауваження

11. Перепишемо всi величини, якi входять у рiвняння Максвелла, через
фур’є-зображення:

ρpr, tq “
1

p2πq4

ż

dk dω ρk,ωe
ipkr´ωtq,

jpr, tq “
1

p2πq4

ż

dk dω jk,ωe
ipkr´ωtq,

Epr, tq “
1

p2πq4

ż

dk dωEk,ωe
ipkr´ωtq,

Bpr, tq “
1

p2πq4

ż

dk dωBk,ωe
ipkr´ωtq.

З рiвняння div E “ 4πρ матимемо:

1

p2πq4

ż

dk dω p∇,Ek,ωe
ikrqe´iωt “ 4π

1

p2πq4

ż

dk dω ρk,ωe
ikre´iωt

або, виконуючи елементарнi перетворення, для фур’є-зображень:

ipk,Ek,ωq “ 4πρk,ω.

Аналогiчно з рiвняння div B “ 0 отримаємо:

pk,Bk,ωq “ 0.

З рiвняння rot E “ ´
1

c

BB

Bt
матимемо:

1

p2πq4

ż

dk dω r∇,Ek,ωe
ikrse´iωt “

1

p2πq4

ż

dk dωBk,ωe
ikr B

Bt
e´iωt,
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що пiсля перетворень дає:

rk,Ek,ωs “
ω

c
Bk,ω. (10.12)

Останнє рiвняння rot B “
1

c

BB

Bt
`

4π

c
j пiсля проведення аналогiчних

перетворень набуде вигляду:

rk,Bk,ωs “ ´
ω

c
Ek,ω ´

4π

c
ijk,ω.

12. Скалярний потенцiал i густина заряду через фур’є-зображення вира-
жаються так:

ϕprq “
1

p2πq3

ż

dkϕk e
ikr, ρprq “

1

p2πq3

ż

dk ρk e
ikr.

Рiвняння Пуассона набуде вигляду:

1

p2πq3

ż

dk p´k2qϕk e
ikr “ 4π

1

p2πq3

ż

dk ρk e
ikr,

´k2ϕk “ ´4πρk ñ ϕk “
4πρk
k2

.

Звiдси скалярний потенцiал

ϕprq “
4π

p2πq3

ż

dk eikr
1

k2

ż

dV 1 ρpr1qe´ikr
1

looooooooomooooooooon

ρk

,

Або

ϕprq “
4π

p2πq3

ż

dV 1 ρpr1q

ż

dk
1

k2
eikpr´r1

q.

Цей iнтеґрал зручно брати у сферичних координатах, де θ — кут мiж
векторами k й pr´ r1q. Увiвши позначення

r´ r1 “ R; kR “ kR cos θ

та записавши елемент об’єму в k-просторi

dk “ dkx dky dkz “ k2 dk dψ sin θ dθ,
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для iнтеґрала за k отримаємо:

ż

dk
1

k2
eikR “

8
ż

0

dk k2 1

k2

2π
ż

0

dψ

ż π

0

dθ sin θ eikR cos θ “

“ 4π

ż 8

0

dk
1

2ikR

`

eikR ´ e´ikR
˘

“
4π

R

8
ż

0

dx
sinx

x
loooomoooon

“π{2

“
2π2

R
.

У пiдсумку для скалярного потенцiалу знаходимо:

ϕprq “

ż

dV 1
ρpr1q

|r´ r1|
.

13. У завданнях (a)–(e) зручно перейти до сферичних координат, записав-
ши добуток kr “ kr cos θ.

(a) ϕk “
4πA

k2
.

Безпосередньо розрахувати фур’є-зображення не вдається через пога-
ну збiжнiсть iнтеґрала за r. Однак, зробивши реґуляризацiю шляхом
домноження пiдiнтеґральної функцiї на e´λr, λ Ñ `0, отримаємо ре-
зультат завдання (b), де покладемо λ “ 0. Цiкаво зауважити, що за-
лежнiсть ϕprq лише вiд модуля радiус-вектора дає таку ж залежнiсть
у фур’є-зображеннi ϕk — вiд модуля |k| “ k.

(b) ϕk “
4πA

k2 ` λ2
; (c) ϕk “ A

´π

λ

¯3{2

e´k
2
{4λ ;

(d) ϕk “ 16πAeλa
„

eλa

p4λ2 ` k2q2
´

1

pλ2 ` k2q2



;

(e) ϕk “
4πA

k3
psin ak ´ ak cos akq . (f) ϕk “ Ae´ika .

14. Густина заряду ρpr, tq “ eδ
`

r´ r0ptq
˘

; перетворення Фур’є потенцiалу
щодо просторових змiнних буде

ϕpr, tq “
1

p2πq3

ż

dk eikrϕkptq.

З рiвняння Пуассона ∆ϕpr, tq “ ´4πeδ
`

r´r0ptq
˘

для фур’є-зображень
матимемо

ϕkptq “
4πe

k2
e´ikr0ptq.
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З означення поперечного струму

jKpr, tq “ jpr, tq ´
1

4π
grad

Bϕpr, tq

Bt
,

записаного через фур’є-зображення

jKk ptq “ jkptq ´
1

4π
pikq

Bϕkptq

Bt
,

де, як нескладно показати, jkptq “ evptqe´ikr0ptq, матимемо остаточно

jKk ptq “ e

„

v ´
kpk,vq

k2



e´ikr0ptq.

Тут використано позначення швидкостi 9r0ptq “ vptq. Вираз у дужках
— це поперечна складова швидкостi

vK “ v ´ v‖ “ v ´
kpk,vq

k2
, де v‖ ‖ k.

Електростатика у вакуумi

15. Треба перевiрити умову rot E “ 0.

(a) i (b) — може описувати електростатичне поле, (c) i (d) — не може.
Потрiбно звернути увагу на системи координат, в яких задано компо-
ненти векторiв.

16. (a) Ez “
z q

pz2 ` a2q3{2
.

При z " a, Ez “
q

z2
, тобто на великих вiддалях кiльце веде себе як

точковий заряд.

(b) Ex “
q

x
?
l2 ` x2

. На великих вiддалях x " l маємо поле точкового

заряду Ex “
q

x2
.

(c) Ex “
2κ
x
.

(d) E “ 2πσ.

(e) E “ 0, r ă a; E “ 4πσ
a2

r2
, r ą a.

(f) E “
4

3
πρr, r ă a; E “

4πρa3

3r2
, r ą a.
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17. z “
a
?

3
.

18. E “ 2πρ
´

b`
a

a2 ` pz ´ b{2q2 ´
a

a2 ` pz ` b{2q2
¯

.

19. (a) E “
2κ
r
. (b) E “ 0, r ă a; E “

4πσa

r
, r ą a.

(c) E “ 2πρr, r ă a; E “
2πρa2

r
, r ą a.

(d) E “ 0, r ă a; E “ 4πσ
a2

r2
, r ą a.

(e) E “
Q

a3
r, r ă a; E “

Q

r3
r, r ą a.

20. E “
qa

R3
1 ´R

3
2

.

21. Всерединi фiгури поза порожниною: E “
q

R3
1 ´R

3
2

ˆ

r´
R3

2

|r´ a|3
pr´ aq

˙

.

Зовнi фiгури: E “
q

R3
1 ´R

3
2

ˆ

R3
1

r3
r´

R3
2

|r´ a|3
pr´ aq

˙

.

22. E “ 2πρa.

23. Всерединi фiгури поза порожниною: E “ 2πρ

ˆ

r´
R2

2

|r´ a|2
pr´ aq

˙

.

Зовнi фiгури: E “ 2πρ

ˆ

R2
1

r2
r´

R2
2

|r´ a|2
pr´ aq

˙

.

24. E “ 0.

25. E “
4πρ0r

n` 3

´ r

R

¯n

, r ă R; E “
4πρ0R

3

pn` 3qr2
, r ą R.

26. (a) E “
4πρ0

α2r

`

1´ e´αr ´ αre´αr
˘

, r ă R;

E “
4πρ0

α2r

`

1´ e´αR ´ αRe´αR
˘

, r ą R.

(b) E “
2πρ0

αr

´

1´ e´αr
2
¯

, r ă R; E “
2πρ0

αr

´

1´ e´αR
2
¯

, r ą R.
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27. Скалярний потенцiал електричного поля атома водню складається з
потенцiалу поля ядра (протона) i потенцiалу поля електрона

ϕprq “
e

r
´

e

πa3

ż

e´2r1
{a

| r´ r1|
d3r1 “

“
e

r
´

2e

a3

`1
ż

´1

dx

8
ż

0

r1
2
e´2r1

{a

a

r2 ` r12 ´ 2rr1x
dr1 “

“
e

r
´

2e

a3r

8
ż

0

r1 e´2r1
{apr ` r1 ´ | r ´ r1|q dr1 “

“
e

r
´

4e

a3r

»

–

r
ż

0

pr1q2 e´2r1
{a dr1 ` r

8
ż

r

r1 e´2r1
{a dr1

fi

fl “

“ e

ˆ

1

a
`

1

r

˙

e´2r{a .

Напруженiсть електричного поля атома водню

E “ ´∇ϕprq “ ´
dϕprq

dr

r

r
“

e

r2

ˆ

1`
2r

a
`

2r2

a2

˙

e´2r{a r

r
.

28. E “ 4πρ0z, z ă a{2; E “ 2πρ0a, z ą a{2. Початок системи координат
знаходиться по серединi плити товщиною a.

29. E “ 4πρ0

ˆ

z ´
z3

3a2

˙

, z ă a; E “
8

3
πρa, z ą a. Початок системи коор-

динат знаходиться по серединi плити товщиною 2a.

30. ϕ “
4πρ0

α2 ` β2 ` γ2
cosαx cosβy sin γz.

31. r ď R1: E1 “ 0, ϕ1 “
q

R2 ´R1
ln
R2

R1
;

R1 ď r ď R2: E2 “
qpr ´R1q

pR2 ´R1qr2
, ϕ2 “

q

R2 ´R1

ˆ

1´ ln
r

R2
´
R1

r

˙

;

r ě R2: E3 “
q

r2
, ϕ3 “

q

r
, де q “ 4πρ0R

2
1 pR2 ´R1q.

32. r ď R1: E1 “ 0, ϕ1 “ 0;

R1 ď r ď R2: E2 “ 4πρ0R1

ˆ

1´
R1

r

˙

,

ϕ2 “ 4πρ0R1

ˆ

R1 ´ r `R1 ln
r

R1

˙

;
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r ě R2: E3 “
4πρ0R1 pR2 ´R1q

r
,

ϕ3 “ 4πρ0R1

ˆ

R1 ´R2 `R1 ln
r

R1
´R2 ln

r

R2

˙

.

33. (a) Якщо початок цилiндричної системи координат помiстити в сере-
динi вiдрiзка, а вiсь z направити вздовж нього, то для довiльної точки
поля потенцiал

ϕpr, zq “

`l
ż

´l

κ dz1
a

r2 ` pz ´ z1q2
.

Пiсля iнтеґрування отримаємо

ϕpr, zq “ κ ln
z ` l `

a

r2 ` pz ` lq2

z ´ l `
a

r2 ` pz ´ lq2
.

(b) Для безмежної нитки потенцiал не залежить вiд z, тому, поклавши
z “ 0, за умови l " r одержимо

ϕprq “ const´ 2κ ln r.

(c) ϕ “
q

a
, r ă a; ϕ “

q

r
, r ą a.

(d) ϕ “
3q

2a
´
qr2

2a3
, r ă a; ϕ “

q

r
, r ą a.

34. ϕ “ 2πaσ ln
p2z `Hq `

a

4a2 ` p2z `Hq2

p2z ´Hq `
a

4a2 ` p2z ´Hq2

35. (a) Поле володiє сферичною симетрiєю, тому в сферичних координатах
рiвняння Пуассона всерединi кулi

1

r2

d

dr

ˆ

r2 dϕ1

dr

˙

“ ´4πρ, r ă a,

поза кулею

1

r2

d

dr

ˆ

r2 dϕ2

dr

˙

“ 0, r ą a.

Граничнi умови

ϕ1

ˇ

ˇ

ˇ

r“a
“ ϕ2

ˇ

ˇ

ˇ

r“a
,

dϕ1

dr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“a

“
dϕ2

dr

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

r“a

.
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Розв’язки

ϕ1 “ ´
2πρ

3
r2 ´

c1
r
` c2, ϕ2 “ ´

c3
r
` c4.

Оскiльки ϕ1 при r Ñ 0 має бути скiнченним, а ϕ2 “ 0 при r Ñ8, тому
c1 “ c4 “ 0. Сталi iнтеґрування c2 i c3 знайдемо з граничних умов:

c2 “
q

a
`

2πρa2

3
, c3 “ ´q.

Остаточно

ϕ1 “
2πρ

3
pa2 ´ r2q, E1 “

q

a3
r,

ϕ2 “
q

r
, E2 “

q

r2

r

r
.

(b) ϕ1 “ 4πσa, E1 “ 0, r ă a; ϕ2 “
4πa2σ

r
“
q

r
, E2 “

q

r2

r

r
, r ą a.

(c) Направимо вiсь z перпендикулярно до шару, а початок вiдлiку по-
мiстимо в середнiй площинi. У результатi, прирiвнюючи на границях
шару значення ϕpzq та Ez “ ´dϕ{dz, отримаємо:

ϕ1 “ 4πρa
´

z `
a

2

¯

, Ez “ ´4πρa, z ă ´a;

ϕ2 “ ´2πρz2, Ez “ 4πρz, ´a ă z ă a;

ϕ3 “ 4πρa
´

´z `
a

2

¯

, Ez “ 4πρa, z ą a.

Вiд середньої площини до поверхнi шару поле росте лiнiйно з вiд-
станню, але направлене у протилежнi сторони по рiзних сторонах вiд
середньої площини. На поверхнi поле за абсолютною величиною дося-
гає максимального значення. Поза шаром поле постiйне i рiвне цьому
максимальному значенню.

(d) Поле володiє аксiальною симетрiєю, ϕ “ ϕpRq, тому у цилiндрич-
них координатах рiвняння Пуассона

1

R

d

dR

ˆ

R
dϕ1pRq

dR

˙

“ ´4πρ, 0 ă R ă a,

1

R

d

dR

ˆ

R
dϕ2pRq

dR

˙

“ 0, R ą a.

ϕ1 “ ´πρR
2, ER “ ´

dϕ1

dR
“ 2πρR, 0 ă R ă a;
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ϕ2 “ πρa2
´

2 ln
a

R
´ 1

¯

, ER “ ´
dϕ2

dR
“

2πρa2

R
, R ą a.

Всерединi цилiндра поле росте з вiдстанню прямо пропорцiйно радiусу,
поза цилiндром — зменшується обернено пропорцiйно радiусу.

36. U “ ´
e2

a
. 37. U “ ´

q1q2

a
.

Магнiтостатика у вакуумi

38. (a) Bprq “ B0 ; (b) Bprq “ B0k .

39. B “
I

cr

¨

˝

L´ z
b

r2 ` pL´ zq
2
`

L` z
b

r2 ` pL` zq
2

˛

‚, B
ˇ

ˇ

LÑ8
“

2I

cr
.

40. B “
I

c

2πa2

pa2 ` z2q
3{2

. 41. B “
αI

ca
. 42. B “

2πI

ca
.

43. (a) B “
2I

ca
n tg

π

n
. У границi nÑ8 поле B “

2Iπ

ca
;

(b) B “
naI cos πn
c
?
a2 ` z2

#

1
?
a2 ` z2 ´ a sin π

n

´
1

?
a2 ` z2 ` a sin π

n

+

.

44. Ax “ Ay “ 0, Az “
I

c
ln
z ` L`

a

r2 ` pz ` Lq2

z ´ L`
a

r2 ` pz ´ Lq2
;

Az

ˇ

ˇ

ˇ

LÑ8
“ const´

2I

c
ln r.

45. B “
4abI

c
?
a2 ` b2 ` z2

ˆ

1

a2 ` z2
`

1

b2 ` z2

˙

.

46. B “
p2` πqI

ca
.

47. Az “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

´
I

c

r2

a2
`
I

c
´

2I

c
ln a, r ă a;

´
2I

c
ln r, r ą a.

; Bθ “

$

’

’

&

’

’

%

2I

ca2
r, r ă a;

2I

cr
, r ą a.
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48. Az “

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

0, r ă b;

´
I

c

r2 ´ b2

a2 ´ b2
` 2

I

c

b2

a2 ´ b2
ln
r

b
, b ă r ă a;

´
2I

c
ln
r

a
` 2

I

c

b2

a2 ´ b2
ln
a

b
´
I

c
, r ą a.

;

B “

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

0, r ă b;

2I

cr

r2 ´ b2

a2 ´ b2
, b ă r ă a;

2I

cr
, r ą a.

49. B “
2I

cR
.

50. Bz “
2πI

cpb´ aq

ˆ

ln
b`

?
b2 ` z2

a`
?
a2 ` z2

´
b

?
b2 ` z2

`
a

?
a2 ` z2

˙

.

51. B “
2I

c

R

a2
, R ă a; B “

2I

cR
, R ą a.

52. B “
2I

ca2
r, r ď a; B “

2I

cr
, a ď r ď b; B “ 0, r ą b.

53. Нехтуючи розсiянням магнiтного потоку зовнi тора, можна вважати
силовi лiнiї магнiтного поля колами з центром на осi тора. Викори-
ставши теорему Стокса, отримаємо

B “
2IN

cR
.

На рисунку 10.1 зображено перерiз тора вздовж його осi.

r

a

0
φ

R

b

Рис. 10.1.
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Для знаходження магнiтного потоку використаємо формулу (4.10):

Φ “

ż

S

pB, dSq “
2IN

c

2π
ż

0

a
ż

0

r dr dϕ

b` rcosϕ
“

4π

c
IN

´

b´
a

b2 ´ a2
¯

.

54. x “
a

2
. 55. B “

4πI

c
n.

56. Bx “
2I

ca

ˆ

arctg
a` 2x

2y
` arctg

a´ 2x

2y

˙

, By “
I

ca
ln
p2x´ aq2 ` 4y2

p2x` yq2 ` 4y2
,

Bz “ 0.

57. f “
4I2

c2a2

ˆ

a arctg
a

b
´

1

2
b ln

a2 ` b2

b2

˙

.

58. Az “
I

c
ln
pa` xq2 ` y2

pa´ xq2 ` y2
,Bx “

BAz
By

“ ´
8I

c

axy

rpa` xq2 ` y2srpa´ xq2 ` y2s
,

By “ ´
BAz
Bx

“ ´
2I

c

ˆ

a´ x

pa´ xq2 ` y2
´

a` x

pa` xq2 ` y2

˙

.

59. 1) Мiж площинами B “
4π

c
j, поза площинами B “ 0;

2) мiж площинами B “ 0, поза площинами B “
4π

c
j.

60. У цилiндричнiй системi координат, вiсь z якої перпендикулярна до
площини кiльця i проходить через його центр, компоненти векторного
потенцiалу мають вигляд:

Aα “
2I

c
a

π
ż

0

cosφdφ
a

r2 ` a2 ` z2 ´ 2ar cosφ
, Az “ Ar “ 0.

Цей iнтеґрал можна виразити через елiптичнi iнтеґрали Лежандра.

Покладемо φ “ π ` 2β та k2 “
4ar

pa` rq2 ` z2
i отримаємо

Aα “
2I

c

´a

r

¯1{2
„ˆ

2

k
´ k

˙

Kpkq ´
2

k
Epkq



,

де Kpkq “

π{2
ż

0

dβ
a

1´ k2 sin2 β
та Epkq “

π{2
ż

0

b

1´ k2 sin2 β dβ — повнi

елiптичнi iнтеґрали Лежандра.
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Компоненти магнiтного поля в цилiндричних координатах

Bz “
1

r

B

Br
prAαq; Br “ ´

BAα
Bz

; Bα “ 0.

Якщо пiдставити значення векторного потенцiалу, то отримаємо для
iндукцiї магнiтного поля в довiльнiй точцi:

Br “
2I

c

z

r
a

pa` rq2 ` z2

„

´Kpkq `
a2 ` r2 ` z2

pa´ rq2 ` z2
Epkq



,

Bz “
2I

c

1
a

pa` rq2 ` z2

„

Kpkq `
a2 ´ r2 ´ z2

pa´ rq2 ` z2
Epkq



,

Bα “ 0.

Мультипольнi розклади

61. Edprq “
3pr,dqr

r5
´

d

r3
“

3pn,dqn´ d

r3
,

Bdprq “
3pr,mqr

r5
´

m

r3
“

3pn,mqn´m

r3
, де n “

r

r
.

62. При перемiщеннi початку координат з однiєї точки в iншу радiус-
вектор i-тої точки у новiй системi запишеться r1i “ ri ` a, де a —
постiйний вектор, ri — радiус-вектор i-тої точки у старiй системi ко-
ординат. Для електрично нейтральної системи

ř

i

qi “ 0. Тому її ди-

польний момент

d1 “
ÿ

i

qir
1
i “

ÿ

i

qipri ` aq “
ÿ

i

qiri ` a
ÿ

i

qi “ d.

63. Тензор квадрупольного моменту має вигляд:

Qjk “

ż

ρprq

ˆ

xjxk ´
r2

3
δjk

˙

dV.

Вiсь симетрiї спрямуємо вздовж осi z цилiндричної системи координат,
тодi

Qxx “

ż

ρpR, zq

ˆ

x2 ´
r2

3

˙

R dR dz dϕ.
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Оскiльки r2 “ x2 ` y2 ` z2 “ R2 ` z2, то

Qxx “

ż

ρpR, zq

ˆ

x2 ´
r2

3

˙

R dR dz dϕ “

“

ż ż

ρpR, zq R dR dz

2π
ż

0

dϕ

ˆ

R2 cos2 ϕ´
pR2 ` z2q

3

˙

“

“
π

3

ż ż

ρpR, zq RpR2 ´ 2z2q dR dz,

Qxy “ Qyx “

ż

ρpR, zq R3 dR dz

2π
ż

0

cosϕ sinϕ dϕ “ 0,

Qxz “

ż

ρpR, zq R3 dR dz

2π
ż

0

cosϕ dϕ “ 0,

Qyy “
π

3

ż ż

ρpR, zq R dR dzpR2 ´ 2z2q,

Qyz “ Qzx “ Qzy “ 0,

Qzz “
2π

3

ż ż

ρpR, zq R dR dzp2z2 ´R2q.

Отже

Qzz “ Q, Qxx “ Qyy “ ´
1

2
Q.

64. Скалярний потенцiал квадруполя

ϕ “
ÿ

j,k

3xjxk
2r5

Qjk,

де

Qjk “

ż

ρprq

ˆ

xjxk ´
r2

3
δjk

˙

dV

— тензор квадрупольного моменту. На основi результатiв попередньої
задачi

ϕ “
ÿ

j,k

3xjxkQjk
2r5

“
3px2Qxx ` y

2Qyy ` z
2Qzzq

2r5
“

“
1

2r5

ˆ

´
3

2
x2Q´

3

2
y2Q` 3z2Q

˙

“
3Q

4r5
p2z2 ´ x2 ´ y2q “

“
3Q

4r5
p3z2 ´ px2 ` y2 ` z2qq “

3Q

4r5
p3z2 ´ r2q.
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У сферичних координатах z “ r cos θ, тому

ϕ “
3Q

4r5

`

3r2 cos2 θ ´ r2
˘

“
3Q

4r3

`

3 cos2 θ ´ 1
˘

.

65. E “
qa

r3

a

1` 3 cos2 θ.

66. E “ ´
3qa2

r7

“

yp4x2 ´ y2 ´ z2qi` xp4y2 ´ x2 ´ z2qj` 5xyzk
‰

.

67. Вказiвка: потрiбно показати, що всi мультипольнi моменти, окрiм ди-
польного, рiвнi нулю.

68. d “ 0; Q “
4π

45
ρabc

¨

˝

2a2 ´ b2 ´ c2 0 0

0 2b2 ´ a2 ´ c2 0

0 0 2c2 ´ a2 ´ b2

˛

‚.

Вказiвка: для розрахунку вiдповiдних iнтеґралiв зручно перейти до
узагальнених сферичних координат:

x “ aη sin θ cosφ,

y “ bη sin θ sinφ,

z “ cη cos θ,

де 0 ď η ď 1.

69. Виберемо Ox за вiсь обертання. Тодi отримаємо

ϕprq “ q

ˆ

1

r
`
pa2 ´ b2qx2 ` p2b2 ´ 2a2qy2 ` pa2 ´ b2qz2

10r5

˙

.

70. d “
´

0; 0;
4πρ0R

4

15

¯

; Qzz “ 0.

71. d “
´

0; 0;
4

15
ρ0πabc

2
¯

; Q1zz “ 0.

72. d “ 0; Qzz “ ´
πσR4

6
.

Диск розмiщено у площинi xOy, його центр — у початку координат.

73. (a) Нехай прямокутник лежить у площинi xOy, початок координат
збiгається з точкою перетину дiагоналей прямокутника, сторона дов-
жиною a паралельна до осi Ox, а сторона довжиною b — до осi Oy.

Q “
1

36
σab

¨

˝

2a2 ´ b2 0 0

0 2b2 ´ a2 0

0 0 ´a2 ´ b2

˛

‚.
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(b) Нехай елiпс лежить у площинi xOy, початок координат збiгається
з центром елiпса, пiввiсь довжиною a лежить на осi Ox, а пiввiсь дов-
жиною b — на осi Oy.

Q “
1

12
σπab

¨

˝

2a2 ´ b2 0 0

0 2b2 ´ a2 0

0 0 ´a2 ´ b2

˛

‚.

74. d “ 0; Q “
κa3

36

¨

˝

2 0 0

0 ´1 0

0 0 ´1

˛

‚.

Вiдрiзок лежить на осi Ox, його центр — у початку координат.

75. ϕprq “
qpa2 ´ b2qpr2 ´ 3z2q

4r5
. Для визначеностi кiльця помiщено

у площину xOy, їх центр — у початку координат.

76. d “ 0.

77. Розмiстимо шестикутник у площинi xOy,
як показано на рис. 10.2. Дипольний i
квадрупольний моменти системи дорiвню-
ють нулевi. Ненульовi компоненти тензо-
ра октупольного моменту: Qxxx “ ´12qa3,

Qxyy “ Qyxy “ Qyyx “ 12qa3.

Отже, ϕprq “ 30qa3 p3y
2 ´ x2qx

r7
. Рис. 10.2.

78. Q “
abc

36
ρ

¨

˝

2a2 ´ b2 ´ c2 0 0

0 2b2 ´ a2 ´ c2 0

0 0 2c2 ´ b2 ´ a2

˛

‚.

79. d “ ´qbp0; 0; 2q; Q “
2q

3

¨

˝

2a2 ` b2 0 0

0 b2 ´ a2 0

0 0 ´2b2 ´ a2

˛

‚.

80. d “ ´qap0; 1; 1q; Q “
qa2

3

¨

˝

2 0 0

0 ´1 0

0 0 ´1

˛

‚.
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81. d “ 0; Q “
2qa2

3

¨

˝

4 3 0

3 ´2 0

0 0 ´2

˛

‚.

82. d “ ´qpa; b; cq;

Q “ ´
q

3

¨

˝

2a2 ´ b2 ´ c2 0 0

0 2b2 ´ a2 ´ c2 0

0 0 2c2 ´ b2 ´ a2

˛

‚.

83. (a) ϕprq “ qa2 pr
2 ´ 3z2q

r5
(лiнiйний квадруполь);

(b) ϕprq “ qa3 p15z3 ´ 9r2zq

r7
(лiнiйний октуполь) ;

(c) ϕprq “ qa2 3xy

r5
; (d) ϕprq “ ´qa3 15xyz

r7
.

84. Розiб’ємо сферу на елементарнi кiльця, площина яких перпендикуляр-
на до осi обертання. Розглянемо одне з таких кiлець. Його площа dS “

“ 2πR2 cos θ dθ, а заряд dQ “ σ dS “
Q

2
cos θ dθ, де σ “

Q

4πR2
— поверх-

нева густина заряду сфери. Обертання кiльця з перiодом T “ 2π{ω

еквiвалентне протiканню струму величиною dI “
dQ

T
“
ωQ

4π
cos θ dθ по

контуру радiуса R cos θ. Магнiтний дипольний момент такого контура

дорiвнює dm “
1

c
dIπpR cos θq2 “

ωQ

4c
R2 cos3 θ dθ i напрямлений уздовж

осi обертання сфери. Пiсля iнтеґрування отримаємо: m “ ωQR2{3c.

85. Векторний потенцiал задано у сферичних координатах, вiдповiднi ди-
ференцiальнi операцiї див. на стор. 7. Безпосереднiм розрахунком пе-
реконуємося, що div A “ 0, тобто справедливе калiбрування Кулона, в

якому рiвняння для векторного потенцiалу ∆A “ ´
4π

c
j. Враховуючи,

що лапласiан тут можна записати як ∆A “ ´ rot rot A, отримаємо для
струму

j “ eφ
c

4π

A0 sin θ

r
e´λr

ˆ

2

r2
´ λ2

˙

.

В означеннi магнiтного диполя m фiґурує векторний добуток rr, js “
´eθ rjφ:

m “
1

2c

ż

rr, js dV “
1

2c

2π
ż

0

dφ

8
ż

0

dr r2

π
ż

0

dθ sin θ kp´ cos θqrjφ “ 0.
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Цей результат для магнiтного дипольного моменту, m “ 0, є очеви-
дним iз поведiнки A на великих вiдстанях: у розкладi за 1{r немає
доданкiв „ 1{r2, якi вiдповiдають дипольному наближенню.

Теорiя випромiнювання

86. Вказiвка: виконайте безпосереднє диференцiювання у вiдповiдних ви-
разах для скалярного потенцiалу. Для полегшення розрахункiв варто
скористатися формулою для лапласiана вiд добутку скалярних фун-
кцiй

∆pfgq “ f∆g ` 2p∇f,∇gq ` g∆f

та вiдомим виразом ∆
1

|r´ r1|
“ ´4πδpr´ r1q.

Рiвняння для векторного потенцiалу перевiряється за аналогiєю пiсля
покомпонентного запису A “ iAx ` jAy ` kAz.

87. Вказiвка: врахувати, що повний iмпульс iзольованої системи є iнтеґра-
лом руху.

88. E “ 2q3Ev0

3c3m

«
d

2qEl

mv2
0

` cos2α´ cosα

ff

.

89. Id “
2

3c3

ˆ

e2
0E

m

p2N ` 1qpN ` 1qN

6

˙2

.

90. Енерґiя випромiнювання електрона, враховуючи рiвняння руху

E “
`8
ż

´8

Ip dt “
2e2

3c3

`8
ż

´8

:r2 dt “
2Z2e6

3m2c3

`8
ż

´8

1

r4
dt.

Вважаючи траєкторiю електрона прямолiнiйною i нехтуючи змiною
його швидкостi,

r “
b

a2 ` v2
0t

2,

звiдки

E “ πZ2e6

3m2c3v0a3
.
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91. Враховуючи рiвняння руху i коловий характер орбiти

mv2

r
“
Ze2

r2
,

повна енерґiя електрона

E “ ´Ze
2

2r
.

Тодi iнтенсивнiсть дипольного випромiнювання

Id “
2e2:r2

3c3
“

32 E4

3c3pmZeq2
“ ´

dE
dt
,

з початковою умовою

E
ˇ

ˇ

ˇ

t“0
“ ´

Ze2

2R
.

Час падiння електрона на ядро (E Ñ ´8):

tп “
m2c3R3

4Ze4
» 1.56 ¨ 10´11 с,

де враховано, що в системi Ґаусса заряд електрона дорiвнює
e » 4.8032 ¨ 10´10 од. СГСЕ.

92. Рiвняння руху частинки

:x “ e
Q

mR3
x.

Енерґiя, яка втрачається частинкою пiд час прольоту через кулю:

E “
`R
ż

´R

Id
dx

9x
“

`R
ż

´R

2Q2e4x2

3c3m2R6

dx

9x
.

Оскiльки енерґiя випромiнювання E мала, то наближенно скористав-
шись законом збереження енерґiї E0 “

m 9x2

2 `Upxq знайдемо швидкiсть
частинки

9x “

c

2E0

m
`

eQ

mR3
px2 ´R2q.

Остаточно отримаємо

E “ 2Qe3

3mc2R2

c

|eQ|

mc2R

»

–

ˆ

2E0R

|eQ|
` 1

˙

arcsin
1

b

2E0R
|eQ| ` 1

´

d

2E0R

|eQ|

fi

fl .

81



93. Дипольний момент частинки

d “ el “ el0 cospωt` αq,

l0 — постiйний вектор, α — початкова фаза. Iндукцiя магнiтного поля

B “ ´
eω2 cospωpt´ r{cq ` αq

c2r2
rl0, rs.

l

l

l

l

Рис. 10.3.

Складовi вектора rl0, rs дорiвнюють (див. рис. 10.3)

rl0, rsr “ rl0, rsθ “ 0, rl0, rsϕ “ rl0 sin θ,

тому

Br “ Bθ “ 0, Bϕ “ ´
eω2 cospωpt´ r{cq ` αq l0 sin θ

c2r
.

Напруженiсть електричного поля

E “ ´
eω2 cospωpt´ r{cq ` αq

c2r3
rrl0, rs, rs.

Складовi вектора rrl0, rs, rs дорiвнюють

rrl0, rs, rsr “ rrl0, rs, rsϕ “ 0, rrl0, rs, rsθ “ r2l0 sin θ,
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тому

Er “ Eϕ “ 0, Eθ “ ´
eω2 cospωpt´ r{cq ` αq l0 sin θ

c2r
.

B

l

Рис. 10.4.

У кожнiй точцi хвильової зони вектори E, B, r взаємо перпендику-
лярнi i утворюють правогвинтову систему, причому E спрямований
по дузi меридiана, B — по дузi паралелi (див. рис. 10.4). Середня за
перiод коливань T “ 2π{ω iнтенсивнiсть дипольного випромiнювання:

xIdy “
1

T

T
ż

0

2:d2

3c3
dt “

ω4e2l20
3c3

.

94. Оскiльки довжина антени фiксована, то електричний дипольний мо-
мент d “ eptq l буде змiнюватися з часом за рахунок змiни заряду
eptq на одному з кiнцiв антени. Усереднене за перiод змiни струму
T “ 2π{ω значення iнтенсивностi дипольного випромiнювання

xIdy “
1

T

T
ż

0

Id dt “
J2

0 l
2ω2

3c3
.
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95. Вказiвка: врахувати, що повний момент iмпульсу iзольованої системи
є iнтеґралом руху.

96. Вказiвка: вiд координат частинок r1, r2 перейти до координат центра
мас i вiдносного руху

R “
m1r1 `m2r2

m1 `m2
, r “ r2 ´ r1.

97. Магнiтно-дипольний момент

m “
1

2c

ż

rr, js dV “
J

2c

¿

L

rr, dls,

де J — сила струму, а L — контур провiдника. Далi,

1

2

¿

L

rr, dls “

ż

S

dS “ S “ abn,

де n — одиничний вектор нормалi до поверхнi, натягнутої на контур
зi струмом L. Усереднене за перiод змiни струму T “ 2π{ω значення
iнтенсивностi магнiтно-дипольного випромiнювання

xImy “
1

T

T
ż

0

Im dt “
a2b2J2

0ω
4

3c5
.

98. Напруженiсть електричного поля

E “
ω2 cospωpt´ r{cq ` αq

c2r2
rm0, rs.

Складовi вектора rm0, rs дорiвнюють (рис. 10.5).

rm0, rsr “ rm0, rsθ “ 0, rm0, rsϕ “ rm0 sin θ,

тому

Er “ Eθ “ 0, Eϕ “
ω2 cospωpt´ r{cq ` αqm0 sin θ

c2r
.

Iндукцiя магнiтного поля

B “ ´
ω2 cospωpt´ r{cq ` αq

c2r3
rrm0, rs, rs.
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Рис. 10.5.

Складовi вектора rrm0, rs, rs дорiвнюють

rrm0, rs, rsr “ rrm0, rs, rsϕ “ 0, rrm0, rs, rsθ “ r2m0 sin θ,

тому

Br “ Bϕ “ 0, Bθ “ ´
ω2 cospωpt´ r{cq ` αqm0 sin θ

c2r
.

У кожнiй точцi хвильової зони вектори E, B, r взаємо перпендику-
лярнi i утворюють правогвинтову систему, причому B спрямований по
дузi меридiана, E — по дузi паралелi (див. рис. 10.6). Отже, поле магнi-
тного диполя може бути отримане з поля випромiнювання електрично-
го диполя (див. задачу 93) шляхом замiни: el0 Ñ m0,E Ñ B,B Ñ ´E.
Середня за перiод коливань T “ 2π{ω iнтенсивнiсть магнiтно-дипольного
випромiнювання:

xImy “
1

T

T
ż

0

2 :m2

3c3
dt “

ω4m2
0

3c3
.

99. Рiвняння руху має вигляд:

m:r`mω2
0r´

2e2

3c3
;r “ eE0 cosωt.
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B

Рис. 10.6.

Розв’язок неоднорiдного рiвняння зручно шукати в комплекснiй фор-
мi, для чого пишемо в правiй частинi eiωt замiсть cosωt (беручи в
остаточних виразах дiйсну частину)

:r` ω2
0r´

2e2

3c3
;r “

e

m
E0 e

iωt.

Оскiльки сила радiацiйного тертя значно менша вiд пружної сили, то
в першому наближеннi однорiдне рiвняння є рiвнянням гармонiчного
осцилятора. Тому

;r “ ´ω2
0 9r.

Отже, ми приходимо до рiвняння для коливань з тертям

:r` γ 9r` ω2
0r “

e

m
E0 e

iωt.

де

γ “
2e2ω2

0

3mc3
.

Частковий iнтеґрал шукаємо у виглядi r “ r1e
iωt. Для r1

r1 “
eE0

mpω2
0 ´ ω

2 ` iωγq
,
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а

r “
eE0 e

iωt

mpω2
0 ´ ω

2 ` iωγq
.

Звiдки

:r2 “
ω4e2E2

0

`

Re
 

eipωt´ϕq
(˘2

m2ρ2
“

ω4e2E2
0 cos2pωt´ ϕq

m2ppω2
0 ´ ω

2q2 ` ω2γ2q
.

де

ρ “
b

pω2
0 ´ ω

2q2 ` ω2γ2, ϕ “ arctg

ˆ

ωγ

ω2
0 ´ ω

2

˙

.

Середня за перiод T “ 2π{ω iнтенсивнiсть випромiнювання осциля-
тора

xIdy “
2e2

3c3
1

T

T
ż

0

:r2 dt “
e4E2

0

3c3m2

ω4

ppω2
0 ´ ω

2q2 ` ω2γ2q
.

100. Вектор Герца задовольняє рiвняння д’Аламбера

∆Z´
1

c2
B2Z

Bt2
“ ´

4π

c
P,

в чому легко переконатися так: якщо до обох частин цього рiвняння

застосувати послiдовно оператори ´div та
1

c

B

Bt
, то отримаємо рiвня-

ння для електроманiтних потенцiалiв. Його розв’язок за аналогiєю з
запiзнювальними потенцiалами:

Zpr, tq “

ż

1

|r´ r1|
P

ˆ

r1, t´
|r´ r1|

c

˙

dV 1.

Напруженiсть електричного та iндукцiя магнiтного полiв

E “ rot rot Z´ 4πP, B “
1

c

B

Bt
rot Z.

101. Зручно використати загальнi формули для запiзнювальних потенцi-
алiв

ϕpr, tq “

ż

1

|r´ r1|
ρ

ˆ

r1, t´
|r´ r1|

c

˙

dV 1,

Apr, tq “
1

c

ż

1

|r´ r1|
j

ˆ

r1, t´
|r´ r1|

c

˙

dV 1.
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Зобразивши ρ i j рядами Тейлора за степенями |r´ r1|{c, знайдемо

ϕpr, tq “
ÿ

ně0

1

n!

dn

dtn

ż

1

|r´ r1|
ρpr1, tq

ˆ

´
|r´ r1|

c

˙n

dV 1,

Apr, tq “
ÿ

ně0

1

n!

dn

dtn
1

c

ż

1

|r´ r1|
jpr1, tq

ˆ

´
|r´ r1|

c

˙n

dV 1.

(a) Для точкового заряду ρpr1, tq “ eδpr1 ´ r0ptqq,
jpr1, tq “ evptqδpr1 ´ r0ptqq. Тодi

ϕpr, tq “
e

R
`

e

2c2

ˆ

v2

R
´
pR,vq2

R3
´
pR, 9vq

R

˙

`
ÿ

ně3

ep´1qn

n!cn
dn

dtn
Rn´1,

Apr, tq “
ev

cR
´

e

c2
9v `

ÿ

ně2

ep´1qn

n!cn`1

dn

dtn
vRn´1,

де R “ r´ r0ptq, R “ |r´ r0ptq|.
(b) Використаємо ґрадiєнтне перетворення потенцiалiв

A1 “ A` grad f, ϕ1 “ ϕ´
1

c

Bf

Bt
.

Вибравши функцiю f так, щоб потенцiал ϕ1 став кулонiвським,
ϕ1pr, tq “ e{R, знайдемо:

Apr, tq “
e

2c

ˆ

v

R
`

RpR,vq

R3

˙

´
2

3

e

c2
9v `

` e
ÿ

ně2

p´1qn

n!cn`1

dn

dtn

ˆ

n` 1

n` 2
v ´

n´ 1

n` 2

RpR,vq

R2

˙

Rn´1.

(c) Усi величини в правих сторонах цих спiввiдношень беруть у такi
ж моменти часу й у таких точках простору, як i в лiвих. Тому дифе-

ренцiювання у формулах B “ rot A, E “ ´ gradϕ´
1

c

BA

Bt
нескладне.

Отримуємо

B “
e

cR3
rv,Rs ` e

ÿ

ně2

p´1qnpn´ 1q

n!cn`1

dn

dtn
rv,RsRn´3,

E “ e
R

R3
`

e

2c2

"

R

R3

ˆ

v2 ´ 3
pR,vq2

R2

˙

´
1

R

ˆ

9v `
RpR, 9vq

R2

˙*

`

`
2e

3c3
:v `

ÿ

ně3

p´1qnn

pn` 1q!cn`1

dn

dtn

ˆ

nv ´ pn´ 2q
RpR,vq

R2

˙

Rn´2.
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102. Як видно з рисунка 10.7,

v
R

c
`R0 “ R.

Рис. 10.7.

Пiднiсши обидва боки рiвностi до квадрату, знайдемо рiвняння для
визначення R:

R2

ˆ

1´
v2

c2

˙

´ 2R
pv,R0q

c
´R2

0 “ 0.

Звiдси

R “
pv,R0q{c

1´ v2{c2
`

„

pv,R0q
2{c2

p1´ v2{c2q2
`

R2
0

1´ v2{c2

1{2

.

З першої формули видно, що

pv,Rq

c
“
pv,R0q

c
`R

v2

c2
.

Використавши знайдене значення для R, отримаємо

R´
pv,Rq

c
“ R0

ˆ

1´
v2

c2
`
pv,R0q

2

R2
0c

2

˙1{2

“ R0

ˆ

1´
v2

c2
sin2 θ0

˙1{2

,

де θ0 — кут мiж векторами v та R0. Отже,

ϕpr, tq “
e

R0

1
b

1´ v2

c2 sin2 θ0

, Apr, tq “
ev

cR0

1
b

1´ v2

c2 sin2 θ0

.

103. E “ ´ gradϕ´
1

c

BA

Bt
“ e

R0

R3
0

ˆ

1´
v2

c2

˙ˆ

1´
v2

c2
`
pv,R0q

2

c2R2
0

˙´3{2

,
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B “ rot A “
e

c

rv,R0s

R3
0

ˆ

1´
v2

c2

˙ˆ

1´
v2

c2
`
pv,R0q

2

c2R2
0

˙´3{2

.

Як бачимо,

B “
1

c
rv,Es.

104. При русi зi сталою швидкiстю координата заряду r0ptq “ vt. Тому
ˆ

∆´
1

c2
B2

Bt2

˙

ϕpr, tq “ ´4πeδpr´ vtq.

Звiдси знаходимо рiвняння для фур’є-зображення ϕkptq

1

c2
B2ϕkptq

Bt2
` k2ϕkptq “ 4πe e´ikvt.

Його розв’язок має вигляд

ϕkptq “
4πe

k2 ´
pkvq2

c2

e´ikvt ”
4πe

k2
´

1´ pkvq2

k2c2

¯e´ikr0ptq.

Аналогiчно
Akptq “

4πev

ck2

1
´

1´ pkvq2

k2c2

¯e´ikr0ptq.

З цих рiвнянь отримуємо:

Bk “ irk,Aks “ i
4πe

c

rk,vs

k2 ´
pkvq2

c2

e´ikr0ptq,

Ek “ ´ikϕk ´
1

c

BAk

Bt
“ ´i

4πe

k2 ´
pkvq2

c2

ˆ

k´
vpkvq

c2

˙

e´ikr0ptq.

Звiдси видно, що

Bk “
1

c
rv,Eks.

Це узгоджується з результом попередньої задачi.

105. Використавши в попереднiй задачi ґрадiєнтне перетоврення потенцi-
алiв

ϕ1k “ ϕk ´
1

c

Bfk
Bt

, A1
k “ Ak ` ikfk,

бачимо, що при

fk “ i
4πec

k2
e´ikr0ptq

pkvq

k2c2 ´ pkvq2
,
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потенцiали електромагнiтного поля запишуться

ϕ1kptq “
4πe

k2
e´ikr0ptq,

A1
kptq “

4πe

ck2

v ´ kpkvq{k2

1´ pkvq2{k2c2
e´ikr0ptq.

106. Повну енерґiю частинок будемо ототожнювати з енерґiєю поля

W “
1

8π

ż

pE2 `B2qdV.

З означення потенцiалiв i рiвнянь Максвелла знаходимо

E2 “ ´divpEϕq ` 4πρϕ´
1

c

ˆ

BA

Bt
,E

˙

,

B2 “ ´divrB,As `
4π

c
pj,Aq `

1

c

ˆ

A,
BE

Bt

˙

.

При нехтуваннi випромiнюванням iнтеґрали вiд членiв з диверґенцi-
єю зникають. Тодi

W “W1 `W2,

де

W1 “
1

2

ż
ˆ

ρϕ`
1

c
pj,Aq

˙

dV,

W2 “
1

8πc

ż
ˆ

Bϕ

Bt
div A´ ϕdiv

BA

Bt

˙

dV

`
1

8πc2

ż

«

ˆ

BA

Bt

˙2

´

ˆ

A,
B2A

Bt2

˙

ff

dV.

При кулонiвському калiбруваннi div A “ 0, перший iнтеґрал у W2

зникає:

W2 “
1

8πc2

ż

«

ˆ

BA

Bt

˙2

´

ˆ

A,
B2A

Bt2

˙

ff

dV.

При лоренцiвському калiбруваннi div A “ ´
1

c

Bϕ

Bt
. Тодi

W2 “
1

8πc2

ż

«

ϕ
B2ϕ

Bt2
´

ˆ

Bϕ

Bt

˙2

`

ˆ

BA

Bt

˙2

´

ˆ

A,
B2A

Bt2

˙

ff

dV.
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Iнодi зручно потенцiали i джерела поля виразити черех їх фур’є-
зображення. Матимемо

W1 “

ż

dk

p2πq3

„

1

2
ϕkρ

˚
k `

1

2c
pAk, j

˚
kq



,

W2 “
1

8πc

ż

dk

„

ipAk,kq
Bϕ˚k
Bt

´ iϕ˚k

ˆ

BAk

Bt
,k

˙

`

`
1

8πc2

ż

dk

«

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

BAk

Bt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

´

ˆ

A˚
k,
B2Ak

Bt2

˙

ff

.

Щоб знайти енерґiю взаємодiї, потрiбно в W1`W2 виключити члени
самодiї (вони розбiжнi).

107. Енерґiя взаємодiї частинок не залежить вiд калiбрування потенцiалiв
поля. Тому для простоти розрахункiв розглянемо випадок кулонiв-
ського калiбрування, якi описано формулами iз задачi 101. Оскiльки
A „ 1{c, то доданком W2 з попередньої задачi можна знехтувати.
Отже,

W “
1

2

ż
ˆ

ρϕ`
1

c
pj,Aq

˙

dV “

“
1

2

ÿ

j‰l

ejel
rjl

"

1`
1

2c2
rpvj ,vlq ´ pnjl,vjqpnjl,vlqs

*

,

де
rjl “ rj ´ rl, njl “ rjl{rjl.

Формулу можна записати у “k-просторi”, якщо використати резуль-
тати задачi 105. Матимемо

W “

ż

dk

p2πq3

ÿ

j‰l

2πejel
k2

eikrjl
ˆ

1`
1

c2

„

pvj ,vlq ´
pk,vjqpk,vlq

k2

˙

.

108. Зручно використати загальну формулу для повної енерґiї у “k-просторi”:

W “

ż

dk

p2πq3
|Ek|

2 ` |Bk|
2

8π
.

Пiдставивши значення Ek i Bk iз задачi 104, отримаємо

W “

ż

dk

p2πq3
2π

k2

ÿ

j‰l

ejele
´ikrjl

#

1`
1

c2

„

pvj ,vlq ´
pk,vjqpk,vlq

k2



ˆ

ˆ

ˆ

1`
pk,vjqpk,vlq

k2c2

˙

1

sjsl

+

, sj “ 1´
pk,vjq

2

k2c2
.
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При cÑ8 звiдси з точнiстю до 1{c2 включно отримуємо результати
попередньої задачi. Легко переконатись, що в ультрарелятивiстсько-
му випадку v “ cpp (p — iмпульс), енерґiя W не буде залежати вiд c.

Теорiя вiдносностi

109. uµ “ pγc, γvq. 110. wµ “
ˆ

γ4

c
pvaq, γ2a`

γ2v

c2
pvaq

˙

.

111. r “ r1 ´
Vpr1Vq

V 2
` γ

Vpr1Vq

V 2
` γVt1, t “ γ

ˆ

t1 `
pr1Vq

c2

˙

.

112. v “

„

V ` v1
a

1´ β2 `
Vpv1Vq

V 2

´

1´
a

1´ β2
¯

ˆ

1`
pv1Vq

c2

˙´1

.

113. a “ p1´ β2q

ˆ

1`
pv1Vq

c2

˙´2

a1 ´
pa1Vq

`

1´ β2
˘

c2

ˆ

1`
pv1Vq

c2

˙´3

ˆ

ˆ

ˆ

v1 `
c2

V 2

´

1´
a

1´ β2
¯

V

˙

.

114.

c

1´
v2

c2
“

d

ˆ

1´
v12

c2

˙

d

ˆ

1´
V 2

c2

˙ˆ

1`
pv1Vq

c2

˙´1

.

115. Враховуючи розв’язок задачi 113, запишемо для прискорення

a1 “ a
p1´ β2q3{2

p1´ vV {c2q3
“ a0.

Якщо врахувати, що швидкiсть системи вiдлiку V збiгається з мит-
тєвою швидкiстю ракети v, то час польоту

∆t “
1

a0

ż v1

0

dv

p1´ v2{c2q3{2
“

4

3

c

a0
.

116. ∆t1 “ ∆t

ˆ

1´
pu´ vq2c2

pc2 ´ uvq2

˙´1{2

, ∆t — покази годинника у власнiй

системi координат, ∆t1 — покази годинника в системi координат K 1.

117. t “
2l

c
γ.
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118. l “ l0
1´ v2{c2

1` v2{c2
.

121. Закон перетворення для тензора другого ранґу виглядає так:
Aµν “ αµρα

ν
σA

1ρσ. Для спрощення можна розглядати компоненти тен-
зора як добутки компонент 4-векторiв (зберiгаючи порядок запису),
Aµν “ BµCν , i послiдовно застосовувати перетворення Лоренца до
Bµ, Cν . Потрiбно врахувати, що для симетричного тензора другого
ранґу компоненти Aνµ “ Aµν . У результатi отримаємо:
A00 “ γ2A100 ` βγ2pA101 `A110q ` β2γ2A111,
A01 “ βγ2pA100 ` A111q ` γ2A101 ` β2γ2A110, A02 “ γA102 ` βγA112,
A03 “ γA103 ` βγA113, A11 “ βγ2pA100 ` A111q ` γ2A110 ` β2γ2A101,
A13 “ γA113`βγA103, A23 “ A123, решта Aνν “ A1νν , Aνµ “ Aµν .

122. Aνν “ 0, Aνµ “ ´Aµν , A01 “ A101, A02 “ γA102 ` βγA112,
A03 “ γA103 ` βγA113, A13 “ γA113 ` βγA103. Вказiвка: закон пе-
ретворення має аналогiчний вигляд, як у задачi 121, але потрiбно
врахувати, що Aνµ “ ´Aµν .

123. Ex “ E1x, Ey “
E1y ` βB

1
z

a

1´ β2
, Ez “

E1z ´ βB
1
y

a

1´ β2
,

Bx “ B1x, By “
B1y ´ βE

1
z

a

1´ β2
, Bz “

B1z ` βE
1
y

a

1´ β2
.

124. B2 ´ E2 “ inv. 125. pE,Bq “ inv.

126. E1 “ 0, B1 “ B1z “
?
B2 ´ E2.

127. B1 “ 0, E1 “ E1z “
?
E2 ´B2.

128. E1 “ E

d

1´ β2 cos2 α

1´ β2
, B1 “

βE sinα
a

1´ β2
.

129. E1 “
a

E2 ` β2B2

a

1´ β2
, B1 “

a

B2 ` β2E2

a

1´ β2
,

cosα “
EB

`

1´ β2
˘

a

pE2 ` β2B2q pB2 ` β2E2q
.

130. v “ rE,Bs
E2 `B2 ´

a

pE2 ´B2q2 ` 4pE,Bq2

2rE,Bs2
.
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131. ϕ “
e

a

px´ vtq2 ` p1´ β2qpy2 ` z2q
, A “

v

c
ϕ.

132. E “
ep1´ β2q

rpx´ vtq2 ` p1´ β2qpy2 ` z2qs
3{2

´

x´ vt, y
a

1´ β2, z
a

1´ β2z
¯

,

B “

”v

c
,E

ı

.

133. E “ ´
γd

rpx´ vtq2γ2 ` y2 ` z2s
3{2
`

3γpd, rqpr´ vtq

rpx´ vtq2γ2 ` y2 ` z2s
5{2
`

`
3γ3pd,vqpr´ vtq

rpx´ vtq2γ2 ` y2 ` z2s
5{2

ˆ

pr,vq

c2
´ t

˙

.

134. Запишемо густину струму в системi K у виглядi ρ “ eδpr ´ vtq “

eδpx ´ vtqδpyqδpzq. Надалi достатньо обмежитися залежнiстю вiд x.
Застосувавши до арґумента дельта-функцiї перетворення Лоренца
i релятивiстський закон додавання швидкостей, отримаємо:

cρ “ ceδpx´ vtq “ ceδ

˜

x1 ` v0t
1

a

1´ β2
`

v1 ` v0

1` v1v0{c2
t1 ` v0x

1{c2
a

1´ β2

¸

“

“ ceδ

˜

a

1´ β2

1` v1v0{c2
px1 ´ v1t1q

¸

“ e
c` v1v0{c
a

1´ β2
δpx1 ´ v1t1q “

cρ1 ` βj1x
a

1´ β2
,

де використано властивiсть дельта-функцiї (2.24) та враховано, що
ρ1v1 “ j1x. Аналогiчно переконуємося, що

jx “ evδpx´ vtq “
j1x ` βcρ

1

a

1´ β2
,

тобто величини cρ i jx перетворюються як компоненти 4-вектора, що
i треба було показати.

135. ω “
1´ β

1` β
ω0.

136. ω2 “ ω1
p1´ β cosα1qp1´ β cosα2q

1´ β2
, cosα2 “

p1` β2q cosα1 ´ 2β

1` β2 ´ 2β cosα1
.

137. Радiус гвинтової лiнiї r “
mc2v0 sinα

eB
a

c2 ´ v2
0

, а крок h “
2πmc2

eB
a

c2 ´ v2
0

v0 cosα

(α — кут мiж v i B).
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138. Загальний розв’язок рiвняння руху можна записати у виглядi:

r “ r0 ` nE
mc2

eE

b

1` reEt` p0s
2
{m2c2 `

` pn0 ´ nE cosαq
cp0

eE
ln

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

eEt

mc
`
p0 cosα

mc
`

c

1`
peEt` p0q

2

m2c2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

,

причому nE “ E{E, n0 “ p0{p0, cosα “ pn0,nEq, де p0 — початковий
iмпульс.

139. E “ mc2 `
p2

2m
´

1

8

p4

m3c2
.

140. Функцiя Лаґранжа системи взаємодiючих частинок визначається фор-
мулою

L “ 1

8π

ż

pE2 ´B2qdV `

ż
ˆ

1

c
pj,Aq ´ ρϕ

˙

dV ` L0,

де L0 — лаґранжiан системи невзаємодiючих частинок. Враховуючи
результати задачi 106 бачимо, що

L “ 1

2

ż
ˆ

1

c
pj,Aq ´ ρϕ

˙

dV `
1

8πc

ż
„ˆ

A,
BE

Bt

˙

`

ˆ

BA

Bt
,E

˙

dV.

Оскiльки, другий доданок має вигляд повної похiдної за часом, то
його можна вiдкинути. Таким чином

L “ 1

2

ż
„

1

c

`

jpr, tq,Apr, tq
˘

´ ρpr, tqϕpr, tq



dV,

або, якщо використати фур’є-зображення потенцiалiв i джерел

L “ 1

2

ż

dk

p2πq3

„

1

c

`

j˚kptq,Akptq
˘

´ ρ˚kptqϕkptq



` L0 ” Li ` L0.

141. Провiвши розрахунки, подiбнi до виконаних у задачi 107, знайдемо

L “ ´1

2

ÿ

j‰l

ejel
rjl

"

1´
1

2c2
rpvj ,vlq ´ pnjl,vjqpnjl,vlqs

*

` L0,

де njl “ rjl{rjl.
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142. Зручно виходити iз загального виразу для Li (задача 140). Викори-
ставши значення ϕk, Ak (див. задачу 104) i симетризувавши вираз,
знайдемо

Li “ ´
ż

dk

p2πq3

ÿ

j‰l

πejel
k2

e´ikrjl
1

sjsl
psj ` slq

ˆ

1´
pvj ,vlq

c2

˙

,

де sj “ 1´
pk,vjq

2

k2c2
.

Зробимо далi такi перетворення:

pk,vjq
2e´ikrjl “ ipk,vjq

ˆ

d

dt
e´ikrj

˙

eikrl “ ipk,vjq
d

dt

`

e´ikrjeikrl
˘

´

´ ipk,vjqe
´ikrj

ˆ

d

dt
eikrl

˙

.

Оскiльки функцiя Лаґранжа — однозначна з точнiстю до доданкiв,
якi є повними похiдними за часом, i враховуючи, що частинки руха-
ються зi сталою швидкiстю drj

dt “ vj “ const, попереднiй вираз запи-
шеться

pk,vjq
2e´ikrjl “ ´ipk,vjqe

´ikrj

ˆ

d

dt
eikrl

˙

“ pk,vjqpk,vlqe
´ikrjl .

У результатi маємо

Li “ ´

ż

dk

p2πq3

ÿ

j‰l

2πejel
k2

e´ikrjl
1

sjsl

ˆ

1´
pvj ,vlq

c2

˙

ˆ

ˆ

ˆ

1´
pk,vjqpk,vlq

k2c2

˙

.

Видiливши доданок з кулонiвською взаємодiєю, отримаємо

Li “ ´
ż

dk

p2πq3

ÿ

j‰l

2πejel
k2

e´ikrjl `

ż

dk

p2πq3

ÿ

j‰l

2πejel
k2

ˆ

ˆ e´ikrjl
1

c2sjsl

„

pvj ,vlq ´
pk,vjqpk,vlq

k2

 „

1´
pk,vjqpk,vlq

k2c2



.

Якщо в кожному з цих виразiв обмежитись врахуванням лише чле-
нiв, пропорцiйних до 1{c2, то отримаємо результат задачi 141.

143. Енерґiя розсiяної частинки визначається рiвнянням:

W pW0 `Mc2q ´W0Mc2 ´m2c4 “
b

W 2
0 ´m

2c4
a

W 2 ´m2c4 cos θ.
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Електродинамiка середовища

144. Eint “
3

ε` 2
E0, Eext “ E0 `

ε´ 1

ε` 2

ˆ

´
a3

r3
E0 ` 3a3 pE0, rq

r5
r

˙

.

145. Eint “ 0, Eext “

ˆ

1´
a3

r3

˙

E0 ` 3a3 pE0, rq

r5
r.

146. Er1 “
1

ε1

2κ
r
, Pr1 “

ε1 ´ 1

4πε1

2κ
r
, Er2 “

1

ε2

2κ
r
, Pr2 “

ε2 ´ 1

4πε2

2κ
r
,

де r — радiальна цилiндрична координата.

147. Eint “ 0, Pint “ 0, Eext
r “

1

εprq

4πRσ

r
, P ext

r “
εprq ´ 1

εprq

Rσ

r
,

де r — радiальна цилiндрична координата.

148. D1 “
q

a3
r, E1 “

1

ε1

q

a3
r, D2 “

q

r3
r, E2 “

1

ε2

q

r3
r,

σ1 “
1

4π

ˆ

1

ε2
´

1

ε1

˙

q

a2
, ρ1 “ ´

3q

4πa3

ε1 ´ 1

ε1
.

149. E “
2πσ

ε
. Поле перпендикулярне до площини i напрямлене по оби-

два боки вiд неї.

150. ϕ1 “ ϕ2 “
2

ε1 ` ε2

q

r
, E1 “ E2 “

2q

ε1 ` ε2

r

r3
,

D1 “
2qε1

ε1 ` ε2

r

r3
, D2 “

2qε2

ε1 ` ε2

r

r3
.

151. C “
ε1S

4πa ln 2
, σ1

ˇ

ˇ

ˇ

x“0
“ ´

q

S

ˆ

1´
1

ε1

˙

, σ1
ˇ

ˇ

ˇ

x“a
“
q

S

ˆ

1´
1

2ε1

˙

,

ρ1 “ ´
qa

ε1Spx` aq2
, де q — заряд обкладки з координатою x “ 0.

152. C “
εab

b` apε´ 1q
. Вказiвка: для розрахунку ємностi потрiбно уявно

зарядити кулю та знайти її потенцiалiв вiдносно r “ 8.

153. ϕint “
2

ε1 ` ε2

q

R
, ϕext “

2

ε1 ` ε2

q

r
,

σ01 “
qε1

2πR2pε1 ` ε2q
, σ11 “ ´

qpε1 ´ 1q

2πR2pε1 ` ε2q
,

σ02 “
qε2

2πR2pε1 ` ε2q
, σ12 “ ´

qpε2 ´ 1q

2πR2pε1 ` ε2q
.
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154. Eint “ 0, Eext “
1

εprq

q

r3
r, σ1 “ ´

q

4πa2

ˆ

1´
1

εpaq

˙

.

155. C “
„

1

ε1

ˆ

1

a
´

1

c

˙

`
1

ε2

ˆ

1

c
´

1

b

˙´1

, σ1a “ ´
q

4πa2

ε1 ´ 1

ε1
,

σ1b “
q

4πb2
ε2 ´ 1

ε2
, σ1c “

q

4πc2

ˆ

1

ε2
´

1

ε1

˙

, де q — заряд внутрiшньої

обкладки.

156. C “
ε1 ` ε2

2

ˆ

1

a
´

1

b

˙´1

. 157. C “ l

„

2

ε1
ln
c

a
`

2

ε2
ln
b

c

´1

.

158. E “
q

εr3
r, P “

ε´ 1

4π

q

εr3
r, q1 “ ´

ε´ 1

ε
q, q2 “

ε´ 1

ε
q.

159. C “
S

4π

ˆ

d1

ε1
`
d2

ε2

˙´1

.

160. C “ ε1

ˆ

1

a
´

1

b
` γ ln

p1` γbqa

p1` γaqb

˙´1

.

161. C “
lε1

2
ln´1 p1` γaqb

p1` γbqa
.

162. Bφ1 “ µ1
2I

cr
, Mφ1 “

µ1 ´ 1

4π

2I

cr
, Bφ2 “ µ2

2I

cr
, Mφ2 “

µ2 ´ 1

4π

2I

cr
,

де r — радiальна цилiндрична координата.

163. Bint “ 0, Mint “ 0, Bext
φ “ µprq

4πRj

cr
, M ext

φ “

´

µprq ´ 1
¯Rj

cr
,

де r — радiальна цилiндрична координата.

164. Bint “
3µ

µ` 2
B0, Bext “ B0 `

µ´ 1

µ` 2

ˆ

´
a3

r3
B0 ` 3a3 pB0, rq

r5
r

˙

.

165. B “ µ
2πj

c
.

166. Az1 “ Az2 “
µ1µ2

µ1 ` µ2

4I

c
ln

1

r
, Bφ1 “ Bφ2 “

µ1µ2

µ1 ` µ2

4I

cr
,

Hφ1 “
µ2

µ1 ` µ2

4I

cr
, Hφ2 “

µ1

µ1 ` µ2

4I

cr
,

де r — радiальна цилiндрична координата.

167. M “
rP,vs

c
.
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168. I “ 4πσ
Ur1r2

r2 ´ r1
, R “

1

4πσ

ˆ

1

r1
´

1

r2

˙

.

169. I “ 2πσU ln´1

ˆ

r2

r1

˙

, R “
1

2πσ
ln
r2

r1
.

170. I “ 2πU

„

1

σ1
ln
r0

r1
`

1

σ2
ln
r2

r0

´1

, R “
1

2π

ˆ

1

σ1
ln
r0

r1
`

1

σ2
ln
r2

r0

˙

.

171. I “ 4πU

„

1

σ1

ˆ

1

r1
´

1

r0

˙

`
1

σ2

ˆ

1

r0
´

1

r2

˙´1

,

R “
1

4π

ˆ

1

σ1

ˆ

1

r1
´

1

r0

˙

`
1

σ2

ˆ

1

r0
´

1

r2

˙˙

.

172. Коефiцiєнт взаємоiндукцiї визначається формулою:

L12 “

¿

L1

¿

L2

pd`1, d`2q

r12
,

де d`1, d`2 — елементи першого та другого контурiв вiдповiдно, а r12

— вiдстань мiж ними. Систему координат виберемо в центрi одного
з контурiв (див. рис. 10.8).

dl1

dl2

dl2

a

b

r’12

r12

I1

I2

z -z’
2 1

z -z2 1

y

z

x

Рис. 10.8.

Кожен iз контурiв складається з чотирьох дiлянок. Виберемо обхiд
контурiв за годинниковою стрiлкою. У такому випадку скалярний до-
буток елементiв контурiв pd`1, d`2q “ 0 для перпендикулярних сторiн.
Отже, внесок в iнтеґрал будуть давати лише тi сторони контурiв, якi
лежать в однiй площинi. У результатi можемо записати:

L12 “ 4

»

—

–

a{2
ż

´a{2

a{2
ż

´a{2

dz1dz2
a

b2 ` pz2 ´ z1q
2
´

a{2
ż

´a{2

a{2
ż

´a{2

dz1dz2
a

a2 ` b2 ` pz2 ´ z1q
2

fi

ffi

fl

.
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Пiсля iнтеґрування отримаємо:

L12 “ 8

˜

a ln
a2 ` b2 ` a

?
a2 ` b2

b
`?

2a2 ` b2 ` a
˘ `

a

2a2 ` b2 ´ 2
a

a2 ` b2 ` b

¸

.

173. Помiстимо систему координат у центр одного з контурiв та перейдемо
до полярної системи координат (див. рис.10.9).

dl2

dl1

P

φ
2 φ1

xO

N
M

r12 h

b

a

Рис. 10.9.

Кут ϕ1 задає положення елемента d`1, а кут ϕ2 — d`2. Iз трикут-
ника MNP вiдстань мiж елементами контурiв d`1 i d`2 дорiвнює
r12 “ h2 ` y2. Тут y “ MN . Величину y знайдемо з трикутника
OMN за теоремою косинусiв: y2 “ b2 ` a2 ´ 2ab cospϕ1 ´ ϕ2q. З три-
кутника OMN можна легко розписати скалярний добуток векторiв:
pd`1, d`2q “ d`1d`2 cospϕ1 ´ ϕ2q. Виразимо елементи контурiв через
вiдповiднi кути d`1 “ a dϕ1, d`2 “ b dϕ2. Зiбравши все разом, отрима-
ємо:

L12 “ ab

2π
¿

0

dϕ1

2π
¿

0

cospϕ1 ´ ϕ2qdϕ2
a

h2 ` a2 ` b2 ´ 2ab cospϕ1 ´ ϕ2q
. (10.13)

Далi робимо замiну змiнних ϕ “ ϕ1 ´ ϕ2 та, проiнтеґрувавши, зна-
йдемо iндуктивнiсть:

L12 “ 4π
a

pa` bq2 ` h2

„ˆ

1´
2ab

pa` bq2 ` h2

˙

K ´ E



,

де K та E — елiптичнi iнтеґрали Лежандра (див. задачу 60).
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174. Виберемо систему координат так як показано на рисунку 10.10. Ко-
ефiцiєнт взаємоiндукцiї можна знайти через потiк вектора iндукцiї
магнiтного поля

L12 “
cΦ12

I1
.

Далi розрахуємо потiк Φ12:

Φ12 “

ż

pB, dSq “

ż

B dS.

I1

b

r
dS

I2

y

x0

Рис. 10.10.

Магнiтна iндукцiя, яку створює безмежно довгий провiдник на вiд-
станi r, дорiвнює B “ 2I1{cr. Отже,

L12 “
c

I1

ż

B dS “ 2

a
ż

0

dx

a{2
ż

´a{2

dy

x` b
“ 2a ln

b` a

b
.

175. L12 “ 2

ˆ

a`
2b
?

3

˙

ln

ˆ

1`
a
?

3

2b

˙

´ 2a.

Вказiвка: спосiб розв’язку аналогiчний до задачi 174.

176. L12 “ 4πµN
´

b´
a

b2 ´ a2
¯

.
Вказiвка: для знаходження магнiтного потоку скористатись розв’яз-
ком задачi 53.
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177. Енерґiя магнiтного поля пов’язана iз iндуктивнiстю котушки насту-
пним виразом:

W “
LI2

2c2
“

µ

8π

ż

H2dV.

Напруженiсть магнiтного поля безмежно довгої котушки знайдемо
аналогiчно до задачi 55, з використанням теореми Стокса для сере-

довища:H “
4πI

c
n. Далi розрахуємо iнтеґрал та знайдемо самоiндук-

цiю одиницi довжини котушки: L “ 4πµa2n2.

178. Провiвши аналогiчнi розрахунки до задачi 53, знайдемо напруже-

нiсть магнiтного поля котушки: H “
2IN

cR
. Енерґiя магнiтного поля

W “
µ

8π

ż

H2dV “
µ

8π

4I2N2

c2

ż

dV

R2
“
LI2

2c2
.

Пiсля розрахунку iнтеґрала (див. 53) отримаємо:

L “ 4πµN2
´

b´
a

b2 ´ a2
¯

.

Квазiстацiонарнi явища

179. Нехай елемент контура dl рухається зi швидкiстю v. Змiна магнiтного
потоку за час dt, спричинена рухом контура, буде

δΦ “ ´dt

¿

L

pB, rdl,vsq.

Звiдси повна швидкiсть змiни магнiтного потоку

dΦ

dt
“
BΦ

Bt
´

¿

L

prv,Bs, dlq.

Закон Фарадея про електромагнiтну iндукцiю набуде вигляду
¿

L

pE1, dlq “ ´
1

c

dΦ

dt
, де E1 “ E`

1

c
rv,Bs.

Цей вираз вiдповiдає ефективнiй (дiючiй) напруженостi електрично-
го поля в рухомому контурi. За його допомогою записується iстинна
е. р. с.

E “

¿

L

pE1, dlq,
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зважаючи на те, що на заряди в провiднику дiє повна сила Лоренца

F “ e

ˆ

E`
1

c
rv,Bs

˙

“ eE1.

180. У малому об’ємi радiуса l0 електричне поле можна вважати сталим.
Спрямуємо вiсь z уздовж вектора E i перепишемо iнтеґрал у сферич-
них координатах:

j0z “
3σ

4πl0

ż

zpR,Epr1qq

R4
e´R{l0 dV 1 “

“
3σ

4πl0
2πE

π
ż

0

dθ sin θ

8
ż

0

dRR2 R cos θR cos θ

R2
e´R{l0 “ σE,

iншi проекцiї дорiвнюють нулевi. Звiдси маємо j0prq “ σEprq.

181. Всерединi провiдника електричне поле задовольняє рiвняння

∆E “
4πµσ

c2
BE

Bt
,

яке в цилiндричнiй системi координат з вiссю z уздовж осi провiдника
має вигляд

1

r

B

Br

ˆ

r
BEz
Br

˙

` k2Ez “ 0, k “
1` i

δ
,

де δ “ c{
?

2πµσω — так звана глибина проникнення. Розв’язок, скiн-
ченний у точцi r “ 0, записують через функцiю Бесселя J0pkrq:

Ezpr, tq “ const J0pkrqe
´iωt.

Розподiл густини струму отримуємо з j0 “ σE.

Магнiтне поле можна знайти за допомогою рiвняння

iω

c
Hϕ “ prot Eqϕ “ ´

BEz
Br

,

що дає

H “ Hϕ “ ´i const

c

4πσi

ω
J1pkrqe

´iωt,

де стала — та ж сама, яка фiґурує у виразi для електричного поля.
Її можна визначити з умови, що на поверхнi провiдника H “ 2I{ca,
де a — його радiус, а I — повний струм у провiднику.
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Границю великих частот (a{δ " 1) нескладно знайти, скориставшись
асимптотичною формулою для функцiй Бесселя

J0

´

x
?

2i
¯

„
1
?
x
ep1´iqx,

звiдки матимемо:

Ez “ const ¨ exp

"

´
a´ r

δ
` i

ˆ

a´ r

δ
´ ωt

˙*

.

182. Перерiз провiдника зображено на рис. 10.11.
З рiвнянь Максвелла у квазiстатичному на-
ближеннi можна отримати таке спiввiдно-
шення для векторного потенцiалу:

∆A “
4πσµ

c2
BA

Bt
.

Беручи до уваги часову залежнiсть струму,

для похiдної за часом маємо
BA

Bt
“ iωA.

Рис. 10.11.

Рiвняння для векторного потенцiалу A “ ezAprq запишемо в цилiн-
дричнiй системi координат:

∆A “
B2A

Br2
`

1

r

BA

Br
“ k2A, де k2 “

4πσµω

c2
i.

Це рiвняння – типу рiвняння Бесселя. Взагалi кажучи, його розв’яз-
ки записують через так званi функцiї Кельвiна berprq, kerprq, однак
для спрощення записуватимемо їх через бiльш вiдомi функцiї I0prq,
K0prq. Враховуючи асимптотики цих функцiй, в рiзних областях ма-
тимемо:

Aprq “ C1
I0pk1rq

I0pk1aq
, якщо r ă a,

Aprq “ C2
I0pk2rq

I0pk2aq
` C3

K0pk2rq

I0pk2aq
, якщо a ă r ă b,

причому k2
m “

4πσmµmω

c2
i, m “ 1, 2.

Магнiтне та електричне поля дорiвнюють вiдповiдно:

H “
1

µ
rotpezAq “ ´eφ

1

µ

BA

Br
“ eφHprq,

E “ ´iωA.
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Iз граничних умов

2πbHpbq “ I0, Epa´ 0q “ Epa` 0q, Hpa´ 0q “ Hpa` 0q

матимемо рiвняння на константи

C1 “ C2 ` C3, ´
µ2I0

2πk2b
“ C2

I1pk2aq

I0pk2aq
´ C3

K1pk2aq

K0pk2aq
,

C1
I1pk1aq

I0pk1aq
“
µ1

µ2

k2

k1

„

C2
I1pk2aq

I0pk2aq
´ C3

K1pk2aq

K0pk2aq



,

де враховано, що I 10prq “ I1prq, K 10prq “ ´K1prq.

За межами провiдника магнiтне поле буде

Hprq “
I0

2πr
, r ě b.

Всерединi отримаємо струми I1 для r ă a та I2 для a ă r ă b:

I1 “ 2πaHpaq “ ´2πaC1
k1

µ1

I1pk1aq

I0pk1a
, I2 “ I0 ´ I1.

183. Перепишемо рiвняння (9.8) для поля H в цилiндричних координатах.
Обертальний рух означає, що швидкiсть має лише φ-складову, vφ “ v,
яка не залежить вiд φ, тодi можна показати, що r- i z-компоненти
рiвняння будуть такими:

BHr

Bt
“

c2

4πσ

ˆ

∆´
1

r2

˙

Hr,
BHz

Bt
“

c2

4πσ
∆Hz.

Домножуючи останнє рiвняння наHz та iнтеґруючи за об’ємом, взяв-
ши додатково у правiй сторонi iнтеґрал частинами, отримаємо:

1

2

B

Bt

ż

V

H2
z dV “ ´

c2

4πσ

ż

V

pgradHzq
2 dV ă 0.

Отже,
B|Hz|

Bt
ă 0 i на пiдставi подiбних мiркувань

BHr

Bt
ă 0.

Це означає, що при t Ñ 8 величини |Hr|, |Hz| Ñ 0, а отже
rv,Hs “ ervHz ´ ezvHr Ñ 0. Тому рiвняння для поля стає

BH

Bt
“

c2

4πσ
∆H.
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Пiсля скалярного домноження на H та iнтеґрування за об’ємом (як
вище) матимемо:

1

2

B

Bt

ż

V

H2 dV “ ´
c2

4πσ

ż

V

prot Hq2 dV ă 0,

тобто з часом величина поля H Ñ 0, що й треба було показати.

184. В iдеально провiднiй рiдинi σ “ 8, а густина вiльних зарядiв ρ “ 0.
Розглядатимемо малi збурення магнiтного поля h на тлi зовнiшнього
поля H0, густини τ 1 на тлi τ0, а також тиску p1 щодо рiвноважного
p0, тобто H “ H0`h, τ “ τ0`τ

1, p “ p0`p
1. Оскiльки у станi рiвно-

ваги рiдина нерухома, то швидкiсть її руху v також можна вважати
малою. Струм j “ c

4π rot H, збурення тиску й густини пов’язанi через
швидкiсть звуку: p1 “ s2τ 1. Система рiвнянь (9.7)–(9.10) з точнiстю
до першого порядку за малими величинами набуде вигляду:

div h “ 0,
Bh

Bt
“ rotrv,hs,

Bτ 1

Bt
` τ0 div v “ 0,

Bv

Bt
“ ´

s2

τ0
∇ρ1 ´

1

4πτ0
rH0, rot hs.

Розв’язки цiєї системи шукатимемо як плоскi хвилi „ eipkr´ωtq, де
фазова швидкiсть u “ ω{k. Система рiвнянь перейде в алґебраїчну:

pk,hq “ 0, ´ωh “ rk, rv,hss, ´ωτ 1 ` τ0pk,vq “ 0,

´ωv “ ´
s2

τ0
ρ1k´

1

4πτ0
rH0, rk,hss.

Перше рiвняння дає k K h. Виберемо напрямок k за вiсь x, а площину
векторiв k та H0 — за площину xy. Пiсля виключення τ 1 рiвняння
покомпонентно запишуться так:

uhz “ ´vzHx, uvz “ ´
Hx

4πτ0
hz,

uhy “ vxHy ´ vyHx, uvy “ ´
Hx

4πτ0
hy, pu2 ´ s2qvx “

Hy

4πτ0
hy,

де Hx “ H0 cos θ, Hy “ H0 sin θ.

Умова сумiсностi перших двох рiвнянь дає перший очiкуваний ре-
зультат u2

1 “ pvA cos θq2, а з iнших трьох матимемо вирази для u2,3.
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185. В нестисливiй iдеально провiднiй рiдинi σ “ 8, густина τ0 “ const,
заряд ρ “ 0, струм j0 “

c
4π rot H. Система рiвнянь (9.7)–(9.10) набуде

вигляду:

div H “ 0,
BH

Bt
“ rotrv,Hs, div v “ 0,

Bv

Bt
` pv,∇qv “ ´ 1

τ0
∇pp` τ0ψq ´

1

4πτ0
rH, rot Hs,

де в останньому рiвняннi враховано ґравiтацiйне поле. Повне магнiт-
не поле H “ H0 `H1. Пiсля елементарних перетворень матимемо:

rotrv,Hs “ pH,∇qv ´ pv,∇qH1,

rH, rot Hs “∇H2

2
´ pH,∇qH1.

Переписуючи рiвняння з похiдними за часом у виглядi

BH

Bt
` pv,∇qH1 “ pH,∇qv,

Bpτ0vq

Bt
` pv,∇qτ0v “

1

4π
pH,∇qv ´∇

ˆ

p` τ0ψ `
H2

8π

˙

,

i зауваживши, що з мiркувань розмiрностi H „
?
τ0 v з точнiстю до

числового коефiцiєнта, можемо дiйти висновку про справедливiсть
рiвнянь з умови задачi.
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