
1. Елементи векторного числення

Дотримуватимемось у текстi збiрника таких домовленостей. Вектори
позначатимемо жирними лiтерами: a,k,A,B,Σ тощо, а компоненти
векторiв — вiдповiдно нижнiми iндексами або номерами, наприклад:
a “ pax, ay, azq, A “ pA1, A2, A3q. Для радiус-вектора в декартовiй
системi координат використовуватимемо спецiальне позначення:

r “ px, y, zq ” xi` yj` zk ” x1i` x2j` x3k,

причому модуль вектора |r| ” r, модуль |E| ” E тощо.
Для скалярного добутку двох векторiв вживатимемо паралельно

такi записи, залежно вiд громiздкостi формул:

pa,bq ” ab “ axbx ` ayby ` azbz,

а для векторного добутку: ra,bs.
Диференцiальний оператор “набла” є вектором з такими компо-

нентами в декартовiй системi координат:

∇ “ i
B

Bx
` j

B

By
` k

B

Bz
.

За його допомогою визначають рiзнi диференцiальнi операцiї пер-
шого порядку. Дiю оператора “набла” на скалярну функцiю назива-
ють ґрадiєнтом , отримуючи в результатi вектор:

gradϕ ”∇ϕ “ i
Bϕ

Bx
` j

Bϕ

By
` k

Bϕ

Bz
.

Диверґенцiю визначають як дiю вектора “набла” на векторну фун-
кцiю, отримуючи скаляр:

div A ” p∇,Aq “
BAx
Bx

`
BAy
Bz

`
BAz
Bz

.
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Ротор беруть вiд векторної функцiї, отримуючи вектор:

rot A ” r∇,As “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

i j k
B

Bx

B

By

B

Bz

Ax Ay Az

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ (1.1)

“ i

ˆ

BAz
By

´
BAy
Bz

˙

´ j

ˆ

BAz
Bx

´
BAx
Bz

˙

` k

ˆ

BAy
Bx

´
BAx
By

˙

.

Оператор Лапласа визначають як скалярний добуток вектора
“набла” самого на себе:

∆ ” p∇,∇q “ ∇2 “
B2

Bx2
`
B2

By2
`
B2

Bz2
. (1.2)

За допомогою ґрадiєнта, диверґенцiї i ротора можна утворити
такi операцiї другого порядку:

grad div A “∇p∇,Aq, (1.3)

div gradϕ “ ∆ϕ, (1.4)

div rot A “ 0, (1.5)

rot gradϕ “ 0, (1.6)

rot rot A “ grad div A´∆A. (1.7)

Щоб отримати останню рiвнiсть, потрiбно розписати подвiйний ве-
кторний добуток за формулою “bac´ cab”:

ra, rb, css “ bpa, cq ´ cpa,bq. (1.8)

Для прикладу наведемо деякi результати дiї диференцiальних
операцiй першого порядку, що є своєрiдною “табличкою множення”.
За їх допомогою надалi проводитимемо спрощення виразiв:

grad r “
r

r
, gradpa, rq “ a,

pa,∇qr “ a, grad fpuq “
dfpuq

du
gradu,

div r “ 3, rot r “ 0.
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Зокрема, часто виникає потреба розрахувати ґрадiєнт вiд фун-
кцiї, що залежить лише вiд модуля радiус-вектора:

grad fprq “
dfprq

dr
grad r “

dfprq

dr

r

r
. (1.9)

Векторний добуток можна переписати з використанням символа
Левi-Чiвiти εijk:

ra,bs “ eiεijkajbk, (1.10)

де використано домовленiсть про “правило сум”: за всiма iндексами,
якi повторюються, вiдбувається пiдсумовування. При цьому орти

e1 ” i, e2 ” j, e3 ” k. (1.11)

Символ εijk є повнiстю антисиметричним тензором третього ранґу:

εijk “

$

’

’

&

’

’

%

`1, якщо pi, j, kq “ p1, 2, 3q, p3, 1, 2q, p2, 3, 1q,

´1, якщо pi, j, kq “ p1, 3, 2q, p3, 2, 1q, p2, 1, 3q,

0 в усiх iнших випадках (i “ j, j “ k або k “ i).

(1.12)

Добуток символiв Левi-Чiвiти виражається таким визначником:

εijkεlmn “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

δil δim δin
δjl δjm δjn
δkl δkm δkn

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

. (1.13)

Тут символ Кронекера

δij “

#

1, якщо i “ j

0, якщо i ‰ j.
(1.14)

Перетворювати об’ємнi, поверхневi й контурнi iнтеґрали один в
одного можна за допомогою таких двох iнтеґральних теорем. Тео-
рема Ґаусса :

ż

V

div A dV “

¿

S

pA, dSq, (1.15)
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де S — замкнута поверхня, яка обмежує об’єм V , елемент поверхнi
dS “ n dS, причому n — одиничний вектор зовнiшньої нормалi до S.

Теорема Стокса :

¿

L

pA, dlq “

ż

S

prot A, dSq, (1.16)

тут S — довiльна поверхня, яка спирається на замкнутий контур L,
елемент довжини dl дотичний до контура L.

Iнтеґрування та диференцiювання за просторовими змiнними мо-
жна виконувати як у декартових координатах x, y, z, так i в деяких
iнших, зокрема сферичних i цилiндричних.

Сферичнi координати r, θ, φ:

x “ r sin θ cosφ,

y “ r sin θ sinφ, (1.17)

z “ r cos θ.

Кут θ вiдраховується вiд осi Oz i змiнюється в межах r0;πs. Кут φ
вiдраховується вiд осiOx у площинi xOy i змiнюється в межах r0; 2πq.
Зв’язок мiж ортами сферичної та декартової систем координат:

er “ i sin θ cosφ` j sin θ sinφ` k cos θ,

eθ “ i cos θ cosφ` j cos θ sinφ´ k sin θ, (1.18)

eφ “ ´i sinφ` j cosφ.

Елемент об’єму у сферичних координатах:

dV “ r2 sin θ dr dθ dφ. (1.19)
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Диференцiальнi операцiї:

grad f “ er
Bf

Br
` eθ

1

r

Bf

Bθ
` eφ

1

r sin θ

Bf

Bφ
, (1.20)

div A “
1

r2
Bpr2Arq

Br
`

1

r sin θ

BpAθ sin θq

Bθ
`

1

r sin θ

BAφ
Bφ

, (1.21)

rot A “ er
1

r sin θ

ˆ

BpAφ sin θq

Bθ
´
BAθ
Bφ

˙

` (1.22)

` eθ
1

r

ˆ

1

sin θ

BAr
Bφ

´
BprAφq

Br

˙

` eφ
1

r

ˆ

BprAθq

Br
´
BAr
Bθ

˙

,

∆f “
1

r2
B

Br

ˆ

r2
Bf

Br

˙

`
1

r2 sin θ

„

B

Bθ

ˆ

sin θ
Bf

Bθ

˙

`
B2f

Bφ2



. (1.23)

Цилiндричнi координати r, φ, z:

x “ r cosφ,

y “ r sinφ, (1.24)

z “ z.

Кут φ вiдраховується вiд осi Ox у площинi xOy i змiнюється в ме-
жах r0; 2πq. Зв’язок мiж ортами цилiндричної та декартової систем
координат:

er “ i cos θ ` j sin θ,

eφ “ ´i sin θ ` j cos θ, (1.25)

ez “ k.

Елемент об’єму у цилiндричних координатах:

dV “ r dr dφ dz. (1.26)
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Диференцiальнi операцiї:

grad f “ er
Bf

Br
` eφ

1

r

Bf

Bφ
` ez

Bf

Bz
, (1.27)

div A “
1

r

BprArq

Br
`

1

r

BAφ
Bφ

`
BAz
Bz

, (1.28)

rot A “ er

ˆ

1

r

BAz
Bφ

´
BAφ
Bz

˙

` (1.29)

` eφ

ˆ

BAr
Bz

´
BAz
Br

˙

` ez
1

r

ˆ

BprAφq

Br
´
BAr
Bφ

˙

,

∆f “
1

r

B

Br

ˆ

r
Bf

Br

˙

`
1

r2
B2f

Bφ2
`
B2f

Bz2
. (1.30)

Варто зазначити, що лапласiан вiд векторного поля, який у де-
картових координатах має простий вигляд

∆A “ i∆Ax ` j∆Ay ` k∆Az, (1.31)

у криволiнiйних координатах вже записується суттєво складнiше че-
рез залежнiсть ортiв вiд координат, пор. (1.18) та (1.25). Тому часто
виявляється простiшим застосувати зв’язок

∆A “ grad div A´ rot rot A. (1.32)

˛

1. Обчислiть ґрадiєнт (вектори a та b — сталi, α “ const):

(a) grad
1

r
; (b) grad

!

pa, rqe´αr
2
)

;

(c) grad
!

pa, rqr
)

; (d) grad
pa, rq

r3
;

(e) gradpa, rqpb,rq; (f) gradpra, rs, rq;

(g) grad epra,rs,bq. (h) grad |ra, rs|2.
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2. Обчислiть диверґенцiю (вектори a та b — сталi):
(a) div rr; (b) divra, rs;

(c) div
r

r2
; (d) div

!

pa, rqr
)

;

(e) div
r

pa, rq
; (f) div

!

ra, rsr
)

;

(g) div
rr, rr,ass

r5
. (h) div

apb, rq

r3
.

3. Обчислiть ротор (вектор a — сталий):
(a) rot rr; (b) rotra, rs;

(c) rot
r

r2
; (d) rot

r

pa, rq
;

(e) rot
rr, rr,ass

r5
; (f) rot

!

pa, rqr
)

.

4. Обчислiть вирази (вектори a та b — сталi):

(a) div
rot rpa, rq

r3
; (b) rot

rotra, rs

r3
;

(c) rot

„

pa, rq
rotra, rs

r3



; (d) grad pra, rs, rotrr,bsq;

(e) grad div rotra, rr,bss; (f) grad divra, rr,bss.

5. Доведiть тотожностi (тут ϕ “ ϕprq, A “ Aprq i т. д.):

(a) divrA,Bs “ pB, rot Aq ´ pA, rot Bq;

(b) rotrA,Bs “ A div B´B div A` pB,∇qA´ pA,∇qB;

(c) gradpA,Bq “ rA, rot Bs ` rB, rot As ` pB,∇qA` pA,∇qB;

(d) rotpϕAq “ ϕ rot A´ rA, gradϕs;

(e) divpϕAq “ ϕdiv A` pA, gradϕq;

(f) pC, gradpA,Bqq “ pA, pC,∇qBq ` pB, pC,∇qAq;
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(g) pC,∇qrA,Bs “ rA, pC,∇qBs ´ rB, pC,∇qAs;

(h) p∇,AqB “ pA,∇qB`B div A;

(i) prA,Bs, rot Cq “ pB, pA,∇qCq ´ pA, pB,∇qCq;

(j) rr∇,As,Bs “ A div B´ pA,∇qB´ rA, rot Bs ´ rB, rot As;

(k) prA,∇s, rot Bq “ pA,∇qdiv B´ pA,∆Bq.

6. Доведiть такi спiввiдношення для згорток символiв Левi-Чiвiти:

(a) εiklεlmn “ δimδkn ´ δinδkm ; (b) εiklεklm “ 2δim ;

(c) εijkεijk “ 6.

7. Знайдiть середнi за всiма просторовими напрямками вiд таких
виразiв, де nj — компоненти одиничного вектора n “ r{r:

(a) nj ; (b) njnk ; (c) njnknl ; (d) njnknlnm .

8. Знайдiть середнi за всiма просторовими напрямками таких ви-
разiв:

(a) pa,nq2 ; (b) pa,nqpb,nq ; (c) pa,nqn ; (d) ra,ns2 .

Тут a,b — сталi вектори, n “ r{r — одиничний вектор.

9. Перетворiть iнтеґрали по об’єму в iнтеґрали по поверхнi (a —
сталий вектор, величини ϕ “ ϕprq та B “ Bprq є функцiями вiд
координат):

(a)
ż

V

pgradϕ,aqdV ; (b)
ż

V

pa, rot BqdV ;

(c)
ż

V

∆pϕψqdV ; (d)
ż

V

∆ϕdV ;

(e)
ż

V

divra,BsdV ; (f)
ż

V

pa, rot rot BqdV .
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10. Обчислiть iнтеґрали:

(a)
¿

S

rpa,nq dS; (b)
¿

S

pa, rqrb,ns dS;

(c)
¿

S

nϕdS; (d)
¿

S

rn,as dS;

(e)
¿

S

pn,bqa dS.

Вектори a та b — сталi, n — орт нормалi до поверхнi S.

(f)
¿

L

f dl. (g)
¿

L

u df .

Iнтеґрування вiдбувається вздовж замкнутого контура L;
f, u — функцiї.



2. Заряди i струми у вакуумi:
вступнi зауваження

У збiрнику використовуємо так звану симетричну систему одиниць
Ґаусса (CGS). У нiй одиниця електричного заряду є похiдною вiд
механiчних одиниць i визначається з закону Кулона у виглядi

F “
q1q2
r2

. (2.1)

Другою характерною рисою цiєї системи одиниць є однакова розмiр-
нiсть напруженостi електричного поля E та iндукцiї магнiтного поля
B. Як наслiдок, у рiвняннях електромагнiтного поля маємо коефiцi-
єнти 4π та 1{c, де c — швидкiсть свiтла у вакуумi.

На практицi найбiльше розповсюдження має Мiжнародна систе-
ма одиниць (SI, Le Système international d’unités). Одиниця заряду
— кулон — є незалежною вiд механiчних одиниць i їй приписують
окрему розмiрнiсть. Як наслiдок, закон Кулона набуває вигляду

F “
1

4πε0

q1q2
r2

, (2.2)

де ε´10 вiдiграє роль електричної силової константи. Також викори-
стовують допомiжну магнiтну силову константу µ0 “ ε´10 {c

2. Еле-
ктричнi та магнiтнi поля в SI мають рiзнi розмiрностi, а в рiвняннях
електромагнiтного поля з’являються константи ε0 i µ0. Основною пе-
ревагою Мiжнародної системи одиниць є те, що вона включає в себе
всi практичнi електричнi та магнiтнi одиницi (кулон, ампер, вольт, ом
тощо), якi сформувались iсторично i поширилися ще перед її ство-
ренням.

Вигляд рiвнянь електромагнiтного поля в SI можна знайти в
будь-якiй стандартнiй лiтературi.
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Система рiвнянь Максвелла в диференцiальнiй формi:

div Epr, tq “ 4πρpr, tq,

div Bpr, tq “ 0,

rot Epr, tq “ ´
1

c

BBpr, tq

Bt
,

rot Bpr, tq “
1

c

BEpr, tq

Bt
`

4π

c
jpr, tq,

(2.3)

де ρpr, tq — об’ємна густина електричного заряду, а jpr, tq — об’ємна
густина електричного струму.

Внаслiдок лiнiйностi рiвнянь електричне i магнiтне поля задо-
вольняють принцип суперпозицiї :

E “
ÿ

i

Ei, B “
ÿ

i

Bi, (2.4)

де Ei, Bi — поля, якi створюються пiдсистемами зарядiв i струмiв.
Через скалярний ϕpr, tq i векторний Apr, tq потенцiали вектори E

та B виражаються так:

Epr, tq “ ´ gradϕpr, tq ´
1

c

BApr, tq

Bt
, (2.5)

Bpr, tq “ rot Apr, tq. (2.6)

Рiвняння для потенцiалiв

∆ϕ`
1

c

B

Bt
div A “ ´4πρ, (2.7)

∆A´
1

c2
B2A

Bt2
“ ´

4π

c
j` grad

ˆ

div A`
1

c

Bϕ

Bt

˙

. (2.8)

Векторний i скалярний потенцiали визначеннi з точнiстю до ска-
лярної функцiї f (так звана калiбрувальна або ґрадiєнтна iнва-
рiантнiсть):

A1 “ A` grad f, ϕ1 “ ϕ´
1

c

Bf

Bt
. (2.9)
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Зважаючи на неоднозначнiсть вибору потенцiалiв, на них можна на-
класти певнi умови, якi називають калiбруваннями.

Калiбрування Кулона :

div A “ 0. (2.10)

Рiвняння для потенцiалiв дещо спрощуються:

∆ϕ “ ´4πρ, (2.11)

∆A´
1

c2
B2A

Bt2
“ ´

4π

c
jK, (2.12)

де

jK “ j´
1

4π
grad

Bϕ

Bt
(2.13)

— поперечний струм . Рiвняння типу (2.11) називають рiвнян-
ням Пуассона , а типу (2.12) — рiвнянням д’Аламбера . Для
оператора (даламберiана) у правiй частинi використовують позна-
чення

l “ ∆´
1

c2
B2

Bt2
.

Калiбрування Лоренца :

div A`
1

c

Bϕ

Bt
“ 0. (2.14)

Рiвняння для потенцiалiв у цьому калiбруваннi:

∆ϕ´
1

c2
B2ϕ

Bt2
“ ´4πρ, (2.15)

∆A´
1

c2
B2A

Bt2
“ ´

4π

c
j, (2.16)

Об’ємна густина енерґiї електромагнiтного поля w та об’ємна гу-
стина потоку енерґiї електромагнiтного поля S визначаються так:

w “
E2 `B2

8π
, S “

c

4π
rE,Bs. (2.17)
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Закон збереження енерґiї:

Bw

Bt
` pj,Eq ` div S “ 0. (2.18)

Густина заряду системи точкових зарядiв teiu в точках triu:

ρpr, tq “
ÿ

i

eiδ
`

r´ riptq
˘

, (2.19)

де δprq — дельта-функцiя Дiрака , властивостi якої описано
нижче.

Густина струму системи точкових зарядiв teiu в точках triu, якi
рухаються зi швидкостями vi:

jpr, tq “
ÿ

i

eiviδ
`

r´ riptq
˘

. (2.20)

Дельта-функцiя Дiрака

Узагальнена функцiя δpxq має такi властивостi:

δpxq “

$

’

&

’

%

8, x “ 0

0, x ‰ 0,
(2.21)

причому

`8
ż

´8

δpxq dx “ 1 (2.22)

або загальнiше
`8
ż

´8

δpx´ aqfpxq dx “ fpaq. (2.23)

Справедливi такi формули для складного арґумента:

δpaxq “
1

|a|
δpxq, δ

`

gpxq
˘

“
ÿ

i

1

|g1pxiq|
δpx´ xiq, (2.24)

де xi — нулi функцiї gpxq.
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Ця функцiя просто узагальнюється на багатовимiрнi випадки,
зокрема на тривимiрний:

δpr´ aq “ δpx´ axqδpy ´ ayqδpz ´ azq. (2.25)

Властивiсть (2.23) тут зручно переписати, ввiвши позначення

dr ” dx dy dz ” dV, (2.26)

а саме:
ż

δpr´ aqfprq dr “ fpaq. (2.27)

Iнтеґрування вiдбувається по всьому простору.

Перетворення Фур’є

Одновимiрне перетворення Фур’є функцiї fpxq визначається спiввiд-
ношеннями:

fpxq “
1

2π

`8
ż

´8

dk fk e
ikx, fk “

`8
ż

´8

dx fpxq e´ikx. (2.28)

Його тривимiрним аналогом (щодо просторових змiнних) є:

fprq “
1

p2πq3

ż

dk fk e
ikr, fk “

ż

dr fprq e´ikr, (2.29)

де для зручностi введено позначення для елементiв об’єму

dr “ dx dy dz; dk “ dkx dky dkz.

Чотиривимiрне перетворення Фур’є (щодо просторових змiнних
i часу):

F pr, tq “
1

p2πq4

ż

dk

ż

dω Fkω e
ipkr´ωtq,

(2.30)

Fkω “

ż

dr

ż

dt F pr, tq e´ipkr´ωtq.
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Величини fk, fk, Fkω називають фур’є-зображеннями . Зрозумi-
ло, що замiсть скалярної величини F pr, tq може стояти й векторна
Fpr, tq, тодi вектором буде й зображення Fkω.

Якщо промiжкiв iнтеґрування не зазначено, то розумiємо iнте-
ґрали по всьому просторовому об’єму i по всьому часовому iнтерва-
лу.

˛

11. Знайдiть рiвняння Максвелла (2.3) для фур’є-зображень.

12. Отримайте вираз для розв’язку ϕprq рiвняння Пуассона

∆ϕprq “ ´4πρprq,

використовуючи пряме й обернене перетворення Фур’є.

13. Знайдiть фур’є-зображення таких потенцiалiв:

(a) ϕprq “
A

r
(потенцiал Кулона);

(b) ϕprq “
Ae´λr

r
(потенцiал Юкави);

(c) ϕprq “ Ae´λr
2
;

(d) ϕprq “ A
”

e´2λpr´aq ´ 2e´λpr´aq
ı

(потенцiал Морзе);

(e) ϕprq “

#

A, r ď a

0, r ą a

(f) ϕ “ Aδpr´ aq

(цей потенцiал ефективно вiдповiдає взаємодiї твердих сфер).

У наведених виразах A, λ, a “ const, a — сталий вектор.

14. Знайдiть фур’є-зображення поперечного струму jKk ptq, яке вiд-
повiдає одиничному заряду e, що рухається за законом r0ptq.
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3. Електростатика у вакуумi

Якщо в рiвняннях (2.3) величини не залежать вiд часу, то система
розпадається на рiвняння електростатики i магнiтостатики. Електро-
статичне поле у вакуумi визначається такими рiвняннями Максвел-
ла:

div Eprq “ 4πρprq,

rot Eprq “ 0,
(3.1)

де Eprq — вектор напруженостi електричного поля, ρprq — густина
заряду.

Теорема Ґаусса для напруженостi електричного поля має вигляд:
¿

S

pE, dSq “ 4π

ż

V

ρ dV “ 4πq, (3.2)

де замкнена поверхня S обмежує об’єм V .
Зв’язок мiж напруженiстю електричного поля та скалярним по-

тенцiалом:

Eprq “ ´ gradϕprq. (3.3)

розв’язок якого можна записати у виглядi:

ϕprq “

ż

V

ρpr1q

|r´ r1|
dV 1 ` const. (3.4)

Для систем зарядiв, обмежених у просторi, константу покладають
рiвною нулевi, забезпечуючи ϕ “ 0 на безмежностi. Беручи ґрадiєнт,
отримуємо напруженiсть електричного поля:

Eprq “

ż

V

pr´ r1qρpr1q

|r´ r1|3
dV 1. (3.5)
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Якщо розподiл заряду заданий поверхневою густиною σprq або
лiнiйною густиною κprq, то напруженiсть електричного поля визна-
чається формулами:

Eprq “

ż

S

pr´ r1qσpr1q

|r´ r1|3
dS1, Eprq “

ż

L

pr´ r1qκpr1q
|r´ r1|3

d`1, (3.6)

де iнтеґрування вiдбувається по двовимiрнiй поверхнi S або однови-
мiрному контуру L вiдповiдно.

Енерґiя електростатичного поля обчислюється за формулою:

W “
1

2

ż

V

ρϕ dV “
1

8π

ż

V

E2 dV. (3.7)

Енерґiя взаємодiї двох систем зарядiв дорiвнює:

W “

ż

ρ1ϕ2 dV “

ż

ρ2ϕ1 dV “

ż

ρ1pr1qρ2pr2q dV1 dV2
|r1 ´ r2|

, (3.8)

де ϕiprq — потенцiал, що створюється розподiлом зарядiв ρiprq.

˛

15. Визначте, якi з перелiчених виразiв можуть описувати електро-
статичне поле:

(a) Eprq “ E0

`

iay cos ax` j sin ax` kpazq2
˘

;

(b) Eprq “ E0
r

a
p2erφ sin θ ` eθφ cos θ ` eφq ;

(c) Eprq “ E0a
´

i
?
axy2 ` j

?
ax2y ` kxye´apx

2`z2q
¯

;

(d) Eprq “ E0

ˆ

er
r

a
` ezA

cosφ

r

˙

.

16. На основi принципу суперпозицiї розрахуйте напруженiсть елек-
тричного поля:

(a) заряду q ą 0, рiвномiрно розподiленого по кiльцю радiуса
a, на осi кiльця;
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(b) прямолiнiйної нитки довжиною 2l, рiвномiрно зарядженої
зарядом q ą 0, в точцi, вiддаленiй на вiдстанi x вiд центра
нитки i розмiщеної симетрично вiдносно її кiнцiв;

(c) нескiнченно довгої нитки, рiвномiрно зарядженої з лiнiй-
ною густиною κ;

(d) безмежної поверхнi, рiвномiрно зарядженої з поверхневою
густиною σ;

(e) сфери радiуса a, рiвномiрно зарядженої з поверхневою гу-
стиною σ;

(f) кулi радiуса a, рiвномiрно зарядженої з об’ємною густи-
ною ρ.

17. Круглий диск радiуса a рiвномiрно заряджений з поверхневою
густиною σ. Визначте, в якiй точцi на осi диска напруженiсть
електричного поля дорiвнює πσ.

18. Круглий диск радiуса a товщиною b рiвномiрно заряджений по
об’єму з густиною ρ “ const. Знайдiть напруженiсть електрич-
ного поля на осi диску.

19. Знайдiть напруженiсть електричного поля, використовуючи
теорему Ґаусса:

(a) безмежної прямолiнiйної нитки, рiвномiрно зарядженої з
лiнiйною густиною κ;

(b) безмежно довгого цилiндра радiуса a, рiвномiрно зарядже-
ного з поверхневою густиною зарядiв σ;

(c) безмежно довгого цилiндра радiуса a, рiвномiрно зарядже-
ного з об’ємною густиною зарядiв ρ;

(d) сфери радiуса a, рiвномiрно зарядженої з поверхневою гу-
стиною σ;

(e) кулi радiуса a, рiвномiрно зарядженої з об’ємною густи-
ною ρ.
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20. Заряд q рiвномiрно розподiлений по об’єму фiгури, яка обме-
жена двома неконцентричними сферами з радiусами R1 i R2,
R1 ą R2; менша сфера повнiстю мiститься всерединi бiльшої.
Вiдстань мiж центрами a. Знайдiть напруженiсть поля всере-
динi меншої сфери.

21. Заряд q рiвномiрно розподiлений по об’єму фiгури, яка обме-
жена двома неконцентричними сферами з радiусами R1 i R2,
R1 ą R2; менша сфера повнiстю мiститься всерединi бiльшої.
Вiдстань мiж центрами a. Знайдiть напруженiсть поля поза фi-
гурою.

22. По об’єму фiгури, яка обмежена двома неконцентричними без-
межно довгими цилiндрами з радiусами R1 i R2 (R1 ą R2),
рiвномiрно розподiлений заряд з густиною ρ. Менший цилiндр
повнiстю мiститься всерединi бiльшого. Вiдстань мiж осями ци-
лiндрiв a. Знайдiть напруженiсть поля всерединi меншого ци-
лiндра.

23. По об’єму фiгури, яка обмежена двома неконцентричними без-
межно довгими цилiндрами з радiусами R1 i R2 (R1 ą R2),
рiвномiрно розподiлений заряд з густиною ρ. Менший цилiндр
повнiстю мiститься всерединi бiльшого. Вiдстань мiж осями ци-
лiндрiв a. Знайдiть напруженiсть поля поза фiгурою.

24. n меридiанiв сфери радiуса a, кут мiж якими α, рiвномiрно
заряджено з лiнiйно густиною заряду κ. Знайдiть напруженiсть
електричного поля в центрi сфери.

25. Знайдiть електричне поле кулi радiуса R, заряд у якiй розпо-
дiлений за законом ρprq “ ρ0

`

r
R

˘n, де r — вiдстань вiд центра
кулi, n ą ´3 — довiльне число.

26. Визначте напруженiсть електричного поля безмежного круго-
вого цилiндра радiуса R, зарядженого з об’ємною густиною:
(a) ρ “ ρ0e

´αr; (b) ρ “ ρ0e
´αr2 .
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27. В основному станi атома водню заряд електрона p´eq розподi-
лений з об’ємною густиною

ρ “ ´
e

πa3
e´2r{a,

де a — борiвський радiус, r — вiддаль до ядра. Розрахуйте
скалярний потенцiал i напруженiсть електричного поля атома
водню.

28. Знайдiть електричне поле безмежної плити товщиною a, яка
рiвномiрно заряджена по об’єму з густиною ρ0.

29. Знайдiть електричне поле безмежної плити товщиною 2a, яка
заряджена по об’єму з густиною ρ “ ρ0

`

1´ pz{aq2
˘

.

30. Заряд розподiлений по безмежному просторi за законом
ρ “ ρ0 cospαxq cospβyq sinpγzq. Знайдiть потенцiал електричного
поля ϕ.

31. Простiр мiж двома концентричними сферами з радiусами R1 i
R2, R1 ă R2, заряджений з об’ємною густиною ρ “ ρ0 pR1{rq

2.
Визначте потенцiал i напруженiсть електричного поля.

32. Простiр мiж двома концентричними безмежно довгими цилiн-
драми з радiусами R1 i R2, R1 ă R2, заряджено з об’ємною
густиною ρ “ ρ0pR1{rq. Визначте потенцiал i напруженiсть еле-
ктричного поля.

33. На основi принципу суперпозицiї розрахуйте потенцiал електри-
чного поля, що створює у вакуумi:
(a) прямолiнiйний рiвномiрно заряджений iз лiнiйною густи-

ною κ вiдрiзок довжиною 2l у будь-якiй точцi простору;

(b) прямолiнiйна безмежна нитка, рiвномiрно заряджена з лi-
нiйною густиною κ;

(c) рiвномiрно заряджена з поверхневою густиною заряду σ

сфера радiуса a;

(d) рiвномiрно заряджена куля радiуса a. Заряд кулi q.
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34. Знайдiть потенцiал електричного поля, що створює рiвномiрно
заряджена (σ “ const) поверхня кругового цилiндра радiусом
a i висотою H в будь-якiй точцi на його осi.

35. З допомогою рiвняння Пуассона визначте потенцiал i напруже-
нiсть електричного поля, що створює:

(a) однорiдна куля радiуса a, рiвномiрно заряджена з об’єм-
ною густиною ρ “ const.

(b) рiвномiрно заряджена з поверхневою густиною заряду σ

сфера радiуса a;

(c) безмежний плоский шар товщиною 2a, рiвномiрно заря-
джений з об’ємною густиною ρ “ const;

(d) однорiдний безмежно довгий круглий цилiндр радiуса a,
рiвномiрно заряджений з об’ємною густиною ρ “ const.

36. Знайдiть енерґiю взаємодiї U електронної хмари з ядром в ато-
мi водню. Заряд електрона розподiлений в атомi з об’ємною
густиною

ρprq “
e

πa3
e´2r{a,

де e — елементарний заряд, a — борiвський радiус.

37. Центри двох куль iз зарядами q1 та q2 знаходяться на вiдстанi
a один вiд одного (a ą R1 ` R2, де R1, R2 — радiуси куль).
Заряди розподiленi сферично симетрично. Знайдiть енерґiю U

взаємодiї куль.



4. Магнiтостатика у вакуумi

У магнiтостатицi вихiдними є такi рiвняння Максвелла:

rot Bprq “
4π

c
jprq,

div Bprq “ 0,

(4.1)

де Bprq — iндукцiя магнiтного поля, jprq — густина струму.
Якщо розподiл струмiв володiє аксiальної симетрiєю, то корис-

ною є iнтеґральна форма рiвняння (4.1) (теорема Стокса):
¿

L

pB, d`q “
4π

c

ż

S

pj, dSq “
4π

c
I, (4.2)

тут iнтеґрал йде по довiльному замкнутому контуру L, I — повний
струм, що протiкає через довiльну поверхню S, охоплену цим конту-
ром.

Векторний потенцiал Aprq так пов’язаний з iндукцiєю магнiтного
поля:

Bprq “ rot Aprq, (4.3)

причому накладаємо також додаткову умову (калiбрування Ку-
лона):

div Aprq “ 0. (4.4)

Подiбно до скалярного потенцiалу, маємо для A рiвняння Пуас-
сона:

∆Aprq “ ´
4π

c
jprq, (4.5)

звiдки векторний потенцiал системи струмiв можна записати так:

Aprq “
1

c

ż

V

jpr1q

|r´ r1|
dV 1. (4.6)
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Найчастiше буде потрiбним вираз для лiнiйних струмiв:

Aprq “
1

c

ż

L

I d`

|r´ r1|
, (4.7)

звiдки маємо закон Бiо–Савара–Лапласа : елемент струму I d`

створює у вакуумi магнiтне поле

dBprq “
1

c

rI d`, r´ r1s

|r´ r1|3
. (4.8)

За принципом суперпозицiї сумарне поле в данiй точцi можна отри-
мати, проiнтеґрувавши (4.8) за всiма елементами струму d`:

Bprq “
1

c

ż

L

rI d`, r´ r1s

|r´ r1|3
. (4.9)

Потiк iндукцiї магнiтного поля через поверхню S виража-
ється формулою:

Φ “

ż

S

pB, dSq. (4.10)

˛

38. Знайдiть магнiтне поле Bprq, що вiдповiдає такому векторному
потенцiаловi:

(a) Aprq “ 1
2 rB0, rs, де B0 — сталий вектор

(симетричне калiбрування);

(b) Aprq “ B0xj, де B0 “ const, j — орт уздовж осi Oy
(калiбрування Ландау).

39. Використовуючи закон Бiо–Савара–Лапласа, визначте iндукцiю
магнiтного поля, яке створює у вакуумi тонкий прямолiнiйний
провiдник довжиною 2L, по якому тече струм силою I. Роз-
гляньте граничний випадок LÑ8.
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40. По коловому контуру радiуса a тече струм I. Використовую-
чи закон Бiо–Савара–Лапласа, визначте iндукцiю магнiтного
поля, яке створюється ним на осi контура.

41. Струм I протiкає по дузi кола радiуса a з центральним кутом
α. Обчислiть iндукцiю магнiтного поля в центрi кола.

42. По кiльцю радiуса R протiкає струм силою I. Знайдiть вели-
чину iндукцiї магнiтного поля в центрi кiльця безпосереднiм
iнтеґруванням вiдповiдного рiвняння Максвелла.

43. В коло радiуса a вписано правильний n-кутник, по якому тече
струм I. Знайдiть iндукцiю магнiтного поля

(а) в центрi n-кутника; розгляньте випадок nÑ8;

(б) будь-де на осi, що проходить через центр n-кутника.

44. Використовуючи вираз для загального розв’язку рiвняння Пу-
ассона, розрахуйте векторний потенцiал, що створює у вакуумi
прямолiнiйний струм I довжиною 2L. Розгляньте граничний
випадок LÑ8.

45. Лiнiйний провiдник має форму прямокутника зi сторонами 2a

i 2b, по якому протiкає струм I. Обчислiть iндукцiю магнiтного
поля на осi, що проходить через центр прямокутника перпен-
дикулярно до його площини.

46. Лiнiйний контур зi струмом I складається iз двох паралельних
напiвбезмежних прямих, з’єднаних мiж собою пiвколом радiуса
a. Обчислiть iндукцiю магнiтного поля в центрi цього пiвкола.

47. За допомогою рiвняння Пуассона визначте векторний потенцi-
ал та iндукцiю магнiтного поля, яке створює струм I, рiвномiр-
но розподiлений по перетину безмежно довгого цилiндричного
провiдника радiуса a.
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48. За допомогою рiвняння Пуассона визначте векторний потен-
цiал та iндукцiю магнiтного поля, яке створює струм I, рiв-
номiрно розподiлений по провiднику, що має форму безмежно
довгого порожнього цилiндра, зовнiшнiй i внутрiшнiй радiуси
якого рiвнi вiдповiдно a та b.

49. За допомогою теореми Стокса знайдiть iндукцiю магнiтного по-
ля, створеного протiканням струму I по безмежно довгому тон-
кому провiднику.

50. Струм I рiвномiрно розподiлений по поверхнi плоского кiльця
з внутрiшнiм i зовнiшнiм радiусами a i b вiдповiдно. Обчислiть
iндукцiю магнiтного поля на осi кiльця.

51. Визначте iндукцiю магнiтного поля, яка створена постiйним
струмом I, що протiкає по безмежному цилiндричному провiд-
нику радiуса a. Густина струму стала.

52. Всерединi тонкої провiдної цилiндричної оболонки радiуса b

знаходиться коаксiальний з нею провiд радiуса a. По цих про-
вiдниках протiкають постiйнi струми однакової величини I у
протилежних напрямках. Визначте iндукцiю магнiтного поля
такої системи в усiх точках простору.

53. На магнiтний тор густо намотано N виткiв iзольованого дроту,
по якому проходить струм силою I. Радiус перерiзу тора рiв-
ний a, вiдстань вiд центра тора до центра перерiзу b. Знайдiть
iндукцiю магнiтного поля всерединi тора i магнiтний потiк у
ньому.

54. У магнiтному полi, яке створене нескiнчено довгим прямолiнiй-
ним струмом, знаходиться квадрат зi стороною a. Сторона ква-
драта паралельна до провiдника зi струмом. На якiй вiдстанi
вiд провiдника знаходиться сторона квадрата, якщо магнiтний
потiк через площину квадрата рiвний Φ “ 2I

c a ln 3 ?

27



55. На достатньо довгий залiзний сердечник круглого перерiзу ра-
дiуса a намотано рiвномiрно тонкий iзольований дрiт кiлькiстю
n виткiв на одиницю довжини, по якому тече струм силою I.
Знайдiть iндукцiю магнiтного поля всерединi сердечника.

56. Уздовж нескiнченно довгої смужки ширини a протiкає рiвно-
мiрно розподiлений по її ширинi струм силою I. Знайдiть iнду-
кцiю магнiтного поля смужки.

57. По двох однакових нескiнченно довгих паралельних пласти-
нах, розташованих одна над одною, протiкають струми про-
тилежних напрямкiв. Ширина пластин a, вiдстань мiж ними b.
Знайдiть силу взаємодiї пластин на одиницю довжини.

58. Знайдiть векторний потенцiал A та iндукцiю магнiтного поля B

двох прямолiнiйних паралельних струмiв I, якi течуть у рiзних
напрямках. Вiдстань мiж провiдниками рiвна 2a.

59. Знайдiть магнiтне поле B, створене двома паралельними пло-
щинами, по яких протiкають струми з поверхневою густиною j.
Розгляньте два випадки взаємної орiєнтацiї струмiв: в одному
напрямку, в рiзних напрямках.

60. Знайдiть векторний потенцiал A та магнiтне поле B, якi ство-
рює в довiльнiй точцi тонке кiльце радiуса a зi струмом I. Ре-
зультат виразiть через елiптичнi iнтеґрали.



5. Мультипольнi розклади

Загальний розклад скалярного потенцiалу за мультиполями:

ϕprq “
8
ÿ

n“0

1

rn`1

ż

V

r1nPnpcos θqρpr1q dV 1, θ “ pyr1, rq, (5.1)

де Pnpcos θq — полiноми Лежандра. У явному виглядi розклад за
мультиполями можна записати так:

ϕprq “
q

r
`
pd, rq

r3
`

3

2r5

3
ÿ

j“1

3
ÿ

k“1

xjxkQjk ` (5.2)

`

8
ÿ

n“3

1

r2n`1
p2n´ 1q!!

n!

3
ÿ

k1“1

. . .
3
ÿ

kn“1

xk1 . . . xknQk1...kn .

У цьому виразi q — повний заряд

q “
ÿ

i

ei або q “

ż

V

ρpr1q dV 1, (5.3)

де перший вираз записано для системи точкових зарядiв, другий —
для неперервного розподiлу з густиною ρprq.

Електричний дипольний момент :

d “
ÿ

i

eiri або d “

ż

V

r1ρpr1q dV 1. (5.4)

Електричний квадрупольний момент системи точкових за-
рядiв:

Qjk “
ÿ

i

ei

ˆ

x
piq
j x

piq
k ´

r2i
3
δjk

˙

, (5.5)

де xpiqj — j-та компонента радiус-вектора i-тої частинки ri, а ri “ |ri|.
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Для неперервного розподiлу зарядiв цей вираз записують так:

Qjk “

ż

V

ˆ

x1jx
1
k ´

r12

3
δjk

˙

ρpr1q dV 1. (5.6)

Вищi мультипольнi моменти (n ě 3) визначаються аналогiчно з
урахування вiдповiдної симетризацiї. Зокрема, випадок n “ 3 нази-
вають октупольним моментом :

Qjkl “
ÿ

i

ei

„

x
piq
j x

piq
k x

piq
l ´

r2i
5

´

x
piq
j δkl ` x

piq
k δjl ` x

piq
l δjk

¯



, (5.7)

який можна отримати з (5.1) пiсля низки нескладних перетворень.
Подiбним способом можна розкласти й векторний потенцiал Aprq.
Магнiтний дипольний момент системи точкових зарядiв:

m “
1

2c

ÿ

i

eirri,vis (5.8)

а для неперервного розподiлу, що визначається густиною струму jprq:

m “
1

2c

ż

V

rr, jpr1qs dV 1 (5.9)

У дипольному наближеннi векторний потенцiал дорiвнює

Aprq “
rm, rs

r3
, (5.10)

оскiльки доданка, що вiдповiдає монополю, — аналога виразу з пов-
ним зарядом q у формулi (5.2) — для магнiтного поля не iснує.

˛

61. Знайдiть вирази для електричного i магнiтного полiв, що вiд-
повiдають дипольному наближенню

ϕdprq “
pd, rq

r3
та Adprq “

rm, rs

r3
.
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62. Покажiть, що дипольний момент електрично нейтральної си-
стеми не залежить вiд вибору початку системи координат.

63. Покажiть, що тензор квадрупольного моменту аксiально симе-
тричного розподiлу зарядiв має лише одну незалежну компо-
ненту.

64. Знайдiть потенцiал електричного поля, яке створює у вакуумi
аксiально симетричний квадруполь з моментом

Qzz “ Q; Qxx “ Qyy “ ´
Q

2
.

65. Знайдiть електричне поле диполя на великiй вiдстанi вiд нього.
Заряди дорiвнюють ˘q, вiдстань мiж ними a.

66. Знайдiть електричне поле на великiй вiдстанi вiд системи за-
рядiв, якi розмiщенi у вершинах квадрата зi стороною a. Одно-
йменнi заряди величиною ˘q знаходяться на протилежних вер-
шинах.

67. Покажiть, що розподiл зарядiв ρprq “ ´pd,∇qδprq описує еле-
ментарний диполь з моментом d, розташований у початку ко-
ординат.

68. Знайдiть електричний дипольний момент d i квадрупольний
момент Qjk тривiсного елiпсоїда з пiвосями a, b, c. Густина за-
ряду ρ “ const.

69. Визначте потенцiал електричного поля (з точнiстю до квадру-
польного члена), яке створює елiпсоїд обертання з пiвосями a
та b (b ă a) на великих вiдстанях. Заряд q рiвномiрно розподi-
лений по елiпсоїду.

70. Знайдiть електричний дипольний момент d i компоненту Qzz
квадрупольного моменту кулi радiусом R, якщо густина заряду
ρpzq “ ρ0p1`z{Rq, ρ0 “ const. Центр кулi збiгається з початком
координат.
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71. Знайдiть електричний дипольний момент d i компоненту ква-
друпольного моменту Q1zz, де Q1ij “

ş

x1ix
1
jρpr

1q dV 1, тривiсно-
го елiпсоїда з пiвосями a, b, c. Густина заряду ρpzq “ ρ0z{c,
ρ0 “ const. Центр елiпсоїда збiгається з початком координат.

72. Знайдiть дипольний i компоненту Qzz квадрупольного моменту
рiвномiрно зарядженого (з поверхневою густиною σ) тонкого
диска радiуса R, який лежить у площинi xOy.

73. Знайдiть квадрупольний момент тонкої плоскої пластини, одно-
рiдно зарядженої з поверхневою густиною σ, якщо:

(a) форма пластини — прямокутник зi сторонами a, b;

(b) форма пластини — елiпс iз пiвосями a, b.

74. Знайдiть дипольний i квадрупольний моменти вiдрiзка довжи-
ною a, зарядженого з лiнiйною густиною κ, який лежить на осi
Ox так, що його центр збiгається з початком координат.

75. Два коаксiальнi рiвномiрно зарядженi тонкi круглi кiльця, з ра-
дiусами a i b та зарядами q i ´q вiдповiдно, знаходяться в однiй
площинi. Знайдiть потенцiал електричного поля цiєї системи на
великих вiдстанях вiд неї.

76. Знайдiть дипольний момент системи однакових зарядiв, якi на
площинi розмiщенi у вершинах правильного 2n-кутника.

77. У вершинах правильного шестикутника з стороною 2a розмi-
щено почергово рiзнойменнi заряди величиною q. Знайдiть пер-
ший незникаючий член розкладу потенцiалу на великих вiдста-
нях.

78.

Знайдiть квадрупольний момент
прямокутного паралелепiпеда зi
сторонами a, b, c, рiвномiрно за-
рядженого з густиною ρ “ const.
Центр паралелепiпеда збiгається з
початком координат (див. рис.).
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79.

Знайдiть дипольний i квадруполь-
ний моменти системи зарядiв вели-
чинами `q, `q, ´2q, розмiщених
у вершинах рiвнобедреного трику-
тника (див. рис.).

80.

Знайдiть дипольний i квадруполь-
ний моменти системи зарядiв вели-
чинами `q, `q, ´2q, розмiщених у
вершинах рiвнобедреного прямоку-
тного трикутника з катетом a (див.
рис.).

81.

Знайдiть дипольний i квадруполь-
ний моменти системи чотирьох за-
рядiв величинами ˘q, якi розмiще-
нi у вершинах паралелограма (див.
рис.).

82.

Знайдiть дипольний i квадруполь-
ний моменти системи чотирьох за-
рядiв величинами ´q, ´q, ´q, `3q,
якi розмiщенi у вершинах трикутної
пiрамiди (див. рис.).
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83. Знайдiть перший незникаючий на великих вiдстанях доданок
скалярного потенцiалу систем зарядiв, зображених на рисун-
ках:

(a) (b)

(c)
заряди розмiщенi у вершинах

квадрата зi стороною a;

(d)
заряди розмiщенi у вершинах

куба зi стороною a.

84. Знайдiть магнiтний дипольний момент рiвномiрно зарядженої
сферичної поверхнi радiуса R, яка обертається навколо своєї
осi зi сталою кутовою швидкiстю ω. Повний заряд сфери Q.

85. Певний розподiл струму створює магнiтне поле з потенцiалом

Apr, θ, φq “ eφ
A0 sin θ

r
e´λr, де A0, λ “ const. Знайдiть густину

струму jprq i магнiтний дипольний момент такої системи.



6. Теорiя випромiнювання

Скалярний i векторний потенцiали електромагнiтного поля з ураху-
ванням ефектiв запiзнення, якi пов’язанi зi скiнченною швидкiстю
поширення електромагнiтних взаємодiй, можна записати через так
званi запiзнювальнi потенцiали :

ϕpr, tq “

ż

V

1

|r´ r1|
ρ

ˆ

r1, t´
|r´ r1|

c

˙

dV 1, (6.1)

Apr, tq “
1

c

ż

V

1

|r´ r1|
j

ˆ

r1, t´
|r´ r1|

c

˙

dV 1, (6.2)

де V — об’єм, у якому зосередженi заряди.
Для точкового заряду отримаємо потенцiали Лiєнара–

Вiхерта :

ϕpr, tq “
e

Rpτq ´ 1
cRpτqvpτq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

τ“t´Rpτq

c

, (6.3)

Apr, tq “
vpτq

c

e

Rpτq ´ 1
cRpτqvpτq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

τ“t´Rpτq

c

, (6.4)

де Rpτq “ r ´ r0pτq, r0pτq — радiус-вектор, який задає положення
частинки в момент часу τ .

Нехай лiнiйнi розмiри системи зарядiв обмеженi величиною l. На
великих вiддалях r вiд системи, r " l ě r1 достатньо обмежитись
розкладом |r ´ r1| » r ´ pn, r1q, де n “ r{r. Векторний потенцiал
набуде вигляду:

Apr, tq »
1

cr

ż

V

j

ˆ

r1, t´
r

c
`
pn, r1q

c

˙

dV 1. (6.5)

Розглянемо електромагнiтне поле на великих вiддалях вiд нашої си-
стеми зарядiв — у хвильовiй зонi: r " λ " l. Оскiльки довжина
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випромiнюваної хвилi велика порiвняно з лiнiйними розмiрами си-
стеми λ " l, то густину струму j пiд iнтеґралом можна розкласти в
ряд за pn, r1q

c :

Apr, tq “ Adpr, tq `Ampr, tq `AQpr, tq ` . . . , (6.6)

Adpr, tq “
9d
`

t´ r
c

˘

cr
, (6.7)

Ampr, tq “
r 9m

`

t´ r
c

˘

, ns

cr
, (6.8)

AQpr, tq “
:Q
`

t´ r
c

˘

2c2r
, (6.9)

де Adpr, tq — дипольне, Ampr, tq — магнiтно-дипольне, AQpr, tq —
квадрупольне наближення для векторного потенцiалу; 9d

`

t´ r
c

˘

—
похiдна за часом вiд електричного дипольного моменту

d
´

t´
r

c

¯

“

ż

V

r1 ρ
´

r1, t´
r

c

¯

dV 1;

9m
`

t´ r
c

˘

— похiдна за часом вiд магнiтного дипольного моменту

m
´

t´
r

c

¯

“
1

2c

ż

V

”

r1, j
´

r1, t´
r

c

¯ı

dV 1;

:Q
`

t´ r
c

˘

— друга похiдна за часом вiд вектора, компоненти якого

Qj

´

t´
r

c

¯

“ nkQjk

´

t´
r

c

¯

,

Qjk

´

t´
r

c

¯

“

ż

V

ρ
´

r1, t´
r

c

¯

ˆ

x1jx
1
k ´

r12

3
δjk

˙

dV 1,

де Qjk — тензор квадрупольного моменту системи, nk — компоненти
одиничного вектора n “ r{r.

Магнiтне поле B “ rot A та електричне поле E, якi вiдповiдають
випромiнюванню, можна обчислити за простiшими формулами:

B “
1

c
r 9A,ns, E “ rB,ns. (6.10)
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Iнтенсивнiсть випромiнювання (втрата енерґiї за одиницю часу):

I “ Id ` Im ` IQ ` IA, (6.11)

Id “
2:d2

3c3
, (6.12)

Im “
2 :m2

3c3
, (6.13)

IQ “
1

20c5
;Qjk ;Qjk, (6.14)

IA “ ´
4

3c3
p;T, :dq, (6.15)

де Id, Im, IQ — iнтенсивностi дипольного, магнiтно-дипольного, ква-
друпольного випромiнювання вiдповiдно. Усi величини взято в мо-
мент часу t´ r

c . Доданок IA — iнтенсивнiсть так званого анапольно-
го випромiнювання, в означеннi якої фiґурує вектор — анапольний
момент або тороїднiсть:

T
´

t´
r

c

¯

“
1

10c

ż

V

dV 1
"

´

j
´

r1, t´
r

c

¯

, r1
¯

r1 ´ 2r12 j
´

r1, t´
r

c

¯

*

. (6.16)

Заряджена частинка, що рухається з прискоренням, тобто пiд
впливом деякої зовнiшньої сили F, зазнає впливу сили радiацiйно-
го гальмування

Frad. “
2e2

3c3
;r. (6.17)

Якщо F — пружна сила, F “ ´mω0r, то Frad. називають силою
променистого тертя :

Frad.fr. “ ´
2e2ω2

0

3c3
9r. (6.18)

˛

86. Переконайтесь, що запiзнювальнi потенцiали задовольняють рiв-
няння д’Аламбера

lϕpr, tq “ ´4πρpr, tq, lApr, tq “ ´
4π

c
Apr, tq.
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87. Покажiть, що для iзольованої системи, яка складається з N
частинок з однаковим питомим зарядом (ei{mi = const,
i “ 1, 2, . . . , N), iнтенсивнiсть дипольного випромiнювання Id
дорiвнює нулевi.

88. Через конденсатор пролетiла частинка масою m i зарядом q.
Вiдстань мiж обкладками конденсатора рiвна l, а напруженiсть
електричного поля E в конденсаторi однорiдна i постiйна. Кут
мiж вектором E i напрямком швидкостi частинки v0 пiд час
вльоту дорiвнює α. Знаки заряду q i cosα однаковi. Оцiнiть
енерґiю, яку пiд час прольоту через конденсатор частинка втра-
чає на дипольне випромiнювання.

89. Система N частинок з однаковими масами m та електричними
зарядами ek “ ke0, де e0 — елементарний заряд, k “ 1, . . . , N ,
перебуває в постiйному електричному полi напруженiстю E.
Нехтуючи взаємодiєю мiж частинками, знайдiть iнтенсивнiсть
дипольного випромiнювання такої системи.

90. Електрон масою m i зарядом e пролiтає на великiй вiддалi a
вiд нерухомого ядра з зарядом Z|e|. У безмежно вiддалений мо-
мент часу t “ ´8 електрон мав швидкiсть за абсолютною вели-
чиною рiвну v0. Нехтуючи викривленням траєкторiї, знайдiть
енерґiю E , яку електрон втрачає на дипольне випромiнювання
за час прольоту.

91. У класичнiй моделi атома, яку запропонував Резерфорд, еле-
ктрон масоюm i зарядом e обертається по коловiй орбiтi навко-
ло нерухомого ядра з зарядом Z|e|. Знайдiть закон зменшення
повної енерґiї електрона E за рахунок дипольного випромiню-
вання. Обчислiть час tп, через який електрон впаде на ядро
внаслiдок втрати енерґiї на дипольне випромiнювання. У поча-
тковий момент часу t0 “ 0 електрон знаходився на вiддалi R
вiд ядра.
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92. Частинка масою m i зарядом e пролiтає по дiаметру кулi радi-
уса R, всерединi якої рiвномiрно розподiлений заряд Q. Заряди
частинки i кулi протилежного знака. Перед вльотом у кулю
частинка мала кiнетичну енерґiю E0. Знайдiть енерґiю E , яку
частинка втрачає на дипольне випромiнювання пiд час прольо-
ту через кулю.

93. Частинка масою m i зарядом e здiйснює гармонiчнi коливання
з частотою ω (гармонiчний осцилятор). Знайдiть напруженiсть
електричного та iндукцiю магнiтного полiв у хвильовiй зонi та
середню за перiод коливань T “ 2π{ω iнтенсивнiсть дипольного
випромiнювання.

94. Найпростiша лiнiйна антена — це тонкий прямолiнiйний про-
вiдник завдовжки l, по якому тече струм J “ J0 cosωt, причо-
му антена настiльки коротка, що струм вважають незмiнним
по всiй її довжинi. Знайдiть середню за перiод змiни струму
T “ 2π{ω iнтенсивнiсть випромiнювання антени.

95. Покажiть, що для iзольованої системи, яка складається з N
частинок з однаковим питомим зарядом (ei{mi “ e{m = const,
i “ 1, 2, . . . , N), iнтенсивнiсть магнiтно-дипольного випромiню-
вання Im дорiвнює нулевi.

96. Покажiть, що магнiтно-дипольне випромiнювання вiдсутнє у
системi, яка складається з двох заряджених частинок, якi ру-
хаються з нерелятивiстськими швидкостями.

97. Найпростiша рамкова антена — це прямокутна рамка зi сторо-
нами a i b, по якiй тече лiнiйний струм силою J “ J0 cosωt.
Визначте середню за перiод коливань T “ 2π{ω iнтенсивнiсть
магнiтно-дипольного випромiнювання.

98. Знайдiть напруженiсть електричного та iндукцiю магнiтного
полiв у хвильовiй зонi та середню за перiод коливань T “ 2π{ω

39



iнтенсивнiсть випромiнювання магнiтного диполя, момент яко-
го m “ m0 cospωt` αq.

99. Частинка масою m i зарядом e пiд дiєю пружної сили мо-
же здiйснювати гармонiчнi коливання з частотою ω0 (гармо-
нiчний осцилятор). Враховуючи силу радiацiйного тертя, зна-
йдiть середню за перiод коливань T “ 2π{ω iнтенсивнiсть ди-
польного випромiнювання осцилятора, який здiйснює вимуше-
нi коливання в зовнiшньому електричному полi напруженiстю
E “ E0 cosωt.

100. Покажiть, що замiсть запiзнювальних потенцiалiв Apr, tq i
ϕpr, tq, зв’язаних умовою Лоренца, можна ввести одну векторну
функцiю Zpr, tq, через яку виражаються електромагнiтнi потен-
цiали: ϕ “ ´div Z, A “ 1

c
BZ
Bt . Величину Z називають вектором

Герца або поляризацiйним оператором. Своєю чергою, розподiл
зарядiв i струмiв електронейтральної системи в цьому випадку
доцiльно описувати векторном поляризацiї Ppr, tq, заданим за
допомогою спiввiдношень ρ “ ´div P, j “ BP

Bt .

101. Електромагнiтне поле рухомого точкового заряду описують ска-
лярним ϕ i векторним A потенцiалами Лiєнара–Вiхерта

ϕpr, tq “
e

spτq
, Apr, tq “

vpτq

c

e

spτq
,

де spτq “ Rpτq´ 1
c
`

Rpτq,vpτq
˘

, Rpτq “ r´ r0pτq, Rpτq “ |Rpτq|,
a r0pτq та vpτq — вiдповiдно координата i швидкiсть заряду в
момент часу τ . Моменти часу спостереження t i часу запiзнення
τ пов’язанi спiввiдношенням τ “ t´Rpτq{c.

(a) Запишiть ϕpr, tq i Apr, tq у виглядi рядiв за степенями 1{c.

(b) Отримайте аналогiчнi формули у вакуумi для випадку ку-
лонiвського калiбрування потенцiалiв.

(c) Обчислiть напруженiсть електричного та iндукцiю магнiт-
ного полiв.
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102. Заряд рухається зi сталою швидкiстю v. Виразiть потенцiали
Лiєнара–Вiхерта через координату заряду в момент часу спо-
стереження t.

103. Виразiть напруженiсть електричного та iндукцiю магнiтного
полiв заряду, що рiвномiрно рухається зi сталою швидкiстю v,
через його координату в момент часу спостереження t.

104. Знайдiть фур’є-зображення потенцiалiв Лiєнара–Вiхерта, на-
пруженостi електричного та iндукцiї магнiтного полiв, якщо
заряд рухається зi сталою швидкiстю.

105. Запишiть потенцiали електромагнiтного поля рiвномiрно рухо-
мого точкового заряду при кулонiвському калiбруваннi.

106. Система заряджених частинок локалiзована в об’ємi V . Нехту-
ючи випромiнюванням, знайдiть загальну формулу для енерґiї
взаємодiї частинок.

107. Обчислiть енерґiю взаємодiї системи точкових зарядiв з точнi-
стю до 1{c2 включно.

108. Обчислiть енерґiю взаємодiї системи зарядiв, якi рухаються зi
сталою швидкiстю v. Розгляньте випадок v Ñ c.


