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Пiзнання, чашнику, — то є вино священне.
Знань не давати — грiх великий, як на мене.
Той, хто не знає, у життi не має цiлi.
Пiзнати — цiль; хай буде кожен ним натхне́ний.

(Омар Хайям. Рубайят.
Поетична iнтерпретацiя Григорiя Латника)

Вступне слово
Пропонуємо Вашiй увазi збiрник, у якому зiбрано 1001 задачу з рiзних
роздiлiв математичної фiзики. Видання складається з трьох основних роз-
дiлiв (“Теорiя функцiй комплексної змiнної ”, “Iнтеґральнi перетворення.
Узагальненi функцiї ”, “Рiвняння математичної фiзики”), та з одного дода-
ткового, куди ввiйшли окремi задачi варiацiйного числення, задачi, пов’я-
занi з використанням спецiальних функцiй, а також задачi на iнтеґрали й
похiднi дробового порядку, використання яких у сучаснiй фiзицi стає що-
раз ширшим. Залежно вiд рiвня складностi чи подiбностi задачi подекуди
згруповано так, що всього разом налiчується 723 завдання.

Для всiх задач (за винятком задач на доведення) наведено вiдповiдi, а
окремi з них супроводжуються вказiвками i часом розлогими розв’язками.
Теоретичний матерiал проiлюстровано прикладами розв’язування типових
задач. Сподiваємося, це сприятиме самостiйнiй роботi над завданнями, що
особливо актуально у зв’язку з реорганiзацiєю навчального процесу пiсля
пiдписання Україною Болонської декларацiї.

До збiрника увiйшли, крiм “стандартних”, також авторськi задачi.
Книжку укладено з використанням досвiду авторiв у викладаннi курсу
“Методи математичної фiзики” на фiзичному факультетi та факультетi
електронiки Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка.

Автори висловлюють подяку людям, якi знайомилися з рукописом
книги i надавали допомогу пiд час роботи над збiрником: студентам, якi
допомагали виявляти помилки, колегам з кафедри теоретичної фiзики
Львiвського унiверситету, зокрема Тарасовi Фiтю за цiннi коментарi й за-
уваження, Оленi Кiктєвiй за допомогу при комп’ютерному наборi, а також
мовному редакторовi Соломiї Бук i рецензентам проф. М. В. Вавруховi,
проф. М. В. Токарчуковi i проф. С. Й. Вiльчинському.

Просимо надсилати всi зауваження й побажання на адресу:
Кафедра теоретичної фiзики, вул. Драгоманова, 12, м. Львiв, 79005, e-mail:
z1001@ktf.franko.lviv.ua.

С. С. Пiх, А. А. Ровенчак, Ю. С. Криницький
Львiв, жовтень 2005
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Перелiк основних позначень

Числовi множини:
N натуральнi числа
Z цiлi чиcла
R дiйснi числа
C комплекснi числа
C̄ розширена множина комплексних чисел C̄ = C ∪ {∞}

Iнтеґральнi перетворення:

L перетворення Лапласа (одностороннє)
LB перетворення Лапласа (двостороннє)
F перетворення Фур’є
Fc косинус-перетворення Фур’є
Fs синус-перетворення Фур’є
M перетворення Меллiна
H перетворення Гiльберта
Kν перетворення Ганкеля

D ν — дробова похiдна порядку ν

I ν — дробовий iнтеґрал порядку ν

A,B,F ,J ,K,L,S, . . . — функцiонали.

Оператор “набла”: ∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
.

Ґрадiєнт, диверґенцiя, ротор:

gradϕ ≡ ∇ϕ = i
∂ϕ

∂x
+ j

∂ϕ

∂y
+ k

∂ϕ

∂z
;
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div A ≡ (∇A) =
∂Ax

∂x
+

∂Ay

∂z
+

∂Az

∂z
;

rotA ≡ [∇×A] =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Похiдна за напрямком:
∂

∂n
= (n∇) = nx

∂

∂x
+ ny

∂

∂y
+ nz

∂

∂z
.

Оператор Лапласа: ∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
.

ux ≡ ∂u

∂x
, uxx ≡ ∂2u

∂x2
, uxy ≡ ∂2u

∂x∂y
i т. д.

v. p. — “в сенсi головного значення”.

Факторiал n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n, 0! def= 1.

Подвiйний факторiал

(2n)!! = 2 · 4 · 6 · . . . · (2n), (2n− 1)!! = 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1).

Cn(D) — множина неперервних функцiй, n разiв диференцiйовних в
областi D.
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I. Теорiя функцiй комплексної змiнної

I.1. Комплекснi числа й дiї над ними

Комплексним числом z називають вираз вигляду z = x+iy (алґе-
браїчна форма комплексного числа), де x i y — довiльнi дiйснi числа,
i — уявна одиниця, що задовольняє умову i2 = −1.

Числа x i y називають вiдповiдно дiйсною й уявною частиною
комплексного числа z i позначають

x = Re z, y = Im z.

(Re i Im — початковi букви латинських слiв realis та imaginarius).
Якщо y = 0, то x + i0 збiгається з дiйсним числом x; якщо ж y = 0,
але x 6= 0, то 0 + iy позначають iy i називають уявним числом .
Покладають також, що 0 = 0 + i0.

Комплексне число z̄ = x− iy називають спряженим до компле-
ксного числа z.

Комплекснi числа z1 = x1 + iy1 i z2 = x2 + iy2 дорiвнюють одне
одному тодi i тiльки тодi , коли x1 = x2, y1 = y2. Для компле-
ксних чисел не вводять поняття вiдношень “бiльше” i “менше”.

Комплексне число z = x + iy зображається в площинi XOY то-
чкою M з координатами (x, y) або вектором, початок якого мiститься
в точцi O(0, 0), а кiнець у точцi M(x, y) (див. рис. 1.1). Тому площину
XOY називають C, i, як легко переконатися геометрично, додавання
(вiднiмання) комплексних чисел виконують за правилом додавання
(вiднiмання) векторiв (див. рис. 1.2).

Довжина ρ вектора −−→OM має назву модуля комплексного числа
i позначається |z|, так, що ρ = |z| =

√
x2 + y2. Кут ϕ, що утворює ве-

ктор −−→OM iз додатним напрямком осi OX, називають арґументом
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10 I. Теорiя функцiй комплексної змiнної

Рис. 1.1. Геометрична iнтерпретацiя комплексного числа

(а) (б)

Рис. 1.2. Додавання (а) i вiднiмання (б) комплексних чисел

комплексного числа z i позначають ϕ = Arg z; вiн визначається не
однозначно, а з точнiстю до доданка, кратного 2π:

Arg z = arg z + 2kπ, −π < arg z ≤ π, k ∈ Z,

де ϕ = arg z — головне значення Arg z, що визначається умовами

arg z =





arctg(y/x) якщо x > 0,

π + arctg(y/x), якщо x < 0, y ≥ 0,

−π + arctg(y/x), якщо x < 0, y < 0,

π/2, якщо x = 0, y > 0,

−π/2, якщо x = 0, y < 0.

(I.1-1)



I.1. Комплекснi числа й дiї над ними 11

Iснують такi спiввiдношення:

tg(arg z) =
y

x
, sin(arg z) =

y√
x2 + y2

, cos(arg z) =
x√

x2 + y2
.

Для числа z = 0 поняття арґумента не має сенсу.
Два комплексних числа z1 i z2 дорiвнюють одне одному тодi

i тiльки тодi , коли їхнi модулi рiвнi, а арґументи або рiвнi, або
вiдрiзняються на величину, кратну 2π:

|z1| = |z2| , Arg z1 = Arg z2 + 2kπ, k ∈ Z.

Сумою z1 + z2 комплексних чисел z1 i z2 називають комплексне
число z1 + z2 = (x1 + x2)+ i (y1 + y2). Для модуля суми комплексних
чисел виконується умова |z1 + z2| 6 |z1| + |z2| (рiвнiсть досягається,
коли Arg z1 = Arg z2).

Рiзницею z1 − z2 комплексних чисел z1 i z2 називають компле-
ксне число z1 − z2 = (x1 − x2) + i (y1 − y2). Для модуля рiзницi ком-
плексних чисел виконується умова |z1 − z2| > |z1| − |z2| (рiвнiсть
досягається, коли Arg z1 = Arg z2).

Добутком z1 · z2 комплексних чисел z1 i z2 називають компле-
ксне число z1 · z2 = (x1x2 − y1y2) + i (x1y2 + x2y1).

Iз визначення добутку комплексних чисел, зокрема, випливає, що
zz̄ = x2 + y2 = |z|2.

Часткою z1/z2, z2 6= 0 комплексних чисел z1 i z2 називають таке
комплексне число z, що задовольняє рiвняння zz2 = z1. Отже, маємо
формулу

z1

z2
=

z1z̄2

|z2|2
,

або
z1

z2
=

x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

+ i
x2y1 − x1y2

x2
2 + y2

2

.

Дiйсна частина Re z й уявна частина Im z комплексного числа z

виражається через спряженi комплекснi числа так:

Re z =
z̄ + z

2
, Im z = i

z̄ − z

2
=

z − z̄

2i
.



12 I. Теорiя функцiй комплексної змiнної

H Приклад 1. Знайти дiйснi розв’язки рiвняння

(4 + 2i) x + (5− 3i) y = 13 + i.

Розв’язування. Видiлимо в лiвiй частинi рiвняння дiйсну й уявну
частини: (4x+5y)+ i(2x−3y) = 13+ i. Звiдси за означенням рiвностi
двох комплексних чисел випливає

{
4x + 5y = 13,

2x− 3y = 1.

Розв’язуючи цю систему, знаходимо x = 2, y = 1.

N

H Приклад 2. Записати в алґебраїчнiй формi вираз
1
z2

+
1
z̄2

Розв’язування. З означення арифметичних дiй над комплексними
числами маємо:

1
z2

+
1
z̄2

=
z̄2

z2z̄2
+

z2

z̄2z2
=

(x− iy)2 + (x + iy)2

(x2 + y2)2
=

=
x2 − y2 − 2ixy + x2 − y2 + 2ixy

(x2 + y2)2
=

2(x2 − y2)
(x2 + y2)2

N

H Приклад 3. Записати в комплекснiй формi рiвняння кола x2 +
y2 + 2x + 2y = 0. Розв’язування. Маємо:

x2 + y2 = |z|2 = zz̄, 2x = z̄ + z, 2y = i(z̄ − z).

Пiдставимо в рiвняння й одержимо:

zz̄ + z̄ + z + i(z̄ − z) = 0,

або

zz̄ + (1− i)z + (1 + i)z̄ = 0.

N



I.1. Комплекснi числа й дiї над ними 13

Завдання.

Знайти дiйснi розв’язки рiвнянь:

I.1. (3x− i)(2 + i) + (x− iy)(1 + 2i) = 5 + 6i.

I.2. (x− iy)(a− ib) = i5, a, b ∈ R, |a| 6= |b|.

I.3. cosx + i sinx =
1
2

+
3
4
i.

I.4. Записати комплексне число
1

(a + ib)2
+

1
(a− ib)2

в алґебраї-

чнiй формi.

I.5. Довести, що
√

1 + x2 + ix

x− i
√

1 + x2
= i (x ∈ R).

I.6. Знайти всi комплекснi числа, що задовольняють умову z̄ = z2.

I.7. Довести спiввiдношення:
а) z1 − z2 = z1 − z2; б) z1z2 = z1 · z2;

в)
(

z1

z2

)
=

z1

z2
; г) z1 + z2 = z1 + z2.

Знайти модуль i головне значення арґумента комплексних чисел:

I.8. а) z = 4 + 3i; б) z = −2 + 2
√

3i; в) z = −7− i.

I.9. а) z = 4− 3i. б) z = − cos
π

5
+ i sin

π

5
.

I.10. Довести, що

а)
∣∣∣∣
z1

z2

∣∣∣∣ =
|z1|
|z2| , |z2| 6= 0; б) |z1 z2| = |z1| · |z2|;

в) |z̄| = |z|; г) |zn| = |z|n.

I.11. Виразити x i y через u i v, якщо
1

x + iy
+

1
u + iv

= 1

(x, y, u, v ∈ R).
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I.12. Довести, що

z1 Im(z̄2 z3) + z2 Im(z̄3 z1) + z3 Im(z̄1 z2) = 0.

I.13. Нехай z 6= −1. Довести, що

а) Re
z − 1
z + 1

= 0 ⇔ |z| = 1;

б) Im
z − 1
z + 1

= 0 ⇔ Im z = 0.

Довести тотожностi:

I.14. а) |z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2(|z1|2 + |z2|2);

б) |1− z1z2|2 − |z1 − z2|2 = (1 + |z1z2|)2 − (|z1|+ |z2|)2.

I.15. а)
∣∣∣∣z +

1
2

∣∣∣∣
2

+ i

∣∣∣∣z +
i

2

∣∣∣∣
2

− (1 + i)|z|2 − 1
4
(1 + i) = z;

б)
∣∣∣∣
z1z2 + z2z3 + z3z1

z1 + z2 + z3

∣∣∣∣ = r, якщо |z1| = |z2| = |z3| = r.

I.16. Нехай z0 — один з розв’язкiв рiвняння z2 + z + 1 = 0. Довести,
що для довiльних z1, z2, z3

|z1 + z2 + z3|2 + |z1 + z0z2 + z2
0z3|2 + |z1 + z2

0z2 + z0z3|2 =

= 3(|z1|2 + |z2|2 + |z3|2).

Записати в комплекснiй формi рiвняння лiнiй:

I.17. а) прямої y = x; б) рiвнобiчної гiперболи x2 − y2 = a2;

I.18. а) кола x2 + y2 + 2x = 0; б) xy = 1; в) ρ =
1

1 + cos ϕ
.

I.19. Довести, що множина тих точок z ∈ C, для яких
∣∣∣∣
z − z0

z

∣∣∣∣ = 2

(z0 ∈ C), збiгається з колом з центром у точцi −z0

3
i радiусом

2
3
|z0|.
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I.20. Показати, що коренi квадратного рiвняння az2 + bz + c = 0 з
дiйсними a, b, c i вiд’ємним дискримiнантом утворюють пару
взаємно спряжених комплексних чисел.

I.21. Знайти вираз для
√

x + iy в алґебраїчнiй формi (тобто без ви-
користання тригонометричних функцiй).

I.2. Тригонометрична форма комплексного числа

Будь-яке комплексне число z = x + iy (z 6= 0) можна записати в
тригонометричнiй формi

z = |z| (cosArg z + i sinArg z) .

Нехай комплекснi числа z1 i z2 заданi в тригонометричнiй формi.
Тодi добуток цих чисел визначається за формулою

z1 · z2 = |z1| |z2| [cos (Arg z1 + Arg z2) + i sin (Arg z1 + Arg z2)] ,

тобто при множеннi комплексних чисел їхнi модулi перемножуються,
а арґументи додаються:

|z1 · z2| = |z1| · |z2|, Arg(z1 · z2) = Arg z1 + Arg z2.

Частку двох комплексних чисел z1 i z2 6= 0 знаходять за формулою

z1

z2
=
|z1|
|z2| [cos (Arg z1 −Arg z2) + i sin (Arg z1 −Arg z2)] ,

тобто
∣∣∣∣
z1

z2

∣∣∣∣ =
|z1|
|z2| , Arg

z1

z2
= Arg z1 −Arg z2.

Пiднесення комплексного числа до натурального степеня n здiй-
снюється за формулою

zn = |z|n (cosn Arg z + i sinn Arg z) ,



16 I. Теорiя функцiй комплексної змiнної

отже, |zn| = |z|n, Arg zn = n Arg z.
Звiдси виводять формулу Муавра:

(cosϕ + i sinϕ)n = cosnϕ + i sinnϕ.

H Приклад 1. Знайти модуль та арґумент комплексного числа
z = − sin

π

8
− i cos

π

8
.

Розв’язування. Головним значенням арґумента, згiдно з означе-
нням, буде

arg z = −π + arctg
(
ctg

π

8

)
= −π + arctg

[
tg

(π

2
− π

8

)]
=

= −π + arctg
(

tg
3
8
π

)
= −π +

3
8
π = −5

8
π.

Отже:

Arg z = −5
8
π + 2kπ, (k = 0,±1,±2, . . .), |z| =

√
sin2 π

8
+ cos2

π

8
= 1.

N

H Приклад 2. Записати в тригонометричнiй формi комплексне
число z = −1− i

√
3.

Розв’язування. Маємо:

|z| =
√

(−1)2 + (−
√

3)2 = 2, tg ϕ =
−√3
−1

=
√

3, ϕ = −2
3
π.

Отже, −1− i
√

3 = 2
[
cos

(
−2π

3

)
+ i sin

(
−2π

3

)]
.

N

H Приклад 3. Обчислити
(−1 + i

√
3
)60.

Розв’язування. Запишемо z = −1+i
√

3 у тригонометричнiй формi

−1 + i
√

3 = 2
(

cos
2π

3
+ i sin

2π

3

)
.
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Тодi
(
−1 + i

√
3
)60

= 260

[
cos

(
60 · 2π

3

)
+ i sin

(
60 · 2π

3

)]
=

= 260 (cos 40π + i sin 40π) = 260.

N

H Приклад 4. Яка крива визначається рiвнянням Re
1
z

=
1
4
?

Розв’язування. Нехай z = x + iy.

Маємо Re
1
z

=
1
z̄ + 1

z

2
=

z + z̄

2zz̄
=

x

x2 + y2
.

Отже,
x

x2 + y2
=

1
4
, або x2 + y2 − 4x = 0.

Це рiвняння кола (x− 2)2 + y2 = 4.

N

H Приклад 5. Знайти кут, на який треба повернути вектор 4− 3i,

щоб одержати вектор − 5√
2

+
5√
2
i.

Розв’язування. З умов задачi випливає:

(4− 3i)(cosϕ + i sinϕ) =
5√
2
(−1 + i),

або




4 cosϕ + 3 sinϕ = − 5√
2

−3 cosϕ + 4 sinϕ =
5√
2
.

Звiдси sinϕ =
√

2
10

, cosϕ = −7
√

2
10

, тобто tg ϕ = −1
7
i ϕ = − arctg 1

7 .

N
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H Приклад 6. Довести, що многочлен f(x) = (cosα + x sinα)n −
cosnα− x sinnα дiлиться на x2 + 1.

Розв’язування. Маємо x2+1 = (x+i)(x−i). За формулою Муавра

f(i) = (cosα + i sinα)n − cosnα− i sinnα =

= cos nα + i sinnα− cosnα− i sinnα = 0.

Так само доводимо, що f(−i) = 0. Отже, f(x) дiлиться на x2 + 1.

N

Завдання.

Записати в тригонометричнiй формi такi комплекснi числа:

I.22. а) −2; б) 2i; в) −√2 + i
√

2.

I.23. а) 1− sinα + i cosα
(
0 < α <

π

2

)
;

б)
1 + cosα + i sinα

1 + cosα− i sinα

(
0 < α <

π

2

)
.

I.24. Обчислити:

а)

(
1 + i

√
3

1− i

)40

; б) (2− 2i)7; в)
(√

3− i 3
)6; г)

(
1− i

1 + i

)8

.

Указати, якi лiнiї визначаються рiвняннями:

I.25. а) Im z2 = 2; б) Re z̄2 = 1.

I.26. а) Im
(

1
z

)
=

1
2
; б) |z − 1| = 2 |z − i|.

I.27. а) Re
(

1
z

)
= 1; б) Im (z2 − z̄) = 2− Im z.

I.28. а) z z̄ + i(z − z̄)− 2 = 0; б)
∣∣∣∣
z − i

z + i

∣∣∣∣ = 1.
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I.29. z2 + z2 = 1.

I.30. а) 2zz̄ + (2 + i) z + (2− i) z̄ = 2; б) |z − 2| = |1− 2z̄|.
I.31. а) Re(z2 − z̄) = 0; б) Re(1 + z) = |z|.

I.32. а) |z − i|+ |z + i| = 4; б) |z| − 3 Im z = 6; в) 3|z| − Re z = 12.

I.33. В який вектор перейде вектор −√3 − i пiсля повороту на кут
120◦?

I.34. Знайти кут, на який треба повернути вектор 3
√

2 + i2
√

2, щоб
одержати вектор −5 + i.

I.35. Знайти вектор, в який пiсля повороту на кут 45◦ i подвоєння
перейде вектор z = 3 + 4i.

I.36. В який вектор перейде вектор −√3 + 3i пiсля повороту на кут
90◦?

I.37. Використовуючи формулу Муавра, виразити через степенi sinϕ

та cosϕ такi функцiї кратних кутiв:
а) sin 3ϕ; б) cos 3ϕ; в) sin 4ϕ; г) cos 4ϕ.

I.38. Довести, що
(

1 + i tg α

1− i tg α

)n

=
1 + i tg nα

1− i tg nα
, α ∈ R, n ∈ N.

I.39. Знайти таке найменше цiле додатне число n, для якого
(

1 + i

1− i

)n

= 1.

I.40. Довести, що многочлен

f(x) = xn sinα− λn−1x sinnα + λn sin(n− 1)α

дiлиться на x2 − 2λx cosα + λ2.

I.41. Довести:
(

1− ia

1 + ia

)ib

= exp(2b arctg a).
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I.3. Функцiї комплексної змiнної

Однозначнi функцiї комплексної змiнної

Нехай D — деяка множина з C. Якщо кожному z ∈ C ставиться
у вiдповiднiсть одне значення f(z) ∈ C, то на множинi D задано
функцiю f . Якщо кожному z ∈ C поставлено у вiдповiднiсть деяку
множину f(z) ⊂ C, то на множинi D задано багатозначну фун-
кцiю f . Множину D називають областю визначення функцiї ,
w = f(z) — множиною значень функцiї .

Можна подати iнше формулювання. Задати комплексну функцiю
комплексної змiнної w = f(z), z ∈ C означає задати пару дiйсних
функцiй двох дiйсних змiнних u = u(x, y) i v = v(x, y) для всiх
(x, y) ∈ D таких, що для довiльного z = x + iy ∈ D маємо f(z) =
u(x, y) + iv(x, y). Функцiю u = Re f(z) називають дiйсною части-
ною функцiї f , а v = Im f(z) — її уявною частиною. Якщо f —
однозначна функцiя, то функцiї u i v також однозначнi.

Геометрично функцiя w = f(z), z ∈ D вiдображає область визна-
чення D на множину її значень. Множину f(z) (значень функцiї f у
точцi z ∈ D) називають образом точки при вiдображеннi f , а точку
z ∈ D — прообразом точки w, якщо f(z) = w.

Нехай у z-площинi C крива задана рiвнянням F (x, y) = 0. Щоб
знайти рiвняння образа Φ(u, v) = 0 цiєї кривої при вiдображеннi w =
f(z), треба вилучити x i y з рiвнянь





u = u(x, y),
v = v(x, y),
F (x, y) = 0.

Якщо криву задано параметричними рiвняннями:{
x = x(t)
y = y(t)

або z = z(t) = x(t) + iy(t),

то параметричнi рiвняння її образу будуть:

u = u(x(t), y(t)) = U(t),

v = v(x(t), y(t)) = V (t).
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H Приклад 1. Знайти образ кола

z = R cos t + iR sin t (0 ≤ t ≤ 2π)

при вiдображеннi w =
z

z̄
.

Розв’язування. Нехай z = x+ iy, тодi рiвняння кола можна запи-
сати так:

x = R cos t, y = R sin t (0 ≤ t ≤ 2π).

Знайдемо дiйсну й уявну частини функцiї w = u + iv. Маємо

u + iv =
z

z̄
=

z2

z̄z
=

x2 − y2

x2 + y2
+ i

2xy

x2 + y2
.

Звiдси

u =
x2 − y2

x2 + y2
, v =

2xy

x2 + y2
.

Пiдставляючи x = R cos t, y = R sin t в u i v, одержимо параметричнi
рiвняння образу кола:

u =
cos2 t− sin2 t

cos2 t + sin2 t
= cos 2t,

v =
2 cos t sin t

cos2 t + sin2 t
= sin 2t,

або u2 + v2 = 1.
Отже, образом є одиничне коло, яке обходиться двiчi.

N

H Приклад 2. Знайти образ смуги 0 < Re z < 1 площини z при
вiдображеннi w = z2. Розв’язування. Нехай x = Re z, y = Im z, u =
Re w, v = Imw. Тодi знайдемо для функцiї w = z2

u = x2 − y2, v = 2xy.
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Спочатку розглянемо однопараметричне сiмейство прямих x = a

(0 < a < 1), що заповнюють смугу D : 0 < x < 1. Образом цiєї смуги
буде множина площини w, яку заповнюють образи таких прямих.
Тому знайдемо образ прямої x = a, −∞ < y < ∞ при вiдображеннi
w = z2. Це буде лiнiя u = a2 − y2, v = 2ay, або, вилучаючи параметр

y, лiнiя u = a2− v2

4a2
(v ∈ R), тобто парабола. Тепер знайдемо образи

прямих x = 1 i x = 0. Образом прямої x = 1 є парабола u = 1 − v2

4
(v ∈ R), а для другої прямої — лiнiя u = −y2, v = 0 (y ∈ R), тобто
вiд’ємна частина дiйсної осi u (з початком координат). Тому, змiню-
ючи параметр a вiд нуля до одиницi, одержимо, що образом областi

D є область G площини w, що лежить всерединi параболи u = 1− v2

4
(v ∈ R), за винятком вiд’ємної частини осi u (див. рисунок).

N

Дробово-рацiональна функцiя

w =
a0z

n + a1z
n−1 + . . . + an

b0zm + b1zm−1 + . . . + bm
, m, n ∈ N ∪ {0}.

Зокрема, рацiональною функцiєю є многочлен

w = a0z
n + a1z

n−1 + . . . + an.
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Показникова функцiя exp z або ez визначається як сума абсо-
лютно збiжного в усiй z-площинi C степеневого ряду

ez =
∞∑

n=0

zn

n!
= 1 + z +

z2

2!
+

z3

3!
+ . . . .

ez = ex(cos y + i sin y).

Iз цiєї рiвностi одержуємо, що |ez| = ex, Arg(ez) = y + 2πk (∀ k ∈ Z).
Оскiльки |ez| = ex 6= 0, то функцiя w = ez при жодному значеннi

z ∈ C не має значення w = 0.
Iснують iншi способи введення показникової функцiї комплексної

змiнної, зокрема, покладають, що

ez = lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n
.

Iнодi функцiю f(z) = ez, z ∈ C, означують як розв’язок диферен-
цiального рiвняння

f ′(z) = f(z), ∀ z ∈ C,

що задовольняє умову f(0) = 1.
Показникова функцiя ez має такi властивостi:

а) ez1+z2 = ez1 · ez2 , б) ez±2kπi = ez (k = 0,±1, . . .), тобто ez є
перiодичною функцiєю з перiодом 2πi.

Тригонометричнi функцiї sin z i cos z визначаються степене-
вими рядами:

sin z =
∞∑

n=0

(−1)n z2n+1

(2n + 1)!
= z − z3

3!
+

z5

5!
∓ . . . ,

cos z =
∞∑

n=0

(−1)n z2n

(2n)!
= 1− z2

2!
+

z4

4!
∓ . . . ,

абсолютно збiжними для будь-якого комплексного значення z ∈ C.
Функцiї sin z та cos z — перiодичнi функцiї з дiйсним перiодом 2π i
мають тiльки дiйснi нулi: z = kπ i z = π

2 + kπ вiдповiдно, де k ∈ Z.
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Для функцiй ez, sin z, cos z, z ∈ C, маємо формулу Ейлера

e±iz = cos z ± i sin z, (I.3-2)

звiдки

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
. (I.3-3)

Безпосередньо з означення випливає, що функцiя w = cos z, z ∈
C, — парна, а w = sin z, z ∈ C, — непарна. Функцiї w = cos z, w = sin z

задовольняють для всiх z1, z2 ∈ C рiвностi:

cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2, (I.3-4)

sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + cos z1 sin z2, (I.3-5)

(теореми додавання). Цi формули основнi в теорiї тригонометричних
функцiй. Зокрема, з них одержують формули зведення арґумента

cos
(
z +

π

2

)
= − sin z, sin

(
z +

π

2

)
= cos z (∀ z ∈ C), (I.3-6)

а також основну тригонометричну тотожнiсть

cos2 z + sin2 z = 1 (∀ z ∈ C). (I.3-7)

Отже, усi вiдомi спiввiдношення мiж тригонометричними фун-
кцiями дiйсного арґумента справджуються i в комплекснiй областi.
Однак, на вiдмiну вiд синуса й косинуса дiйсного арґумента, модулi
яких обмеженi одиницею, | cos z| i | sin z| обмеженi не для всiх z ∈ C.
Крiм того, при |y| → +∞

| cos z| ∼ 1
2
e|y|, | sin z| ∼ 1

2
e|y|,

i, отже, | cos z| i | sin z| можуть мати як завгодно великi значення
при досить великих |y|.

Функцiї tg z i ctg z визначають рiвностями

tg z =
sin z

cos z
(∀ z 6= π

2
+ πk, k ∈ Z),

(I.3-8)

ctg z =
cos z

sin z
(∀ z 6= πk, k ∈ Z).
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Функцiї sec z (секанс) i cosec z (косеканс) вводять так:

sec z =
1

cos z
(∀ z 6= π

2
+ πk, k ∈ Z),

(I.3-9)

cosec z =
1

sin z
(∀ z 6= πk, k ∈ Z).

Гiперболiчнi функцiї1 sh z, ch z, th z, cth z, sech z, cosech z ви-
значаються рiвностями

sh z =
ez − e−z

2
, ch z =

ez + e−z

2
, (I.3-10)

th z =
sh z

ch z
, cth z =

ch z

sh z
, (I.3-11)

sech z =
1

ch z
, cosech z =

1
sh z

. (I.3-12)

Тригонометричнi й гiперболiчнi функцiї пов’язанi мiж собою спiв-
вiдношеннями:

sin z = −i sh iz,

cos z = ch iz,

tg z = −i th iz,

ctg z = i cth iz,

sec z = sech iz,

cosec z = i cosech iz.

sh z = −i sin iz,

ch z = cos iz,

th z = −i tg iz,

cth z = i cth iz.

sech z = sec iz,

cosech z = i cosec iz.

1В англомовнiй лiтературi для цих функцiй прийнято дещо iншi позначення:
sinh z, cosh z, tanh z, coth z i csch z для косеканса гiперболiчного. Для звичайних
танґенса й котанґенса також використовують позначення tan z i cot z вiдповiдно,
а для косеканса — csc z.
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H Приклад 3. Знайти модуль функцiї w = sin z у точцi z = π +
i ln

(
2 +

√
5
)
.

Розв’язування. Нехай z = x + iy. Тодi w = sin x ch y + i sh y cosx.
Модуль функцiї sin z дорiвнює

| sin z| =
√

sin2 x ch2 y + sh2 y cos2 x =

=
√

sin2 x ch2 y + sh2 y
(
1− sin2 x

)
=

√
sin2 x + sh2 y.

Покладаючи z = π + i ln
(
2 +

√
5
)
, знаходимо

∣∣∣sin
[
π + i ln

(
2 +

√
5
)]∣∣∣ = sh

[
ln

(
2 +

√
5
)]

=

=
eln(2+

√
5) − e− ln(2+

√
5)

2
=

2 +
√

5− 1
2+
√

5

2
= 2.

Цей приклад пiдтверджує зазначений вище факт, що модуль функцiй
sin z може бути бiльшим за одиницю.

N

Завдання.

I.42. Знайти образи даних точок при вказаних вiдображеннях:
а) z0 = −i, w = z2; б) z0 = 1− i, w = (z − i)2;

в) z0 = 1, w =
1

z − i
; г) z0 = 2 + 3i, w =

z̄

z
.

Видiлити дiйсну й уявну частини функцiй:

I.43. а) w = 2z − 1; б) w = z + z2; в) w = z−1.

I.44. а) w = z̄ − iz2; б) w =
z2 − iz − 1

2iz
.

I.45. a) w = e−z; б) w = ez̄2 ;

в) w = sin z; г) w = ch(z − i).
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I.46. а) w = sh z; б) w = tg z; в) w = cos z.

I.47. а) w =
1 + iz

1 + z̄
; б) w =

z̄

z
.

Записати кожне з чисел у виглядi a + ib (a, b ∈ R):
I.48. а) e2+iπ/4; б) e1+3πi · e1+iπ/2.

I.49. а) sin 2i; б) cos(1− i); в) sh(1 + πi).

I.50. Знайти образи:
а) кола |z − 1| = 2 при вiдображеннi w = z2;

б) круга |z| < 1
2
при вiдображеннi w =

(
1− 4z

1− z

)2

;

в) кола |z| = 1
2
при вiдображеннi w =

1
z
.

Знайти модуль i головне значення арґумента зазначених функцiй у
вказаних точках:

I.51. w = cos z, якщо: а) z0 = π
2 + i ln 2; б) z0 = π + i ln 2.

I.52. w = sh z, якщо z0 = 1 + i
π

2
.

I.53. w = zez, якщо z0 = πi.

I.54. w = ch2 z, якщо z0 = i ln 3.

I.55. Знайти модуль i арґумент комплексного числа thπi.

Довести

I.56. а) cos2 z + sin2 z = 1; б) ch2 z − sh2 z = 1.

I.57. а) | cos z| =
√

ch2 y − sin2 x; б) | sin z| =
√

ch2 y − cos2 x.

I.58. а) | tg z| =
√

ch 2y − cos 2x

ch 2y + cos 2x
; б) | cth z|=

√
ch 2x + cos 2y
ch 2x− cos 2y

.

I.59. а) ch(z1 + z2) = ch z1 ch z2 + sh z1 sh z2;

б) sh(z1 + z2) = sh z1 ch z2 + ch z1 sh z2.

I.60. а) | sh z| =
√

ch2 x− cos2 y; б) | ch z| =
√

ch2 x− sin2 y.
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Багатозначнi функцiї комплексної змiнної

Нехай функцiя w = f(z) вiдображає область D на область G i не-
хай вона є такою, що обернена функцiя z = Φ(w) — багатозначна
в областi G. Якщо iснують однозначнi в областi G функцiї z =
Φ1(w), Φ2(w), . . ., для яких дана функцiя w = f(z) є оберненою, то
функцiї z = Φ1(w), Φ2(w), . . . називають однозначними вiдгалу-
женнями функцiї Φ(w) в областi G.

Однозначних вiдгалужень може бути як скiнченне, так i нескiн-
ченне число.

Точка, обхiд навколо якої у досить малому околi спричиняє пе-
рехiд вiд одного вiдгалуження багатозначної функцiї до iншого, на-
зивається точкою розгалуження багатозначної функцiї. Якщо
пiсля n-кратного обходу навколо точки розгалуження (у тому ж
самому напрямку) повертаються до першого вiдгалуження багато-
значної функцiї, то таку точку розгалуження називають алґебраї-
чною. Якщо ж довiльна скiнченна кiлькiсть обходiв (у тому ж само-
му напрямку) навколо точки розгалуження не приведе до початково-
го вiдгалуження багатозначної функцiї, то таку точку розгалуження
називають логарифмiчною або трансцендентною.

Функцiя w = n
√

z. Нехай n ≥ 1 — деяке натуральне число. Бага-
тозначна функцiя w = n

√
z, z ∈ C є оберненою до степеневої функцiї

z = wn, w ∈ C. Точки z = 0 i z = ∞ — алґебраїчнi точки розгалуже-
ння. Для кожного z 6= 0 корiнь n-го степеня з комплексного числа z

має n рiзних значень, якi знаходять за формулою

n
√

z = n
√
|z|

(
cos

ϕ + 2kπ

n
+ i sin

ϕ + 2kπ

n

)
= n

√
|z| ei ϕ+2kπ

n ,

k = (0, n− 1), ϕ = arg z. (I.3-13)

Точки, що вiдповiдають значенням n
√

z, є вершинами правильно-
го n-кутника, вписаного в коло з радiусом R = n

√
|z| з центром в

початку координат.
Логарифмiчна функцiя Ln z, де z 6= 0, визначається як фун-

кцiя, що є оберненою до показникової, причому для всiх z, крiм z = 0



I.3. Функцiї комплексної змiнної 29

i z = ∞

Ln z = ln |z|+ i Arg z = ln |z|+ i arg z + 2kπi, k ∈ Z. (I.3-14)

Ця функцiя є нескiнченнозначною. Головним значенням Ln z нази-
вається те значення, що одержують при k = 0; його позначають ln z:
ln z = ln |z|+ i arg z (z 6= 0, z 6= ∞). Отже, Ln z = ln z + 2kπi, k ∈ Z.

Iснують такi спiввiдношення:

Ln(z1z2) = Ln z1 + Ln z2, Ln
(

z1

z2

)
= Ln z1 − Ln z2.

На вiдмiну вiд функцiї w = n
√

z, для Ln z точки z = 0 i z = ∞ —
це логарифмiчнi точки розгалуження.

Оберненi тригонометричнi функцiї 2 Arc sin z, Arc cos z,
Arc tg z, Arc ctg z визначають як функцiї, оберненi вiдповiдно до фун-
кцiй sin z, cos z, tg z, ctg z. Усi цi функцiї є багатозначними i виража-
ються через логарифмiчнi функцiї:

Arc sin z = −i Ln
(
iz ±

√
1− z2

)
, (I.3-15)

Arc cos z = −i Ln
(
z ±

√
z2 − 1

)
, (I.3-16)

Arc tg z = − i

2
Ln

1 + iz

1− iz
, (I.3-17)

Arc ctg z = − i

2
Ln

z + i

z − i
. (I.3-18)

Головнi значення обернених тригонометричних функцiй одержу-
ють, якщо брати головнi значення вiдповiдних логарифмiчних фун-
кцiй. Їх позначають вiдповiдними назвами з малої букви: arcsin z,
arccos z i т. д.

2Iнколи для цих функцiй можна зустрiти позначення: sin−1 z, cos−1 z i т. д.
Зрозумiло, що для арктанґенса й арккотанґенса також використовують Arc tan z i
Arc cot z вiдповiдно. Префiкс Arc походить вiд латинського arcus — дуга, оскiльки
значення оберненої тригонометричної функцiї вiдповiдає кутовi у радiанах, який
дорiвнює довжинi дуги одиничного кола.



30 I. Теорiя функцiй комплексної змiнної

Функцiї w = Arc sin z, w = Arc cos z мають логарифмiчнi точки
розгалуження z = ±1,∞: функцiї w = Arc tg z, w = Arc ctg z —
z = ±i,∞.

Оберненi гiперболiчнi функцiї 3. Ar sh z, Ar ch z, Ar th z,
Ar cth z (читається: “ареа-синус”, “ареа-косинус” i т. д.), визначають
як функцiї, оберненi вiдповiдно до функцiй sh z, ch z, th z, cth z. Цi
функцiї, як й аналогiчнi оберненi тригонометричнi, є багатозначними
i виражаються через логарифмiчнi функцiї:

Ar sh z = Ln
(
z ±

√
z2 + 1

)
, (I.3-19)

Ar ch z = Ln
(
z ±

√
z2 − 1

)
, (I.3-20)

Ar th z =
1
2

Ln
1 + z

1− z
, (I.3-21)

Ar cth z =
1
2

Ln
z + 1
z − 1

. (I.3-22)

Головнi значення обернених гiперболiчних функцiй одержують,
якщо брати головнi значення вiдповiдних логарифмiчних функцiй.
Їх позначають вiдповiдними назвами з малої букви: arsh z, arch z

i т. д.
Функцiя w = Ar sh z має логарифмiчну точку розгалуження z =

±i,∞, функцiя w = Ar ch z — z = ±1,∞: функцiї w = Ar th z, w =
Ar cth z — z = ±1,∞.

3Як i для гiперболiчних функцiй, в англомовнiй лiтературi використовують
вiдповiдно позначення sinh−1 z i Ar sinh z, cosh−1 z i Ar cosh z i т. д.

Префiкс Ar походить вiд латин-
ського area — площа. Справдi, значе-
ння оберненого гiперболiчного косину-
са ar ch x, наприклад, дорiвнює площi,
заштрихованiй на рисунку (крива — це
права гiлка одиничної гiперболи x2 −
y2 = 1). Однак, на вiдмiну вiд оберне-
них тригонометричних функцiй, тут не-
має чiткої домовленостi — часто за ана-
логiєю пишуть Arc . . . .
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Загальна степенева функцiя w = za, де a = α + iβ — ком-
плексне число, визначається так:

za = ea Ln z (I.3-23)

Ця функцiя є багатозначною, її головне значення дорiвнює za =
ea ln z, точки z = 0, z = ∞ — логарифмiчнi точки розгалуження.

Загальна показникова функцiя w = az (a 6= 0 — довiльне
комплексне число) визначається так:

az = ez Ln a (I.3-24)

Головне значення цiєї багатозначної функцiї — az = ez ln a, точок
розгалуження функцiя w = az не має.

H Приклад 1. Визначити точки розгалуження багатозначної фун-

кцiї w =
(

z

z + 1

)i

.

Розв’язування. Задану функцiю запишемо так:

w = ei Ln z
z+1 = ei ln| z

z+1 |−[Arg z−Arg(z−1)].

Доведемо, що точки z1 = 0 i z2 = −1 — точки розгалуження цi-
єї функцiї. Справдi, один обхiд навколо точки розгалуження додає

до Arg z прирiст 2π, тому вираз
(

z

z + 1

)i

перейде у
(

z

z + 1

)i

e−2π,

отже, точка z = 0 є логарифмiчною точкою розгалуження функцiї

w =
(

z

z + 1

)i

. Точка z2 = −1 так само є логарифмiчною точкою роз-

галуження цiєї функцiї. А точка z = ∞ не є точкою розгалуження

функцiї w =
(

z

z + 1

)i

: один обхiд навколо точки z = ∞ дає при-

рiст 2π обидвом виразам Arg z i Arg(z +1) одночасно, тому значення

функцiї
(

z

z + 1

)i

не змiниться.

N
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H Приклад 2. Знайти всi значення 4
√

1− i.
Розв’язування. Зведемо комплексне число 1− i до тригонометри-

чного вигляду

1− i =
√

2
[
cos

(
−π

4

)
+ i sin

(
−π

4

)]
.

Отже, 4
√

1− i = 8
√

2
(

cos
−π/4 + 2kπ

4
+ i sin

−π/4 + 2kπ

4

)
. Поклада-

ючи k = 0, 1, 2, 3, знайдемо

(k = 0) : 4
√

1− i = 8
√

2
(
cos

π

16
− i sin

π

16

)
,

(k = 1) : 4
√

1− i = 8
√

2
(

cos
7
16

π + i sin
7
16

π

)
,

(k = 1) : 4
√

1− i = 8
√

2
(

cos
15
16

π + i sin
15
16

π

)
,

(k = 1) : 4
√

1− i = 8
√

2
(

cos
23
16

π + i sin
23
16

π

)
.

N

H Приклад 3. Записати в алґебраїчнiй формi Arc sin π
3 i.

Розв’язування. Покладаючи у формулi (I.3-15) z =
π

3
i, одержимо

Arc sin
π

3
i = −iLn

(
−π

3
±

√
1 +

π2

9

)
.

Звiдси

Arc sin
π

3
i = −i Ln

[
−

(
π

3
+

√
1 +

π2

9

)]
=

= −i

[
ln

(
π

3
+

√
1 +

π2

9

)
+ πi + 2kπi

]
=

= (2k + 1)π − i ln

(
π

3
+

√
1 +

π2

9

)
, k = 0,±1,±2, . . .
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i

Arc sin
π

3
i = −i Ln

(√
1 +

π2

9
− π

3

)
=

= −i

[
ln

(√
1 +

π2

9
− π

3

)
+ 2kπi

]
=

= 2kπ − i ln

(√
1 +

π2

9
− π

3

)
, k = 0,±1,±2, . . . .

N

H Приклад 4. Записати в алґебраїчнiй формi Arc tg(1 + i).
Розв’язування. Покладаючи в формулi (I.3-17) z = 1 + i, одер-

жимо

Arc tg(1 + i) = − i

2
Ln

1 + i(1 + i)
1− i(1 + i)

=− i

2
Ln

i

2− i
=− i

2
Ln

(
−1

5
+

2
5
i

)
.

Далi Ln
(
−1

5
+

2
5
i

)
= − ln

√
5 + (2k + 1)πi − i arctg 2. Остаточно

Arc tg(1 + i) = −1
2

arctg 2 + (2k + 1)
π

2
+

i

2
ln
√

5, k = 0,±1,±2, . . . .

N

H Приклад 5. Розв’язати рiвняння sin z = 3.
Розв’язування. Задача зводиться до знаходження величини z =

Arc sin 3. Скористаємося формулою (I.3-15):

z = Arc sin 3 = −iLn
(
3i +

√−8
)

або, враховуючи те, що
√−8 = ±√8 i, одержимо

z = −i Ln
[(

3 +
√

8
)

i
]
, z = −i Ln

[(
3−

√
8
)

i
]
.
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Оскiльки

arg
[(

3 +
√

8
)

i
]

= arg
[(

3−
√

8
)

i
]

=
π

2
,

∣∣∣
(
3 +

√
8
)

i
∣∣∣ = 3 +

√
8,

∣∣∣
(
3−

√
8
)

i
∣∣∣ = 3−

√
8,

маємо Ln
[(

3±
√

8
)

i
]

= ln
(
3±

√
8
)

+
π

2
i + 2kπi, k = 0,±1,±2, . . . .

Отже, zk =
π

2
+ 2kπ − i ln

(
3±

√
8
)

, k = 0,±1,±2, . . . .

N

Завдання.

Знайти всi значення кореня:

I.61. а) 4
√−1; б)

√
i; в) 3

√
i; г) 4

√−i.

I.62. а) 4
√

1; б) 3
√−1 + i; в)

√
2− 2i

√
3.

I.63. а) 5

√√
2

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
; б)

√
1 + i

1− i
; в)

3

√
−
√

3
2

+
i

3
.

I.64. а)
√−7− 24i; б) (1 + i)1/3.

Записати в алґебраїчнiй формi такi комплекснi числа:

I.65. а) ln(1− i); б) 2z2
.

I.66. а) ctg πi; б) Arc sin i; в) Arc tg
i

3
; г) Arc cos i.

Знайти логарифми таких чисел:

I.67. а) e; б) i; в) −i; г) −1− i.

I.68. а) 3− 2i; б) ii; в)
−1− i

√
3

2
.

Знайти:

I.69. а) ii; б) i
1
i ; в) 1i; г) (−1)

√
2.

I.70. а)
(

1 + i√
2

)2i

; б)

(√
3

2
+

i

2

)1+i

; в) (1− i)3−3i.
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I.71. Знайти модуль i арґумент чисел:
а) 10i; б) 32−i.

Розв’язати рiвняння:

I.72. а) 4 cos z + 5 = 0; б) sin z = πi; в) e
z+1

z = 1 + i.

I.73. а) Ln(z + i) = 0; б) Ln(i− z) = 1.

I.74. а) sh iz = −i; б) e2z + 2ez − 3 = 0; в) ch z = i.

I.75. а) cos2 z =
1
2
(1 + i); б) tg z = eib, b — дiйсне число.

I.76. Скiльки однозначних i неперервних вiдгалужень в областi D —
крузi |z − 1| < r (0 < r < 1) — мають багатозначнi функцiї:
а) w = zz, w(1) = 1; б) w = ziz, w(1) = 1.

Знайти точки розгалуження функцiй i вказати їх характер:

I.77. а) w =
√

z2 − 1; б) w =
√

z2 + z + 1.

I.78. а) w =
z +

√
z2 + 1

z −√z2 − z − 2
; б) w = Ln(1 + z2).

I.79. а) w = Ln(z3 − 1); б) w = Ln
(
z +

√
z2 + z + 1

)
.

I.80. w =
(

z

z + 1

)i

.

Довести:

I.81. а) Ar sh z = Ln
(
z ±

√
z2 + 1

)
;

б) Ar ch z = Ln
(
z ±

√
z2 − 1

)
.

I.82. а) Ar th z =
1
2

Ln
1 + z

1− z
; б) Ar cth z =

1
2

Ln
z + 1
z − 1

.

I.83. а) Arc sin z = −i Ln
(
iz ±

√
1− z2

)
;

б) Arc cos z = −iLn
(
z ±

√
z2 − 1

)
.
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I.84. а) Arc tg z = − i

2
Ln

1 + iz

1− iz
; б) Arc ctg z = − i

2
Ln

z + i

z − i
.

I.85. Виразити через логарифмiчну функцiю оберненi тригономе-
тричнi функцiї:
а) Arc sec z; б) Arc cosec z.

I.86. Виразити через логарифмiчну функцiю оберненi гiперболiчнi
функцiї:
а) Ar sech z; б) Ar cosech z.

I.87. Показати, що iнтерпретацiя оберненого гiперболiчного косину-
са, наведена на стор. 30, — правильна.

I.88. Дати геометричну iнтерпретацiю оберненого гiперболiчного си-
нуса (за аналогiєю з наведеною на стор. 30).

I.4. Диференцiювання функцiй комплексної змiнної

Умови Д’Аламбера–Ейлера–Кошi–Рiмана

Нехай функцiя w = f (z) визначена в деякiй областi D комплексної
змiнної z. Нехай точки z i z + ∆z належать областi D. Позначимо:

∆w = f(z + ∆z)− f(z), ∆z = ∆x + i∆y.

Означення 1. Функцiя w = f(z) називається диференцiйов-

ною в точцi z ∈ D, якщо
∆w

∆z
має скiнченну границю при ∆z, що

прямує до нуля довiльним чином. Цю границю називають похiдною
функцiї f(z) у данiй точцi z i позначають символом f ′(z) (або w′ чи
dw

dz
). Отже,

w′ = f ′(z) = lim
∆z→0

∆w

∆z
. (I.4-25)
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З означення похiдної i властивостей границь отримують основнi
правила диференцiювання, аналогiчнi до правил диференцiального
числення функцiй дiйсної змiнної:

1) стала функцiя f(z) = C має похiдну в кожнiй точцi площини
C, причому f ′(z) = 0 (∀z ∈ C);

2) функцiя f(z) = zn(∀z ∈ C) диференцiйовна в кожнiй точцi
площини C, причому f ′(z) = nzn−1(∀z ∈ C);

3) якщо функцiї f i g мають похiднi в точцi z0, то функцiї αf

(α ∈ C — деяке число), f ± g, fg, f/g (g(z0) 6= 0) також мають
похiднi в точцi z0, i:

(αf)′(z0) = αf ′(z0), (f ± g)′(z0) = f ′(z0)± g′(z0),

(fg)′(z0) = f ′(z0)g(z0) + f(z0)g′(z0),(
f

g

)′
(z0) =

f ′(z0)g(z0)− f(z0)g′(z0)
g2(z0)

;

4) диференцiювання оберненої функцiї. Нехай E — множина зна-
чень функцiї w = f(z), z ∈ D, диференцiйовної в точцi z0 ∈ D i
f ′(z0) 6= 0. Тодi обернена функцiя z = f−1(w), w ∈ E, також дифе-
ренцiйовна в точцi w0 = f(z0), i

(
f−1

)′ (w0) =
1

f ′(z0)
;

5) диференцiювання складеної функцiї. Припустимо, що функцiя
w = f(z), z ∈ D, — диференцiйовна в точцi z0 ∈ D, i E — множина
її значень, а функцiя ζ = g(w), w ∈ F (F ⊃ E) — диференцiйовна
в точцi w0 = f(z0). Тодi складена функцiя ζ = g(f(z)), z ∈ D, —
диференцiйовна в точцi z0, i справедлива формула

dζ

dz

∣∣∣∣
z=z0

=
dg

dw

∣∣∣∣
w=w0

· df

dz

∣∣∣∣
z=z0

Якщо z = x + iy, w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y), то в кожнiй точцi
диференцiйовностi функцiї f(z) виконуються спiввiдношення:
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∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
, (I.4-26)

якi називають умовами Д’Аламбера–Ейлера–Кошi–Рiмана
(скорочено — ДЕКР).

Умови (I.4-26) в полярних координатах мають вигляд:

∂u

∂r
=

1
r

∂v

∂ϕ
,

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂ϕ
. (I.4-27)

I навпаки, якщо в деякiй точцi (x, y) функцiї u(x, y) i v(x, y)
диференцiйовнi як функцiї дiйсних змiнних x i y та, крiм того,
задовольняють спiввiдношення (I.4-26), то функцiя f(z) = u + iv

є диференцiйовною в точцi z = x + iy як функцiя комплексної змiн-
ної z.

Означення 2. Функцiя w = f(z) називається аналiтичною в
данiй точцi z ∈ D, якщо вона є диференцiйовною не тiльки в самiй
точцi z, але й у деякому її околi. Функцiя f(z) називається ана-
лiтичною в областi D (або голоморфною, реґулярною, мо-
ногенною, правильною), якщо вона є диференцiйовною в кожнiй
точцi цiєї областi. Функцiя, аналiтична у всiй площинi C, називається
цiлою. Для будь-якої аналiтичної функцiї f (z) маємо

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂y
=

∂v

∂y
− i

∂u

∂x
=

∂u

∂x
− i

∂u

∂y
=

∂v

∂y
+ i

∂v

∂x
. (I.4-28)

H Приклад 1. Показати, що функцiя w = ez є аналiтичною фун-
кцiєю на всiй комплекснiй площинi.

Розв’язування. Маємо ez = ex(cos y + i sin y), тому

u(x, y) = ex cos y, v(x, y) = ex sin y.

Функцiї u(x, y) i v(x, y) як функцiї дiйсних змiнних x i y є диферен-
цiйовними в будь-якiй точцi (x, y) (вони мають неперервнi частиннi
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похiднi будь-якого порядку) i задовольняють умови (I.4-26). Отже,
функцiя w = ez — всюди аналiтична. Для f(z) = ez, згiдно з (I.4-28),
одержуємо:

(ez)′ =
∂

∂x
(ex cos y) + i

∂

∂x
(ex sin y) = ex (cos y + i sin y) = ez,

отже (ez)′ = ez.
N

H Приклад 2. Чи є аналiтичною функцiя w = zz̄ хоча б в однiй
точцi?

Розв’язування. Маємо zz̄ = x2 + y2, так що

u(x, y) = x2 + y2, v(x, y) ≡ 0.

Умови ДЕКР у цьому випадку такi

2x = 0,

2y = 0,

i вони задовольняються тiльки в точцi (0, 0). Отже, функцiя w = zz̄

є диференцiйовною тiльки в точцi z = 0.
N

H Приклад 3. Чи є функцiя w = z̄ = x− iy аналiтичною?
Розв’язування. Тут u(x, y) = x, v(x, y) = −y є диференцiйовними

функцiями змiнних x i y. Далi:

∂u

∂x
= 1,

∂u

∂y
= 0,

∂v

∂x
= 0,

∂v

∂y
= −1.

Так що
∂u

∂x
6= ∂v

∂y
, тобто перша з умов ДЕКР не виконується в

жоднiй точцi комплексної площини. Вiдтак, функцiя w = z̄ — нiде
не є диференцiйовною, а отже, не є аналiтичною.

N
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Означення 3. Функцiя Ψ(x, y), що має в областi D неперервнi
частиннi похiднi до другого порядку включно i задовольняє в цiй
областi рiвняння Лапласа

∂2Ψ
∂x2

+
∂2Ψ
∂y2

= 0,

називається гармонiчною в областi D.
Якщо функцiя f(z) = u + iv аналiтична в деякiй областi D, то її

дiйсна частина u(x, y) й уявна частина v(x, y) — гармонiчнi функцiї
в областi D.

Двi гармонiчнi функцiї, зв’язанi умовами ДЕКР, називаються
спряженими функцiями.

Кожна гармонiчна функцiя u (або v) в однозв’язнiй областi D є
дiйсною (або уявною) частиною деякої аналiтичної в цiй областi фун-
кцiї, тобто кожна гармонiчна функцiя в однозв’язнiй областi D має
спряжену функцiю (вiдповiдно v або u), яку знаходять (з точнiстю
до сталої) за такою формулою:

v(x, y) =

(x,y)∫

(x0,y0)

[
−∂u(x, y)

∂y
dx +

∂u(x, y)
∂x

dy

]
+ C, (I.4-29)

або

u(x, y) =

(x,y)∫

(x0,y0)

[
∂v(x, y)

∂y
dx− ∂v(x, y)

∂x
dy

]
+ C, (I.4-30)

де (x0, y0) — деяка фiксована точка областi D, а (x, y) — довiльна
точка областi D.

H Приклад 4. Знайти аналiтичну функцiю w = f(z) за вiдомою її
дiйсною частиною u(x, y) = 2ex cos y i при додатковiй умовi f(0) = 2.
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Розв’язування.

Перший спосiб.

Маємо
∂u

∂x
= 2ex cos y. За першою з умов ДЕКР має бути

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

так що
∂v

∂y
= 2ex cos y. Звiдси v(x, y) =

∫
2ex cos ydy = 2ex sin y+ϕ(x),

де функцiя ϕ(x) поки що є невiдомою. Диференцiюючи v(x, y) за
змiнною x i використовуючи другу з умов ДЕКР, одержимо

2ex sin y + ϕ′(x) = −∂u

∂y
= 2ex sin y,

звiдки ϕ′(x) = 0, тобто ϕ(x) = C, де C = const.
Отже, v(x, y) = 2ex sin y +C, i f(z) = 2ex cos y + i (2ex sin y + C) =

2ez + iC. Сталу C знайдемо з умови f(0) = 2, тобто 2e0 + iC = 2,
звiдси C = 0.

Вiдповiдь: f(z) = 2ez.
Другий спосiб.

Оскiльки
∂u

∂x
= 2ex cos y i

∂u

∂y
= −2ex sin y, за формулою (I.4-29)

v(x, y) =

(x,y)∫

(x0,y0)

[2ex sin y dx + 2ex cos y dy] + C.

Рис. 1.3.

Iнтеґруємо за контуром, зображеним на рис. 1.3,
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v(x, y) =

x∫

x0

2ex sin y0 dx +

y∫

y0

2ex0 cos y dy + C =

= 2 (ex − ex0) sin y0 + 2ex0 (sin y − sin y0) =

= 2ex sin y + C1, C1 = const.

Отже, f(z) = 2ex(cos y + i sin y) + iC1 = 2ez + iC1. З умови f(0) = 2
маємо C1 = 0 i остаточно f(z) = 2ez.

N

Завдання.

Перевiрити на аналiтичнiсть функцiї:

I.89. а) w = z2z̄; б) w = zez; в) w = |z|z̄; г) w = ez2
.

I.90. а) w = |z|Re z̄; б) w = sin 3z − i;

в) w = ch z; г) w = |z|2 + 2z.

I.91. а) w = z̄ Re z; б) w = z̄ Im z; в) w = |z| Im z.

I.92. а) w =
1
2
(|z|+ z); б) w = z +

z̄

|z|2 .

Вiдновити аналiтичну в околi точки z0 функцiю f(z) за вiдомою дiй-
сною частиною u(x, y) або уявною v(x, y) i значенням f(z0):

I.93. u =
x

x2 + y2
, f(π) =

1
π
.

I.94. v = arctg
y

x
(x > 0), f(1) = 0.

I.95. u = x2 − y2 + 2x, f(i) = 2i− 1.

I.96. v = 2(chx sin y − xy), f(0) = 0.

I.97. u = 2 sinx ch y − x, f(0) = 0.
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I.98. v = 2(2 shx sin y + xy), f(0) = 3.

I.99. v = −2 sin 2x sh 2x sh 2y + y, f(0) = 2.

I.100. v = 2(cosx ch y − 1)− x2 + y2, f(0) = 2.

I.101. u = ex cos y + x2 − y2 + 3x, f(0) = 0.

I.102. v = 3x + 2xy, f(−i) = 2.

I.103. v = ex sin y + 2xy + 5y, f(0) = 10.

I.104. Довести, що в областi Re z > 0 функцiя w = ln z — аналiтична.

I.105. Довести, що для аналiтичної функцiї f(z) = u(x, y) + iv(x, y)
в областi D справджується рiвнiсть:

∂u

∂x

∂v

∂x
+

∂u

∂y

∂v

∂y
= 0.

I.106. Довести, що модуль i арґумент аналiтичної функцiї f(z) =
R(x, y) eiΦ(x,y) пов’язанi спiввiдношеннями:

∂R

∂x
= R

∂Φ
∂y

,
∂R

∂y
= −R

∂Φ
∂x

.

I.107. Довести, що в областi Re z > 0 функцiя

w = n
√
|z|

(
cos

arg z

n
+ i sin

arg z

n

)

— аналiтична.

Чи можуть бути дiйсною або уявною частинами аналiтичної функцiї
w = f(z) такi функцiї:

I.108. а) u = x2 − y2 + 2xy; б) u = x2; в) ln(x2 + y2).

I.109. а)
x2 + 1

2
y2; б) u = x2 − y.

I.110. За яких умов тричлен u = ax2 + 2bxy + cy2 є аналiтичною
функцiєю?
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Серед даних пар u(x, y), v(x, y) гармонiчних функцiй знайти спря-
женi пари:

I.111. а) u = 3(x2 − y2), v = 3x2y − y3;

б) u =
x

x2 + y2
, v = − y

x2 + y2
.

I.112. а) u = x, v = −y; б) u = ex cos y+1, v = 1+ex sin y.

I.113. Нехай f(z) — аналiтична функцiя. Покажiть, що
(

∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
f = 0,

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
f = 2f ′.

I.114. Покажiть, що для аналiтичної функцiї f(z) справедливе спiв-
вiдношення

∇2|f(z)|2 = 4|f ′(z)|2, де ∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
.

I.115. Будь-яку комплексну функцiю f(x, y) можна розглядати як
функцiю z = x+ iy i z̄ = x− iy. Покажiть, що для аналiтичної
функцiї:

∂f

∂z̄
= 0,

∂f

∂z
=

df

dz
≡ f ′(z).

I.5. Iнтеґрування функцiй комплексної змiнної

Iнтеґрування однозначних функцiй

Нехай однозначна функцiя f(z) є визначеною i неперервною в областi
D, i C — кусково-гладка замкнута або незамкнута орiєнтована крива,
що лежить у D. Нехай

z = x + iy, f(z) = u + iv,
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де u = u(x, y), v = v(x, y) — дiйснi функцiї змiнних x i y.
Обчислення iнтеґрала вiд функцiї f(z) зводиться до обчислення

звичайних криволiнiйних iнтеґралiв, а саме:

∫

C

f(z) dz =
∫

C

u dx− v dy + i

∫

C

v dx + u dy . (I.5-31)

Iз самого означення iнтеґрала одержуємо таку рiвнiсть:
∫

C−

f(z) dz = −
∫

C

f(z) dz,

(C− — крива, орiєнтована у протилежному напрямку до C).
З означення i властивостей криволiнiйних iнтеґралiв типу∫

C

P (x, y) dx + Q(x, y) dy маємо:

∫

C

(
n∑

k=1

akfk(z) dz

)
=

n∑

k=1

ak

∫

C

fk(z) dz (ak ∈ C, n ∈ N), (I.5-32)

∫

C1+C2+...+Cn

f(z) dz =
n∑

k=1

∫

Ck

fk(z) dz, (I.5-33)

де C1 +C2 + . . .+Cn означає криву, складену з Ck так, що кiнець Ck

збiгається з початком Ck+1 (k = 1, n− 1).

Iнтеґрал
∫

C

f(z)dz, взагалi кажучи, залежить вiд шляху iнтеґру-

вання C.
Якщо f(z) — аналiтична функцiя в однозв’язнiй областi D, то

iнтеґрал не залежить вiд шляху iнтеґрування. У цьому випадку

∮

C

f(z) dz = 0, (I.5-34)

де C — довiльний додатно-орiєнтований замкнутий кусково-гладкий
контур в областi D.
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Якщо крива C задана параметричними рiвняннями

x = x(t), y = y(t), z = λ(t) = x(t) + iy(t) (t ∈ [α, β]),

i λ′(t) = x′(t) + iy′(t) не дорiвнює нулевi на [α, β], тодi

∫

C

f(z) dz =

β∫

α

f [λ(t)]λ′(t) dt. (I.5-35)

Замiну змiнних в iнтеґралах вiд функцiй комплексної змiнної ро-
блять так само, як й у випадку функцiї дiйсної змiнної.

Нехай аналiтична функцiя z = ϕ(w) взаємнооднозначно вiдобра-
жає контур C в z-площинi на контур C1 в w-площинi. Тодi

∫

C

f(z) dz =
∫

C1

f [ϕ(w)]ϕ′(w) dw. (I.5-36)

Якщо функцiя f(z) — аналiтична в однозв’язнiй областi D, що
мiстить точки z0 i z1, то маємо формулу Ньютона–Ляйбнiца

z1∫

z0

f(z) dz = F (z)
∣∣∣∣
z1

z0

= F (z1)− F (z0), (I.5-37)

де F (z) — первiсна для функцiї f(z), тобто F ′(z) = f(z) в областi D.
Якщо функцiї f(z) i g(z) — аналiтичнi в однозв’язнiй областi D, а

z0 i z1 — довiльнi точки цiєї областi, то маємо формулу iнтеґрування
частинами:

z1∫

z0

f(z)g′(z) dz = f(z)g(z)
∣∣∣∣
z1

z0

−
z1∫

z0

g(z)f ′(z) dz. (I.5-38)
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H Приклад 1. Обчислити iнтеґрал∫

C

(1 + i− 2z̄) dz

за лiнiями, що з’єднують точки z1 = 0 i z2 = 1 + i,
1) за прямою;
2) за параболою y = x2;
3) за ламаною z1z3z2, де z3 = 1.

Розв’язування. Перепишемо пiдiнтеґральну функцiю так:

1 + i− 2z̄ = (1− 2x) + i(1 + 2y).

Тут u = 1−2x, v = 1+2y. Застосовуючи формулу (I.5-31), одержимо

∫

C

(1 + i− 2z̄) dz =

=
∫

C

(1− 2x) dx− (1 + 2y) dy + i

∫

C

(1 + 2y) dx + (1− 2x) dy.

1) Рiвняння прямої, що проходить через точки z1 = 0 i z2 = 1 + i,
буде y = x, 0 ≤ x ≤ 1, i отже, dy = dx. Тому

∫

C

(1 + i− 2z̄) dz =

1∫

0

[(1− 2x)− (1 + 2x)] dx +

+ i

1∫

0

[(1 + 2x) + (1− 2x)] dx = 2(i− 1).

2) Для параболи y = x2 маємо dy = 2x dx (0 ≤ x ≤ 1). Отже,

∫

C

(1 + i− 2z̄) dz =

1∫

0

[
1− 2x− (1 + 2x2) 2x

]
dx +

+ i

1∫

0

[
1 + 2x2 + (1− 2x) 2x

]
dx = −2 +

4
3
i.
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3) На вiдрiзку z1z3: y = 0, dy = 0, 0 ≤ x ≤ 1. На вiдрiзку z3z2:
x = 1, dx = 0, 0 ≤ y ≤ 1. За властивiстю лiнiйностi (I.5-32)–(I.5-33)
маємо∫

C

(1 + i− 2z̄) dz =
∫

z1z3

(1 + i− 2z̄) dz +
∫

z3z2

(1 + i− 2z̄) dz =

=

1∫

0

(1− 2x) dx + i

1∫

0

dx−
1∫

0

(1 + 2y) dy + i

1∫

0

(1− 2) dy = −2.

Цей приклад показує, що iнтеґрал вiд неперервної, але не аналi-
тичної функцiї залежить, взагалi кажучи, вiд шляху iнтеґрування.

N

H Приклад 2. Обчислити iнтеґрал
∫

C

(z2 + zz̄) dz,

де C — дуга кола |z| = 1, (0 ≤ arg z ≤ π).
Розв’язування. Нехай z = eiϕ, тодi dz = ieiϕ dϕ i
∫

C

(z2 + zz̄) dz =

π∫

0

ieiϕ
(
ei2ϕ + 1

)
dϕ = i

π∫

0

(
ei3ϕ + eiϕ

)
dϕ =

=
(

1
3
ei3ϕ + eiϕ

)∣∣∣∣
π

0

= −8
3
.

N

H Приклад 3. Обчислити iнтеґрал
∫

C

ez̄ dz, де C — вiдрiзок прямої

y = −x, що з’єднує точки z1 = 0 i z2 = π − iπ.
Розв’язування. Параметричне рiвняння лiнiї C таке: x = t, y =

−t, або в комплекснiй формi z = λ(t) = t− it, t ∈ [0, π]. Застосову-
ючи формулу (I.5-35), одержимо:

∫

C

ez̄ dz =

π∫

0

et+it(1− i) dt =
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= (1− i)

π∫

0

et+it dt =
1− i

1 + i
e(1+i)t

∣∣∣∣
π

0

= (eπ + 1)i.

N

H Приклад 4. Обчислити iнтеґрал

2+i∫

1+i

(3z2 + 2z) dz.

Розв’язування. Оскiльки пiдiнтеґральна функцiя f(z) = 3z2 + 2z

є аналiтичною всюди, то застосовуючи формулу Ньютона–Ляйбнiца,
знайдемо

2+i∫

1−i

(
3z2 + 2z

)
dz =

(
z3 + z2

) ∣∣∣∣
2+i

1−i

=

= (2 + i)3 + (2 + i)2 − (1− i)3 − (1− i)2 = 7 + 19i.

N

H Приклад 5. Обчислити iнтеґрал

i∫

0

z cos z dz.

Розв’язування. Функцiї f(z) = z i g(z) = cos z є аналiтичними
всюди. Застосовуючи формулу iнтеґрування частинами, одержимо

i∫

0

z cos z dz =

i∫

0

z(sin z)′ dz = (z sin z)
∣∣∣∣
i

0

−
i∫

0

sin z dz =

= i sin i + cos z

∣∣∣∣
i

0

= − sh 1 + ch 1− 1 =
1− e

e
.

N
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Завдання.

Обчислити iнтеґрали:

I.116.
∫

C

z Im z2 dz, C : |z| = 1 (−π ≤ arg z ≤ 0).

I.117.
∫

C

e|z|
2
Re z dz, C — пряма, що з’єднує точки z1 = 0, z2 = 1+i.

I.118.
∫

C

z Re z dz, C : |z| = 1. Обхiд проти годинникової стрiлки.

I.119.
∫

C

zz̄ dz, C : |z| = 1. Обхiд проти годинникової стрiлки.

I.120.
i∫

1

z ez dz. I.121.
1+i∫

0

z3 dz. I.122.
i∫

1

(
3z4 − 2z3

)
dz.

I.123.
∫

C

ez dz, C: а) дуга параболи y = x2, що з’єднує точки
z1 = 0 i z2 = 1 + i;

б) вiдрiзок прямої, що з’єднує цi самi точки.

I.124.
∫

C

tg z dz, C — дуга параболи y = x2, що з’єднує точки
z1 = 0 i z2 = 1 + i.

I.125.
∫

C

z̄ dz, C: а) пряма; б) парабола y = x2;
в) парабола y =

√
x,

що з’єднують точки z1 = 0 i z2 = 1 + i.
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I.126.
∫

C

cos z dz, C — вiдрiзок прямої, що з’єднує точки
z1 = π/2 i z2 = π + i.

I.127.
i∫

1

1 + tg z

cos2 z
dz за прямою, що з’єднує точки

z1 = 1 i z2 = i.

I.128.
∫

C

ez̄ dz, C: а) ламана, що з’єднує точки
z1 = 0, z2 = 1, z3 = 1 + i;

б) ламана, що з’єднує точки
z1 = 0, z2 = i, z3 = 1 + i.

I.129. а)
∫

C

e|z|
2
dz; б)

∫

C

ez2
Re z dz; в)

∫

C

|z|
|z|+ 1

dz;

C — вiдрiзок прямої, що з’єднує точки z1 = 0, z2 =
1
2

(
1 + i

√
3
)
.

I.130.
∫

C

z Im zz dz, C : | Im z| ≤ 1, Re z = 1.

I.131.
∫

C

Re(sin z) cos z dz, C : | Im z| ≤ 1, Re z =
π

4
.

I.132.
i∫

1

(3z4 − 2z3) dz. I.133.
−1−i∫

1+i

(2z + 1) dz.

I.134.
∮

|z−1|=1

Re z dz. I.135.
2i∫

1+i

(
z3 − z

)
ez2/2 dz.

I.136.
i∫

1

z sin z dz. I.137.
i∫

0

(z − i) e−z dz.
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I.138.
1+i∫

0

sin z cos z dz. I.139.
i∫

−i

z ez2
dz.

I.140.
∫

C

z + 2
z

dz, C — пiвколо z = 2 eiϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π.

Iнтеґрування багатозначних функцiй

Для iнтеґрування багатозначної функцiї необхiдно видiлити її кон-
кретне вiдгалуження (гiлку). Це досягається заданням значення ба-
гатозначної функцiї у деякiй точцi контура iнтеґрування.

Якщо контур iнтеґрування C є замкнутим, то початковою точкою
z0 шляху iнтеґрування вважається та точка, в якiй задано значення
пiдiнтеґральної функцiї.

H Приклад 1. Обчислити iнтеґрал
∫

C

dz√
z
,

де C — верхня дуга кола |z| = 1. Для
√

z вибирається те вiдгалуже-
ння, для якого

√
1 = −1.

Розв’язування.
Перший спосiб.

Функцiя
√

z =
√
|z| ei ϕ+2πk

2 має два значення (ϕ = arg z):

k = 0 :
√

z =
√
|z|

(
cos

ϕ

2
+ i sin

ϕ

2

)
=

√
|z| ei ϕ

2 ,

k = 1 :
√

z =
√
|z|

(
cos

(ϕ

2
+ π

)
+ i sin

(ϕ

2
+ π

))
=

√
|z| ei ϕ

2 eiπ,

або, враховуючи, що |z| = 1,
√

z = cos
ϕ

2
+ i sin

ϕ

2
= ei ϕ

2 ,

√
z = −

(
cos

ϕ

2
+ i sin

ϕ

2

)
= −ei ϕ

2 . (∗)



I.5. Iнтеґрування функцiй комплексної змiнної 53

Умову
√

1 = −1 задовольняє друге значення, тому що

√
1 = − cos 0− i sin 0 = −ei 0

2 = −1 (ϕ = 0 для точки z = 1).

Застосовуючи формулу Ньютона–Ляйбнiца, одержимо

∫

C

dz√
z

=

−1∫

1

dz√
z

= 2
√

z

∣∣∣∣
−1

1

= 2
(√−1−

√
1
)

.

Покладемо в (∗) z = −1:

√−1 = −
(

cos
arg(−1)

2
+ i sin

arg(−1)
2

)
= −

(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)
= i.

Згiдно з вибором гiлки
√

1 = −1 маємо остаточно

∫

C

dz√
z

= 2(1− i).

Другий спосiб.

Нехай z = |z| eiϕ, де |z| = 1, а 0 ≤ ϕ ≤ π. З умови
√

1 = −1 випливає,
що

√
eiϕ = ei(ϕ

2
+π). Тодi

∫

C

dz√
z

=

π∫

0

ieiϕ

√
eiϕ

dϕ =

π∫

0

ieiϕ dϕ

ei(ϕ
2
+π)

=

π∫

0

i ei(ϕ
2
−π) dϕ =

= 2 ei(ϕ
2
−π)

∣∣∣∣
π

0

= 2
(
e−

iπ
2 − e−iπ

)
= 2(1− i).

N

H Приклад 2. Обчислити iнтеґрал
i∫

1

ln3 z

z
dz за дугою кола |z| = 1

(ln z — головне значення логарифма: ln 1 = 0).
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Розв’язування.
Перший спосiб.

Застосовуючи формулу Ньютона–Ляйбнiца, одержимо

i∫

1

ln3 z

z
dz =

i∫

1

ln3 z d(ln z) =
ln4 z

4

∣∣∣∣
i

1

=
ln4 i− ln4 1

4
=

=
ln4 i

4
=

1
4

(
πi

2

)4

=
π4

64
.

Другий спосiб.

Зробимо замiну змiнної

w = ln z, dw =
dz

z
.

Дуга кола |z| = 1 перейде у вiдрiзок уявної осi мiж точками (0, 0) i
(0, π/2). Iнтеґрал набуде вигляду:

i π
2∫

0

w3 dw =
w4

4

∣∣∣∣
i π
2

0

=
1
4

π4i4

24
=

π4

64
.

Третiй спосiб.

Покладемо z = eiϕ (|z| = 1). Тодi

ln z = iϕ, dz = ieiϕ dϕ.

У цьому випадку маємо:

π
2∫

0

i3ϕ3eiϕ i dϕ

eiϕ
=

π
2∫

0

ϕ3 dϕ =
ϕ4

4

∣∣∣∣
π
2

0

=
π4

64
.

N
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Завдання.

Обчислити iнтеґрали:

I.141.
∫

C

ln z dz (ln z — головне значення логарифма),

де C: |z| = 1:
а) початкова точка шляху iнтеґрування z0 = 1;
б) z0 = −1.

Обхiд проти годинникової стрiлки.

I.142.
∫

C

dz√
z
, C: а) верхня половина кола |z| = 1;

обирається те вiдгалуження функцiї
√

z,
для якого

√
1 = 1;

б) |z| = 1, Re z ≥ 0,
√−i =

√
2

2 (1− i).

I.143.
∫

C

dz
4
√

z3
, C: верхня половина кола |z| = 1; обрано те вiдгалу-

ження функцiї w = 4
√

z3, для якого 4
√

1 = 1.

I.144.
i∫

1

ln(z + 1)
z + 1

dz за дугою кола |z| = 1, Im z ≥ 0, Re z ≥ 0.

I.145.
i∫

1

ln z

z
dz за вiдрiзком прямої, що з’єднує точки

а) z1 = 1 i z2 = i; б) z1 = i i z2 = ei.

I.146.
i∫

−1

cos z dz√
sin z

за прямою, що з’єднує точки z1 = −1 i z2 = i;

обрано те вiдгалуження функцiї
√

sin z, для якого
√

sin(−1) = i
√

sin 1.
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I.147.
∫

C

4
√

z dz, за дугою кола |z| = 2, Im z ≤ 0, обрано те вiдгалу-

ження функцiї w = 4
√

z, для якого 4
√

1 = 1.

I.148.
∫

C

arcsin z dz, за дугою кола |z| = 1, вiд точки z0 = 1 до

точки z1 = i, arcsin z — головне значення функцiї Arc sin z.

I.149.
1∫

0

z Ar th z dz, обрано те вiдгалуження функцiї w = Ar th z,

для якого Ar th
(
−1

2

)
=

1
2

(8πi− ln 3).

I.150.

1
2(e− 1

e)∫

0

Ar sinh2 z dz, обрано те вiдгалуження функцiї

w = Ar sinh z, для якого Ar sinh 0 = 2πi.

I.6. Iнтеґральна формула Кошi

Якщо функцiя f(z) є аналiтичною функцiєю в областi D, обмеженiй
кусково-гладким замкнутим контуром C, i на самому контурi, то
маємо iнтеґральну формулу Кошi

f(z0) =
1

2πi

∮

C

f(z) dz

z − z0
(z0 ∈ D), (I.6-39)

де контур C обходиться так, що область D залишається завжди лi-
воруч.

За iнтеґральною формулою Кошi можна обчислити деякi iнте-
ґрали.
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H Приклад 1. Обчислити iнтеґрал
∮

|z|=2

ch iz dz

z2 + 4z + 3
.

Розв’язування. Усерединi кола |z| = 2 знаменник частки дорiвнює
нулю в точцi z0 = −1. Щоб застосувати формулу (I.6-39), перепише-
мо iнтеґрал так

∮

|z|=2

ch iz

z2 + 4z + 3
dz =

∮

|z|=2

ch iz

(z + 1)(z + 3)
dz =

∮

|z|=2

ch iz

z + 3
z − (−1)

dz.

Тут z0 = −1 i функцiя f(z) =
ch iz

z + 3
є аналiтичною в крузi |z| ≤ 2.

Тому
∮

|z|=2

ch iz

z2 + 4z + 3
dz = 2πif(−1) = 2πi

ch(−i)
2

= πi ch i = πi cos 1.

N

H Приклад 2. Обчислити iнтеґрал
∮

C

ez2

z2 − 6z
dz, якщо:

1) C : |z − 2| = 1; 2) C : |z − 2| = 3; 3) C : |z − 2| = 5.
Розв’язування.
1) У замкнутiй областi, обмеженiй колом |z−2| = 1, пiдiнтеґраль-

на функцiя є аналiтичною, тому, за теоремою Кошi,
∮

|z−2|=1

ez2

z2 − 6z
dz = 0.

2) Усерединi областi, обмеженiй колом |z− 2| = 3, мiститься одна
точка z = 0, в якiй знаменник дорiвнює нулю. Перепишемо iнтеґрал
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так:

∮

|z−2|=3

ez2

z2 − 6z
dz =

∮

|z−2|=3

ez2

z−6

z
dz.

Функцiя f(z) =
ez2

z − 6
є аналiтичною в данiй областi. Застосову-

ючи формулу Кошi (z0 = 0), одержимо

∮

|z−2|=3

ez2

z2 − 6z
dz = 2πi

ez2

z − 6

∣∣∣∣∣
z=0

= 2πi

(
−1

6

)
= −πi

3
.

3) В областi, обмеженiй колом |z − 2| = 5, маємо двi точки z = 0,
z = 6, в яких знаменник пiдiнтеґральної функцiї дорiвнює нулю.
Безпосередньо формулу (I.6-39) застосовувати не можна. У цьому
випадку робимо так. Побудуємо кола γ1 i γ2 з центрами в точках
z = 0 i z = 6 досить малих радiусiв, таких, щоб кола не перетинались
i цiлком мiстилися в крузi |z − 2| ≤ 5:

У тризв’язнiй областi, обмеженiй колами |z − 2| = 5, γ1 i γ2, пi-
дiнтеґральна функцiя є аналiтичною. За теоремою Кошi для багато-
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зв’язної областi одержимо
∮

C+γ−1 +γ−2

ez2

z2 − 6z
dz = 0

або
∮

|z−2|=5

ez2

z2 − 6z
dz =

∮

γ1

ez2

z2 − 6z
dz +

∮

γ2

ez2

z2 − 6z
dz.

До кожного з iнтеґралiв у правiй частинi можна застосувати фор-
мулу Кошi. Отже, одержимо

∮

|z−2|=5

ez2

z2 − 6z
dz = 2πi

ez2

z − 6

∣∣∣∣
z=0

+ 2πi
ez2

z

∣∣∣∣
z=6

=
e36 − 1

3
πi.

Можна дiяти й iнакше: розкласти
1

z2 − 6z
на простi дроби, а потiм

до кожного з одержаних iнтеґралiв застосувати iнтеґральну формулу
Кошi. N

Якщо функцiя f(z) є аналiтичною в областi D i на її границi C,
то для будь-якого натурального n маємо формулу

f (n)(z0) =
n!
2πi

∮

C

f(z) dz

(z − z0)n+1
, (I.6-40)

де z0 ∈ D, z ∈ C. Застосуємо цю формулу для обчислення iнтеґралiв.

H Приклад 3. Обчислити iнтеґрал
∮

|z−1|=1

sinπz

(z2 − 1)2
dz.

Розв’язування. Пiдiнтеґральна функцiя
sinπz

(z2 − 1)2
є аналiтичною

в областi D : |z−1| ≤ 1 всюди, крiм точки z0 = 1. Тому перепишемо
пiдiнтеґральну функцiю так:

sinπz

(z2 − 1)2
=

sin πz
(z+1)2

(z − 1)2
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i за f(z) вiзьмемо
sinπz

(z + 1)2
. Покладаючи у формулi (I.6-40) n = 1,

одержимо
∮

|z−1|=1

sin πz
(z+1)2

(z − 1)2
dz = 2πif ′(z).

Знаходимо похiдну f ′(z) =
(

sinπz

(z + 1)2

)′
=

(z + 1)π cosπz − 2 sinπz

(z + 1)3
.

Звiдси f ′(1) =
2π cosπ

23
= −π

4
.

Отже,
∮

|z−1|=1

sinπz

(z2 − 1)2
dz = −π2

2
i.

N

H Приклад 4. Обчислити iнтеґрал
∮

|z|=2

ch z

(z + 1)3(z − 1)
dz.

Розв’язування. Побудуємо кола γ1 i γ2 з центрами в точках z1 =
−1 i z2 = 1 досить малих радiусiв, таких, щоб вони не перетинались i
повнiстю мiстилися в крузi |z| ≤ 2. У тризв’язнiй областi, обмеженiй
колами |z| = 2, γ1 i γ2, пiдiнтеґральна функцiя є аналiтичною. За
теоремою Кошi для багатозв’язної областi, маємо

∮

|z|=2

ch z dz

(z + 1)3(z − 1)
=

∮

γ1

ch z dz

(z + 1)3(z − 1)
+

∮

γ2

ch z dz

(z + 1)3(z − 1)
. (I.6-41)

До першого iнтеґрала правої частини (I.6-41) застосуємо формулу
(I.6-40), попередньо записавши пiдiнтеґральну функцiю так:

ch z

(z + 1)3(z − 1)
=

1
z−1 ch z

(z + 1)3
.

Функцiя
ch z

z − 1
є аналiтичною всерединi γ1, тому за формулою (I.6-39)

∮

γ1

ch z dz

(z + 1)3(z − 1)
=

∮

γ1

1
z−1 ch z

(z + 1)3
dz =

2πi

2!

(
ch z

z − 1

)′′ ∣∣∣∣
z=−1

=

= −2 e−1 + ch 1
4

πi.
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До другого iнтеґрала в правiй частинi (I.6-41) застосуємо iнте-
ґральну формулу Кошi (I.6-39)

∮

γ2

ch z dz

(z + 1)3(z − 1)
=

∮

γ2

1
(z+1)3

chz

z − 1
dz = 2πi

ch z

(z + 1)3

∣∣∣∣
z=1

= π
ch 1
4

.

Остаточно одержимо
∮

|z|=2

ch z dz

(z + 1)3(z − 1)
= −πi

2e−1 + ch1
4

+ πi
ch 1
4

= −πi

2e
.

N

Завдання.

Обчислити iнтеґрали:

I.151.
∮

|z|=1

cos z

z3
dz. I.152.

∮

|z|=1

sh2 z

z3
dz.

I.153.
∮

|z−1|=1

sin
(

π
4 z

)

(z − 1)2(z − 3)
dz. I.154.

∮

|z−3|=6

z dz

(z − 2)3(z + 4)
.

I.155.
∮

|z|=2

z sh z

(z2 − 1)2
dz. I.156.

∮

|z|=1

ez

z2 + 2z
dz.

I.157.
∮

|z−i|=1

eiz dz

z2 + 1
. I.158.

∮

|z−1|=2

sin
(

π
2 z

)

z2 + 2z − 3
dz.

I.159.
∮

|z|=2

sin iz

z2 − 4z + 3
dz. I.160.

∮

|z|=1

tg z

z e
1

z+2

dz.

I.161.
∮

|z|= 1
2

1
z3

cos
π

z + 1
dz. I.162.

∮

|z−2|=3

ch eiπz

z3 − 4z2
dz.

I.163.
∮

|z−2|=1

e1/z

(z2 + 4)2
dz. I.164.

∮

|z|= 1
2

1− sin z

z2
dz.
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I.165.
∮

|z−1|= 1
2

eiz

(z2 − 1)2
dz. I.166.

∮

|z|=3

cos(z + iπ)
z (ez + 2)

dz.

I.167.
∮

|z|=3

dz

z2 + 16
. I.168.

∮

|z|=4

dz

(z2 + 9) (z + 9)
.

I.169.
∮

|z|=1

sh
(

π
2 (z + i)

)

z2 − 2z
dz. I.170.

∮

|z|=2

sin z sin(z − 1)
z2 − z

dz.

I.171.
∮

C

sin (πz/4)
z2 − 1

dz, C : x2 + y2 − 2x = 0.

I.172.
∮

C

eπz dz

(z2 + 1)2
, C : x2 + y2 − 2y = 0.

I.173.
∮

|z|=1

dz

(z − a)n(z − b)n
, (n ∈ N, |a| < |b|)

а) |a| < |b| < 1; б) |a| < 1 < |b|; в) 1 < |a| < |b|.

I.174.
∮

|z+i|=3

sin z

z + i
dz. I.175.

∮

|z+1|=1

dz

(z + 1)(z − 1)3
dz.

I.176.
∮

|z−1|= 1
2

ez

z(1− z)3
dz. I.177.

∮

|z|=2

dz

z2 + 1
.

I.178.
∮

|z−i|=1

cos z

(z − i)3
dz. I.179.

∮

|z|=4

cos z

z2 − π2
dz.
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I.7. Степеневi ряди

Ряд
∞∑

n=0

Cn(z− z0)n, де {Cn} — деяка послiдовнiсть комплексних чи-

сел, називають степеневим рядом .
Областю збiжностi цього ряду є круг iз центром у точцi z0.
Радiус збiжностi степеневого ряду визначають за формулами:

R = lim
n→∞

|Cn|
|Cn+1| (Cn 6= 0), (I.7-42)

або

R = lim
n→∞

1
n
√
|Cn|

. (I.7-43)

Якщо R = 0, то степеневий ряд збiгається тiльки в точцi z = z0, якщо
ж R = +∞, то дослiджуваний ряд збiгається (причому абсолютно)
у всiй комплекснiй площинi C.

H Приклад 1. Визначити радiус збiжностi R степеневого ряду
∞∑

n=0

cos(in) zn.

Розв’язування. Маємо

Cn = cos(in) =
en + e−n

2
= chn.

За формулою (I.7-42) знаходимо R:

R = lim
n→∞

| chn|
| ch(n + 1)| = lim

n→∞
chn

ch(n + 1)
= lim

n→∞
chn

chn ch 1 + shn sh 1
=

= lim
n→∞

1
ch 1 + thn sh 1

=
1

ch 1 + sh 1
= e−1,

тому що

lim
n→∞ thn = lim

n→∞
en − e−n

en + e−n
= lim

n→∞
1− e−2n

1 + e−2n
= 1.

N
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H Приклад 2. Знайти радiус збiжностi R степеневого ряду

∞∑

n=0

(1 + i)n zn.

Розв’язування. Знайдемо модуль коефiцiєнта Cn:

|Cn| = |(1 + i)n| = |1 + i|n =
(√

2
)n

= 2n/2.

За формулою (I.7-43) радiус збiжностi дорiвнює:

R = lim
n→∞

1
n
√

2n/2
=

1√
2
.

N

Ряд Тейлора

Функцiя f(z), однозначна й аналiтична в точцi z = z0, розкладається
в околi цiєї точки в степеневий ряд Тейлора:

f(z) =
∞∑

n=0

Cn(z − z0)n,

де

Cn =
1

2πi

∮

Γ

f(z) dz

(z − z0)n+1
=

f (n)(z0)
n!

(n ∈ N).

Γ — це коло з центром у точцi z = z0, що цiлком мiститься в околi
точки z0, в якому функцiя f(z) аналiтична.

Iснують такi збiжнi у всiй площинi C розклади основних елемен-
тарних функцiй в ряди Тейлора в околi точки z0 = 0 (такi ряди ще
називають рядами Маклоре́на):

ez =
∞∑

n=0

zn

n!
, (I.7-44)



I.7. Степеневi ряди 65

sin z =
∞∑

n=0

(−1)n z2n+1

(2n + 1)!
, (I.7-45)

cos z =
∞∑

n=0

(−1)n z2n

(2n)!
, (I.7-46)

sh z =
∞∑

n=0

z2n+1

(2n + 1)!
, (I.7-47)

ch z =
∞∑

n=0

z2n

(2n)!
. (I.7-48)

Розклад у ряд Тейлора в околi z0 = 0 головного значення логарифма
записується так:

ln(1 + z) =
∞∑

n=1

(−1)n+1 zn

(2n)!
, (R = 1). (I.7-49)

Щоб отримати ряд Тейлора для iнших значень багатозначної функцiї
Ln(1 + z), слiд додати до ряду числа 2πki (k ∈ Z):

Ln(1 + z) =
∞∑

n=1

(−1)n+1 zn

(2n)!
+ 2πki.

Нехай (1 + z)α = exp (α ln(1 + z)), тобто розглянемо головне зна-
чення функцiї w = (1 + z)α. Тодi маємо такий розклад

(1 + z)α = 1 +
∞∑

n=1

α(α− 1) . . . (α− n + 1)
n!

zn (R = 1). (I.7-50)

Зокрема для α = −1 одержимо

1
1 + z

=
∞∑

n=0

(−1)n zn (R = 1). (I.7-51)
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H Приклад 3. Розкласти в ряд Тейлора в околi точки z0 = 0 фун-
кцiї:
а) f(z) =

z

z2 − 2z − 3
; б)

1
(1 + z)(1 + z2)(1 + z4)

;

в) f(z) = sin4 z + cos4 z.
Розв’язування.
а) Розкладемо цю дробово-рацiональну функцiю на простi дроби

f(z) =
1
4

1
z + 1

+
3
4

1
z − 3

.

Кожен iз одержаних дробiв запишемо як суму нескiнченно спадної
геометричної проґресiї (I.7-51):

1
4

1
z + 1

=
1
4

∞∑

n=0

(−1)nzn,
3
4

1
z − 3

= −1
4

1

1− z

3

= −1
4

∞∑

n=0

(z

3

)n

i отримаємо розклад у ряд Тейлора функцiї f(z)

f(z) =
1
4

∞∑

n=0

[
(−1)n − 3−n

]
zn.

Найближчою до точки z0 = 0 особливою точкою функцiї f(z) є
точка z = −1, тому радiус збiжностi одержаного ряду R = 1.

б) Для розкладу цiєї дробово-рацiональної функцiї в степеневий
ряд зробимо перетворення:

1
(1 + z)(1 + z2)(1 + z4)

=
1− z

(1− z2)(1 + z2)(1 + z4)
=

1− z

1− z8
.

Використовуючи формулу (I.7-51) для суми безмежно спадної
геометричної проґресiї в крузi |z| < 1, одержимо шуканий ряд Тей-
лора:

1
(1 + z)(1 + z2)(1 + z4)

= (1− z)
∞∑

n=0

z8n =
∞∑

n=0

(
z8n − z8n+1

)
.
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в) Оскiльки дана функцiя f(z) цiла, то вона розкладається у сте-
пеневий ряд у всiй площинi C. Щоб знайти коефiцiєнти цього роз-
кладу, перепишемо f(z) так:

f(z) = sin4 z + cos4 z =
(

1− cos 2z

2

)2

+
(

1 + cos 2z
2

)2

=

=
1
2

+
1
2

cos2 2z =
1
2

+
1
4
(1 + cos 4z) =

3
4

+
1
4

cos 4z.

Використовуючи розклад функцiї cos z, одержимо, що

f(z) = 1 +
∞∑

n=1

(−1)n 24n

(2n)!
z2n (∀z ∈ C).

N

H Приклад 4. Знайти декiлька перших членiв розкладу в ряд за
степенями z функцiї f(z) = tg z.

Розв’язування. Функцiя f(z) = tg z — аналiтична у всiй компле-
кснiй площинi C за винятком точок zk =

π

2
+ kπ (k ∈ Z). Тому в

крузi |z| < π

2
вона розкладається в ряд Тейлора, тобто в цьому крузi

виконується рiвнiсть

sin z

cos z
= C0 + C1z + . . . + Cnzn + . . .

(
|z| < π

2

)

з невiдомими коефiцiєнтами C0, C1, . . . , Cn, . . . . Звiдки для |z| <
π

2
маємо

∞∑

n=0

(−1)n z2n+1

(2n + 1)!
=

( ∞∑

n=0

Cnzn

) ( ∞∑

n=0

(−1)n z2n

(2n)!

)
.

Перемножуючи ряди у правiй частинi рiвностi, одержимо:

C0 = 0, C1 = 1, C2 = 0, C3 =
1
3
, C4 = 0, C5 =

2
15

, . . . .

Отже,

tg z = z +
1
3

z3 +
2
15

z5 + . . .
(
|z| < π

2

)
.
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Коефiцiєнти цього ряду виражаються через так званi числа Бер-
нуллi , див. завдання I.194:

tg z =
∞∑

n=1

(−1)n−1 22n
(
e2n − 1

)
B2n

(2n)!
z2n−1,

(
|z| < π

2

)
.

N

H Приклад 5. Розкласти за степенями рiзницi (z − 3) функцiю

f(z) =
1

3− 2z
.

Розв’язування. Перетворимо дану функцiю так:

1
3− 2z

=
1

3− 2(z − 3 + 3)
=

1
−3− 2(z − 3)

== −1
3

1

1 +
2
3
(z − 3)

.

Замiнюючи у формулi для суми нескiнченно спадної геометричної

проґресiї z на
2
3
(z − 3), одержуємо шуканий степеневий ряд:

1
3− 2z

= −1
3

[
1− 2

3
(z − 3) +

22

32
(z − 3)2 ∓ . . .

]
=

= −1
3

+
2
32

(z − 3)− 22

33
(z − 3)2 ± . . . .

Цей ряд збiгається за умови
∣∣∣∣
2
3
(z − 3)

∣∣∣∣ < 1, або |z − 3| <
3
2
, тобто

радiус збiжностi ряду R =
3
2
.

N

Завдання.

Знайти радiуси збiжностi степеневих рядiв:

I.180. а)
∞∑

n=1

ein zn; б)
∞∑

n=1

ei π
n zn.

I.181. а)
∞∑

n=0

(
z

1− i

)n

; б)
∞∑

n=1

( z

in

)n
.
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I.182. а)
∞∑

n=1

ch
i

n
zn; б)

∞∑

n=1

( z

ln in

)n
.

I.183. а)
∞∑

n=0

sin
πi

n
zn; б)

∞∑

n=1

in zn.

I.184. а)
∞∑

n=1

cosn πi√
n

zn; б)
∞∑

n=1

zn

sinn(1 + in)
.

I.185. а)
∞∑

n=0

(n + i) zn; б)
∞∑

n=1

cos in zn.

Розкласти в ряд Тейлора данi функцiї, використовуючи готовi роз-
клади, i знайти радiуси збiжностi рядiв:

I.186. а) sin(2z + 1) за степенями (z + 1);

б) cos z за степенями
(
z +

π

4

)
;

в) ez за степенями (2z − 1).

I.187. а)
1

3z + 1
за степенями (z + 2);

б)
z + 1

z2 + 4z − 5
за степенями z;

в)
z

z2 + i
за степенями z.

I.188. а) cos2
iz

2
за степенями z;

б) ln(2− z) за степенями z;

в) sh2 z

2
за степенями z.

I.189. Розкласти в ряд Тейлора iнтеґрали Френеля

а) S(z) =
∫ z

0
sin

πt3

2
dt; б) C(z) =

∫ z

0
cos

πt3

2
dt.

Знайти декiлька перших членiв розкладу в ряд за степенями z

функцiї:

I.190. а)
1

1 + ez
; б)

1
2 + sin z

; в)
1

e−z + 5
.



70 I. Теорiя функцiй комплексної змiнної

I.191. а) ln
(
1 + e−z

)
; б) ln cos z; в) ln(1 + cos z).

I.192. а)
z

ln(1 + z)
; б) e

1
1−z ; в) ln(2 + z − z2).

I.193. arsh z.

I.194. Використовуючи твiрну функцiю для чисел Бернуллi Bn:

t

et − 1
=

∞∑

n=0

Bn
tn

n!
,

розкласти в ряд cth z.

Знайти суму й область збiжностi ряду

I.195.
1
2

(
z + 1
z − 1

)
+

1
22

(
z + 1
z − 1

)2

+
1
23

(
z + 1
z − 1

)3

+ · · · .

I.196.
1
2

(
z + i

z − 1

)
+

2
22

(
z + i

z − 1

)2

+
3
23

(
z + i

z − 1

)3

+ · · · .

I.197. Розкласти в ряд Тейлора за степенями z i дати iнтерпретацiю
коефiцiєнтiв

1
1− z − z2

.

Ряд Лорана

Функцiя f(z), що є однозначною й аналiтичною в кiльцi r < |z−z0| <
R (можуть бути випадки, коли r = 0, R = ∞), розкладається в цьому
кiльцi в ряд Лорана

f(z) =
∞∑

n=−∞
Cn(z − z0)n = (I.7-52)

=
−1∑

n=−∞
Cn(z − z0)n +

∞∑

n=0

Cn(z − z0)n,
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де коефiцiєнти Cn шукають за формулами:

Cn =
1

2πi

∮

Γ

f(z) dz

(z − z0)n+1
(n ∈ Z), (I.7-53)

Γ — довiльне коло з центром у точцi z0, що мiститься всерединi да-
ного кiльця.

У формулi (I.7-52) ряд
−1∑

n=−∞
Cn(z − z0)n =

∞∑

n=1

C−n

(z − z0)n
назива-

ють головною частиною ряду Лорана , ряд
∞∑

n=0

Cn(z−z0)n — пра-

вильною частиною ряду Лорана . На практицi, щоб знайти ко-
ефiцiєнти Cn, намагаються уникнути застосування формул (I.7-53),
тому що вони призводять до громiздких викладок. Отже, якщо мо-
жливо, використовують готовi розклади в ряд Тейлора елементарних
функцiй4.

4Багатозначну функцiю в околi точки розгалуження також можна розкласти
в ряд, обравши конкретне вiдгалуження.

Коли точка z0 є точкою розгалуження функцiї f(z) скiнченного порядку n.
Тодi f(z) можна розкласти в узагальнений степеневий ряд

f(z) =

∞∑

k=−∞
Ck(z − z0)

k/n.

Якщо iснує границя (скiнченна або нескiнченна) функцiї f(z) при прямуваннi до
точки z0, то така точка є алґебраїчною, i ряд мiстить скiнченну кiлькiсть додан-
кiв з вiд’ємними k (приклад: f(z) = 1/√z ). Якщо границя не iснує, то така точка
розгалуження єтрансцендентною, i ряд мiстить безмежну кiлькiсть доданкiв
з вiд’ємними k (приклад: f(z) = e1/

√
z). Логарифмiчну точку розгалуження вiд-

носять до трансцендентних, але в її околi не можна записати функцiю навiть
у виглядi узагальненого степеневого ряду. Зазначимо, що ряди, якi мiстять дро-
бовi степенi, степенi логарифмiв чи й навiть вкладених логарифмiв (на зразок
ln ln z, ln ln ln z, . . . ), називаються рядами П’юiзо (франц. Puiseux). (Приклад:

головне значення f(z) = zz = ez ln z = 1 + z ln z +
1

2!
(z ln z)2 + . . .).
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Для точок z = eit, що лежать на колi |z| = 1, ряд Лорана пере-
творюється в ряд Фур’є функцiї F (t):

F (t) =
∞∑

n=−∞
Cn eint,

Cn =
1
2π

2π∫

0

F (ϕ)e−inϕ dϕ (n ∈ Z),

записаний у комплекснiй формi.

H Приклад 1. Розкласти в ряд Лорана в кiльцi 0 < |z − 1| < 2

функцiю f(z) =
1

(z2 − 1)2
.

Розв’язування.

Перший спосiб.

Функцiя f(z) =
1

(z2 − 1)2

— аналiтична в кiльцi
0 < |z − 1| < 2. За фор-
мулою (I.7-53) знаходимо
коефiцiєнти ряду Лорана:

Cn =
1

2πi

∮

Γ

1
(z2 − 1)2

(z − 1)n+1
dz =

1
2πi

∮

Γ

dz

(z − 1)n+3(z + 1)2
(n ∈ Z),

де Γ — будь-яке коло з центром у точцi z0 = 1, що належить даному
кiльцю.

Якщо n + 3 ≤ 0, тобто n ≤ −3, пiдiнтеґральна функцiя буде
аналiтичною у всiх точках всерединi Γ, в тому числi i в точцi z = 1.
Тому за теоремою Кошi Cn = 0 (n = −3,−4, . . .). Якщо ж n + 3 > 0,
то застосовуємо iнтеґральну формулу Кошi для похiдних аналiтичної
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функцiї:

Cn =
1

2πi

∮

Γ

1
(z + 1)2

(z − 1)n+3
dz =

1
(n + 2)!

dn+2

dzn+2

[
1

(z + 1)2

] ∣∣∣∣∣
z=1

=

=
1

(n + 2)!
(−1)n(n + 3)!

(z + 1)n+4

∣∣∣∣∣
z=1

=
(−1)n(n + 3)

2n+4

(n = −2,−1, 0, 1, 2, . . .).

Отже, в кiльцi 0 < |z − 1| < 2 справджується розклад:

1
(z2 − 1)2

=
∞∑

n=−2

(−1)n(n + 3)
2n+4

(z − 1)n.

Другий спосiб.

Передусiм треба записати f(z) у виглядi суми додатних i вiд’ємних
степенiв рiзницi (z − 1). Перетворимо дану функцiю так:

f(z) =
1

(z2 − 1)2
=

1
4

(
1

z − 1
− 1

z + 1

)2

= (I.7-54)

=
1
4

1
(z − 1)2

− 1
4

1
z − 1

+
1
4

1
z + 1

+
1
4

1
(z + 1)2

.

Першi два доданки мають шуканий вигляд, оскiльки є степенями
рiзницi (z − 1). Останнi два доданки перепишемо у виглядi

1
z + 1

=
1

(z − 1) + 2
=

1
2

1
1 + z−1

2

,
1

(z + 1)2
=

1
4

[
1 +

(
z − 1

2

)]−2

.

До них застосуємо формули розкладу в ряд Тейлора в околi точки
z0 = 0 (I.7-50), (I.7-51) i одержимо

1
z + 1

=
1
2

[
1− z − 1

2
+

(
z − 1

2

)2

−
(

z − 1
2

)3

+ . . .

]

1
(z + 1)2

=
1
4

[
1− 2

z − 1
2

+
−2(−2− 1)

2!

(
z − 1

2

)2

+

+
−2(−2− 1)(−2− 2)

3!

(
z − 1

2

)3

+ . . .

]
.
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Пiдставляючи цi розклади в (I.7-54), знаходимо:

1
(z2 − 1)2

=
1
4

1
(z − 1)2

− 1
4

1
z − 1

+

+
1
8

[
1− z − 1

2
+

(
z − 1

2

)2

−
(

z − 1
2

)3

+ . . .

]
+

+
1
16

[
1− (z − 1) +

3
22

(z − 1)2 − 4
23

(z − 1)3 + . . .

]

або
1

(z2 − 1)2
=

1
4

1
(z − 1)2

− 1
4

1
z − 1

+
3
16
− 1

8
(z − 1) +

+
5
64

(z − 1)2 − 3
64

(z − 1)3 + . . . .

N

H Приклад 2. Розкласти в ряд Лорана функцiю f(z) = z2 cos
1
z
в

околi точки z0 = 0.
Розв’язування. Для будь-якого комплексного ζ маємо (I.7-46):

cos ζ = 1− ζ2

2!
+

ζ4

4!
− ζ6

6!
± . . . .

Покладаючи ζ =
1
z
, одержимо

z2 cos
1
z

= z2 − 1
2!

+
1

4! z2
− 1

6! z4
± . . .

або

z2 cos
1
z

= −1
2

+ z2 +
1

4! z2
− 1

6! z4
± . . . .

Цей розклад iснує для будь-якої точки z 6= 0. У нашому ви-
падку “кiльцем” є вся комплексна площина з одною вилученою то-
чкою z = 0. “Кiльце” можна визначити за допомогою спiввiдношення
0 < |z− 0| < +∞. Тут r = 0, R = +∞, z0 = 0. Ця функцiя є аналiти-
чною у вказаному “кiльцi”.

N
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H Приклад 3. Розглянути рiзнi розклади в ряд Лорана функцiї

f(z) =
2z + 1

z2 + z − 2
в околi точки z0 = 0.

Розв’язування. Функцiя
f(z) має двi особливi то-
чки: z1 = −2 i z2 = 1.
Отже, є три “кiльця” iз цен-
тром у точцi z0 = 0, у ко-
жному з яких f(z) є аналi-
тичною функцiєю:

а) круг |z| < 1;

б) кiльце 1 < |z| < 2;

в) 2 < |z| < +∞ — поза кругом |z| ≤ 2.

Знайдемо ряди Лорана для функцiї у кожному з цих “кiлець”.

Запишемо f(z) як суму елементарних дробiв f(z) =
1

z + 2
+

1
z − 1

.

а) Розклад у крузi |z| < 1. Перетворимо f(z) так:

f(z) =
1

z + 2
+

1
z − 1

=
1
2
· 1
1 + z/2

− 1
1− z

.

Використовуючи формулу (I.7-51), одержимо

1
1− z

= 1 + z + z2 + . . . |z| < 1 (I.7-55)

1

1 +
z

2

= 1− z

2
+

z2

4
− z3

8
± . . . |z| < 2 (I.7-56)

i остаточно

2z + 1
z2 + z − 2

=
1
2
− z

4
+

z2

8
− z3

16
± . . .− (

1 + z + z2 + z3 + . . .
)

=

= −1
2
− 3

4
z − 7

8
z2 − 15

16
z3 ± . . . .

б) Розклад у кiльцi 1 < |z| < 2. Ряд (I.7-56) для функцiї
1

1 + z/2
залишається збiжним у цьому кiльцi, тому що |z| < 2. Перетворимо
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f(z) так:

f(z) =
1
2
· 1

1 +
z

2

+
1
z
· 1

1− 1
z

.

Застосовуючи формулу (I.7-51), одержимо

1

1− 1
z

= 1 +
1
z

+
1
z2

+
1
z3

+ . . . . (I.7-57)

Цей ряд збiгається для
∣∣∣∣
1
z

∣∣∣∣ < 1, тобто для |z| > 1. Остаточно
маємо

2z + 1
z2 + z − 2

=
1
2
− z

4
+

z2

8
− z3

16
+ . . . +

1
z

+
1
z2

+ . . . =

= . . . +
1
z2

+
1
z

+
1
2
− z

4
+

z2

8
− z3

16
+ . . . .

або

2z + 1
z2 + z − 2

=
1
2

∞∑

n=0

zn

2n
+

∞∑

n=1

1
zn

.

в) Розклад для |z| > 2. Ряд (I.7-56) для функцiї
1

1 + z/2
при

|z| > 2 є розбiжним, але ряд (I.7-57) для функцiї
1

1− 1/z
буде збi-

жним, тому що коли |z| > 2, то й |z| > 1. Функцiю f(z) запишемо
так:

f(z) =
1
z
· 1
1 + 2/z

+
1
z
· 1
1− 1/z

=
1
z

(
1

1 + 2/z
+

1
1− 1/z

)
.

Використовуючи формулу (I.7-51), одержимо

f(z) =
1
z

(
1− 2

z
+

4
z2
− 8

z3
+ . . . + 1 +

1
z

+
1
z2

+
1
z3

+ . . .

)
=

=
1
z

(
2− 1

z
+

5
z2
− 7

z3
± . . .

)
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або

2z + 1
z2 + z − 2

=
2
z
− 1

z2
+

5
z3
− 7

z4
+ . . . .

Цей приклад показує, що для тiєї ж самої функцiї f(z) ряд Ло-
рана, взагалi кажучи, має рiзний вигляд для рiзних кiлець.

N

H Приклад 4. Розкласти в ряд Лорана функцiю f(z) =
2z − 3

z2 − 3z + 2
в околi її особливих точок.

Розв’язування. Особливi точки функцiї f(z): z1 = 1, z2 = 2.

1) Розклад f(z) в околi точки z1 = 1, тобто в кiльцi 0 < |z−1| < 1.
Запишемо функцiю f(z) як суму елементарних дробiв

2z − 3
z2 − 3z + 2

=
1

z − 1
− 1

1− (z − 1)
.

Застосовуючи розклад (I.7-51), в якому z замiнено на −(z − 1),
одержимо

2z − 3
z2 − 3z + 2

=
1

z − 1
− [

1 + (z − 1) + (z − 1)2 + . . .
]

або

2z − 3
z2 − 3z + 2

=
1

z − 1
−

∞∑

n=0

(z − 1)n.
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2) Розклад f(z) в околi точки z2 = 2, тобто в кiльцi 0 < |z−2| < 1.
Маємо

2z − 3
z2 − 3z + 2

=
1

z − 1
+

1
z − 2

=
1

z − 2
+

1
1 + (z − 2)

=

=
1

z − 2
+ 1− (z − 2) + (z − 2)2 − (z − 2)3 ± . . .

або

2z − 3
z2 − 3z + 2

=
1

z − 2
+

∞∑

n=0

(−)n(z − 2)n.

N

Завдання.

Розкласти в ряд Лорана в околi точки z = 0:

I.198.
sin z

z2
. I.199.

sin2 z

z
. I.200.

ez

z
. I.201. z3e1/z.

I.202. z4 cos
1
z
. I.203.

1
z

sin2 2
z

I.204.
1− cos z

z2
. I.205.

1− e−z

z3
.

I.206.
ez − 1

z
. I.207.

1 + cos z

z4
.

Розкласти в ряд Лорана в кiльцях:

I.208.
1

(z − 2)(z − 3)
а) 2 < |z| < 3, б) 3 < |z| < ∞.

I.209.
1

z2 + z
а) 0 < |z| < 1, б) 1 < |z| < ∞.

I.210.
1

(z + 2)(1 + z2)
а) 1 < |z| < 4, б) 4 < |z| < ∞.

I.211.
2z + 3

z2 + 3z + 2
, 1 < |z| < 2.

I.212.
2

z2 − 1
, 1 < |z + 2| < 3.
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I.213.
1

z2 + 2z − 8
, 1 < |z + 2| < 4.

I.214.
z + 2

z2 − 4z + 3
, 2 < |z − 1| < ∞.

I.215.
z5

(z2 − 4)2
, 2 < |z| < ∞.

I.216.
z

(z2 − 4) (z2 − 1)
, 1 < |z| < 2.

I.217.
1

z2 + 1
, 0 < |z − i| < 2.

I.218.
1

(z + 1)(z − 2)
, 1 < |z| < 2.

I.219.
z4 + 1

(z − 1)(z + 2)
, 1 < |z| < 2.

I.220.
z

(z2 + 1)(z + 2)
, 1 < |z| < 2.

I.221.
1

(z2 + 1)(z2 − 4)
, 1 < |z| < 2.

I.222.
1

z(z − 3)2
, 1 < |z − 1| < 2.

I.223.
1

(z2 − 9)z2
, 1 < |z − 1| < 2.

I.224.
1

(z2 − 1)(z2 + 4)
, |z| > 2.

I.225.
z2 − z + 3
z3 − 3z + 2

а) |z| < 1, б) 1 < |z| < 2, в) 2 < |z| < ∞.

I.226.
z

(z2 − 4)2(z2 − 1)
а) 1 < |z| < 2, б) |z| > 2.

I.227.
z3

(z + 1)2(z − 2)
, 0 < |z + 1| < 3.
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I.8. Застосування теорiї лишкiв

Нулi функцiї

Нехай функцiя f(z) — аналiтична в точцi z0. Точку z0 називають
нулем функцiї f(z) порядку (або кратностi) n (n ∈ Z), якщо
виконанi умови:

f(z0) = 0, f ′(z0) = 0, . . . , f (n−1)(z0) = 0, f (n)(z0) 6= 0.

Якщо n = 1, то точку z0 називають простим нулем .
Точка z0 тодi i тiльки тодi є нулем n-го порядку функцiї f(z),

аналiтичної в точцi z0, коли в деякому околi цiєї точки iснує рiвнiсть

f(z) = (z − z0)nϕ(z), (n ∈ Z),

де функцiя ϕ(z) — аналiтична в точцi z0 i ϕ(z0) 6= 0.

H Приклад 1. Знайти порядок нуля z0 = 0 для функцiї

f(z) =
z8

z − sin z
.

Розв’язування. Використовуючи розклад функцiї sin z у ряд
Тейлора в околi z0 = 0, одержимо

f(z) =
z8

z − sin z
=

z8

z −
(

z − z3

3!
+

z5

5!
∓ . . .

) =
z8

z3

3!
− z5

5!
± . . .

=

= z5 1
1
3!
− z2

5!
± . . .

.

Покладемо

ϕ(z) =
1

1
3!
− z2

5!
± . . .

.

Тодi f(z) = z5ϕ(z), де ϕ(z) — функцiя, аналiтична в точцi z0 = 0, i
ϕ(0) = 6 6= 0. Отже, точка z0 = 0 — це нуль 5-го порядку.

N
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H Приклад 2. Знайти нулi функцiї f(z) = 1 + cos z та визначити
їх порядок.

Розв’язування.Прирiвнюючи f(z) до нуля, отримаємо cos z = −1,
отже, нулi даної функцiї — це точки zn = (2n + 1)π, n ∈ Z. Далi

f ′[(2n + 1)π] = − sin[(2n + 1)π] = 0,

f ′′[(2n + 1)π] = − cos[(2n + 1)π] = 1 6= 0.

Отже, точки zn = (2n + 1)π, n ∈ Z, є для даної функцiї нулями
другого порядку.

N

Iзольованi особливi точки

Точку z0 ∈ C називають iзольованою особливою точкою функцiї
f(z), якщо iснує окiл цiєї точки, в якому f(z) аналiтична всюди, крiм
самої точки z = z0.

Точку z0 ∈ C називають усувною особливою точкою функцiї
f(z), якщо iснує скiнченна границя функцiї f(z) у точцi z0

lim
z→z0

f(z) = A = const (A ∈ C).

H Приклад 3. f(z) =
ez − 1

z
.

Особливою точкою функцiї f(z) є z0 = 0. Маємо lim
z→0

f(z) =

lim
z→0

ez − 1
z

= 1.
Отже, точка z0 = 0 — усувна особлива точка.

N

Точку z0 називають полюсом функцiї f(z), якщо lim
z→z0

f(z) = ∞.
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Аби точка z0 ∈ C була полюсом функцiї f(z), необхiдно й до-

статньо, щоб ця точка була нулем функцiї ϕ(z) =
1

f(z)
.

Точку z0 називають полюсом порядку n (n ≥ 1), якщо вона

є нулем порядку n для оберненої функцiї ϕ(z) =
1

f(z)
. У випадку

n = 1 полюс називають простим .

H Приклад 4. f(z) =
1
z3

.

Особлива точка z0 = 0. Покладемо z = ρeiθ, тодi f(z) =
e−i3θ

ρ3
,

|f(z)| =
1
ρ3

, звiдки випливає, що |f(z)| необмежено зростає, коли

z → 0 за будь-яким законом. Отже, lim
z→0

f(z) = ∞, тобто точка z0 = 0

— полюс. Для оберненої функцiї ϕ(z) = z3 точка z0 = 0 — нуль

третього порядку, таким чином для функцiї f(z) =
1
z3

— це полюс
третього порядку.

N

Аби точка z0 була полюсом порядку n функцiї f(z), необхiдно
й достатньо, щоб функцiю f(z) можна було записати як f(z) =

ϕ(z)
(z − z0)n

, де функцiя ϕ(z) є аналiтичною в точцi z0 i ϕ(z0) 6= 0.

H Приклад 5. f(z) =
sin z

z3 + z2 − z − 1
.

Функцiя f(z) має двi особливi точки: z = −1 i z = 1. Дослiдимо

точку z = −1. Запишемо f(z) так: f(z) =

1
z − 1

sin z

(z + 1)2
.

Тут ϕ(z) =
sin z

z − 1
— аналiтична в околi точки z = −1 i ϕ(−1) =

sin 1
2

6= 0. Отже, точка z = −1 є полюсом другого порядку даної
функцiї. Тепер, записавши функцiю f(z) у виглядi
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f(z) =

1
(z + 1)2

sin z

z − 1
,

робимо висновок, що точка z = 1 — простий полюс цiєї функцiї.
N

Точку z0 ∈ C називають суттєво особливою точкою функцiї
f(z), якщо в точцi z0 функцiя f(z) не має границi нi скiнченної, нi
безмежної.

H Приклад 6. Визначити характер особливої точки z = 0 функцiї
f(z) = e1/z2

.
Розв’язування. Розглянемо поведiнку цiєї функцiї на дiйснiй i

уявнiй осях. На дiйснiй осi z = x i f(x) = e1/z2 →∞, коли x → 0. На
уявнiй осi z = iy i f(iy) = e−1/y2 → 0, коли y → 0. Отже, функцiя
f(z) не має границi. Точка z = 0 — суттєво особлива точка.

N

H Приклад 7. Визначити характер особливої точки z = 0 функцiї

f(z) =
1

2 + z2 − 2 ch z
.

Розв’язування. Точка z = 0 є полюсом, тому що вона є нулем
оберненої функцiї ϕ(z). Знайдемо порядок нуля z = 0 цiєї функцiї.
Маємо

ϕ′(z) = 2z − 2 sh z, ϕ′(0) = 0;

ϕ′′(z) = 2− 2 ch z, ϕ′′(0) = 0;

ϕ′′′(z) = −2 sh z, ϕ′′′(0) = 0;

ϕIV(z) = −2 ch z, ϕIV(0) = −2 6= 0.

Отже, z = 0 є нулем четвертого порядку для ϕ(z), тобто полюсом
четвертого порядку для функцiї f(z).

N
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H Приклад 8. Визначити характер особливої точки z = 1 функцiї

f(z) =
sinπz

2ez−1 − z2 − 1
.

Розв’язування. Розглянемо функцiю

ϕ(z) =
1

f(z)
=

2ez−1 − z2 − 1
sinπz

.

Точка z = 1 — це нуль третього порядку для чисельника

ψ(z) = 2ez−1 − z2 − 1,

тому що

ψ(1) = 0; ψ′(1) =
(
2ez−1 − 2z

) ∣∣∣
z=1

= 0;

ψ′′(1) =
(
2ez−1 − 2

) ∣∣∣
z=1

= 0; ψ′′′(1) = 2ez−1
∣∣∣
z=1

= 2 6= 0.

Точка z = 1 — це нуль першого порядку для знаменника функцiї
ϕ(z).

Отже, точка z = 1 буде нулем порядку 3−1 = 2 для функцiї ϕ(z),
а вiдтак — полюсом другого порядку для функцiї f(z).

N

Дослiджуючи структуру ряду Лорана аналiтичної функцiї в око-
лi iзольованої особливої точки, можна встановити характер цiєї осо-
бливої точки, тому що мiж ними iснує тiсний зв’язок.

Є такi твердження.
1. Аби точка z0 ∈ C була усувною особливою точкою функцiї

f(z), необхiдно й достатньо, щоб лоранiв розклад функцiї f(z)
в околi точки z0 не мiстив головної частини:

f(z) =
∞∑

n=0

Cn(z − z0)n = C0 + C1(z − z0) + C2(z − z0)2 + . . . .

2. Аби точка z0 ∈ C була полюсом функцiї f(z), необхiдно й
достатньо, щоб головна частина лоранового розкладу f(z) в околi
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точки z0 мiстила лише скiнченну кiлькiсть членiв:

f(z) =
∞∑

n=−k

Cn(z − z0)n =

=
C−k

(z − z0)k
+ . . . +

C−1

(z − z0)
+

∞∑

n=0

Cn(z − z0)n,

C−k 6= 0 (k ∈ Z).

Найбiльший з показникiв степенiв у рiзницi (z − z0), що мiстяться
у знаменниках членiв головної частини ряду Лорана, збiгається з
порядком полюса.

3. Точка z0 ∈ C є суттєво особливою точкою для функцiї
f(z) тодi i тiльки тодi , коли головна частина її лоранового роз-
кладу в околi точки z0 мiстить безмежну кiлькiсть членiв.

H Приклад 9. Установити характер особливої точки z0 = 0 фун-

кцiї f(z) =
1− e−z

z
.

Розв’язування. Використовуючи розклад у ряд Тейлора для фун-
кцiї e−z в околi точки z0 = 0, одержимо лоранiв розклад функцiї f(z)
в околi нуля

f(z) =
1
z

(
1− e−z

)
=

1
z

[
1−

(
1− z +

z2

2!
− z3

3!
. . .

)]
=

=
1
z

(
z − z2

2!
+

z3

3!
∓ . . .

)
= 1− z

2!
+

z2

3!
∓ . . . .

Цей розклад не мiстить головної частини. Тому точка z0 = 0 є усув-
ною особливою точкою.

N

H Приклад 10. Визначити характер особливої точки z0 = 0 фун-

кцiї f(z) =
1− cos z

z7
.
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Розв’язування. Розкладаючи функцiю cos z у ряд Тейлора за сте-
пенями z, одержимо лоранiв розклад функцiї f(z) в околi нуля:

f(z) =
1
z7

(
z2

2!
− z4

4!
+

z6

6!
− z8

8!
+

z10

10!
∓ . . .

)
=

=
1

2!z5
− 1

4!z3
+

1
6!z

− z

8!
+

z3

10!
∓ . . . .

Розклад у ряд Лорана мiстить скiнченну кiлькiсть членiв iз вiд’єм-
ними степенями z. Отже, точка z0 = 0 є полюсом п’ятого порядку,
тому що найбiльший показник степеня головної частини ряду дорiв-
нює п’яти.

N

H Приклад 11. Визначити характер особливої точки z = 1 фун-
кцiї f(z) = (z − 1) e1/(z−1).

Розв’язування. Використовуючи розклад (I.7-44)

ez = 1 + z +
z2

2!
+ . . .

i покладаючи u =
1

z − 1
, одержимо лоранiв розклад функцiї f(z) в

околi точки z0 = 1:

f(z) = (z − 1)
[
1 +

1
z − 1

+
1

2! (z − 1)2
+ . . .

]
=

= 1 + (z − 1) +
1

2! (z − 1)
+ . . . .

Цей розклад мiстить безмежну кiлькiсть членiв у головнiй частинi.
Отже, точки z0 = 1 — суттєво особлива точка функцiї f(z).

N

Завдання.

Визначити нулi та їх порядок для функцiї:

I.228. а) z4 + 4z3; б)
sin z

z
; в) z2 sin z.
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I.229. а)
sh2 z

z
; б) 1 + ch z; в)

(1− sh z)2

z
.

Визначити порядок нуля z0 = 0 для функцiї:

I.230. а)
z6

(
z
2

)2 − sin2 z
2

; б) esin z − etg z; в)
z3

1 + z − ez
.

I.231. а) 2(ch z − 1)− z2; б)
(1− cos 2z)2

z − sh z
; в)

(
ez − ez2

)
ln(1−z).

I.232. а) z2
(
ez2 − 1

)
; б) 6 sin3 z + z3(z6 − 6).

Визначити характер особливої точки z0 = 0 для функцiї:

I.233. а)
1

z − sin z
; б)

1
cos z − 1 + z2

2

.

I.234. а)
1

e−z + z − 1
; б) e

sin z
z .

I.235. а)
sin z

e−z + z − 1
; б)

sh z

z − sh z
.

I.236. а)
1

ez − 1
− 1

sin z
; б) ctg z − 1

z
.

Знайти особливi точки i визначити їхнiй характер у функцiї:

I.237. а)
1

1− sin z
; б)

1− cos z

z2
.

I.238. а) e
1

z+2 ; б) cos
1
z
.

I.239. а)
z

z5 + 2z4 + z3
; б)

1
e−z − 1

+
1
z2

.

I.240. а) e−1/z2
; б) sin

π

z + 1
; в) ch

1
z
.

I.241. а)
z2

cos z − 1
; б)

1− sin z

cos z
; в)

z − π

sin2 z
.
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Визначити характер особливої точки z0:

I.242. а)
1 + cos z

z − π
, z0 = π; б)

z2 − 3z + 2
z2 − 2z + 1

, z0 = 1.

I.243. а)
sin z

z2
, z0 = 0; б)

sh z

z
, z0 = 0.

I.244. а) cos
1

z + π
, z0 = −π; б)

z2 − 1
z6 + 2z5 + z4

, z0 =0, z0 =−1.

I.245. а)
ln(1 + z3)

z2
, z0 = 0; б)

sin2 z

z
, z0 = 0.

I.246. а)
ez+e

z + e
, z0 = −e; б) cos

1
z

+ sin
2− πz

2z
, z0 = 0.

I.247. а) z sh
1
z
, z0 = 0; б)

sin 2z

cos z − 1 + z2

2

, z0 = 0.

в)
z

(ez − 1)2
, z0 = 0.

I.248. а) (ez − 1− z) ctg3 z, z0 = 0; б) exp
1

z2 − z
, z0 = 0.

I.249. а) cos
z

z + 1
, z0 = −1; б) sin

πz

z2 + 1
, z0 = −i.

в)
ez

sin z − z + z3

6

, z0 = 0.

I.250. а) z2 sin
z

z + 1
, z0 = −1; б)

1
z2 − 1

cos
πz

z + 1
, z0 = −1.

I.251. а)
1− cos z

sin2 z
, z0 = π; б)

1
cos2 z

− 1
(z − π

2 )2
, z0 =

π

2
.

I.252. Показати, що границя lim
z→0

(
(Re z)2 Im z

(Re z)4 + (Im z)2

)
не iснує, роз-

глянувши прямування по рiзних прямих, що проходять через
початок координат.
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Лишки функцiй

Нехай точка z0 ∈ C є iзольованою особливою точкою функцiї f(z).
Лишком функцiї f(z) у точцi z0 називають число, що позначається
символом res f(z0) i визначається рiвнiстю

res f(z0) =
1

2πi

∮

γ

f(z) dz. (I.8-58)

(res — початковi букви французького слова résidu або латинського
residuum — залишок, остача, лишок. Iншi позначення: res [f(z); z0],
res

z→z0

f(z).) За контур γ можна обрати коло з центром у точцi z0 до-

сить малого радiуса, такого, щоб коло не виходило за межi областi
аналiтичностi функцiї f(z) i не мiстило всерединi iнших особливих
точок функцiї f(z). Лишок функцiї дорiвнює коефiцiєнту бiля пер-
шого степеня в лорановому розкладi f(z) в околi точки z = z0:

res f(z0) = C−1. (I.8-59)

Лишок в усувнiй особливiй точцi дорiвнює нулю.
Якщо точка z0 — полюс n-го порядку функцiї f(z), то

res f(z0) =
1

(n− 1)!
lim

z→z0

dn−1

dzn−1
[f(z) (z − z0)n] . (I.8-60)

У випадку простого полюса (n = 1)

res f(z0) = lim
z→z0

[f(z) (z − z0)] . (I.8-61)

Якщо функцiю f(z) в околi точки z0 можна записати як частку

двох аналiтичних функцiй f(z) =
ϕ(z)
ψ(z)

, крiм того, ϕ(z0) 6= 0, ψ(z0) =

0, але ψ′(z0) 6= 0, тобто z0 — це простий полюс функцiї f(z), то

res f(z0) =
ϕ(z0)
ψ′(z0)

. (I.8-62)

Якщо точка z0 є суттєво особливою точкою функцiї f(z),
то для знаходження res f(z0) треба розкласти в ряд Лорана в околi
точки z0 функцiю f(z) i знайти коефiцiєнт C−1.
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H Приклад 1. Знайти лишки функцiї f(z) =
sin z2

z3 − πz2/4
у її осо-

бливих точках.
Розв’язування. Особливими точками функцiї f(z) є точки z = 0

i z =
π

4
. У точцi z = 0 маємо

lim
z→0

f(z) = lim
z→0

sin z2

z2
· lim

z→0

1
z − π/4

= − 4
π

.

Отже, точка z = 0 — це усувна особлива точка функцiї. Тому

res f(0) = 0.

У точцi z =
π

4
маємо lim

z→π/4
f(z) = ∞, тобто точка z =

π

4
є полю-

сом (першого порядку) функцiї f(z).
Згiдно з формулою (I.8-61),

res f
(π

4

)
= lim

z→π
4

f(z)
(
z − π

4

)
= lim

z→π
4

sin z2

z3 − πz2/4

(
z − π

4

)
=

= lim
z→π

4

sin z2

z2
=

16
π2

sin
π2

16
.

N

H Приклад 2. Знайти лишки функцiї f(z) =
ez

(z + 1)3(z − 2)
у її

особливих точках.
Розв’язування.Особливими точками функцiї f(z) є z = −1 i z =

2. Точка z = −1 — це полюс третього порядку. Згiдно з формулою
(I.8-60), маємо

res f(−1) =
1
2!

lim
z→−1

d2

dz2

(
ez

z − 2

)
=

1
2

lim
z→−1

ez
(
z2 − 6z + 10

)

(z − 2)3
= − 17

54e
.

Точка z = 2 — полюс першого порядку, тому, за формулою (I.8-61),

res f(2) = lim
z→2

ez

(z + 1)3
=

e2

27
.

N
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H Приклад 3. Знайти лишки функцiї f(z) =
1

z4 + 1
у її особливих

точках.
Розв’язування. Особливi точки f(z) — це нулi знаменника, тобто

коренi рiвняння z4+1 = 0. Маємо z1 = eiπ/4 =
√

2
2

(1+i), z2 = e3iπ/4 =
√

2
2

(i− 1), z3 = e−3iπ/4 = −
√

2
2

(1 + i), z4 = e−iπ/4 =
√

2
2

(1− i).
За формулою (I.8-62) одержимо

res f(z1) =
1

4z3

∣∣∣∣
z=eiπ/4

=
1
4
e−3iπ/4,

res f(z2) =
1

4z3

∣∣∣∣
z=e3iπ/4

=
1
4
e−9iπ/4,

res f(z3) =
1

4z3

∣∣∣∣
z=e−3iπ/4

=
1
4
e9iπ/4,

res f(z4) =
1

4z3

∣∣∣∣
z=e−iπ/4

=
1
4
e3iπ/4.

N

H Приклад 4. Знайти лишок функцiї f(z) = z3 sin
1
z2

у її особли-
вiй точцi.

Розв’язування. Особлива точка функцiї f(z) — це точка z = 0.
Вона є суттєво особливою точкою. Cправдi, лоранiв розклад функцiї
в околi точки z = 0 такий:

f(z) = z3

(
1
z2
− 1

3! z6
+

1
5! z10

∓ . . .

)
= z − 1

3! z3
+

1
5! z7

∓ . . . ,

тобто мiстить безмежне число членiв у головнiй частинi. Таким чи-
ном, res f(0) = 0, оскiльки коефiцiєнт C−1 у лорановому розкладi
f(z) дорiвнює нулевi. N

Якщо функцiя f(z) має вигляд f(z) =
ϕ(z)
ψ(z)

, де аналiтичнi фун-

кцiї ψ(z) та ϕ(z) у точцi z0 мають нулi, вищi за перший порядок, то
зручно функцiї ψ(z) та ϕ(z) замiнити їх розкладами в ряд Тейлора
в околi точки z0.



92 I. Теорiя функцiй комплексної змiнної

H Приклад 5. Знайти лишок у точцi z = 0 функцiї

f(z) =
sin 3z − 3 sin z

(sin z − z) sin z
.

Розв’язування. Точка z = 0 є нулем i для чисельника ϕ(z), i для
знаменника ψ(z). Визначимо порядок нуля для цих функцiй, вико-
ристовуючи розклад у ряд Тейлора sin z в околi точки z = 0:

sin z = z − z3

3!
+

z5

5!
∓ . . . .

Маємо

ϕ(z) = sin 3z − 3 sin z =

= 3z − 33z3

3!
+

35z5

5!
∓ . . .− 3

(
z − z3

3!
+

z5

5!
∓ . . .

)
=

= −33 − 3
3!

z3 +
35 − 3

5!
z5 ∓ . . . = z3ϕ̃(z),

де

ϕ̃(z) = −33 − 3
3!

+
35 − 3

5!
z2 ∓ . . . , ϕ̃(0) = −4 6= 0;

ψ(z) = (sin z − z) sin z =
(
−z3

3!
+

z5

5!
∓ . . .

)(
z − z3

3!
± . . .

)
=

= z4

(
− 1

3!
+

z2

5!
∓ . . .

)(
1− z2

3!
± . . .

)
= z4ψ̃(z),

i

ψ̃(z) =
(
− 1

3!
+

z2

5!
∓ . . .

)(
1− z2

3!
± . . .

)
, ψ̃(0) = −1

6
6= 0.

Отже,

sin z − 3 sin z

(sin z − z) sin z
=

z3ϕ̃(z)

z4ψ̃(z)
.
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Оскiльки ϕ̃(z) 6= 0 i ψ̃(z) 6= 0, точка z = 0 є простим полюсом
функцiї, i її лишок знаходимо за формулою (I.8-61):

res
z=0

sin z − 3 sin z

(sin z − z) sin z
= lim

z→0

ϕ̃(z)

zψ̃(z)
z =

ϕ̃(0)

ψ̃(0)
=

−4
−1/6

= 24.

N

H Приклад 6. Знайти лишки функцiї f(z) =
e1/z

1− z
у її особливих

точках.
Розв’язування. Особливими точками є z = 1 i z = 0. Точка z = 1

— простий полюс,

res f(1) =
e1/z

−1

∣∣∣∣
z=1

= −e.

Для з’ясування характеру особливої точки z = 0 розкладемо фун-
кцiю в ряд Лорана в околi цiєї точки. Маємо

e1/z = 1 +
1
z

+
1

2!z2
+

1
3!z3

+ . . . ,

1
1− z

= = 1 + z + z2 + . . . .

Перемножуючи цi ряди, одержимо

e1/z

1− z
=

(
1 +

1
z

+
1

2!z2
+

1
3!z3

+ . . .

)(
1 + z + z2 + . . .

)
=

=
(

1 +
1
2!

+
1
3!

+ . . .

)
1
z

+ C−2
1
z2

+ . . . + правильна частина,

де C−k 6= 0, k = 2, 3, . . ..
Головна частина ряду Лорана мiстить безмежну кiлькiсть членiв,

тому точка z = 0 є суттєво особливою точкою функцiї f(z). Її лишок
у точцi z = 0 дорiвнює

res f(0) = C−1 = 1 +
1
2!

+
1
3!

+ . . . = e− 1.

N
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H Приклад 7. Знайти лишок функцiї f(z) = cos z sin
1
z

у її осо-
бливiй точцi z = 0.

Розв’язкування. Маємо

cos z = 1− z2

2!
+

z4

4!
∓ . . . ,

sin
1
z

=
1
z
− 1

3! z3
+

1
5! z5

∓ . . . .

Перемножимо цi ряди:

f(z) = cos z sin
1
z

=
(

1− z2

2!
+

z4

4!
∓ . . .

)(
1
z
− 1

3! z3
+

1
5! z5

∓ . . .

)
=

=
(

1 +
1

2! 3!
+

1
4! 5!

+ . . .

)
1
z
−

(
1

0! 3!
+

1
2! 5!

+
1

4! 7!
+ . . .

)
1
z3

+

+ . . . + правильна частина.

Отже, ряд Лорана в околi точки z = 0 такий:

cos z sin
1
z

=
∞∑

n=0

1
(2n)! (2n + 1)!

· 1
z

+ C−3
1
z3

+ . . . + правильна частина,

де C−(2k−1) 6= 0, k = 1, 2, . . . .
Головна частина ряду Лорана мiстить безмежну кiлькiсть членiв,

тому z = 0 — суттєво особлива точка функцiї f(z). Шуканий лишок
дорiвнює

res
z=0

(
cos z sin

1
z

)
= C−1 =

∞∑

n=0

1
(2n)! (2n + 1)!

.

N

H Приклад 8. Знайти лишок функцiї f(z) = z2 sin
1

z + 1
у її осо-

бливiй точцi.
Розв’язування. Особливою точкою функцiї є точка z = −1. Щоб

з’ясувати характер цiєї точки, розкладемо функцiю в ряд Лорана в
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околi точки z = −1. Для цього виразимо z2 через степенi рiзницi
z − (−1) = z + 1. Тодi z2 = [(z + 1)− 1]2 = (z + 1)2 − 2(z + 1) + 1.

Ряд Лорана для функцiї sin
1

1 + z
в околi точки z = −1 такий:

sin
1

z + 1
=

1
z + 1

− 1
3! (z + 1)3

+
1

5! (z + 1)5
∓ . . . .

Перемножимо одержанi ряди:

f(z) = z2 sin
1

z + 1
=

[
(z + 1)2 − 2(z + 1) + 1

]×

×
[

1
z + 1

− 1
3! (z + 1)3

+
1

5! (z + 1)5
∓ . . .

]
=

=
(

1− 1
3!

)
1

z + 1
+

2
3! (z + 1)2

+
(

1
5!
− 1

3!

)
1

(z + 1)3
+

+ . . . + [−2 + (z + 1)] .

Ряд Лорана мiстить безмежну кiлькiсть членiв у головнiй части-
нi. Отже, точка z = −1 є суттєво особливою точкою функцiї, й лишок

у цiй точцi дорiвнює: res f(−1) = 1− 1
3!

=
5
6
.

N

H Приклад 9. Знайти лишок функцiї f(z) = e1/z2
cos z у точцi

z = 0.
Розв’язування. Оскiльки лишок у точцi z = 0 дорiвнює коефiцi-

єнту бiля z−1, вiдразу одержимо res f(0) = 0. Дiйсно, функцiя f(z) —
парна, тому її розклад в околi z = 0 не мiстить непарних степенiв z.

N

H Приклад 10. Знайти лишки усiх гiлок багатозначної функцiї

f(z) =
1√

2
√

z +
√

z + 1

у всiх її скiнченних особливих точках однозначного характеру.
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Розв’язування. Перетворимо задану функцiю так:

f(z) =
√

2
√

z −√z + 1
z − 1

,

звiдки випливає, що ця функцiя — чотиризначна, оскiльки точки
z1 = 0 та z2 = −1 — точки розгалуження (особливi точки неоднозна-
чного характеру). Визначимо чотири однозначнi гiлки цiєї функцiї:

f1(z) =
1

z − 1

[√
2|z| exp

(
i arg z

2

)
−

√
|z + 1| exp

(
i arg(z + 1)

2

)]
,

f2(z) =
1

z − 1

[
−

√
2|z| exp

(
i arg z

2

)
−

√
|z + 1| exp

(
i arg(z + 1)

2

)]
,

f3(z) = −f2(z), f4(z) = −f1(z).

Для кожної з цих гiлок точка z = 1 є скiнченною особливiстю одно-
значного характеру (полюсом першого порядку).

Отже,

res f1(1) = lim
z→1

[
(z − 1)f1(z)

]
=
√

2−
√

2 = 0,

res f2(1) = lim
z→1

[
(z − 1)f2(z)

]
= −

√
2−

√
2 = −2

√
2,

res f3(1) = 2
√

2, res f4(1) = 0.

N

Завдання.

Обчислити:

I.253. а) res
z=0

sin 2z − 2z

(1− cos z)2
; б) res

z=0

ez − 1− z

(1− cos 2z) sin z
.

I.254. а) res
z=0

(1− ch z) sh z

(1− cos z) sin2 z
; б) res

z=0

z2

ch z − 1− z2

2

.
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Знайти лишки в особливих точках функцiї:

I.255. а) f(z) =
tg z

z2 − πz/4
; б) f(z) = z3 e1/z;

в) f(z) =
ch z

(z2 + 1)(z − 3)
.

I.256. а) f(z) =
ez

1
4 − sin2 z

; б) f(z) =
ez

z3(z − 1)
;

в) f(z) =
z

(z + 1)3(z − 2)2
.

I.257. а) f(z) =
e−1/z2

1 + z4
; б) f(z) = z2 sin

1
z
;

в) f(z) = cos
1
z

+ z3.

I.258. а) f(z) =
sin 2z

(z + i)
(
z − i

2

)2 ; б) f(z) =
1− cos z

z3(z − 3)
;

в) f(z) = exp
(

z2 +
1
z2

)
.

I.259. а) f(z) =
eiz

(z2 − 1)(z + 3)
; б) f(z) =

cos z

z3 − π
2 z2

;

в) f(z) =
eπz

z − i
.

I.260. а) f(z) = ctg2 z; б) f(z) = sin z cos
1
z
.

I.261. а) f(z) =
sin 1

z

1− z
; б) f(z) =

eiz

z2 + a2
(a ∈ R).

I.262. а) f(z) =
e1/z

1 + z
; б) f(z) = ez sin

1
z
.

I.263. а) f(z) = exp
(

z +
1
z

)
; б) f(z) = exp

(
z

z − 1

)
.
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I.264. а) f(z) =
z + 1
ez − 1

; б) f(z) =
sin π

2 z

(z − 1)(z2 + 16)
;

в) f(z) =
ez2

z2n+1
.

I.265. а) f(z) =
1

z2 − 1
; б) f(z) =

ez

(z − 1)2
;

в) f(z) = z exp
(

1
z − 1

)
.

I.266. а) f(z) =
1

(z2 + 1)3
; б) f(z) =

sinπz

(z − 1)3
;

в) f(z) =
1

sinπz
.

I.267. а) f(z) =
1

(z2 + 1)(z − 1)2
; б) f(z) = th z;

в) f(z) = ctg πz.

I.268. а) f(z) =
ez

(z − πi)6
; б) f(z) =

z + i

z2 − 2z
.

I.269. Знайти лишок функцiї f(z) =
ea

1−√z
, обравши вiдгалуження,

де
√

1 = 1.

Теорема Кошi про лишки

Теорема. Якщо функцiя f(z) є аналiтичною на границi C обла-
стi D i всюди всерединi областi, за винятком скiнченного числа
особливих точок z1, z2, . . . zn, то

∮

C

f(z) dz = 2πi
n∑

k=1

res f(zk).
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H Приклад 1. Обчислити iнтеґрал
∫

|z|=4

ez − 1
z2 + z

dz.

Розв’язування. В областi |z| < 4 функцiя f(z) =
ez − 1
z2 + z

є аналi-
тичною всюди, за винятком точок z = 0 i z = −1.

За теоремою Кошi про лишки∮

|z|=4

ez − 1
z2 + z

dz = 2πi [res f(0) + res f(−1)] .

Точка z = 0 — це усувна особлива точка функцiї f(z), тому що

lim
z→0

ez − 1
z2 + z

= 1.

Отже, res f(0) = 0. Точка z = −1 — це полюс першого порядку,

res f(−1) = lim
z→−1

[
ez − 1

z(z + 1)
(z + 1)

]
= 1− e−1.

Остаточно
∮

|z|=4

ez − 1
z2 + z

dz = 2πi
(
1− e−1

)
.

N

H Приклад 2. Обчислити iнтеґрал
∮

|z|=2

tg z dz.

Розв’язування. В областi D : |z| < 2 функцiя f(z) = tg z є аналi-
тичною всюди, крiм точок z =

π

2
та z = −π

2
. Це простi полюси. Усi

iншi особливi точки zk =
π

2
+πk функцiї tg z мiстяться поза областю

D i тому не враховуються.
Маємо

res f
(π

2

)
=

sin z

(cos z)′

∣∣∣∣
z=π/2

= −1, res f
(
−π

2

)
=

sin z

(cos z)′

∣∣∣∣
z=−π/2

= −1.

Тому
∮

|z|=2

tg z dz = −4πi.

N



100 I. Теорiя функцiй комплексної змiнної

H Приклад 3. Обчислити iнтеґрал
∮

|z−i|=3/2

e1/z2

z2 + 1
dz.

Розв’язування. В областi D : |z − i| <
3
2
функцiя f(z) =

e1/z2

z2 + 1
має двi особливi точки: z = i — полюс першого порядку i z = 0 —
суттєво особливу точку.

За формулою обчислення лишка в простому полюсi маємо

res f(i) =
e1/z2

2z

∣∣∣∣
z=i

=
e−1

2i
.

Для знаходження лишка в точцi z = 0 треба пiдiнтеґральну фун-
кцiю розкласти в ряд Лорана. Однак результат можна отримати вiд-
разу, тому що функцiя f(z) є парною i буде мiстити лише парнi сте-
пенi z та 1

z . Отже, C−1 = 0, тобто res f(0) = 0.
За теоремою Кошi про лишки отримаємо:

∮

|z−i|=3/2

e1/z2

z2 + 1
dz =

π

e
.

N

H Приклад 4. Обчислити iнтеґрал
∮

|z|=2

1
z − 1

sin
1
z

dz.

Розв’язування. У крузi |z| ≤ 2 пiдiнтеґральна функцiя має двi
особливi точки z = 1 i z = 0. Легко визначити, що z = 1 — це
простий полюс, тому

res
z=1

(
1

z − 1
sin

1
z

)
=

sin 1
z

(z − 1)′

∣∣∣∣
z=1

= sin 1.

Щоб визначити характер особливої точки z = 0, запишемо ряд

Лорана для функцiї
1

z − 1
sin

1
z
в околi цiєї точки. Маємо:

1
z − 1

sin
1
z

= − 1
1− z

sin
1
z

=
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= − (
1 + z + z2 + . . .

)×
(

1
z
− 1

3! z3
+

1
5! z5

∓ . . .

)
=

= −
(

1− 1
3!

+
1
5!
∓ . . .

)
1
z

+
C−2

z2
+

C−3

z3
+

+ . . . + правильна частина, C−k 6= 0 (k = 2, 3, . . .).

Звiдси випливає, що точка z = 0 є суттєво особливою точкою.
Лишок у цiй точцi дорiвнює

res
z=0

sin 1
z

z − 1
= C−1 = −

(
1− 1

3!
+

1
5!
∓ . . .

)
= − sin 1.

Отже,
∮

|z|=2

1
z − 1

sin
1
z

dz = 2πi(sin 1− sin 1) = 0.

N

Завдання.

Обчислити iнтеґрали:

I.270. а)
∮

|z|=1

z tg πz dz; б)
∮

|z|=2

ez

z3(z + 1)
dz.

I.271. а)
∮

|z−i|=3

ez2 − 1
z3 − iz2

dz; б)
∮

|z|=1/2

z2 sin
1
z

dz.

I.272. а)
∮

|z|=√3

sinπz

z2 − z
dz; б)

∮

|z+1|=4

z dz

ez + 3
.

I.273. а)
∮

|z|=1

z2 dz

sin3 z cos z
; б)

∮

|z−i|=1

ez dz

z4 + 2z2 + 1
.
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I.274. а)
∮

|z|=4

eiz dz

(z − π)3
;

б)
∮

C

cos z
2

z2 − 4
dz, C :

x2

9
+

y2

4
= 1.

I.275. а)
∮

C

e2z dz

z3 − 1
, C : x2 + y2 − 2x = 0;

б)
∮

|z|=2/3

(
sin

1
z2

+ ez2
cos z

)
dz.

I.276. а)
∮

C

sinπz

(z2 − 1)2
dz, C :

x2

4
+ y2 = 1;

б)
∮

C

z + 1
z2 + 2z − 3

dz, C : x2 + y2 = 16.

I.277. а)
∮

|z|=1

z3 sin
1
z

dz; б)
∮

|z|=1/3

(z + 1)e1/z dz.

I.278. а)
∮

C

z sin z

(z − 1)5
dz, C :

x2

3
+

y2

9
= 1;

б)
∮

C

dz

z4 + 1
, C : x2 + y2 = 2x.

I.279. а)
∮

|z−1−i|=2

dz

(z − 1)2(z2 + 1)
; б)

∮

|z|=4

z

z + 3
exp

1
3z

dz.

I.280. а)
∮

|z|=2

z3

z + 1
e1/z dz; б)

∮

|z|=3

z

z + 1
dz.

I.281. а)
∮

|z|=2

z sin
z + 1
z − 1

dz; б)
∮

|z−1|=1

sin
1
z

dz.
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I.282. а)
∮

|z|=2

z cos
z

z + 1
dz; б)

∮

|z−1|=1/2

sin z

(z3 − z)(z − i)
dz.

I.283. а)
∮

|z−i|=1

eπz/2

(1 + z2)2
dz; б)

∮

|z|=1

zm e1/z dz (m ∈ N).

I.284.
∮

|z+1|=3

z − i

z3 − 2z2 − 5z + 6
dz. I.285.

∮

|z|=1/2

dz(
2 +

√
z − 1

)
sin z

,

якщо
√

z − 1
∣∣∣
z=0

= −i.

Обчислити iнтеґрали вiд усiх гiлок багатозначної функцiї:

I.286.
∮

|z−1|= 1/2

dz

Ln(z − 2) + πi
. I.287.

∮

|z−2|= 3/2

ez dz

sin (1 +
√

z)
.

I.288. Розкласти функцiю f(z) = cosec z =
1

sin z
в ряд Лорана в

кiльцi π < |z| < 2π, якщо вiдомий її розклад в околi нуля у
крузi |z| < π:

cosec z =
∞∑

n=0

(−1)n−1 2 (22n−1 − 1)B2n

(2n)!
z2n−1,

де Bn — числа Бернуллi, див. завдання I.194.

B0 = 1, B2 =
1
6
, B4 = − 1

30
, . . . .

Лишок функцiї вiдносно безмежно вiддаленої точки

Кажуть, що функцiя f(z) є аналiтичною у безмежно вiддаленiй точцi
z = ∞, якщо функцiя ϕ(ζ) = f(1/ζ) є аналiтичною в точцi ζ = 0.

Наприклад, функцiя f(z) = sin
1
z

— аналiтична в точцi z = ∞,
тому що ϕ(ζ) = f(1/ζ) = sin ζ є аналiтичною в точцi ζ = 0.

Нехай f(z) — аналiтична функцiя в деякому околi безмежно вiд-
даленої точки (за винятком самої точки z = ∞).
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Точку z = ∞ називають iзольованою особливою точкою функцiї
f(z), якщо в деякому околi цiєї точки немає iнших особливих точок
функцiї f(z).

Функцiя f(z) =
1

sin z
має в безмежностi неiзольовану особли-

вiсть: полюси zk = kπ цiєї функцiї накопичуються у безмежностi,
якщо k →∞.

Кажуть, що z = ∞ є усувною особливою точкою, полюсом або
суттєво особливою точкою функцiї f(z) залежно вiд того, чи скiн-
ченна, безмежна або взагалi не iснує lim

z→∞ f(z).
Критерiї типу безмежно вiддаленої особливої точки, пов’язанi з

розкладом у ряд Лорана, змiнюються в порiвняннi iз критерiями для
скiнченних особливих точок.

Теорема 1. Якщо z = ∞ є усувною особливою точкою функцiї
f(z), то лоранiв розклад f(z) в околi цiєї точки не мiстить дода-
тних степенiв z; якщо z = ∞ — полюс, то цей розклад мiстить
скiнченне число додатних степенiв z, у випадку суттєвої особли-
востi — безмежне число додатних степенiв z.

Крiм того, лорановим розкладом функцiї f(z) в околi безмежно
вiддаленої точки назвемо розклад f(z) у ряд Лорана, що збiгається
всюди поза кругом достатньо великого радiуса R з центром у точцi
z = 0 (крiм, можливо, самої цiєї точки z = ∞).

Нехай функцiя f(z) є аналiтичною функцiєю у деякому околi
точки z = ∞ (крiм, можливо, самої цiєї точки).

Лишком функцiї f(z) у безмежностi називають величину

res f(∞) =
1

2πi

∮

γ−

f(z) dz, (I.8-63)

де γ− — досить велике коло |z| = ρ, що обходиться за годинниковою
стрiлкою (так, що окiл точки z = ∞ залишається лiворуч, як i для
випадку скiнченної точки z = a).
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Iз цього визначення випливає, що лишок функцiї у безмежностi
дорiвнює коефiцiєнту бiля z−1 у лорановому розкладi f(z) в околi
точки z = ∞, який беруть iз протилежним знаком:

res f(∞) = −C−1.

H Приклад 1. Для функцiї f(z) =
z + 1

z
маємо f(z) = 1 +

1
z
.

Цей вираз можна розглядати як її лоранiв розклад в околi безмежно
вiддаленої точки. Знаходимо lim

z→∞ f(z) = 1, а це означає, що точка
z = ∞ є усувною особливою точкою, C−1 = 1 i, отже, res f(∞) = −1.

N

Iз цього прикладу бачимо, що лишок аналiтичної функцiї вiд-
носно безмежно вiддаленої усувної особливої точки, на вiдмiну вiд
скiнченної усувної особливої точки, може бути вiдмiнним вiд нуля.

Вiдомi розклади функцiй ez, sin z, cos z, sh z,ch z можна розгляда-
ти також як лорановi розклади в околi точки z = ∞. Усi цi розклади
мiстять безмежну множину додатних степенiв z, тому перелiченi ви-
ще функцiї мають у точцi z = ∞ суттєву особливiсть.

Теорема 2. Якщо функцiя f(z) має у розширенiй комплекснiй
площинi C̄ ≡ (C∪{∞}) скiнченне число особливих точок, то сума
всiх її лишкiв разом iз лишком у безмежностi дорiвнює нулю.

Отже, якщо a1, a2, . . . , an — скiнченнi особливi точки функцiї
f(z), то

res f(∞) +
n∑

k=1

res f(ak) = 0 або res f(∞) = −
n∑

k=1

res f(ak). (I.8-64)

Це спiввiдношення досить зручно використовувати для обчисле-
ння деяких iнтеґралiв.
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H Приклад 2. Обчислити iнтеґрал
∮

|z|=2

dz

1 + z4
.

Розв’язування. Полюсами (скiнченними) пiдiнтеґральної функцiї
є коренi z1, z2, z3, z4 рiвняння z4 = −1, якi всi мiстяться всерединi

кола |z| = 2. Функцiя f(z) =
1

1 + z4
в околi безмежно вiддаленої

точки має розклад

f(z) =
1

1 + z4
=

1
z4

1
1 + 1/z4

=
1
z4
− 1

z8
+

1
z12

∓ . . . ,

з якого випливає, що res f(∞) = −C−1 = 0. Згiдно з рiвнiстю (I.8-64),

∮

|z|=2

dz

1 + z4
= 2πi

n∑

k=1

res f(zk) = −2πi res f(∞) = 0.

N

H Приклад 3. Обчислити iнтеґрал
∮

|z|=3

z17

(z2 + 2)3(z3 + 3)4
dz.

Розв’язування. Пiдiнтеґральна функцiя всерединi кола |z| = 3
має п’ять особливих точок, якi є кратними полюсами. Використання
основної теореми про лишки призводить до великих обчислень. Тому
зручнiше використати рiвнiсть (I.8-64), згiдно з якою будемо мати

∮

|z|=3

z17

(z2 + 2)3(z3 + 3)4
dz = −2πi res f(∞). (I.8-65)

Пiдiнтеґральну функцiю можна записати так:

f(z) =
z17

z6

(
1 +

2
z2

)3 (
1 +

3
z3

)4

z12

=
1
z

1(
1 +

2
z2

)3 (
1 +

3
z3

)4 .

Звiдси випливає, що правильна частина лоранового розкладу цiєї
функцiї в околi безмежно вiддаленої точки z = ∞ починається iз

члена
1
z
. Отже, res f(∞) = −1. Пiдставляючи цю величину у рiвнiсть

(I.8-65), одержимо, що iнтеґрал дорiвнює 2πi.
N
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Завдання.

Визначити характер безмежно вiддаленої точки для функцiй:

I.289. а) f(z) =
z3 − z2 + z − 6

z2
; б) f(z) =

z + 1
z4

; в) f(z)=
ez

z2
.

I.290. а) f(z) = cos
1
z
; б) f(z) = z3 e1/z; в) f(z) = e1/z2

.

I.291. а) f(z) =
z2 + 2
z10 + 2

; б) f(z) = z4 cos
1
z
; в) f(z)= z2 e−2z.

I.292. а) f(z) =
z6 + 1
z2 + z

; б) f(z) = cos z−sin z; в) f(z) =
z2 + 1

ez
.

I.293. а) f(z) = z2 sin
z

z + 1
; б) f(z) =

1
z2 − 1

cos
πz

z + 1
;

в) f(z) = z
(
e1/z − 1

)
.

Знайти лишок вiдносно безмежно вiддаленої точки таких функцiй:

I.294. а) f(z) =
eiz

z2 + a2
(a ∈ R); б) f(z) =

z2n

1 + zn
(n ∈ N).

I.295. а) f(z) =
ez

1 + z
; б) f(z) = ez ln

z − a

z − b
.

Використовуючи лишок вiдносно безмежно вiддаленої точки, обчи-
слити такi iнтеґрали:

I.296.
∮

|z|=1

z2 + 1
z3

dz. I.297.
∮

|z|=2

1000 z + 2
1 + z1224

dz.

I.298.
∮

|z|=1

z2 sin
1
z

dz. I.299.
∮

|z|=2

dz

1 + z12
.

I.300.
∮

|z|=3

ez

z − 1
dz. I.301.

∮

|z|=3

z3

z9 − 1
dz.
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Застосування лишкiв до обчислення означених iнтеґралiв

Нехай треба обчислити iнтеґрал вiд дiйсної функцiї f(x) за деяким
(скiнченним або безмежним) промiжком (a, b). Для цього скiнчен-
ний промiжок (a, b) доповнюють деякою кривою γ, яка разом з (a, b)
обмежує область D, а потiм знаходять аналiтичну в D функцiю ком-
плексної змiнної f(z), що збiгається з f(x) на (a, b). За теоремою
Кошi про лишки одержують:

b∫

a

f(x) dx +
∫

γ

f(z) dz = 2πiσ,

(σ — сума лишкiв функцiї f(z) в особливих точках областi D). Якщо
∫

γ

f(z) dz вдається знайти, то задача обчислення
b∫

a

f(x) dx розв’яза-

на повнiстю.
У випадку безмежного промiжка (a, b) розглядають таке сiмей-

ство контурiв iнтеґрування, якi необмежено розширяються, щоб у
границi одержати iнтеґрал за (a, b). Iнтеґрал за γ в переважнiй бiль-
шостi випадкiв можна не обчислювати, достатньо лише знайти його
границю.

1. Iнтеґрали вiд рацiональних функцiй.

Нехай f(x) — рацiональна функцiя, f(x) =
Pm(x)
Qn(x)

, де Pm(x) i

Qn(x) — многочлени вiдповiдно степеня m i n (m.n ∈ N). Якщо
f(z) — неперервна функцiя на всiй дiйснiй осi (Qn(x) 6= 0) i n ≥
m + 2, тобто степiнь знаменника принаймнi на двi одиницi бiльший
за степiнь чисельника, то

+∞∫

−∞
f(x) dx = 2πiσ, (I.8-66)

де σ означає суму лишкiв функцiї f(z) =
Pm(z)
Qn(z)

у всiх полюсах,

розташованих у верхнiй пiвплощинi.
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H Приклад 1. Обчислити iнтеґрал

I =

+∞∫

0

x2 dx

(x2 + a2)2
, (a > 0).

Розв’язування. Пiдiнтеґральна функцiя є парною, тому можна

записати I =
1
2

+∞∫

−∞

x2 dx

(x2 + a2)2
.

Уведемо функцiю f(z) =
z2

(z2 + a2)2
, що збiгається з функцiєю

f(x) на дiйснiй осi, тобто для z = x. Функцiя f(z) має у верхнiй
пiвплощинi полюс другого порядку в точцi z = ia. Лишок f(z) у
цьому полюсi дорiвнює

res f(ia) = lim
z→ia

d

dz

[
f(z)(z − ia)2

]
= lim

z→ia

d

dz

[
z2

(z + ia)2

]
=

= lim
z→ia

2iaz

(z + ia)3
=

1
4ia

.

За формулою (I.8-66) одержимо

I =
1
2

∞∫

−∞

x2 dx

(x2 + a2)2
=

1
2

2πi
1

4ia
=

π

4a
.

N

2. Iнтеґрали виду

+∞∫

0

R(x) cos λx dx,
+∞∫

0

R(x) sinλx dx,

де R(x) — правильний рацiональний дрiб, λ > 0 — довiльне дiйсне
число.

Для обчислення таких iнтеґралiв зручно користуватись лемою
Жордана :
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Лема Жордана. Нехай g(x) — функцiя, що є аналiтичною у
верхнiй пiвплощинi (0 < arg z < π) за винятком скiнченного
числа особливих точок, i прямує у цiй пiвплощинi до нуля при
|z| → ∞. Тодi для λ > 0

lim
R→∞

∫

CR

g(z) eiλz dz = 0, (I.8-67)

де CR — пiвколо у верхнiй пiвплощинi з центром у точцi 0 i
радiусом R (див. рисунок).

Рис. 1.4.

H Приклад 2. Обчислити iнтеґрал

I =

+∞∫

0

x sin ax

x2 + k2
dx (a > 0, k > 0).

Розв’язування. Уведемо допомiжну функцiю

f(z) =
z eiaz

z2 + k2
.

Якщо z = x, то Im f(z) збiгається з пiдiнтеґральною функцiєю

ϕ(x) =
x sin ax

x2 + k2
.
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Розглянемо контур, зображений на рис. 1.4. Для досить великого R

на пiвколi CR функцiя g(z) =
z

z2 + k2
задовольняє нерiвнiсть

|g(z)| < R

R2 + k2

i, отже, g(z) прямує до нуля, коли R →∞. Це означає, що за лемою
Жордана

lim
R→∞

∫

CR

z eiaz

z2 + k2
dz = 0. (I.8-68)

Для довiльного R > k за теоремою про лишки маємо

R∫

−R

x eiax

x2 + k2
dx +

∫

CR

z eiaz

z2 + k2
dz = 2πiσ,

де

σ = res
z=ik

[
z eiaz

z2 + k2

]
= lim

z→ik

[
zeiaz

z2 + k2
(z − ik)

]
=

1
2
e−ak.

Якщо R →∞, враховуючи (I.8-68), одержимо
+∞∫

−∞

x eiax

x2 + k2
dx = πie−ak.

Визначивши лiворуч i праворуч дiйснi й уявнi частини, маємо

+∞∫

−∞

x sin ax

x2 + k2
dx = πe−ak.

Оскiльки пiдiнтеґральна функцiя є парною, остаточно одержимо

I =
π

2
e−ak.

N

3. Обчислення iнтеґралiв виду

2π∫

0

R(cosx, sinx) dx, де R —

рацiональна функцiя арґументiв cosx i sinx, що обмежена всерединi
промiжку iнтеґрування.
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Покладемо eix = z, тодi dx =
dz

iz
i cosx =

z2 + 1
2z

, sinx =
z2 − 1
2iz

.
Тут |z| = 1, 0 ≤ x ≤ 2π. Тодi шуканий iнтеґрал набуває форми∮

C

F (z) dz, де C — коло одиничного радiуса з центром у початку

координат. За теоремою Кошi про лишки цей iнтеґрал дорiвнює 2πσi,
де σ — сума лишкiв у полюсах, що мiстяться всерединi кола C.

H Приклад 3. Обчислити I =

2π∫

0

dx

(a + b cosx)2
, (a > b > 0).

Розв’язування. Зробимо пiдстановку eix = z. Пiсля простих пере-
творень одержимо

I =
4
i

∮

C

z dz

(bz2 + 2az + b)2
=

4
i

2πi
n∑

k=1

resF (zk).

Усерединi одиничного кола за умови a > b > 0 мiститься тiльки один

полюс z1 =
−a +

√
a2 − b2

b
. Лишок функцiї F (z) =

z

(bz2 + 2az + b)2
у цьому полюсi дорiвнює

resF (z1) = lim
z→z1

d

dz

[
z(z − z1)2

b2(z − z1)2(z − z2)2

]
=

a

4
(a2 − b2)−3/2.

Отже, I =
2πa

(a2 − b2)3/2
.

N

4. У розглянутих прикладах припускалось, що функцiя f(z) —
аналiтичне продовження функцiї f(x) — не має особливих точок на
дiйснiй осi. Однак незначна модифiкацiя уможливлює обчислення
невласних iнтеґралiв i в цьому випадку.
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H Приклад 4. Обчислити iнтеґрал I =

∞∫

0

sin ax

x(x2 + b2)
dx.

Розв’язування. Уведемо функцiю f(z) =
eiaz

z(z2 + b2)
— таку, що

при z = x Im f(z) збiгається з пiдiнтеґральною функцiєю. Функцiя
f(z) має особливiсть на дiйснiй осi в точцi z = 0, це полюс 1-го по-
рядку. Тому контур iнтеґрування обираємо так, щоб особлива точка
охоплювалась малим пiвколом Cr (r < b); пiвколо CR обираємо так,
щоб b < R (див. рис. 1.5).

Рис. 1.5.

Отже, всерединi замкнутого контура мiститься лише один полюс
функцiї f(z) в точцi z = ib. За теоремою Кошi про лишки маємо:

−r∫

−R

eiax

x(x2 + b2)
dx +

∫

Cr

eiaz

z(z2 + b2)
dz +

+

R∫

r

eiax

x(x2 + b2)
dx +

∫

CR

eiaz

z(z2 + b2)
dz = 2πi res f(ib),

де

res f(ib) = lim
z→ib

eiaz(z − bi)
z(z2 + b2)

= −e−ab

2b2
.
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Замiнимо у першому iнтеґралi x на −x i об’єднаємо його з третiм
iнтеґралом:

−r∫

−R

eiax

x(x2 + b2)
dx +

R∫

r

eiax

x(x2 + b2)
dx =

R∫

r

eiax − e−iax

x(x2 + b2)
dx =

= 2i

R∫

r

sin ax

x(x2 + b2)
dx

Пiдiнтеґральну функцiю
eiaz

z(z2 + b2)
запишемо так:

eiaz

z(z2 + b2)
=

1
b2
· 1
z

+
Ψ(z)

z
, lim

z→0
Ψ(z) = 0,

тому що lim
z→0

eiaz

(z2 + b2)
=

1
b2
.

Покладаючи z = r eiϕ, одержимо

∫

Cr

eiaz

z(z2 + b2)
dz =

1
b2

∫

Cr

dz

z
+

∫

Cr

Ψ(z)
z

dz = − iπ

b2
+ i

0∫

π

Ψ
(
r eiϕ

)
dϕ.

Iнтеґрал у правiй частинi в границi r → 0 дорiвнює нулевi:

lim
r→0

0∫

π

Ψ
(
r eiϕ

)
dϕ = 0.

Четвертий iнтеґрал (за CR) при R → ∞ за лемою Жордана теж
прямує до нуля. Отже, остаточно

2i

∞∫

0

sin ax

x(x2 + b2)
dx− πi

b2
= −πi

e−ab

b2
,

або
∞∫

0

sin ax

x(x2 + b2)
dx =

π

2b2

(
1− e−ab

)
.

N
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5. У всiх наведених прикладах використовувалась теорема Кошi
для однозначної аналiтичної функцiї. Отже, розглянутi методи мо-
жна застосовувати лише коли аналiтичне продовження f(z) функцiї
f(x) з дiйсної осi в область, обмежену контуром iнтеґрування, є одно-
значною аналiтичною функцiєю. Якщо ж повна аналiтична функцiя
F (z) — багатозначна, треба обирати контур iнтеґрування так, щоб
вiн не мiстив точок розгалуження F (z) i розглядати одне однозна-
чне вiдгалуження (гiлку) f(z) повної аналiтичної функцiї F (z) як
аналiтичне продовження функцiї f(x) у комплексну площину.

H Приклад 5. Обчислити iнтеґрал I =

∞∫

0

lnx

(x2 + 1)2
dx.

Розв’язування. За аналiтичне продовження пiдiнтеґральної фун-
кцiї f(x) у верхню пiвплощину Im z > 0 оберемо функцiю f(z) =

ln z

(z2 + 1)2
та контур iнтеґрування як у прикладi 4. Всерединi цього

контура нехай ln z означає гiлку, для якої 0 ≤ arg z < π. Функцiя
f(z) має в точцi z = i полюс другого порядку з лишком

res f(i) = lim
z→i

d

dz

[
f(z)(z − i)2

]
=

π + 2i

8
.

Застосуємо теорему Кошi про лишки:

−r∫

−R

f(x) dx +
∫

Cr

f(z) dz +

R∫

r

f(x) dx +
∫

CR

f(z) dz =
π2i

4
− π

2
.

Iнтеґрали за пiвколами CR

(
z = R eiϕ

)
та Cr

(
z = r eiϕ

)
, 0 ≤ ϕ <

π прямують до нуля, коли R → ∞, r → 0. У першому iнтеґралi
замiнимо z = |z| eiπ = x eiπ = −x:

−r∫

−R

=

R∫

r

lnx + iπ

(x2 + 1)2
dx,
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тодi у границi R →∞, r → 0 одержимо:

2

∞∫

0

lnx

(x2 + 1)2
dx + πi

∞∫

0

dx

(x2 + 1)2
=

π2i

4
− π

2
.

Прирiвнюючи дiйснi та уявнi частини, остаточно запишемо

∞∫

0

ln x

(x2 + 1)2
dx = −π

4
.

N

H Приклад 6. Обчислити iнтеґрал

I =

∞∫

0

xa−1

1 + x
dx (0 < a < 1).

Розв’язування. Оберемо контур, зображений на рис. 1.6 i фун-

кцiю f(z) =
za−1

1 + z
=

e(a−1) ln z

1 + z
. На нижньому березi розтину f

(
x e2πi

)
=

e2πai f(x). Всерединi контура f(z) має полюс першого порядку z =
−1 з лишком у ньому

res f(−1) = e(a−1) ln(−1) = −eaπi.

За теоремою Кошi про лишки одержимо
∫

I

+
∫

Cr

+
∫

II

+
∫

CR

= −2πi eaπi.

Суму iнтеґралiв на верхньому i нижньому берегах розтину запишемо
так:

∫

I

+
∫

II

=
(
1− e2πai

) R∫

r

f(x) dx
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Рис. 1.6.

У границi r → 0, R →∞ iнтеґрали за Cr та CR прямують до нуля,
тому

∞∫

0

f(x) dx =
2πi eaπi

e2πai − 1
,

або
∞∫

0

xa−1

1 + x
dx =

π

sin aπ
.

N

Завдання.

Обчислити iнтеґрали:

I.302. а)
+∞∫

0

x2 + 1
x4 + 1

dx; б)
+∞∫

−∞

dx

(x2 + a2)(x2 + b2)
(a > 0, b > 0);

в)
+∞∫

−∞

dx

(x2 + 1)3
.



118 I. Теорiя функцiй комплексної змiнної

I.303. а)
+∞∫

−∞

x dx

(x2 + 4x + 13)2
; б)

+∞∫

−∞

dx

(x2 + a2)2(x2 + b2)2
;

в)
+∞∫

−∞

x2 + 1
x6 + 1

dx.

I.304. а)
+∞∫

−∞

dx

1 + x6
; б)

+∞∫

−∞

dx

(x2 + 2x + 2)2
;

в)
+∞∫

−∞

x4

(a + bx2)4
(a > 0, b > 0).

I.305. а)
+∞∫

−∞

x cosx

x2 − 2x + 10
dx; б)

+∞∫

−∞

x sinx

x2 + 4x + 20
dx;

в)
+∞∫

0

cosx dx

(x2 + 1)(x2 + 4)
.

I.306. а)
+∞∫

−∞

cosx dx

x2 + 9
; б)

+∞∫

0

cos ax

1 + x4
dx (a > 0);

в)
+∞∫

0

cosx dx

x2 + a2
(a > 0).

I.307. а)
+∞∫

0

x2 cosx

(x2 + 1)2
dx; б)

+∞∫

0

x3 sin ax

(1 + x2)2
dx (a > 0);

в)
+∞∫

−∞

cosλx

(x2 + 1)(x2 + 9)
dx (λ > 0).

I.308. а)
2π∫

0

dx

1− 2p cosx + p2
(0 < p < 1);
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б)
2π∫

0

cos 2x dx

1− 2p cosx + p2
(p > 1).

I.309.
2π∫

0

cosx dx

1− 2p sinx + p2
(0 < p < 1);

I.310. а)
2π∫

0

dx

a + cosx
(a > 1); б)

2π∫

0

sin2 x

a + b cosx
dx (a > b > 0).

I.311.
2π∫

0

dx

1 + a cosx
(0 < a < 1).

I.312. а)
+∞∫

0

sinx

x
dx; б)

+∞∫

0

sinx

x(x2 + 1)
dx;

в)
+∞∫

0

cos ax− cos bx

x2
dx (a > 0, b > 0).

I.313.
+∞∫

0

ln x

(x + a)2 + b2
dx. Вказiвка. Обрати контур, зображений на

рис. 1.6 i функцiю f(z) =
ln2 z

(z + a)2 + b2
.

I.314.
∞∫

0

x2 dx

(x2 + 1)(x2 + 9)
. I.315.

∞∫

0

x sin ax

x4 + b4
dx (a > 0).

I.316.
∞∫

0

x

x2 + c2
sin

(
ax− b

x

)
dx (a > 0, c > 0).

I.317.
∞∫

−∞

sin[a(b− x)]
x2 + c2

dx (a > 0, b > 0).
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I.318.
∞∫

0

cos ax2 − sin ax2

x4 + b4
dx (a > 0, b > 0).

Вказiвка: Обрати контур, зображений на рис. 1.7 а) i викори-

стати функцiю f(z) =
eiaz2

z4 + b4
.

а) б)

Рис. 1.7.

I.319. а)
∞∫

0

lnx dx

1 + x2
; б)

∞∫

0

ln2 x dx

1 + x2
.

I.320. Обчислити значення повних iнтеґралiв Френеля

а)
∞∫

0

sinx2 dx; б)
∞∫

0

cosx2 dx; в)
∞∫

0

e−x2
dx,

використовуючи
∮

e−z2
dz, де частиною контура є пряма з ку-

том нахилу π/4.

I.321. Обчислити
∞∫

−∞

eax

1 + ex
dx (0 < a < 1), використовуючи кон-

тур, зображений на рис.1.7 б).
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I.9. Конформнi вiдображення

Конформне вiдображення областi D на область G — це непе-
рервне взаємно-однозначне вiдображення f(z) = w, де z ∈ D, w ∈ G,
при якому кут мiж будь-якими двома кривими в точцi перетину z

дорiвнює куту мiж образами цих кривих в точцi їх перетину w. Кут
мiж кривими, що перетинаються в точцi z = ∞ означається як кут

мiж їх образами при вiдображеннi ζ =
1
z

у точцi ζ = 0, взятий з
протилежним знаком.

Конформне вiдображення здiйснюється функцiями, що є аналiти-
чними й однолисними в областi D i приймають значення в областi G

(конформне вiдображення першого роду). У конформних вiдобра-
женнях другого роду використовують функцiї, що є комплексно
спряженi до аналiтичних.

1. Дробово-лiнiйне вiдображення w =
az + b

cz + d
— єдине вiд-

ображення, що конформно вiдображає всю розширену комплексну
площину саму на себе. Задання трьох будь-яких точок z1, z2, z3 i їх
образiв вiдповiдно w1, w2, w3 однозначно визначає дробово-лiнiйне
перетворення w = f(z):

w − w1

w − w2

w3 − w2

w3 − w1
=

z − z1

z − z2

z3 − z2

z3 − z1
.

Якщо одна iз заданих точок zj чи wj дорiвнює ∞, то множники, що
її мiстять, можна скоротити. Наприклад, якщо w2 = ∞, то:

w − w1

w3 − w1
=

z − z1

z − z2

z3 − z2

z3 − z1
.

H Приклад 1. Визначити область, у яку переходить одиничний

круг |z| < 1 при вiдображеннi w =
1
z
.

Розв’язування. Будь-яку точку круга |z| < 1 можна записати у
виглядi z = ρ eiϕ, де 0 ≤ ρ < 1, −π < ϕ ≤ π. При вiдображеннi

w = 1/z вона перейде в точку w =
1
ρ

e−iϕ. Звiдси 1 < |w| ≤ ∞,
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−π < arg w ≤ π. Тобто маємо зовнiшнiсть круга |w| > 1. Зауважимо,
що точка z = 0 переходить у w = ∞.

(а) (б)

Рис. 1.8. Область |z| < 1 (а) i її образ у площинi w = u + iv (б).

N

2. Вiдображення w = f(z) = RwRze
iθ z − a

R2
z − āz

, (|a| < Rz)

переводить круг |z| < Rz у круг |w| < Rw, причому f(a) = 0. Якщо
|a| > Rz, то вказана функцiя переводить зовнiшнiсть круга |z| > Rz

у круг |w| < Rw.

3. Вiдображення w = f(z) = Rweiθ z − a

z − ā
(Im a > 0) переводить

пiвплощину Im z > 0 у круг |w| < Rw, причому f(a) = 0.
У цих формулах θ — будь-яке дiйсне число.

4. Вiдображення w = f(z) =
az + b

cz + d
(a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0)

переводить пiвплощину Im z > 0 у пiвплощину Imw > 0.

5. Вiдображення w = f(z) = zp (p > 0) переводить сектор
−α < arg z < α (0 < α < π/p ), 0 < |z| < R у сектор −pα < arg w <

pα, 0 < |w| < Rp.
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6. Iнтеґрал Шварца–Крiстоффеля .
Функцiя

w = f(z) = A

z∫

0

(ζ − x1)α1−1(ζ − x2)α2−1 . . . (ζ − xn)αn−1 dζ + B,

(I.9-69)
n∑

j=1

αj = n− 2,

де A, B — комплекснi сталi, а x1,. . .xn — дiйснi числа, розташованi
в порядку зростання, переводить пiвплощину Im z > 0 в n-кутник
з вершинами в точках w1,. . . , wn, якi є образами точок x1,. . . , xn:
wj = f(xj). Кут при вершинi wj дорiвнює παj .

При фiксуваннi многокутника, на який потрiбно вiдобразити верх-
ню пiвплощину (тобто при заданих {wj}, {αj}) iз набору чисел x1,. . . ,
xn лише три можна вибрати довiльно. Тому насправдi така задача є
вiдносно простою лише для вiдображення на трикутник (див. завда-
ння IV.41). При вiдображеннi на прямокутник виникають елiптичнi
iнтеґрали (роздiл IV), у складнiших випадках розв’язування вима-
гає спецiального пiдходу, пов’язаного iз самоузгодженим розрахун-
ком координат прообразiв {xj}. До елементарних функцiй iнтеґрал
Шварца–Крiстоффеля зводиться тiльки в особливих вироджених ви-
падках (як-от вiдображення на сектор, на многокутник з вершиною
в безмежно вiддаленiй точцi та деяких iнших).

Завдання.

Знайти аналiтичну функцiю w = f(z), яка здiйснює конформне вiд-
ображення таких областей:

I.322. Пiвплощину Re z ≥ 1 на круг |w| ≤ 1 так, щоб f(1) = 1,
f(1 + i) = −i, f(1− i) = i.

I.323. Розширену комплексну площину C̄ = C ∪ {∞} саму на себе
так, щоб f(0) = 0, f(1) = 1, f(2) = 1 + i.
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I.324. Круг |z − i| ≤ 2 на круг |w − 1| ≤ 3 так, щоб f(0) = 0,
f(−i) = −2.

I.325. Круг |z + 1| ≤ 1 на зовнiшнiсть круга |w| ≥ 2 так, щоб
f(−1) = 3, arg f ′(−1) = π.

I.326. Круг |z| ≤ 1 на круг |w| ≤ 1 так, щоб f(1) = 1, f(i) = i,
arg f ′(0) = π/4.

I.327. Сектор 0 ≤ arg z ≤ π

2
сам на себе так, щоб f(i) = 0, f(0) = 1,

f(∞) = ∞.

I.328. Верхню половину круга |z| ≤ 1 на пiвплощину Imw ≥ 0 так,
щоб f(−1) = −1, f(0) = 0, f(1) = 1.

I.329. Круг |z| ≤ 1 з вирiзом по вiдрiзку [−1, 0] на круг |w| ≤ 1 так,
щоб f(1) = 1, f(0) = −1, f(−1− iε)

∣∣∣
ε→+0

= −i.

I.330. Нехай w = f(z) — конформне вiдображення, w = u + iv,
z = x + iy. Показати, що

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
= f ′

(
∂

∂u
+ i

∂

∂v

)

I.331. Нехай w = f(z) — конформне вiдображення, w = u + iv, z =
x + iy. Показати, що

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
= |f ′|2

(
∂2

∂u2
+

∂2

∂v2

)
.

I.332. Показати, що вiдображення Жуковського

w = f(z) =
1
2

(
z +

1
z

)

переводить кола з центром у початку координат (|z| = a) i
прямi, що проходять через початок координат (arg z = b) у
певнi конiчнi перерiзи (величини a, b — дiйснi).
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I.333. Показати, що дробово-лiнiйне перетворення

w(z) =
az + b

cz + d
, причому |c|2 + |d|2 6= 0,

переводить будь-яке коло у площинi z в коло у площинi w

(пряму слiд розглядати як коло безмежного радiуса).



II. Iнтеґральнi перетворення.
Узагальненi функцiї

За визначенням функцiя

F (p) =

b∫

a

K(p, t)f(t) dt

називається iнтеґральним перетворенням (зображенням)
функцiї f(t), причому f(t) має назву ориґiналу свого зображення
F (p), а функцiя K(p, t) — ядра iнтеґрального перетворення .
Iнтеґральне перетворення над деяким класом функцiй f(t) визна-
чається вибором ядра K(p, t) i промiжку iнтеґрування (a, b). Iнте-
ґральне перетворення функцiї f ставить їй у вiдповiднiсть функцiю
F . Це записують (f → F ) i називають прямим перетворенням ,
а перетворення F → f — оберненим перетворенням .

Загальна схема застосування iнтеґрального перетворення до за-
дач математичної фiзики така: за допомогою iнтеґрального перетво-
рення шуканого розв’язку задачi вилучають диференцiювання по
однiй змiннiй i для його зображення одержують простiшу задачу.
Знайшовши зображення задачi за допомогою оберненого перетворе-
ння, “вiдновлюють” уже шуканий розв’язок.

Перелiчимо основнi iнтеґральнi перетворення, якi застосовують
у математичнiй фiзицi.

126
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II.1. Перетворення Лапласа

Нехай задана дiйсна або комплексна функцiя f(t) дiйсної змiнної t,
0 ≤ t < ∞, яка задовольняє таку умову: для деякого дiйсного s0

∞∫

0

e−s0t|f(t)| dt < ∞, (II.1-1)

тобто iнтеґрал iснує i є скiнченним.
За такої умови iнтеґрал

F (p) =

∞∫

0

e−ptf(t) dt (II.1-2)

iснує для всiх p з дiйсною частиною Re p > s0 i є аналiтичною функцi-
єю комплексної змiнної p = s+iσ у пiвплощинi Re p > s0. Функцiя зо-
браження F (p) називається перетворенням Лапласа (односто-
роннiм) функцiї-ориґiналу f(t).

Нижню межу s0 всiх s, для яких виконується умова (II.1-1), на-
зивають показником зростання функцiї f(t).

Те, що F (p) є зображенням f(t), символiчно записують так:

f(t) : F (p).

або

F (p) = L [f(t)] = L [f(t), p].

За аналогiєю з наведеним одновимiрним перетворенням Ла-
пласа вводять також двовимiрне перетворення Лапласа :

F (p, q) =

∞∫

0

∞∫

0

e−pu−qvf(u, v) du dv (II.1-3)

За умови (II.1-1) ориґiнал f(t) визначається на вiдрiзку 0 ≤ t < ∞
через вiдоме зображення F (p) як обернене перетворення Лап-
ласа

f(t) = L−1[f(t)] ≡ 1
2π

∞∫

−∞
e(c+iσ)tF (c + iσ) dσ, (II.1-4)
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або пiсля замiни змiнних

f(t) =
1

2πi

c+i∞∫

c−i∞
estF (s) ds, (II.1-5)

де дiйсна стала c > s0.
Коли функцiя f(t) визначена для всiх дiйсних значень t, iнколи

розглядають двостороннє перетворення Лапласа :

F (p) = LB[f(t)] = LB[f(t), p] =

+∞∫

−∞
e−pt f(t) dt.

H Приклад 1. Записати зображення функцiї f(t) = e2t.
Розв’язування. Для функцiї f(t) = e2t маємо s0 = 2. Тому зобра-

ження F (p) буде аналiтичною функцiєю у пiвплощинi Re p > 2.
Маємо

F (p) =

+∞∫

0

e2t e−pt dt =

+∞∫

0

e−(p−2)t dt =

=
1

−(p− 2)
e−(p−2)t

∣∣∣∣
+∞

t=0

=
1

p− 2
(Re p = s > 2).

N

Властивостi перетворення Лапласа
1. Лiнiйнiсть. Для будь-яких комплексних сталих α i β:

α f(t) + β g(t) : α F (p) + β G(p)

(тут i далi f(t) : F (p), g(t) : G(p), якщо iнше не обумовлено).
2. Теорема подiбностi. Для будь-якої сталої α > 0:

f(αt) : 1
α

F
( p

α

)
.
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3. Диференцiювання ориґiналу. Якщо функцiї f(t), f ′(t), . . . ,
f (n)(t) є функцiями-ориґiналами, то

f ′(t) : pF (p)− f(0),

f ′′(t) : p2 F (p)− p f(0)− f ′(0),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f (n)(t) : pn F (p)− pn−1 f(0)− pn−2 f ′(0)− . . .− f (n−1)(0).

H Приклад 2. Знайти зображення функцiї f(t) = sin2 t.
Розв’язування.

f ′(t) = 2 sin t cos t = sin 2t : 2
p2 + 4

,

f ′(t) : p F (p)− f(0), f(0) = 0,

звiдси маємо

2
p2 + 4

= pF (p) i F (p) =
2

p(p2 + 4)
: sin2 t.

N

4. Диференцiювання зображення. Диференцiювання зображення
зводиться до множення на (−t) ориґiналу F ′(p) : −t f(t) або, в за-
гальному випадку, F (n)(p) : (−t)n f(t).

H Приклад 3. Знайти зображення функцiї f(t) = t2 et.

Розв’язування. Маємо et : 1
p− 1

. За теоремою про диференцi-

ювання зображення
(

1
p− 1

)′
: −t et, звiдси

1
(p− 1)2

: t et. Далi
[

1
(p− 1)2

]′
: −t

(
t et

)
або

2
(p− 1)3

: t2 et.

N
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5. Iнтеґрування ориґiналу. Iнтеґрування ориґiналу зводиться до

дiлення зображення на p, тобто
t∫

0

f(τ) dτ : F (p)
p

.

H Приклад 4. Знайти зображення функцiї
t∫

0

eτdτ .

Розв’язування. Маємо et : 1
p− 1

. За теоремою про iнтеґрування

ориґiналу
τ∫

0

eτ dτ :
1

p−1

p
=

1
p(p− 1)

.

N

6. Iнтеґрування зображення. Якщо iнтеґрал
∞∫

p

F (p) dp збiжний,

то вiн є зображенням функцiї
f(t)

t
:

∞∫

p

F (p) dp.

H Приклад 5. Знайти зображення функцiї
sin t

t
.

Розв’язування. Вiдомо, що sin t : 1
p2 + 1

. Тому
sin t

t
:

∞∫

p

dp

p2 + 1
=

arctg p

∣∣∣∣
∞

p

=
π

2
− arctg p = arcctg p.

N

Для багатозначних функцiй Ln z, Arc tg z i т. п. беремо їх головнi
вiдгалуження, для яких ln 1 = 0, arctg 1 = π/4 i т. д.

7. Теорема зсуву. Якщо f(t) : F (p), то для будь-якого комплекс-
ного p0 : ep0t f(t) : F (p− p0).
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H Приклад 6. Знайти зображення функцiї f(t) = e−t cos 2t.
Розв’язування. Маємо cos 2t : p

p2 + 4
. За теоремою зсуву

e−t cos 2t =
p + 1

(p + 1)2 + 4
, (p0 = −1).

N

8. Теорема запiзнення. Якщо f(t) : F (p), то для довiльного до-
датного τ :

e−pτ F (p) :
{

0, t < τ

f(t− τ), t ≥ τ.

Останнiй результат можна подати через θ-функцiю Гевiсайда (II.5-11)
як θ(t− τ)f(t− τ).

Теорему запiзнення зручно використовувати для знаходження зо-
бражень функцiй, якi на рiзних дiлянках заданi рiзними аналiтични-
ми виразами.

9. Теорема множення (теорема про згортку). Добуток двох зо-
бражень F (p) i G(p) також є зображенням i

F (p)G(p) :
t∫

0

f(τ) g(t− τ) dτ = f ∗ g,

де f ∗ g називають згорткою функцiй f(t) i g(t). Iнодi згортку по-
значають ще так: f ◦ g.

H Приклад 7. Знайти зображення функцiї Ψ(t) =

t∫

0

(t− τ)eτ dτ .

Розв’язування.Функцiя Ψ(t) є згорткою функцiй f(t) = t i g(t) =

et. За теоремою множення Ψ(t) : F (p) G(p) =
1
p2

1
p− 1

=
1

p2(p− 1)
.

N
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10. Знаходження ориґiналу за даним зображенням.Нехай F (p) =
Q(p)
R(p)

— правильний рацiональний дрiб, тодi його розкладають на су-

му простих дробiв i знаходять ориґiнали для кожного з них.

H Приклад 8. Знайти ориґiнал для функцiї F (p) =
1

p(p− 1)(p2 + 4)
.

Розв’язування. Розкладемо F (p) на суму простих дробiв

1
p(p− 1)(p2 + 4)

=
A

p
+

B

p− 1
+

Cp + D

p2 + 4
.

Знаходячи коефiцiєнти A, B, C, D, одержимо

F (p) = − 1
4p

+
1

5(p− 1)
+

p

20(p2 + 4)
− 1

5(p2 + 4)
.

Ориґiнали для кожного iз простих дробiв знаходимо просто. За вла-

стивiстю лiнiйностi маємо f(t) = −1
4

+
1
5
et +

1
20

cos 2t− 1
10

sin 2t.

N

H Приклад 9. F (p) =
1

(p2 + 1)2
. Знайти f(t).

Розв’язування. У даному випадку F (p) — простий дрiб. Для зна-

ходження ориґiналу використаємо теорему про згортку i
1

p2 + 1
:

sin t.
Маємо:

F (p) =
1

(p2 + 1)2
=

1
p2 + 1

· 1
p2 + 1

:
t∫

0

sin(t− τ) sin τ dτ =

=
1
2

t∫

0

[cos t− cos(2τ − t)] dτ =
1
2

t cos t− 1
4

sin(2τ − t)
∣∣∣∣
τ=t

τ=0

=

=
1
2

t cos t− 1
2

sin t.

N
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Завдання.

Знайти зображення функцiї

за теоремою диференцiювання ориґiналу:

II.1. а) f(t) = cos2 t; б) f(t) = sin3 t; в) f(t) = t sinωt.

II.2. а) f(t) = cos4 t; б) f(t) = t cosωt; в) f(t) = t et.

за теоремою диференцiювання зображення:

II.3. а) f(t) = t2 cos t; б) f(t) = t
(
et + ch t

)
.

II.4. а) f(t) = (t + 1) sin 2t; б) f(t) = t sh 3t.

за властивiстю iнтеґрування ориґiналу:

II.5. а) f(t) =

t∫

0

sin τ dτ ; б) f(t) =

t∫

0

(τ + 1) cos ωτ dτ .

II.6. а) f(t) =

t∫

0

τ sh 2τ dτ ; б) f(t) =

t∫

0

cos2 ωτ dτ .

II.7. а) f(t) =

t∫

0

chωτ dτ ; б) f(t) =

t∫

0

τ2 e−τ dτ .

за властивiстю iнтеґрування зображення:

II.8. а)
et − 1

t
; б)

1− e−t

t
; в)

sin2 t

t
.

II.9. а)
1− cos t

t
; б)

cos t− cos 2t

t
.

II.10. а)
et − 1− t

t
; б)

et − e−t

t
.

за теоремою про згортку:

II.11. а)
t∫

0

et−τ sin τ dτ ; б)
t∫

0

cos(t− τ) e2τ dτ .
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II.12. а)
t∫

0

(t− τ)2 ch τ dτ ; б)
t∫

0

e2(τ−t) τ2 dτ .

Знайти ориґiнали функцiй:

II.13. а) F (p) =
1

p2 + 4p + 5
; б) F (p) =

1
p2 + 4p + 3

.

II.14. а) F (p) =
p

(p + 1)2
; б) F (p) =

1
p + 2p2 + p3

.

II.15. а) F (p) =
1

7− p + p2
; б) F (p) =

1
p2(p2 + 1)

.

II.16. а) F (p) =
p2 + 2p− 1

p3 + 3p2 + 3p + 1
; б) F (p) =

p

p3 + 1
.

II.17. а) F (p) =
2p + 3

p3 + 4p2 + 5p
; б) F (p) =

1
(p− 1)2(p + 2)

.

II.18. а) F (p) =
3p2

(p3 − 1)2
; б) F (p) =

e−3p

(p + 1)2
.

II.19. а) F (p) =
e−p

p2 − 1
+

p e−2p

p2 − 4
; б) F (p) =

e−p/2

p(p + 1)(p2 + 4)
.

II.20. За допомогою перетворення Лапласа знайти розв’язок iнте-
ґрального рiвняння Вольтерра

ϕ(x) = f(x) +

x∫

−∞
K(x− y)ϕ(y) dy.

II.21. Показати, що для двостороннього перетворення Лапласа спра-
ведливi спiввiдношення:

а) LB[f(t); p ] = L [f(t); p ] +L [f(−t);−p ];

б) LB[f(t); p ] = L [f(t); p ] − c

p
, де f(t) = c для t ≤ 0,

c = const.

Знайти двостороннє перетворення Лапласа таких функцiй:

II.22. f(t) = e−bt2 , b = const > 0.
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II.23. f(t) = t e−bt2 , b = const > 0.

Знайти двовимiрне перетворення Лапласа таких функцiй:

II.24. f(u, v) = sin(u + v).

II.25. f(u, v) = ϕa

(u

v

)
, де ϕa(t) =

{
1, t ≤ a

0, t > a
, a = const > 0.

II.2. Перетворення Фур’є

Нехай функцiя f(t) дiйсної змiнної t, −∞ ≤ t < ∞, задовольняє такi
умови:

1) f(t) — абсолютно iнтеґровна на промiжку (−∞,+∞), тобто
+∞∫

−∞
|f(t)| dt — збiжний;

2) f(t) є функцiєю обмеженої варiацiї, тобто вона обмежена, має
скiнченне число вiдносних екстремумiв i точок розриву першого ро-
ду.

Тодi можна ввести перетворення Фур’є:

F [f(t)] = F (ω) =
1√
2π

∞∫

−∞
f(t) e−iωt dt. (II.2-1)

Зворотне перетворення Фур’є визначається так:

F−1[F (ω)] = f(t) =
1√
2π

∞∫

−∞
F (ω) eiωt dω. (II.2-2)

Це iнтеґральне перетворення можна отримати як узагальнення
перетворення Лапласа (взагалi кажучи, двостороннього) на випадок
уявної змiнної p = iω.
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З iншого боку, перетворення Фур’є вiдповiдає граничному випад-
ку комплексного ряду Фур’є

f(t) =
+∞∑

k=−∞
fk eikΩt, Ω =

2π

T

з коефiцiєнтами

fk =
1
T

T/2∫

−T/2

f(t) e−ikΩt dt,

коли перiод T →∞.
У фiзичних задачах часто виникає потреба розглядати багатови-

мiрнi перетворення Фур’є, найчастiше — 3-вимiрне:

f(x, y, z) =
1

(
√

2π)3

+∞∫

−∞
dkx

+∞∫

−∞
dky

+∞∫

−∞
dkz F (kx, ky, kz) ei(kxx+kyy+kzz),

(II.2-3)

F (kx, ky, kz) =
1

(
√

2π)3

+∞∫

−∞
dx

+∞∫

−∞
dy

+∞∫

−∞
dz f(x, y, z) e−i(kxx+kyy+kzz).

Або у векторнiй формi:

f(r) =
1

(
√

2π)3

∫
dkF (k) eikr,

(II.2-4)

F (k) =
1

(
√

2π)3

∫
dr f(r) e−ikr.

В загальному випадку узагальнення вiдповiдних формул є оче-
видним:

f(x1, . . . , xn) =
1

(
√

2π)n

+∞∫

−∞
dk1 . . .

+∞∫

−∞
dkn F (k1, . . . , kn) ei(k1x1+...+knxn).
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Якщо f(t) — парна функцiя, то перетворення Фур’є (II.2-1)–(II.2-2)
переходять у взаємно зворотнi косинус-перетворення Фур’є

Fc[f(t)] = F (ω) =

√
2
π

∞∫

0

f(t) cos ωt dt,

f(t) =

√
2
π

∞∫

0

F (ω) cos ωt dω.

Якщо ж f(t) — непарна функцiя, то, вiдповiдно, — в синус-
перетворення Фур’є:

Fs[f(t)] = F (ω) =

√
2
π

∞∫

0

f(t) sinωt dt,

f(t) =

√
2
π

∞∫

0

F (ω) sin ωt dω.

Основнi властивостi перетворення Фур’є подiбнi до вiдповiдних
властивостей перетворення Лапласа:

1. Лiнiйнiсть

F [αf1(t) + βf2(t)] = αF [f1(t)] + βF [f2(t)].

2. Теорема подiбностi

F [f(αt);ω] =
1
α
F

[
f(t);

ω

α

]
, тобто f(t) 7→ 1

α
F

(ω

α

)
.

3. Теорема зсуву

F [f(t + τ)] = eiωτF [f(t)].

4. Диференцiювання ориґiналу

F [f ′(t)] = iωF [f(t)];

F [f (n)(t)] = (iω)nF [f(t)]
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5. Теорема про згортку
Згорткою f ∗ g функцiй f(t) i g(t), заданих в iнтервалi

−∞ < t < ∞, називається iнтеґрал

f ∗ g =

∞∫

−∞
f(t)g(τ − t) dt. (II.2-5)

Якщо iснують пряме й обернене перетворення Фур’є, згортцi надамо
вигляду

f ∗ g =

∞∫

−∞
F (ω)G(ω)eiωx dω, (II.2-6)

де

F (ω) =
1√
2π

∞∫

−∞
e−iωtf(t) dt,

G(ω) =
1√
2π

∞∫

−∞
e−iωtg(t) dt,

тобто Фур’є-перетворення згортки є добутком вiдповiдних перетво-
рень Фур’є вихiдних функцiй:

F [f ∗ g] = F [f(t)] ·F [g(t)].

або

f ∗ g 7→ F (ω)G(ω).

Громiздкi обчислення, якi трапляютьюся у випадку застосування
перетворення Фур’є, значно спрощуються, якщо ввести δ-функцiю
Дiрака (див. роздiл II.5.).

При розв’язуваннi фiзичних задач часто зручнiше вводити коефi-
цiєнт при iнтеґралах у прямому й оберненому перетвореннях Фур’є
не симетрично, як у формулах (II.2-1)–(II.2-2), а залишаючи один з
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iнтеґралiв без додаткового множника. При цьому змiнним у вiдповiд-
них виразах надають такого змiсту: t — час, ω — кругова (циклiчна)
частота, x — координата, r — радiус-вектор (3-вимiрна координата),
k або k — хвильове число.

Наведемо приклади таких перетворень:
1) Напруженiсть електричного поля

E(r, t) =
1

(2π)4

∫
dk

∫
dω Ek,ω e−i(kr−ωt),

(II.2-7)

Ek,ω =
∫

dr
∫

dt E(r, t) ei(kr−ωt).

Позначення арґументiв у виглядi iндексiв є одним зi способiв вiд-
рiзнити зображення вiд ориґiналу. Величини, аналогiчнi Ek,ω (тобто
зображення), називають щеФур’є-амплiтудами . Промiжкiв iнте-
ґрування не зазначено, розумiємо iнтеґрали по всьому просторовому
об’єму i по всьому часовому iнтервалу. Потрiбно звернути увагу на
рiзнi знаки бiля просторових i часових змiнних.

2) Парна функцiя розподiлу F2(r) через структурний фактор Sk

F2(r) = 1 +
V

(2π)3N

∫
dk (Sk − 1) e−ikr,

(II.2-8)

Sk = 1 +
N

V

∫
dr [F2(r)− 1] eikr.

У цих формулах V означає об’єм системи, а N — кiлькiсть частинок.

Завдання.

Знайти 1-вимiрне перетворення Фур’є таких функцiй:

II.26.
1

x2 + a2
(a > 0). II.27.

sinx

x2 + a2
(a > 0).

II.28.
x2

(1 + x4)
. II.29.

e−|x|

x
.
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II.30. f(x) =





0, x ≤ 0
x, 0 < x < 1
0, x ≥ 1

Знайти косинус-перетворення Фур’є функцiй

II.31. f(t) = e−t. II.32. f(t) = e−t2/2.

II.33. Знайти синус-перетворення Фур’є функцiї

f(t) =





π

2
sinx, 0 ≤ x ≤ π

0, x > π.

Використовуючи прийнятий у фiзицi несиметричний аналог формул
(II.2-3), (II.2-4)

F (k) =
∫

dr f(r) e−ikr,

знайти 3-вимiрне перетворення Фур’є

II.34. Потенцiалу Юкави ϕ(r) = A
e−αr

r
.

II.35. Потенцiалу Кулона ϕ(r) =
q

r
.

II.36. Функцiї ϕ(r) =

{
Φ0, 0 ≤ r ≤ a

0, r > a
.

II.37. Знайти n-вимiрне перетворення Фур’є функцiї

f(x1, . . . , xn) = e−|x|
2
,

де x = (x1, . . . , xn) — n-компонентний вектор.

II.38. За допомогою перетворення Фур’є знайти розв’язок iнтеґраль-
ного рiвняння

ϕ(x) = f(x) +

∞∫

−∞
K(x− y)ϕ(y) dy.
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II.39. Застосовуючи формули (II.2-8), отримати вираз для парної
функцiї розподiлу F2(r) iзотропної системи, структурний фа-
ктор Sk якої залежить лише вiд модуля хвильового вектора.

II.40. Використовуючи для напруженостей полiв, густин зарядiв i
струмiв перетворення Фур’є у формi (II.2-7), записати через
Фур’є-амплiтуди рiвняння Максвелла:

а) div E(r, t) = 4πρ(r, t); б) rotE(r, t) = −1
c

∂B(r, t)
∂t

;

в) div B(r, t) = 0; г) rotB(r, t) =
1
c

∂E(r, t)
∂t

+
4π

c
j(r, t).

II.3. Iншi iнтеґральнi перетворення

У цьому роздiлi перелiчимо деякi iнтеґральнi перетворення, з яки-
ми доводиться мати справу в рiзних задачах математичної фiзики.
Оскiльки вони переважно вимагають застосування так званих спе-
цiальних функцiй , то ми звернемося до вiдповiдних задач пiзнiше,
в роздiлi IV.1.

Крiм перетворення Фур’є, iснують також iншi модифiкацiї пере-
творення Лапласа. Однiєю з них є перетворення Меллiна :

M [f(t)] = Φ(z) =

∞∫

0

tz−1f(t) dt, (II.3-1)

f(t) =
1

2πi

c+i∞∫

c−i∞
t−zΦ(z) dz. (II.3-2)

Ядро перетворення Ганкеля мiстить спецiальнуфункцiю Бес-
селя Jν(x):

Kν [f(r)] = g(s) =

∞∫

0

f(r)Jν(sr) r dr, (II.3-3)
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f(r) =

∞∫

0

g(s)Jν(sr) s ds. (II.3-4)

Перетворення Ганкеля обернене саме до себе.

Перетворення Гiльберта

H [f(x)] = g(y) =
1
π

v.p.

∞∫

−∞

f(x) dx

x− y
(II.3-5)

f(x) =
1
π

v.p.

∞∫

−∞

g(y) dy

y − x
, (II.3-6)

де v.p. означає iнтеґрал у сенсi головного значення:

v.p.

∞∫

−∞

f(x) dx

x− y
= lim

ε→0

y−ε∫

−∞

f(x) dx

x− y
+

∞∫

y+ε

f(x) dx

x− y
.

Завдання.

II.41. Довести, що перетворення Гiльберта пов’язане з перетворен-
ням Лапласа таким чином:

πH [f(x), y] = L
[
L [f(−x); y′]; y

]
−L

[
L [f(x); y′]; −y

]
.

II.42. Нехай функцiя f(z) аналiтична у верхнiй пiвплощинi Im z ≥ 0
i рiвномiрно прямує до нуля при |z| → ∞, 0 ≤ arg z ≤ π.
Довести, що перетворення Гiльберта f(x), x ∈ R задовольняє
умови:

Im f(x0) = H [Re f(x), x0],

Re f(x0) = H [Im f(x), x0].
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II.43. Нехай h1(t) =

∞∫

0

f(x)g
(

t

x

)
1
x

dx, h2(t) =

∞∫

0

f(x)g(tx) dx.

Довести рiвностi (теорема про згортку для перетворення Мел-
лiна):

а) M [h1(t); z] = M [f(t); z]M [g(t); z],

б) M [h2(t); z] = M [f(t); 1− z]M [g(t); z].

II.4. Звичайнi лiнiйнi диференцiальнi рiвняння

Рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

Нехай маємо диференцiальне рiвняння, наприклад, другого порядку

a2
d2x

dt2
+ a1

dx

dt
+ a0x (t) = f (t) , (II.4-1)

де a0, a1, a2 — константи, a2 6= 0, f(t) — функцiя-ориґiнал.
Шукаємо розв’язок рiвняння (II.4-1), що задовольняє початковi

умови:

x(0) = x0, x′(0) = x1. (II.4-2)

Нехай x(t) : X(p), f(t) : F (p). Застосовуючи до обох частин
(II.4-1) перетворення Лапласа i використовуючи теорему про дифе-
ренцiювання ориґiналу й властивiсть лiнiйностi перетворення Лапла-
са, замiсть диференцiального рiвняння (II.4-1) iз початковими умо-
вами (II.4-2) одержимо операторне рiвняння

(
a2p

2 + a1p + a0

)
X(p)− (a2px0 + a2x1 + a1x0) = F (p). (II.4-3)

Звiдси знаходимо X(p) =
F (p) + a2px0 + a2x1 + a1x0

a2p2 + a1p + a0
. Отже, ви-

значаючи з X(p) ориґiнал x(t), ми знаходимо розв’язок задачi Кошi
(II.4-1)–(II.4-2).
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Загальний випадок розв’язування задачi Кошi для звичайного
диференцiального рiвняння n-го порядку принципово не вiдрiзняє-
ться вiд випадку n = 2.

H Приклад 1. Розв’язати задачу Кошi x′′ + x = 2 cos t, x(0) = 0,
x′(0) = −1.

Розв’язування.

x(t) : X(p), x′(t) : pX(p)− x(0) = pX(p),

x′′(t) : p2 X(p)− p x(0)− x′(0) = p2 X(p) + 1, cos t : p

p2 + 1
,

отже, операторне рiвняння є таким: p2 X(p) + 1 + X(p) =
2p

p2 + 1
.

Звiдси X(p) =
2p

(p2 + 1)2
− 1

p2 + 1
. Знаходимо ориґiнал для X(p).

Ориґiнал для функцiї
1

p2 + 1
:

1
p2 + 1

: sin t.

Щоб визначити ориґiнал для функцiї
2p

(p2 + 1)2
, скористаємось,

наприклад, теоремою про диференцiювання зображення:

2p

(p2 + 1)2
= −

(
1

p2 + 1

)′
: t sin t.

Потiм знаходимо ориґiнал

X(p) : t sin t− sin t = (t− 1) sin t = x(t).

N
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Рiвняння з полiномiальними коефiцiєнтами

Якщо у диференцiальному рiвняннi n-го порядку коефiцiєнти є мно-
гочленами степеня m ≤ n, то, використовуючи формулу диференцi-
ювання зображення

tmx(n)(t) : (−1)m dm

dpm

[
pnX(p)− pn−1x0 − . . .− x

(n−1)
0

]
,

де

x(0) = x0, x′(0) = x′0, . . . , x(n−1)(0) = x
(n−1)
0 ,

можна перетворити вихiдне рiвняння у диференцiальне рiвняння
m-го порядку вiдносно зображення X(p) функцiї x(t).

H Приклад 2. Знайти загальний розв’язок рiвняння tx′′− 2x′ = 0.
Розв’язування. Зробимо перетворення Лапласа

x′(t) : pX(p)− x(0), x′′(t) : p2X(p)− px(0)− x′(0),

tx′′ : − d

dp

[
p2X(p)− px(0)− x′(0)

]
= −p2 dX(p)

dp
− 2pX(p) + x(0).

Рiвняння для зображення X(p) отримаємо таке

−p2 dX(p)
dp

− 2pX(p) + x(0)− 2pX(p) + 2x(0) = 0

або

dX(p)
dp

+
4
p

X(p) =
3x(0)

p2
.

Iнтеґруючи це рiвняння як лiнiйне неоднорiдне вiдносно X(p), зна-
йдемо

X(p) =
x(0)

p
+

C1

p4
: x(t) = x(0) + C1

t3

3!
.

N
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Завдання.

Розв’язати такi диференцiальнi рiвняння для заданих початкових
умов:

II.44. x′ + 2x = sin t, x(0) = 0.

II.45. x′ − x = 1, x(0) = −1.

II.46. x′′ + x′ = 1, x(0) = 0, x′(0) = 1.

II.47. x′′ + 3x′ = et, x(0) = 0, x′(0) = −1.

II.48. x′′ + 2x′ − 3x = e−t, x(0) = 0, x′(0) = 1.

II.49. x′′ + 2x′ = t sin t, x(0) = 0, x′(0) = 0.

II.50. x′′ + 2x′ + x = sin t, x(0) = 0, x′(0) = −1.

II.51. x′′′ − x′′ = sin t, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

II.52. x′′′ + x′′ = t, x(0) = −3, x′(0) = 1, x′′(0) = 0.

II.53. xIV − x′′ = cos t, x(0) = 0, x′(0) = −1, x′′(0) = x′′′(0) = 0.

II.54. xIV − x′′ = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = x′′′(0) = 0.

II.55. x′′ − 2x′ + x = t− sin t, x(0) = x′(0) = 0.

II.56. x′′ + 2x′ + x = 2 cos2 t, x(0) = x′(0) = 0.

II.57. x′′ + 4x = 2 cos t cos 3t, x(0) = x′(0) = 0.

II.58. x′′ + x′ = 4 sin2 t, x(0) = 0, x′(0) = −1.

II.59. xIV + x′′′ = cos t, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0, x′′′(0) = γ.

II.60. x′′′ + 3x′′ + 3x′ + x = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

II.61. x′′′ + x = 1, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.
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II.62. x′′ − 4x = sin
3
2
t sin

t

2
, x(0) = 1, x′(0) = 0.

II.63. x′′′ + 6x′′ + 11x′ + 6x = 1 + t + t2, x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

Знайти загальний розв’язок рiвняння:

II.64. tx′′ + (2t− 1)x′ + (t− 1)x = 0.

II.65. tx′′ + 2x′ = 0.

Розв’язати рiвняння iз заданими початковими умовами:

II.66. x′′ + (t + 1)x′ + tx = 0, x(0) = 1, x′(0) = −1.

II.67. x′′+(t+ b)x′ = 0, x(0) = −1, x′(0) = 0, b — довiльне дiйсне
число.

II.68. x′′ + tx′ − (t + 1)x = 0, x(0) = x′(0) = 1.

II.5. Узагальненi функцiї

Розв’язування деяких задач математичної фiзики вимагає введення
об’єктiв, властивостi яких вiдрiзняються вiд властивостей звичайних
функцiй. Наприклад, поняття густини точкового заряду пов’язане з
уведенням величини, яка володiє такими властивостями:

ρ(r) = 0, якщо r 6= r0,

ρ(r) = ∞, якщо r = r0,

∫

V

ρ(r) dr = q,

де r0 — координата заряду, V — об’єм, у якому вiн може перебувати,
q — величина заряду.
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Серед усiх “традицiйних” функцiй не iснує такої, яка задовольня-
ла би цим несумiсним властивостям. Вiдповiдна величина описується
через так звану узагальнену функцiю, в даному випадку це бу-
де дельта-функцiя Дiрака , яка в найпростiшому одновимiрному
випадку визначається такими властивостями:

δ(x) =

{
0, x 6= 0
∞, x = 0,

(II.5-1)

+∞∫

−∞
δ(x) dx = 1,

+∞∫

−∞
δ(x− a)ϕ(x) dx = f(a), (II.5-2)

де ϕ(x) — звичайна функцiя.
Iснує спосiб означення дельта-функцiї як унаочнення властиво-

стей (II.5-1)–(II.5-2) шляхом певного граничного переходу у послi-
довностi звичайних функцiй (так званi δ-функцiйнi послiдовностi):

δ(x) = lim
ε→0

δε(x), (II.5-3)

де послiдовнiсть {δε(x)} має такi властивостi:

lim
ε→0

δε(x) =

{
0, x 6= 0
∞, x = 0,

lim
ε→0

+∞∫

−∞
δε(x) dx = 1, lim

ε→0

+∞∫

−∞
δε(x)ϕ(x) dx = ϕ(0).

Прикладами таких послiдовностей є:

δε(x) =
ε

π(x2 + ε2)
(ε → 0),

δα(x) =
α

2 ch2 αx
(α →∞)

та багато iнших.
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Iнший спосiб уведення дельта-функцiї полягає в означеннi її як
функцiонала , який будь-якiй основнiй функцiї (фiнiтнiй, що має
неперервнi похiднi всiх порядкiв) ставить у вiдповiднiсть її значення
в точцi x0, це записують так:

(δ, ϕ) =
∫

δ(x− x0)ϕ(x) dx = ϕ(x0). (II.5-4)

Взагалi, будь-який неперервний лiнiйний функцiонал f , визначений
на множинi основних функцiй, формально записують так:

(f, ϕ) =
∫

f(x)ϕ(x) dx,

i f(x) називають узагальненою функцiєю.
Кожна узагальнена функцiя має похiднi будь-якого порядку, i

f (m), m ≥ 1 — це функцiонал, що дiє за правилом

(f (m), ϕ) = (−1)m(f, ϕ(m)), (II.5-5)

зокрема

(δ(m), ϕ) = (−1)m(δ, ϕ(m)) = (−1)mϕ(m)(0). (II.5-6)

Формула (II.5-5) одержується внаслiдок iнтеґрування частинами за
припущення, що всi позаiнтеґральнi доданки дорiвнюють нулевi.

Якщо арґументом δ-функцiї є деяка функцiя ϕ(x) з простими
нулями в точках xj , то

δ(ϕ(x)) =
∑

j

1
|ϕ′(xj)| δ(x− xj). (II.5-7)

Багатовимiрну δ-функцiю арґумента x = (x1, . . . , xn) можна озна-
чити так:

δ(x) = δ(x1) . . . δ(xn). (II.5-8)

Густину точкового заряду величиною q запишемо так:

ρ(r) = q δ(r− r0).
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Дельта-функцiя Дiрака δ(x) визначається також як перетворення
Фур’є вiд сталої 1/

√
2π

δ(x) =
1
2π

∞∫

−∞
eixξ dξ. (II.5-9)

Перетворення, обернене до (II.5-9), записують формулою

1√
2π

=
1√
2π

∞∫

−∞
e−ixξδ(x) dx.

За допомогою δ-функцiї можна записати похiдну вiд θ-функцiї
Гевiсайда:

θ′(x) = δ(x), (II.5-10)

де

θ(x) =

{
1, x ≥ 0
0, x < 0.

(II.5-11)

У фiзичних задачах iнодi виникає потреба в застосуваннi фор-
мули Сохоцького:

1
x± iε

∣∣∣∣∣
ε→+0

= v. p.
1
x
∓ iπδ(x), (II.5-12)

де v. p. означає головне значення вiдповiдного iнтеґрального виразу,
оскiльки дана формула має сенс тiльки пiд iнтеґралом.



II.5. Узагальненi функцiї 151

Завдання.

Показати, що

II.69. δ(ax) =
1
|a|δ(x). II.70. δ(x2−a2) =

1
a

[
δ(x−a)+δ(x+a)

]
,

якщо a > 0.

II.71. Обчислити δ(sin kx), якщо k > 0.

II.72. Припускаючи, що δ(x) апроксимується функцiєю виду Ae−x2/a2

при a → 0, знайти значення A.

II.73. Припускаючи, що δ(x) апроксимується функцiєю виду A
sin ax

ax
при a →∞, знайти значення A.

II.74. Довести, що для похiдної вiд функцiї Гевiсайда справедливий
вираз

dθ(x− a)
dx

= δ(x− a).

II.75. Виразити
∞∫

−∞
|f(t)|2 dt через Фур’є-амплiтуди.

II.76. Виразити тривимiрну дельта-функцiю через добутки однови-
мiрних дельта-функцiй у декартових i сферичних координа-
тах.

Обчислити

II.77.
∞∫

x0

δ(sinπx) 2x dx при x0 < 0, x0 = 0, x0 > 0.

II.78.
∞∫

−∞
δ(x2 − 1) chx dx. II.79.

∞∫

−∞
δ(x2 − π2) cos x dx.
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II.80.
0∫

−∞
δ(x2 − 5x− 6) (3x3 − 2x2 + x− 1) dx.

II.81.
∞∫

−∞
ex δ′(x− 1) dx.

II.82.
+∞∫

−∞
dx lim

ε→+0

f(x + iε)− f(x− iε)
epx − 1

, де f(x) =
1

x2 − a2
.

II.83. Знайти 1-вимiрне перетворення Фур’є θ-функцiї Гевiсайда

θ(t) =

{
1, t > 0
0, t < 0.

II.84. Розв’язати рiвняння Пуассона ∆ϕ(r) = −4πρ(r), застосову-
ючи пряме й обернене перетворення Фур’є.

II.85. Показати, що xn δ(n)(x) = (−1)nn! δ(x).

II.86. Обчислити
d |x|
dx

,
d2|x|
dx2

.

II.87. Довести, що δ-функцiю можна записати як таку суму ряду
Фур’є:

δ(x) =
1

2L
+

1
L

+∞∑

n=1

cos
πnx

L
,

якщо основнi функцiї є перiодичними з перiодом 2L.

II.88. Знайти зображення Лапласа δ-функцiї.

Показати, що

II.89. ρ(x)δ′(x) = −ρ′(0)δ(x) + ρ(0)δ′(x), ρ(x) ∈ C1(R).

II.90. (θ(x)ρ(x))′ = δ(x)ρ(0) + θ(x)ρ′(x).
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II.91. (δ(m)(x− x0), ϕ(x)) = (−1)mϕ(m)(x0), m ≥ 1.

II.92. xk δ(m)(x) = 0, m = 0, 1, . . . , k − 1.

Знайти

II.93. (θ(x) sin x)′. II.94. (θ(x) cos x)′.

II.6. Пiдсумовування числових рядiв

Застосування теорiї лишкiв

Нехай функцiя f(z) має скiнченне число полюсiв у точках z1,. . . ,zn,
жодна з яких не збiгається з цiлим дiйсним числом. Можна заува-
жити, що функцiї ctg πz та cosecπz мають простi полюси при всiх
дiйсних цiлих z. Будемо вимагати, щоб функцiї πf(z) ctg πz та
πf(z) cosecπz безмежно спадали на прямокутному контурi, який
охоплює всi полюси. Тодi з теореми Кошi про лишки матимемо такi
правила пiдсумовування:

+∞∑

k=−∞
f(k) = −

n∑

j=1

res
z=zj

[πf(z) ctg πz], (II.6-1)

+∞∑

k=−∞
(−1)kf(k) = −

n∑

j=1

res
z=zj

[πf(z) cosecπz]. (II.6-2)

Застосування у конкретних випадках певних симетрiйних властиво-
стей дає змогу отримати результати для суми в межах, наприклад,
вiд 0 до ∞.

H Приклад 1. Знайти суму ряду
+∞∑

k=1

1
k2

.
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Розв’язування. Оскiльки функцiя
1
z2

має полюс у точцi z = 0,

розглянемо натомiсть f(z) =
1

k2 + a2
, а в кiнцевому результатi спря-

муємо a до нуля.

+∞∑

k=−∞

1
k2 + a2

= −
{

res
z=+ia

[πf(z) ctg πz] + res
z=−ia

[πf(z) ctg πz]
}

=

= − π

2ia
ctg(iaπ)− π

−2ia
ctg(−iaπ) =

π

a
cth πa.

Оскiльки
+∞∑

k=−∞

1
k2 + a2

=
−1∑

k=−∞

1
k2 + a2

+
1

k2 + a2

∣∣∣∣
k=0

+
+∞∑

k=1

1
k2 + a2

=

=
1

k2 + a2

∣∣∣∣
k=0

+ 2
+∞∑

k=1

1
k2 + a2

,

то маємо
+∞∑

k=1

1
k2 + a2

=
1
2

[
π

a
cth πa− 1

a2

]
=

π

2a
cthπa− 1

2a2
.

Звiдси

+∞∑

k=1

1
k2

= lim
a→0

[
π

2a
cth πa− 1

2a2

]
=

π2

6
.

N

Зазначимо також, що для суми за парними n = 2k розглядають
функцiю

π

2
f(z) ctg

πz

2
,

для суми за непарними n = 2k − 1 — функцiю
π

2
f(z) tg

πz

2
.
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Застосування перетворення Лапласа

Нехай потрiбно знайти суму S числового ряду
+∞∑
n=m

(±1)nF (n). Покла-

демо F (p) : f(t). Тобто F (n) =

∞∫

0

e−ntf(t) dt i для суми матимемо

S =
+∞∑
n=m

(±1)n

∞∫

0

e−ntf(t) dt =

∞∫

0

dt f(t)
+∞∑
n=m

(±1)ne−nt.

Оскiльки ряд пiд останньою сумою — це геометрична проґресiя, то

S =
+∞∑
n=m

(±1)nF (n) = (±1)m

∞∫

0

f(t)e−mt

1− e−t
dt. (II.6-3)

H Приклад 2. Знайти суму S =
+∞∑

n=1

n

(2n− 1)2(2n + 1)2
.

Розв’язування. Функцiя

F (p) =
p

(2p− 1)2(2p + 1)2
.

Ориґiнал знайдемо за формулою диференцiювання зображення:

F (p) =
p

(2p− 1)2(2p + 1)2
=

p

(4p2 − 1)2
=

1
16

p(
p2 − 1

4

)2 =

= − 1
32

d

dp

(
1

p2 − 1
4

)
: f(t) =

1
16

t sh
t

2
.

Маємо

S =
1
16

∞∫

0

t e−t

1− e−t
sh

t

2
dt =

1
32

∞∫

0

e−t/2t dt =
1
8
.

N
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Застосування δ-функцiї

Використовуючи ряд (не iнтеґрал!) Фур’є, можна показати, що

+∞∑

k=−∞
eikx = 2π

+∞∑
n=−∞

δ(x− 2πn). (II.6-4)

Домноживши рiвнiсть (II.6-4) на деяку “гарну” (фiнiтну й нескiн-
ченно диференцiйовну) функцiю f(x), пiсля iнтеґрування за x мати-
мемо

+∞∑

k=−∞
fk = 2π

+∞∑
n=−∞

f(2πn), (II.6-5)

де fk = F [f(x)] —Фур’є-зображення функцiї f(x). Замiною x → 2πx

у формулi (II.6-4) можна отримати

+∞∑

k=−∞
f2πk =

+∞∑
n=−∞

f(n). (II.6-6)

H Приклад 3. Обчислити
+∞∑

n=−∞

1
n2 + a2

.

Розв’язування. f(x) =
1

x2 + a2
, fk = F [f(x)] =

π

a
e−a|k|. За фор-

мулою суми нескiнченно спадної геометричної проґресiї матимемо:

+∞∑
n=−∞

1
n2 + a2

=
π

a

+∞∑

k=−∞
e−a|k| =

π

a
cth πa.

N

H Приклад 4. Знайти суму
+∞∑

n=1

cosnt

n2
.
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Розв’язування. Нехай s(t) =
+∞∑

n=1

cosnt

n2
. Зауважимо, що функцiя

s(t) є перiодичною з перiодом 2π. Знайшовши похiднi

s′(t) = −
+∞∑

n=1

sinnt

n
, s′′(t) = −

+∞∑

n=1

cosnt,

використаємо результати задач II.87–II.88 (з пiвперiодом L = π):

s′′(t) = −
+∞∑

n=1

cosnt =
1
2
− π

2
δ(t).

Якщо s(t) : S(p), то s′′(t) : p2S(p)− ps(0)− s′(0).
Маємо рiвняння:

p2S(p)− ps(0) =
1
2p
− π

2
.

Для ориґiналу отримаємо:

s(t) =
1
4

t2 − π

2
t + s(0).

Значення s(0) можна обчислити, враховуючи, що
π∫

0

s(t) dt = 0.

Матимемо s(0) = π2/6. Остаточний результат:

s(t) =
+∞∑

n=1

cosnt

n2
=

1
12

(3t2 − 6πt + 2π2), 0 ≤ t ≤ 2π.

Обмеження на змiнну t необхiдне, оскiльки квадратний тричлен не є
перiодичною функцiєю. Пропонуємо Читачевi самостiйно встанови-
ти, в який момент початкова перiодичнiсть “втрачається”.

N

Завдання.

Знайдiть суми числових рядiв:

II.95.
+∞∑

n=1

1
n4

. II.96.
+∞∑

n=1

(−1)n

n2 + a2
. II.97.

+∞∑

n=1

1
n6

.
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II.98.
+∞∑

n=0

1
(2n + 1)2

. II.99.
+∞∑

n=−∞

1
n4 + a4

. II.100.
+∞∑

n=1

1
n6

.

II.101.
+∞∑

n=1

1
(2n + 1)(2n− 1)2

. II.102.
+∞∑

n=−∞

1
(n + a)2(n2 + b2)

, a 6∈ Z.

II.103.
+∞∑

n=1

1
n3(n + 1)3

. II.104.
+∞∑

n=1

arctg
1

n2 + n + 1
.

II.105.
+∞∑

n=1

1
(n2 + a2)(n2 + t2)

. II.106.
+∞∑

n=1

cosnt

n4
.

II.107.
+∞∑

n=1

sinnt

n
. II.108.

+∞∑

n=1

sinnt

n3
.

II.109.
+∞∑

n=−∞

(−1)n

(n + a)2
. II.110.

+∞∑
n=−∞

(−1)n

(n2 + a2)2
.

II.111. Довести рiвнiсть:

+∞∑
n=−∞

e−n2t =
√

π

t

+∞∑
n=−∞

e−π2n2/t2

(ця сума не виражається через елементарнi функцiї, вона до-
рiвнює ϑ3(0, e−t), де ϑ3 — одна з так званих елiптичних тета-
функцiй Якобi).



III. Рiвняння математичної фiзики

III.1. Класифiкацiя рiвнянь з частинними похiдними
другого порядку

Загальне лiнiйне рiвняння з частинними похiдними другого порядку
з двома незалежними змiнними записують так:

auxx + 2buxy + cuyy + dux + euy + gu + f = 0.

Рiвняння, лiнiйне вiдносно старших похiдних, має такий вигляд:

auxx + 2buxy + cuyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0, (III.1-1)

де a, b, c, d, e, g, f — заданi функцiї незалежних змiнних x i y. Тип рiв-
няння (III.1-1) визначається знаком дискримiнанта ∆(x, y) = b2−ac.
Приймають, що в точцi (x, y) рiвняння (III.1-1) є:
1) гiперболiчного типу, якщо ∆(x, y) > 0;
2) параболiчного типу, якщо ∆(x, y) = 0;
3) елiптичного типу, якщо ∆(x, y) < 0.
Коли дискримiнант ∆(x, y) має значення одного знака або дорiвнює
нулю в кожнiй точцi (x, y) ∈ G, то рiвняння (III.1-1) є вiдповiдного
типу у всiй областi G.

Якщо функцiї a, b, c, d, e, f, g є гладкi, то за допомогою перетво-
рення змiнних

ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y),
(

ϕ(x, y), ψ(x, y) ∈ C2,
∂(ξ, η)
∂(x, y)

6= 0
)

одержуємо нове рiвняння, еквiвалентне рiвнянню (III.1-1). Постає
питання: як обрати ξ i η, щоб це рiвняння набуло простої форми?

159
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Для цього складаємо звичайне диференцiальне рiвняння

a (dy)2 − 2b dy dx + c (dx)2 = 0, (III.1-2)

яке називається характеристичним , а його iнтеґральнi лiнiї
ϕ(x, y) = C1, ψ(x, y) = C2 називаються характеристиками рiв-
няння (III.1-1).

1. Якщо ∆(x, y) > 0, то ϕ(x, y) = C1 i ψ(x, y) = C2 визначають
дiйснi сiмейства характеристик. Покладаючи

ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y),

приведемо рiвняння (III.1-1) до виду

ūξη = Φ(ξ, η, ū, ūξ, ūη), Φ = − F̄

2b̄
, (III.1-3)

де

ā = aξ2
x + 2bξxξy + cξ2

y , (III.1-4)

b̄ = aξxηx + b(ξxηy + ηxξy) + cξyηy, (III.1-5)

c̄ = aη2
x + 2bηxηy + cη2

y , (III.1-6)

F̄ = F + a(ūξξxx + ūηηxx) + 2b(ūξξxy + ūηηxy) +

+ c(ūξξyy + ūηηyy)

i

uxx = ūξξξ
2
x + 2ūξηξxηx + ūηηη

2
x + ūξξxx + ūηηxx,

uxy = ūξξξxξy + ūξη(ξxηy + ξyηx) + ūηηηxηy + ūξξxy + ūηηxy,

uyy = ūξξξ
2
y + 2ūξηξyηy + ūηηη

2
y + ūξξyy + ūηηyy.

Рiвняння (III.1-3) називається канонiчною формою рiвняння гi-
перболiчного типу . Часто користуються iншою канонiчною фор-
мою. Обираючи змiннi ξ = α + β, η = α − β, перепишемо рiвняння
(III.1-3) так:

ũαα − ũββ = Φ1, Φ1 = 4Φ. (III.1-7)
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2. Для рiвняння параболiчного типу ∆ = 0, i одержуємо одну
сiм’ю характеристик ϕ(x, y) = C. У цьому випадку замiну змiнних
обираємо так: ξ = ϕ(x, y), η = η(x, y), де η(x, y) ∈ C2 — довiльна

функцiя, для якої
∂(ξ, η)
∂(x, y)

6= 0. У результатi такої замiни змiнних

рiвняння (III.1-1) набуває вигляду

ūηη = Φ(ξ, η, ū, ūξ, ūη), Φ = − F̄

c̄
. (III.1-8)

Рiвняння (III.1-8) називається канонiчною формою рiвняння па-
раболiчного типу .

3. Якщо ∆(x, y) < 0, то є два комплексно-спряжених iнтеґрали
рiвняння (III.1-2). Покладаючи ξ = ϕ(x, y), η = ϕ∗(x, y), рiвняння
елiптичного типу зводимо до того ж самого виду, що й гiперболiчне.
Щоб не вдаватись до комплексних змiнних, введемо змiннi ξ i η за
формулами

ξ =
ϕ + ϕ∗

2
= Re ϕ, η =

ϕ− ϕ∗

2i
= Imϕ.

Тодi рiвняння (III.1-1) матиме вигляд

ūξξ + ūηη = Φ(ξ, η, ū, ūξ, ūη), Φ = − F̄

c̄
. (III.1-9)

Рiвняння (III.1-9) називається канонiчною формою рiвняння елi-
птичного типу .

H Приклад 1. Звести до канонiчної форми рiвняння

xuxx − uyy +
1
2
ux = 0.

Розв’язування.Дискримiнант рiвняння ∆(x, y) = x. У пiвплощинi
x > 0 рiвняння є гiперболiчного типу, а для x < 0 — елiптичного типу.

Характеристичне рiвняння має вигляд

x(dy)2 − (dx)2 = 0.
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а) Нехай x > 0. Тодi з характеристичного рiвняння знаходимо

dy

dx
= ± 1√

x
⇒ y + 2

√
x = C1, y − 2

√
x = C2.

Новi змiннi вводять рiвностями: ξ = y + 2
√

x, η = y− 2
√

x. Оскiльки
рiвняння є гiперболiчного типу (∆ > 0), його канонiчний вигляд має
бути таким:

ūξη = − F̄

2b̄
.

За формулами (III.1-5) i (III.1-7) знаходимо:

b̄ = xξxηx − ξyηy = −2,

F̄ =
1
2
(ūξξx + ūηηx) + x(ūξξxx + ūηηxx)− (ūξξyy + ūηηyy) = 0

i, пiдставляючи в канонiчну форму, отримаємо

ūξη = 0.

б) Нехай x < 0. Тодi ∆ < 0 i рiвняння є елiптичного типу. Iз
рiвняння характеристик одержуємо

dy

dx
= ± i√−x

⇒ y + 2i
√−x = C1, y − 2i

√−x = C2,

тобто ξ = y i η = 2
√−x.

Обчислюючи за формулами (III.1-6) i (III.1-7), знаходимо

c̄ = xη2
x − η2

y = −1,

F̄ =
1
2
(ūξξx + ūηηx)− x(ūξξxx + ūηηxx)− (ūξξyy + ūηηyy) =

= − ūη

2

(
1 +

4
η2

)
.

Отже, за формулою (III.1-9) запишемо канонiчний вигляд рiв-
няння

ūξξ + ūηη = − ūη

2

(
1 +

4
η2

)
.

N



III.1. Класифiкацiя рiвнянь з частинними похiдними. . . 163

H Приклад 2. Звести до канонiчної форми рiвняння

xy2uxx − 2x2yuxy + x3uyy − y2ux = 0.

Розв’язування. Дане рiвняння є параболiчного типу на всiй пло-
щинi, оскiльки

∆(x, y) = x4y2 − x4y2 ≡ 0.

Iнтеґруючи рiвняння характеристик

y2(dy)2 + 2xy dx dy + x2(dx)2 = 0,

(y dy + x dx)2 = 0,

отримаємо одну сiм’ю iнтеґральних лiнiй y2+x2 = C. Замiну змiнних
подаємо у виглядi: ξ = y2 + x2, η = x. Обчислимо за формулами
(III.1-6) i (III.1-7)

c̄ = xy2η2
x − 2x2yηxηy + x3η2

y = xy2,

F̄ = −y2(ūξξx + ūηηx) + xy2(ūξξxx + ūηηxx)−
− 2x2y(ūξξxy + ūηηxy) + x3(ūξξyy + ūηηyy) = 2x3ūξ − y2ūη.

Отже, канонiчний вигляд рiвняння такий:

ūηη = − 2η2

ξ − η2
ūξ +

1
η

ūη.

N

Завдання.

У кожнiй областi, де зберiгається тип рiвняння, привести до канонi-
чного виду рiвняння:

III.1. uxx − 2uxy − 3uyy + uy = 0.

III.2. uxx − 6uxy + 10uyy + ux − 3uy = 0.
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III.3. 4uxx + 4uxy + uyy − 2uy = 0.

III.4. uxx − xuyy = 0. III.5. uxx − yuyy = 0.

III.6. xuxx − yuyy = 0. III.7. yuxx + xuyy = 0.

III.8. x2uxx + y2uyy = 0. III.9. y2uxx + x2uyy = 0.

III.10. y2uxx − x2uyy = 0.

III.11. (1 + x2)uxx + (1 + y2)uyy + yuy = 0.

III.12. 4y2uxx − e2xuyy = 0.

III.13. uxx − 2 sinxuxy + (2− cos2 x)uyy = 0.

III.14. y2uxx + 2yuxy + uyy = 0.

III.15. x2uxx − 2xuxy + uyy = 0.

III.16. x2uxx + 2xyuxy + y2uyy − 2yux + yey/x = 0.

III.17. e2xuxx + 2ex+yuxy + e2yuyy − xu = 0.

III.18. uxx − 2 sinxuxy − cos2 xuyy − cosxuy = 0.

III.19. uxx + 2 sinxuxy − (cos2 x− sin2 x)uyy + cos x uy = 0.

III.20. uxx + xyuyy = 0.

III.2. Загальний розв’язок рiвнянь
гiперболiчного типу

Унаслiдок переходу до нових змiнних диференцiальне рiвняння з ча-
стинними похiдними часом можна настiльки спростити, що вдається
знайти його загальний розв’язок у замкненiй формi. Наприклад, лi-
нiйне диференцiальне рiвняння з частинними похiдними другого по-
рядку

uxy + a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = 0 (III.2-1)
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можна звести до вигляду

(uy + au)x + b(uy + au) = 0, якщо c− ab− ∂a

∂x
≡ 0, (III.2-2)

(ux + bu)y + a(ux + bu) = 0, якщо c− ab− ∂b

∂y
≡ 0. (III.2-2′)

Iз точки зору методу iнтеґрування, рiвняння (III.2-2) i (III.2-2′) є
однаковими. Очевидно, рiвняння (III.2-2) зводяться до послiдовного
розв’язування двох рiвнянь. Позначивши

uy + au = v, (III.2-3)

для невiдомої функцiї v отримаємо рiвняння:

vx + bv = 0. (III.2-4)

Рiвняння (III.2-4) можна розглядати як звичайне вiдносно v i x, а y

можна вважати параметром. Iнтеґруючи його, одержимо

v(x, y) = C(y)e−
∫

b(x,y)dx.

Пiдставляючи значення v у рiвняння (III.2-3) i, розглядаючи x як
параметр, дiстанемо лiнiйне диференцiальне рiвняння вiдносно u i y:

uy + au = C(y)e−
∫

b(x,y)dx,

яке iнтеґрується у квадратурах.

H Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рiвняння

yuxx + (x− y)uxy − xuyy = 0.

Розв’язування. Оскiльки ∆(x, y) =
1
4
(x + y)2 > 0, дане рiвняння

є гiперболiчного типу. Рiвняння характеристик

y(dy)2 − (x− y) dy dx− x(dx)2 = 0
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має два iнтеґрали: y + x = C1, y2 − x2 = C2. Обравши новi змiннi
η = y + x, ξ = y2 − x2, обчислимо

b̄ = yξxηx +
(x− y)

2
(ξxηy + ηxξy)− xξyηy = −(x + y)2 = −η2,

F̄ = y(ūξξxx + ūηηxx) + (x− y)(ūξξxy + ūηηxy)−
− x(ūξξyy + ūηηyy) = −2ūξη.

Отже, рiвняння набуває такого канонiчного вигляду:

ηūξη + ūξ = 0.

Покладемо ūξ = v. Проiнтеґруємо ηvη + v = 0, у якому ξ вважаємо
параметром

v(ξ, η) = C(ξ)η−1.

Далi, ūξ = C(ξ)η−1 i ū(ξ, η) = η−1

∫
C(ξ) dξ + B(η). Поклавши

∫
C(ξ) dξ = A(ξ), одержимо:

ū(ξ, η) = η−1A(ξ) + B(η).

Повернувшись до змiнних x, y, запишемо загальний розв’язок

u(x, y) =
1

x + y
A(y2 − x2) + B(y + x).

N

H Приклад 2. Знайти загальний розв’язок рiвняння

uxy − 2ux − 3uy + 6u = 2ex+y.

Розв’язування. Дане рiвняння має канонiчну форму i його легко
привести до вигляду

(uy − 2u)x − 3(uy − 2u) = 2ex+y.
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Покладемо uy − 2u = v. Вiдтак одержимо лiнiйне неоднорiдне рiвня-
ння вiдносно v i x з параметром y:

vx − 3v = 2ex+y.

Загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння
zx − 3z = 0 є функцiя z(x, y) = C(y)e3x. Загальний розв’язок лi-
нiйного неоднорiдного рiвняння шукаємо так:

v(x, y) = C(x, y)e3x.

Далi, Cx(x, y)e3x = 2ex+y, Cx(x, y) = 2e−2xey, C(x, y) = −e−2xey +
B(y) i v(x, y) = B(y)e3x − exey. Для знаходження u одержуємо
рiвняння

uy − 2u = B(y)e3x − ex ey,

в якому x розглядаємо як параметр. Запишемо розв’язок цього рiв-
няння так:

u(x, y) = A(x, y)e2y

(A(x)e2y — загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння).
Пiдставивши u в рiвняння, одержимо:

Aye
2y = B(y)e3x − exey, Ay = B(y)e−2ye3x − exe−y,

A(x, y) = e3x

∫
B(y)e−2y dy + exe−y + D(x) =

= e3xC1(y) + exe−y + D(x).

Отже, u(x, y) = C1(y)e3x+2y +e2yD(x)+ex+y. Якщо покласти D(x) =
C2(x)e3x, то загальний розв’язок вихiдного рiвняння одержимо у ви-
глядi:

u(x, y) = [C1(y) + C2(x)]e3x+2y + ex+y.

N



168 III. Рiвняння математичної фiзики

Завдання.

Знайти загальний розв’язок рiвнянь:

III.21. uxx − 2 sinxuxy − cos2 xuyy − cosxuy = 0.

III.22. xuxx − yuyy +
1
2
(ux − uy) = 0, x > 0, y > 0.

III.23. x2uxx − y2uyy − 2yuy = 0.

III.24. x2uxx − 2xyuxy + y2uyy + xux + yuy = 0.

III.25.
∂

∂x
(x2ux) = x2uyy.

III.26. (x− y)uxy − ux + uy = 0.

III.27. uxy + yux + xuy + xyu = 0.

III.28. uxy − 2
x− y

ux +
3

x− y
uy − 3

(x− y)2
u = 0.

III.29. 2uxx − 5uxy + 3uyy = 0.

III.30. 2uxx + 6uxy + 4uyy + ux + uy = 0.

III.31. 3uxx − 10uxy + 3uyy − 2ux + 4uy +
5
16

u = 0.

III.32. 3uxx + 10uxy + 3uyy + ux + uy +
1
16

u− 16xe−
x+y
16 = 0.

III.33. uyy − 2uxy + 2ux − uy = 4ex.

III.34. uxx − 6uxy + 8uyy + ux − 2uy + 4e5x+ 3
2
y = 0.

III.35. uxx− 2 cos xuxy− (3+ sin2 x)uyy +ux +(sinx− cosx− 2)uy = 0.

III.36. e−2xuxx − e−2yuyy − e−2xux + e−2yuy + 8ey = 0.

III.37.
∂

∂y
(ux + u) + 2x2y(ux + u) = 0.
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III.38. x2uxx − 2xyuxy − 3y2uyy = 0.

III.39. x2uxx − y2uyy = 0.

III.40. uxy − xux + u = 0.

III.3. Метод характеристик

Суть цього методу полягає у використаннi характеристик для зве-
дення рiвняння в частинних похiдних на однiй з характеристик до
звичайного диференцiального рiвняння.

H Приклад 1. Розв’язати задачу Кошi

uxx + 2 sinxuxy − cos2 xuyy + ux + (sinx + cos x + 1)uy = 0,

u|y=− cos x = 1 + 2 sinx, uy|y=− cos x = sinx.

Розв’язування. Рiвняння є гiперболiчного типу на всiй площинi
(x, y), ∆(x, y) = 1 > 0. Iнтеґруючи рiвняння характеристик

(dy)2 − 2 sin x dy dx− cos2 x(dx)2 = 0,

одержуємо двi сiм’ї характеристичних лiнiй y + cosx − x = C1, y +
cosx+x = C2. Оберемо новi змiннi ξ = y +cos x−x, η = y +cos x+x

i знайдемо

F̄ = ūξξx + ūηηx + (sinx + cos x + 1)(ūξξy + ūηηy) +

+ (ūξξxx + ūηηxx) = 2ūη,

b̄ = ξxηx + sin x(ξxηy + ξyηx)− cos2 xξyηy = −2.

Отже, канонiчну форму запишемо так:

2ūξη − ūη = 0.
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Позначивши v = ūη, одержимо звичайне диференцiальне рiвняння

2vξ − v = 0,

загальним розв’язком якого є

v(ξ, η) = C(η)eξ/2 i ū(ξ, η) = A(η)eξ/2 + B(ξ).

Загальний розв’язок вихiдного рiвняння

u(x, y) = A(y + cosx + x)e1/2(y+cos x−x) + B(y + cosx− x).

З даної сiм’ї розв’язкiв видiлимо шуканий розв’язок задачi Кошi,
пiдставивши u(x, y) у початковi умови

{
A(x)e−x/2 + B(−x) = 1 + 2 sinx
1
2A(x)e−x/2 + A′(x)e−x/2 + B′(−x) = sinx.

Продиференцiюємо перше рiвняння по x i, додавши до другого рiв-
няння, знайдемо

A′(x) = ex/2

(
1
2

sinx + cosx

)
,

отже,

A(p) = ep/2 sin p, B(q) = 1− sin q.

Пiдставляючи A(p) i B(q) у загальний розв’язок, поклавши p = y +
cosx + x, q = y + cosx− x, остаточно матимемо:

u(x, y) = ey+cos x sin(y + cosx + x)− sin(y + cos x− x) + 1.

N

H Приклад 2. Знайти розв’язок задачi Кошi

xuxx + (x + y)uxy + yuyy = 0,

u|y= 1
x

= x3, ux|y= 1
x

= 2x2.
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Розв’язування. Рiвняння характеристик x(dy)2 − (x + y) dy dx +
y(dx)2 = 0 дає двi сiм’ї iнтеґральних лiнiй:

y − x = C1,
y

x
= C2.

Замiна змiнних ξ = y − x, η =
y

x
(x > 0, y > 0) приводить рiвняння

до гiперболiчного типу ξūξη − ūη = 0:

b̄ = xξxηx +
(x + y)

2
(ξxηy + ηxξy) + yξyηy =

(x− y)2

2x2
= −(1− η)2

2
,

F̄ = x(ūξξxx + ūηηxx) + (x + y)(ūξξxy + ūηηxy) +

+ y(ūξξyy + ūηηyy) =
(η − 1)2

ξ
ūη.

Покладемо ūη = v i розв’яжемо звичайне диференцiальне рiвняння

ξvξ − v = 0,

загальний розв’язок якого v(ξ, η) = C(η)ξ i

ū(ξ, η) = ξ

∫
C(η)dη + C1(ξ) = C1(ξ) + ξC2(η).

Загальний розв’язок вихiдного рiвняння такий:

u(x, y) = C1(y − x) + (y − x)C2(y/x).

Щоб iз даної сiм’ї розв’язкiв видiлити шуканий розв’язок задачi Ко-
шi, пiдставимо u(x, y) у початковi умови. Одержимо:





C1

(
1
x
− x

)
+

(
1
x
− x

)
C2

(
1
x2

)
= x3

−C ′
1

(
1
x
− x

)
− C2

(
1
x2

)
− 1

x3

(
1
x
− x

)
C ′

2

(
1
x2

)
= 2x2.

Перше рiвняння продиференцiюємо по x, а друге — домножимо

на
(

1 +
1
x2

)
, тодi, вiднявши з першого рiвняння друге, знайдемо

C ′
2

(
1
x2

)
= − x2

1
x2

(
1
x2 − 1

) − 1
1
x2

(
1
x2 − 1

)2 ,
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або

C ′
2(z) = − 1

z2(z − 1)
− 1

z(z − 1)2
,

C2(q) = −
q∫

0

dz

z2(z − 1)
−

q∫

0

dz

z(z − 1)2
+ C,

C2(q) =
q − 1

q
+

1
q − 1

.

Далi

C1

(
1
x
− x

)
= x3 +

(
x− 1

x

)
C2

(
1
x2

)
= x− 1

x
,

або

C1(p) = −p.

Пiдставляючи значення C1(p) i C2(q) при q =
1
x2

i p =
1
x
− x у

загальний розв’язок рiвняння, одержимо шуканий розв’язок задачi

Кошi u(x, y) =
x2

y
.

N

H Приклад 3. Знайти розв’язок задачi Кошi для рiвняння

y2uxy + uyy − 2
y

uy = 0

у пiвплощинi y > 0, що задовольняє умови

u|y=1 = 1− x, uy|y=1 = 3.

Розв’язування. У пiвплощинi y > 0 рiвняння є гiперболiчного

типу, оскiльки ∆(x, y) =
y4

4
> 0. Iнтеґруючи рiвняння характеристик

(dx)2 − y2 dy dx = 0 або dx(dx− y2dy) = 0,
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одержуємо двi сiм’ї iнтеґральних лiнiй x = C1 i 3x− y3 = C2. Новi
змiннi обираємо такi: ξ = x, η = 3x− y3. Знаходимо

b̄ = −1
2

y4, F̄ = 0,

i канонiчну форму рiвняння запишемо так:

ūξη = 0,

загальним розв’язком якого є

ū(ξ, η) = C1(ξ) + C2(η)

або у змiнних x i y

u(x, y) = C1(x) + C2(3x− y3).

Тепер використаємо початковi умови
{

C1(x) + C2(3x− 1) = 1− x

−3C ′
2(3x− 1) = 3.

Розв’язуючи цю систему, матимемо

C1(x) = 2x + C, C2(x) = −x− C.

Отже, розв’язком задачi Кошi є функцiя

u(x, y) = 2x + C + (−3x + y3 − C) = y3 − x.

N

Завдання.

Розв’язати задачi Кошi:

III.41. uxy = 0, u|y=x2 = 0, uy|y=x2 =
√
|x|.

III.42. uxy + ux = 0, u|y=x = sin x, ux|y=x = 1.
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III.43. uxx − uyy + 2ux + 2uy = 0, u|y=0 = x, uy|y=0 = 0.

III.44. uxx − uyy − 2ux − 2uy = 4, u|x=0 = −y, ux|x=0 = y − 1.

III.45. uxx + 2uxy − 3uyy = 2, u|y=0 = 0, uy|y=0 = x + cos x.

III.46. xuxx − uyy +
1
2

ux = 0, u|y=0 = x, uy|y=0 = 0, x > 0.

III.47. xuxy−y uyy−uy = 2x3, u|y=x = sin x, ux|y=x = cosx, x > 0.

III.48. xuxx + (x + y)uxy + y uyy = 0, u|y= 1
x

= x3, ux|y= 1
x

= 2x2,

x > 0.

III.49. uxx + 2(1 + 2x)uxy + 4x(1 + x)uyy + 2uy = 0, u|x=0 = y,

ux|x=0 = 2.

III.50. x2uxx − y2uyy − 2y uy = 0, u|x=1 = y, ux|x=1 = y, y < 0.

III.51. uxx − 4x2uyy − 1
x

ux = 0, u|x=1 = y2 + 1, ux|x=1 = 4.

III.52. x2uxx − 2xy uxy − 3y2uyy = 0, u|y=1 = 0, uy|y=1 = 4
√

x7, x > 0.

III.53. y uxx + x(2y − 1)uxy − 2x2uyy − y

x
ux +

2x

1 + 2y
(ux + 2xuy) = 0,

u|y=0 = x2, uy|y=0 = 1, x > 0.

III.54. y uxx − (x + y)uxy + xuyy − x + y

x− y
(ux − uy) = 0,

u|y=0 = x2, uy|y=0 = x, x > 0.

III.55. uxx + 2 cos x uxy − sin2 x uyy − sinx uy = 0,
u|y=sin x = x + cosx, uy|y=sin x = sin x.

III.56. eyuxy − uyy + uy = 0, u|y=0 = −x2/2, uy|y=0 = − sinx.

III.57. uxx − 2 sinx uxy − (3 + cos2 x)uyy − cosx uy = 0,
u|y=cos x = sin x, uy|y=cos x = ex/2.

III.58. uxx−2 sinx uxy− (3+cos2 x)uyy +ux +(2− sinx− cosx)uy = 0,
u|y=cos x = 0, uy|y=cos x = e−x/2 cosx.
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III.59. 4y2uxx + 2(1− y2)uxy − uyy − 2y

1 + y2
(2ux − uy) = 0,

u|y=0 = ϕ(x), uy|y=0 = ψ(x).

III.60. uxy + y ux + xuy + x y u = 0, u|y=3x = 0, uy|y=3x = e−5x2
.

III.61. Розв’язати хвильове рiвняння

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

)

з такими граничними умовами:

u(x, y, z, t = 0) = ϕ(r), ut(x, y, z, t = 0) = ψ(r),

r =
√

x2 + y2 + z2,

де функцiї ϕ(r), ψ(r) визначенi для r ≥ 0.

III.4. Метод вiдокремлення змiнних

Змiшана задача для рiвнянь гiперболiчного типу

Розглянемо рiвняння

ρ(x)utt = [p(x)ux]x − q(x)u + f(x, t) (III.4-1)

i сформулюємо для нього змiшану задачу: знайти розв’язок рiвняння
(III.4-1) в областi {a < x < b, t > 0}, що задовольняє початковi умови

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x) (III.4-2)

i граничнi умови

(α0ux + β0u)
∣∣∣
x=a

= µ0(t), (α1ux + β1u)
∣∣∣
x=b

= µ1(t). (III.4-3)

Приймемо, що ρ(x) > 0, p(x) > 0, q(x) ≥ 0, ρ(x) ∈ C([a, b]),
p(x) ∈ C1([a, b]), q(x) ∈ C([a, b]), |αi|+ |βi| > 0 (i = 0, 1).
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Однорiдне рiвняння з нульовими граничними умовами
У цьому випадку змiшана задача має вигляд:

ρ(x)utt = [p(x)ux]x − q(x)u, (III.4-4)

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), (III.4-5)

(α0ux + β0u)|x=a = 0, (α1ux + β1u)|x=b = 0. (III.4-6)

Цю задачу розв’язуємо за методом вiдокремлення змiнних (ме-
тодом Фур’є), схема якого така. Спочатку розв’язуємо допомiжну
задачу: знайдемо всi нетривiальнi (6≡ 0) розв’язки рiвняння (III.4-4),
якi задовольняють умови (III.4-6) i мають вигляд:

u(x, t) = X(x)T (t). (III.4-7)

Пiдставляючи (III.4-7) у рiвняння (III.4-4), маємо

ρ(x)T ′′(t)X(x) ≡ T (t)[p(x)X ′(x)]′ − q(x)T (t)X(x),

T ′′(t)
T (t)

≡ [p(x)X ′(x)]′ − q(x)X(x)
ρ(x)X(x)

≡ −λ.

Оскiльки лiва частина тотожностi не залежить вiд x, а права — вiд t,
то рiвнiсть можлива тiльки в тому випадку, коли дроби дорiвнюють
однiй i тiй самiй сталiй — λ. Вiдтак функцiя (III.4-7) є розв’язком
рiвняння (III.4-4) тiльки тодi, коли T = T (t) i X = X(x) є вiдповiдно
розв’язками звичайних диференцiальних рiвнянь

T ′′ + λT = 0, (III.4-8)

[p(x)X ′]′ − q(x)X(x) + λρ(x)X = 0. (III.4-9)

Розв’язок (III.4-7) повинен задовольняти умови (III.4-6) i, пiдставив-
ши (III.4-7) у (III.4-6), одержимо умови для X(x)

α0X
′(a) + β0X(a) = 0, α1X

′(b) + β1X(b) = 0 (III.4-10)

(T (t) 6= 0, тому що в протилежному випадку u(t, x) = 0). Отже,
(III.4-7) є розв’язком допомiжної задачi, якщо T = T (t) є нетривi-
альним розв’язком рiвняння (III.4-8), а X = X(x) — нетривiальним
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розв’язком рiвняння (III.4-9), який задовольняє умови (III.4-10). За-
дача (III.4-9)–(III.4-10) не завжди має нетривiальний розв’язок.

Задача знаходження нетривiальних розв’язкiв рiвняння (III.4-9),
якi задовольняють умови (III.4-10), називається задачею Штурма–
Лiувiлля . Значення λ, для яких задача (III.4-9)–(III.4-10) має нетри-
вiальнi розв’язки, називають власними значеннями , а вiдповiднi
їм нетривiальнi розв’язки — власними функцiями цiєї задачi.

Справедливi такi твердження:
1. Задача (III.4-9)–(III.4-10) має злiченну множину дiйсних вла-

сних значень λ1, λ2, . . . , λn, . . . .
2. Кожному власному значенню λn вiдповiдає єдина (з точнiстю

до сталого множника) власна функцiя Xn(x).
3. Власнi функцiї утворюють на сегментi [a, b] ортогональну си-

стему з вагою ρ(x)

b∫

a

ρ(x)Xk(x)Xn(x) dx =





0, k 6= n

||Xk||2, k = n

= δkn ||Xn||2.

4. Якщо f(x) квадратично iнтеґровна на [a, b], то вона розклада-
ється в ряд Фур’є за власними функцiями задачi (III.4-9)–(III.4-10),
тобто

f(x) =
∞∑

n=1

CnXn(x), Cn =
1

||Xn||2
b∫

a

ρ(x)f(x)Xn(x) dx,

який в середньому збiгається до f(x).
Власнi значення задачi (III.4-9)–(III.4-10) знаходимо в такий спо-

сiб. Нехай X(1)(x, λ), X(2)(x, λ) — фундаментальна система розв’яз-
кiв лiнiйного однорiдного рiвняння (III.4-9). Пiдставивши загальний
розв’язок X = C1X

(1)(x, λ)+C2X
(2)(x, λ) в умови (III.4-10), одержи-

мо лiнiйну однорiдну систему рiвнянь, яка має нетривiальний розв’я-
зок C1, C2 тiльки тодi, коли визначник дорiвнює нулю. Розв’язую-
чи одержане рiвняння вiдносно λ, знайдемо власнi значення задачi
(III.4-9)–(III.4-10). Поклавши в рiвняннi (III.4-8) λ = λn, одержимо
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його розв’язок у виглядi

T = Tn(t) = An cos
√

λnt + Bn sin
√

λnt.

У результатi маємо злiченну множину розв’язкiв допомiжної задачi

un(t) = (An cos
√

λnt + Bn sin
√

λnt)Xn(x).

Далi будуємо функцiю u(x, t) у виглядi ряду

u(x, t) =
∞∑

n=1

un(x, t) =

=
∞∑

n=1

(An cos
√

λnt + Bn sin
√

λnt)Xn(x). (III.4-11)

Якщо ряд (III.4-11) збiгається рiвномiрно i його можна почленно ди-
ференцiювати двiчi по x i t, то функцiя u(x, t) також буде задоволь-
няти рiвняння (III.4-4) i граничнi умови (III.4-6). Тепер вимагатиме-
мо, щоб функцiя (III.4-11) задовольняла початковi умови (III.4-5):

∞∑

n=1

AnXn(x) = ϕ(x),
∞∑

n=1

Bn

√
λnXn(x) = ψ(x).

Якщо ϕ(x) i ψ(x) розкладаються в ряд Фур’є за власними функцi-
ями задачi (III.4-9)–(III.4-10), то, користуючись ортонормованiстю
функцiй Xn(x), знайдемо коефiцiєнти An i Bn за формулами

An =
1

||Xn||2
b∫

a

ρ(x)ϕ(x)Xn(x) dx,

Bn =
1

||Xn||2
√

λn

b∫

a

ρ(x)ψ(x)Xn(x) dx.

Пiдставивши знайденi значення An i Bn в (III.4-11), матимемо
розв’язок задачi (III.4-4)–(III.4-6).
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Неоднорiдне рiвняння
з однорiдними граничними умовами
Розглянемо змiшану задачу для рiвняння (III.4-1) з початковими

умовами (III.4-5) i граничними умовами (III.4-6).

Спосiб 1. Нехай v(x, t) — частковий розв’язок рiвняння (III.4-1),
який задовольняє граничнi умови (III.4-6), тобто

ρ(x)vtt(x, t) = [p(x)vx(x, t)]x − q(x)v(x, t) + f(x, t), (III.4-12)

α0vx(a, t) + β0v(a, t) = 0, α1vx(b, t) + β1v(b, t) = 0. (III.4-13)

Покладемо u = v + w, де u — розв’язок задачi (III.4-1), (III.4-5)–
(III.4-6). Легко перевiрити, що функцiя w є розв’язком задачi

ρ(x)wtt = [p(x)wx]x − q(x)w, (III.4-14)

(α0wx + β0w)
∣∣∣
x=a

= 0, (α1wx + β1w)
∣∣∣
x=b

= 0, (III.4-15)

який шукаємо методом вiдокремлення змiнних.
Вибiр часткового розв’язку v(x, t) значною мiрою залежить вiд

вигляду функцiї f(x, t). Якщо, наприклад, f(x, t) не залежить вiд
t, то v(x, t) можна шукати у виглядi v(x, t) = v(x), якщо f(x, t) =
f(x) cos ωt, то v(x, t) можна шукати у виглядi v(x, t) = v(x) cos ωt.

Спосiб 2. Шукаємо розв’язок задачi (III.4-1), (III.4-5)–(III.4-6) у
виглядi

u(x, t) =
∞∑

n=1

Tn(t)Xn(x), (III.4-16)

де Xn(x) — власнi функцiї задачi Штурма–Лiувiлля. Якщо ряд
(III.4-6) рiвномiрно збiгається i його можна почленно диференцiю-
вати двiчi по x i t, то u(x, t) задовольняє умови (III.4-6), i ми може-
мо знайти Tn(t) такого вигляду, щоб функцiя u(x, t) задовольняла
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рiвняння (III.4-1) i початковi умови (III.4-5). Пiдставимо (III.4-16) в
(III.4-1)

ρ(x)
∞∑

n=1

T ′′n (t)Xn(x) =
∞∑

n=1

Tn(t)
{
[p(x)X ′

n(x)]′ − q(x)Xn(x)
}

+ f(x, t),

ρ(x)
∞∑

n=1

T ′′n (t)Xn(x) = −
∞∑

n=1

λnTn(t)Xn(x) + f(x, t),

∞∑

n=1

[T ′′n (t) + λnTn(t)]Xn(x) =
f(x, t)
ρ(x)

. (III.4-17)

Припустимо, що
f(x, t)
ρ(x)

розкладається в ряд Фур’є за власними фун-

кцiями задачi (III.4-9)–(III.4-10):

f(x, t)
ρ(x)

=
∞∑

n=1

fn(t)Xn(x), fn(t) =
1

||Xn||2
b∫

a

f(x, t)Xn(x) dx.

Тодi

∞∑

n=1

[T ′′n (t) + λnTn(t)]Xn(x) =
∞∑

n=1

fn(t)Xn(x).

Ця рiвнiсть буде виконуватись, якщо

T ′′n (t) + λnTn(t) = fn(t). (III.4-18)

Вимагаючи, щоб функцiя (III.4-16) задовольняла початковi умови
(III.4-5), одержуємо

∞∑

n=1

Tn(0)Xn(x) = ϕ(x) ⇒ Tn(0) =
1

||Xn||2
b∫

a

ρ(x)ϕ(x)Xn(x) dx = ϕn,

∞∑

n=1

T ′n(0)Xn(x) = ψ(x) ⇒ T ′n(0) =
1

||Xn||2
b∫

a

ρ(x)ψ(x)Xn(x) dx = ψn.
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Отже, функцiя (III.4-16) є розв’язком задачi (III.4-1), (III.4-5)–
(III.4-6), якщо Tn(t) є розв’язком рiвняння (III.4-18), який задоволь-
няє початковi умови

Tn(0) = ϕn = const, T ′n(0) = ψn = const. (III.4-19)

Пiдставивши розв’язок Tn(t) задачi (III.4-18)–(III.4-19) у (III.4-16),
одержимо розв’язок змiшаної задачi (III.4-1), (III.4-5)–(III.4-6).

Неоднорiдне рiвняння
з неоднорiдними граничними умовами
У загальному випадку задачу (III.4-1)–(III.4-3) можна звести до

змiшаної задачi з нульовими граничними умовами. Справдi, нехай
v(x, t) — довiльна функцiя, яка задовольняє граничнi умови (III.4-3):

α0vx(a, t) + β0v(a, t) = µ0(t), α1vx(b, t) + β1v(b, t) = µ1(t).

Покладемо u = v + w, де u — розв’язок задачi (III.4-1)–(III.4-3).
Тодi функцiя w(x, t) повинна бути розв’язком змiшаної задачi

ρ(x)wtt = [p(x)wx]x − q(x)w + f(x, t) + [p(x)vx]x − q(x)v − ρ(x)vtt,

w
∣∣∣
t=0

= ϕ(x)− v(x, 0), wt

∣∣∣
t=0

= ψ(x)− vt(x, 0),

(α0wx + β0w)
∣∣∣
x=a

= 0, (α1wx + β1w)
∣∣∣
x=b

= 0.

Враховуючи, що f̄(x, t) = f(x, t) + [p(x)vx]x− q(x)v− ρ(x)vtt є вiдома
функцiя, одержуємо змiшану задачу для неоднорiдного рiвняння з
нульовими граничними умовами.

Шукати функцiю v(x, t) можна рiзними способами. Зокрема, її
можна знайти у виглядi

v(x, t) = A(t)x2 + B(t)x + C(t). (III.4-20)

Пiдставивши (III.4-20) у граничнi умови (III.4-3), одержимо систему
двох рiвнянь з трьома невiдомими A(t), B(t), C(t), одну з яких можна
вибрати довiльно з тим, щоб по можливостi простiше знаходити всi
iншi.
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Якщо вдається знайти функцiю v(x, t) такою, що вона задоволь-
няє не тiльки граничнi умови (III.4-3), але й рiвняння (III.4-1), то
f̄(x, t) = 0, i для знаходження w одержуємо однорiдне рiвняння i
нульовi граничнi умови, тобто найпростiшу змiшану задачу.

H Приклад 1. Знайти розв’язок рiвняння

utt + 2ut = uxx − u

в областi {0 < x < π, t < 0}, який задовольняє граничнi умови

ux

∣∣∣
x=0

= 0, u
∣∣∣
x=π

= 0

i початковi умови

u
∣∣∣
t=0

= 0, ut

∣∣∣
t=0

= x.

Розв’язування. Це змiшана задача для однорiдного рiвняння з
однорiдними граничними умовами. Розв’язуємо її методом Фур’є,
тобто шукаємо розв’язки рiвняння у формi u(x, t) = X(x)T (t) 6= 0,
якi задовольняють граничнi умови. Пiдставляючи u(x, t) у рiвняння
i граничнi умови, одержуємо

XT ′′ + 2XT ′ = X ′′T −XT,

T ′′

T
+ 2

T ′

T
+ 1 ≡ X ′′

X
≡ −λ2,

X ′(0)T (t) = 0 ⇒ X ′(0) = 0, (T (t) 6= 0),

X(π)T (t) = 0 ⇒ X(π) = 0.

Звiдси випливає, що T = T (t) має бути нетривiальним розв’язком
рiвняння

T ′′ + 2T ′ + (1 + λ2)T = 0,

а X = X(x) — нетривiальним розв’язком задачi Штурма–Лiувiлля

X ′′ + λ2X = 0, X ′(0) = 0, X(π) = 0.
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Загальний розв’язок рiвняння для X

X(x) = A cosλx + B sinλx

пiдставляємо в граничнi умови. Одержуємо X ′(0) = Bλ = 0 ⇒ B = 0
(λ 6= 0, тому що iнакше X(x) = 0); X(π) = A cosλπ = 0. Оскiльки
A 6= 0 (тодi X(x) = 0), то знаходимо злiченну множину власних

значень λn =
1
2
(2n + 1) задачi Штурма–Лiувiлля. Вiдповiднi власнi

функцiї запишемо у виглядi

Xn(x) = cos
2n + 1

2
x.

Тепер пiдставимо λn у рiвняння для T

T ′′n + 2T ′n + (1 + λ2
n)Tn = 0.

Характеристичне рiвняння q2 + 2q + (1 + λ2
n) = 0 має коренi q1,2 =

−1± iλn комплекснi, оскiльки λ2
n > 0. Загальний розв’язок рiвняння

такий:

Tn(t) = e−t

(
Cn sin

2n + 1
2

t + Dn cos
2n + 1

2
t

)
.

Отже, одержуємо такi розв’язки рiвняння для u(x, t), що задоволь-
няють граничнi умови:

un(x, t) = e−t

[
Cn sin

2n + 1
2

t + Dn cos
2n + 1

2
t

]
cos

2n + 1
2

x

(тут покладено A = 1).
Функцiя

u(x, t) = e−t
∞∑

n=0

[
Cn sin

2n + 1
2

t + Dn cos
2n + 1

2
t

]
cos

2n + 1
2

x

задовольняє рiвняння та граничнi умови, якщо ряд збiгається рiвно-
мiрно i його можна диференцiювати двiчi по x i t. Тепер використа-
ємо початковi умови:

u(x, 0) =
∞∑

n=0

Dn cos
2n + 1

2
x = 0,

ut(x, 0) =
∞∑

n=0

Cn
2n + 1

2
cos

2n + 1
2

x = x.
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Скориставшись ортонормованiстю власних функцiй cos
2n + 1

2
x з ва-

гою ρ(x) = 1, одержуємо

Dn

π∫

0

cos2
2n + 1

2
x dx = 0 ⇒ Dn = 0,

2n + 1
2

Cn

π∫

0

cos2
2n + 1

2
x dx =

π∫

0

x cos
2n + 1

2
x dx,

Cn =
8

(2n + 1)2

(
(−1)n − 2

π(2n− 1)

)
,

де враховано, що

π∫

0

x cosx dx = cosx + x sinx,

π∫

0

cos2
2n + 1

2
x dx =

π

2
.

Пiдставивши значення Cn i Dn у ряд Фур’є для u(x, t), одержимо
розв’язок задачi

u(x, t) =

= 8e−t
∞∑

n=0

1
(2n + 1)2

[
(−1)n − 2

π(2n + 1)

]
sin

2n + 1
2

t cos
2n + 1

2
x.

N

H Приклад 2. Розв’язати змiшану задачу

utt − uxx − 2ut = 4t(sinx− x)
(
0 < x <

π

2

)
,

u
∣∣∣
x=0

= 3, ux

∣∣∣
x=π/2

= t2 + t,

u
∣∣∣
t=0

= 3, ut

∣∣∣
t=0

= x + sin x.

Функцiю v(x, t), яка задовольняє умови v
∣∣∣
x=0

= 3 i vx

∣∣∣
x=π/2

= t2 + t,

шукаємо у виглядi v(x, t) = A(t)x + B(t). Пiдставляючи v(x, t) у
граничнi умови, одержимо v

∣∣∣
x=0

= B(t) = 3, vx

∣∣∣
x=π/2

= A(t) = t2 + t.
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Отже, v(x, t) = (t2 + t)x + 3. Покладемо u = v + w, тодi матимемо
для функцiї w змiшану задачу

wtt − 2wt = wxx + 4t sinx,

w
∣∣∣
x=0

= 0, wx

∣∣∣
x=π/2

= 0,

w
∣∣∣
t=0

= 0, wt

∣∣∣
t=0

= sin x,

якiй вiдповiдає така задача Штурма–Лiувiлля

X ′′(x) + λ2X(x) = 0, X(0) = 0, X ′
(π

2

)
= 0,

де λ = 0 не є власним значенням цiєї задачi, оскiльки в такому ви-
падку X ′′(x) = 0, X(x) = C1x+C2, а з граничних умов випливає, що
C2 = 0 i C1 = 0, тобто X(x) ≡ 0. Далi, X(x) = C1 cosλx + C2 sinλx.
Визначимо C1 i C2 з граничних умов: X(0) = C1 = 0; X ′

(π

2

)
=

λC2 cosλ
π

2
= 0, λ

π

2
= (2n + 1)

π

2
, λn = (2n + 1), n = 0, 1, 2, . . . .

Задача Штурма–Лiувiлля має власнi функцiї Xn(x) = sin(2n + 1)x.
Тепер розв’язок змiшаної задачi для w шукаємо у виглядi

w(x, t) =
∞∑

n=0

Tn(t) sin(2n + 1)x,

де w(x, t) задовольняє граничнi умови, якщо ряд рiвномiрно збiгає-
ться. Припустивши, що ряд для w(x, t) можна диференцiювати двiчi
по x i t, одержимо:

∞∑

n=0

[T ′′n (t)− 2T ′n(t)] sin(2n + 1)x =

= −
∞∑

n=0

(2n + 1)2Tn(t) sin(2n + 1)x + 4t sinx,

∞∑

n=0

[T ′′n (t)− 2T ′n(n) + (2n + 1)2Tn(t)] sin(2n + 1)x = 4t sinx.

Використаємо ортонормованiсть функцiй sin(2n + 1)x
π/2∫

0

sin(2k + 1)x sin(2n + 1)x dx =

{
0, k 6= n,

π/4, k = n,
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в результатi отримаємо рiвняння для Tn(t):

T ′′n (t)− 2T ′n(t) + (2n + 1)2Tn(t) =
16
π

t

π/2∫

0

sinx sin(2n + 1)x dx.

Оскiльки

π/2∫

0

sin(2n + 1)x sinx dx =

{
0, n 6= 0,

π/4, n = 0,

попереднє рiвняння перепишемо так:

T ′′0 − 2T ′0 + T0 = 4t, T ′′n − 2T ′n + (2n + 1)2Tn = 0, n = 1, 2, . . . .

Iз початкових умов для функцiї w(x, t) одержимо

∞∑

n=0

Tn(0) sin(2n + 1)x = 0 ⇒ Tn(0) = 0, n = 0, 1, 2, . . . ,

∞∑

n=0

T ′n(0) sin(2n + 1)x = sin x ⇒ T ′n(0) =

{
0, n 6= 0,

1, n = 0.

Загальний розв’язок рiвняння для T0 має вигляд:

T0(t) = C0te
t + D0e

t + 4t + 8.

Iз початкових умов маємо T0(0) = D0 + 8 = 0 ⇒ D0 − 8, T ′0(0) =
C0 + D0 + 4 = 1 ⇒ C0 = 5. Тому T0(t) = 5tet − 8et + 4t + 8. Далi,
Tn(t) ≡ 0 (n = 1, 2, . . .) як розв’язок задачi Кошi для лiнiйного
однорiдного рiвняння з нульовими початковими умовами. Отже,

w(x, t) = (5tet − 8et + 4t + 8) sinx,

i розв’язок змiшаної задачi

u(x, t) = (t2 + t)x + 3 + (5tet − 8et + 4t + 8) sinx.

N
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Завдання.

Розв’язати змiшанi задачi:

III.62. utt = a2uxx, 0 < x < `, u(0, t) = u(`, t) = 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = sin
2π

`
x.

III.63. utt = a2uxx, 0 < x < `, u(0, t) = ux(`, t) = 0,

u(x, 0) = sin
5
2`

πx, ut(x, 0) = sin
π

2`
x.

III.64. utt = a2uxx, 0 < x < `, u(0, t) = ux(`, t) = 0,

u(x, 0) = x, ut(x, 0) = sin
π

2`
x + sin

3π

2`
x.

III.65. utt = a2uxx, 0 < x < `, ux(0, t) = u(`, t) = 0,

u(x, 0) = cos
π

2`
x, ut(x, 0) = cos

3π

2`
x + cos

5π

2`
x.

III.66. utt = a2uxx, 0 < x < `, ux(0, t) = ux(`, t) = 0,

u(x, 0) = x, ut(x, 0) = 1.

III.67. utt = a2uxx + Ae−t sin
π

`
x, 0 < x < `, u(0, t) = u(`, t) = 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0.

III.68. utt = a2uxx + Axe−t, 0 < x < `, u(0, t) = u(`, t) = 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0.

III.69. utt = a2uxx + A sin t, 0 < x < `, u(0, t) = ux(`, t) = 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0.
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III.70. utt = a2uxx + Ae−t cos
π

2`
x, 0 < x < `, ux(0, t) = u(`, t) = 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0.

III.71. utt = uxx, 0 < x < π, u(0, t) = t2, u(π, t) = t3,

u(x, 0) = sinx, ut(x, 0) = 0.

III.72. utt = uxx, 0 < x < π, u(0, t) = e−t, u(π, t) = t,

u(x, 0) = sinx cosx, ut(x, 0) = 1.

III.73. utt = uxx, 0 < x < π, u(0, t) = t, ux(π, t) = 1,

u(x, 0) = sin
1
2
x, ut(x, 0) = 1.

III.74. utt = uxx + 2t, 0 < x < 1, u(0, t) = ux(1, t) = 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0.

III.75. utt = uxx − 4u, 0 < x < 1, u(0, t) = u(1, t) = 0,

u(x, 0) = x2 − x, ut(x, 0) = 0.

III.76. utt + 2ut = uxx − u, 0 < x < π, u(0, t) = u(π, t) = 0,

u(x, 0) = πx− x2, ut(x, 0) = 0.

III.77. utt + 2but = a2uxx, 0 < x < `, ux(0, t) = 0,

[ux(`, t) + βu(`, t)] = 0, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x),

b — досить мале число.

III.78. utt + ut = uxx, 0 < x < 1, u(0, t) = t, u(1, t) = 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 1− x.
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III.79. utt = uxx + u, 0 < x < 2, u(0, t) = 2t, u(2, t) = 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0.

III.80. utt = uxx + u, 0 < x < `, u(0, t) = 0, u(`, t) = t,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) =
x

`
.

III.81. utt = uxx + x, 0 < x < π, u(0, t) = u(π, t) = 0,

u(x, 0) = sin 2x, ut(x, 0) = 0.

III.82. Розв’язати рiвняння малих поздовжнiх коливань цилiндри-
чного стрижня, один кiнець якого закрiплений, а другий —
вiльний.

III.83. Розв’язати рiвняння вiльних коливань закрiпленої струни в
середовищi, опiр якого пропорцiйний до швидкостi.

Змiшана задача для рiвнянь параболiчного типу

Змiшана задача для параболiчного рiвняння

ρ(x)ut = [p(x)ux]x − q(x)u + f(x, t) (III.4-21)

полягає у знаходженнi розв’язку u(x, t) цього рiвняння в областi {0 <

x < `, t > 0}, який задовольняє початкову умову

u
∣∣∣
t=0

= ϕ(x) (III.4-22)

i граничнi умови

(α1ux + β1u)
∣∣∣
x=0

= µ1(t), (α2ux + β2u)
∣∣∣
x=`

= µ2(t). (III.4-23)

На функцiї ρ(x), p(x), q(x) i числа α1, β1, α2, β2 накладаються тi самi
обмеження, що i для змiшаної задачi для рiвняння гiперболiчного
типу. Змiшана задача (III.4-21)–(III.4-23) розв’язується за такою ж
схемою, що i змiшана задача для рiвняння гiперболiчного типу.
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H Приклад 1. Розв’язати змiшану задачу

ut = uxx + 6u + 2t(1− 3t)− 6x + 2 cos x cos 2x, 0 < x < π/2,

ux(0, t) = 1, u
(π

2
, t

)
= t2 +

π

2
, u(x, 0) = x.

Розв’язування. Оскiльки граничнi умови не є нульовими, споча-
тку треба звести задачу до змiшаної задачi з однорiдними гранични-
ми умовами. Нехай функцiя V (x, t) задовольняє граничнi умови

Vx(0, t) = 1, V
(π

2
, t

)
= t2 +

π

2
.

Шукаючи цю функцiю у виглядi

V (x, t) = A(t)x + B(t)

i пiдставивши її в граничнi умови, знайдемо A(t) i B(t):

Vx(0, t) = A(t) = 1 ⇒ A(t) = 1,

V (π/2, t) = π/2 + B(t) = t2 + π/2 ⇒ B(t) = t2.

Отже, V (x, t) = x + t2. Нехай, u = v + V , де u — розв’язок змiшаної
задачi, тодi для функцiї v одержимо задачу

vt = vxx + 6v + 2 cos 2x cosx,

vx(0, t) = 0, v(π/2, t) = 0, v(x, 0) = 0,

тобто треба розв’язати неоднорiдне рiвняння з нульовими гранични-
ми умовами. Спочатку розв’яжемо однорiдне рiвняння методом вiд-
окремлення змiнних. Шукаємо розв’язок ṽ у формi

ṽ(x, t) = X(x)T (t),

де функцiя X(x) має бути розв’язком задачi Штурма–Лiувiлля

X ′′ + λ2X = 0, X ′(0) = 0, X(π/2) = 0.
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Загальний розв’язок цiєї задачi такий:

X(x) = K cosλx + M sinλx.

Iз граничних умов маємо:

X ′(0) = λM = 0 ⇒ M = 0,

cos
λπ

2
= 0 ⇒ λπ

2
= (2n + 1)π/2, λn = 2n + 1

(n = 0, 1, . . .) — власнi значення i власнi функцiї Xn(x) = cos(2n+1)x.
Тепер розв’язок змiшаної задачi для v запишемо як ряд за вла-

сними функцiями

v(x, t) =
∞∑

n=0

Xn(x)Tn(t) =
∞∑

n=0

Tn(t) cos(2n + 1)x.

Припустивши, що ряд для v можна диференцiювати двiчi по x i один
раз по t, одержимо

∞∑

n=0

[T ′n + ((2n + 1)2 − 6)Tn] cos(2n + 1)x = cosx + cos 3x,

де використано спiввiдношення

cosα cosβ =
1
2
[cos(α + β) + cos(α− β)].

Внаслiдок ортонормованостi власних функцiй Xn(x)

π∫

0

Xn(x)Xm(x) dx = ||Xn||2δnm,

отримаємо рiвняння для Tn(t):

T ′n + [(2n + 1)2 − 6]Tn =
1

||Xn||2 ×

×




π/2∫

0

cosx cos(2n + 1)x +

π/2∫

0

cos 3x cos(2n + 1)x dx


 .



192 III. Рiвняння математичної фiзики

Оскiльки
π/2∫

0

cosx cos(2n + 1)x dx =

{
0, n 6= 0,

π/4, n = 0,

π/2∫

0

cos 3x cos(2n + 1)x dx =

{
0, n 6= 1,

π/4, n = 1,

попереднє рiвняння перепишемо так:

T ′0 − 5T0 = 1, T ′1 + 3T1 = 1, T ′m + [(2m + 1)2 − 6]Tm = 0,

m = 2, 3, . . . .

Загальнi розв’язки цих рiвнянь такi:

T0(t) = Ce5t − 1/5, T1(t) = De−3t + 1/3,

Tm(t) = Fme(6−(2m+1)2)t.

Вимагаючи, щоб функцiя v(x, t) задовольняла початкову умову, ма-
ємо

v(x, 0) =
∞∑

n=0

Tn(0)Xn(x) = 0 ⇒ Tn(0) = 0,

тобто

T0(0) = C − 1/5 = 0 ⇒ C = 1/5,

T1(0) = D + 1/3 = 0 ⇒ D = −1/3,

Tm(0) = Fm = 0 ⇒ Fm = 0.

Отже,

v(x, t) =
1
5
(e5t − 1) cosx +

1
3
(1− e−3t) cos 3x

i розв’язок змiшаної задачi

u(x, t) = x + t2 +
1
5
(e5t − 1) cosx +

1
3
(1− e−3t) cos 3x.

N
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Завдання.

Розв’язати змiшанi задачi:

III.84. ut = a2uxx, 0 < x < `, u(0, t) = u(`, t) = 0, u(x, 0) = Ax.

III.85. ut = a2uxx, 0 < x < `, ux(0, t) = u(`, t) = 0,

u(x, 0) = A(`− x).

III.86. ut = a2uxx, 0 < x < `, ux(0, t) = ux(`, t) = 0, u(x, 0) = A.

III.87. ut = a2uxx − βu, 0 < x < `, u(0, t) = ux(`, t) = 0,

u(x, 0) = sin
πx

2`
.

III.88. ut = a2uxx, 0 < x < `, u(0, t) = B, u(`, t) = A, u(x, 0) = 0.

III.89. ut = a2uxx − βu + sin
πx

`
, 0 < x < `,

u(0, t) = u(`, t) = 0, u(x, 0) = 0.

III.90. ut = a2uxx, 0 < x < `, u(0, t) = 0, ux(`, t) = Ae−t,

u(x, 0) = B.

III.91. ut = uxx + t(1− x), 0 < x < 1, ux(0, t) = 0,

u(1, t) = 0, u(x, 0) = 0.

III.92. ut = uxx, 0 < x < 1, ux(0, t) = 0, u(1, t) = 0,

u(x, 0) = x2 − 1.

III.93. ut = uxx − u, 0 < x < `, u(0, t) = u(`, t) = 0, u(x, 0) = 1.
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III.94. ut = uxx − 4u, 0 < x < π, u(0, t) = u(π, t) = 0,

u(x, 0) = x2 − πx.

III.95. ut = uxx, 0 < x < `, ux(0, t) = 1, u(`, t) = 0, u(x, 0) = 0.

III.96. ut = uxx + u + 2 sin 2x sinx, 0 < x < π/2,

ux(0, t) = u(π/2, t) = u(x, 0) = 0.

III.97. ut = uxx + u− x + 2 sin 2x cosx, 0 < x < π/2,

u(0, t) = 0, ux(π/2, t) = 1, u(x, 0) = x.

III.98. ut = uxx + 4u + x2 − 2t− 4x2t + 2 cos2 x, 0 < x < π,

ux(0, t) = 0, ux(π, t) = 2πt, u(x, 0) = 0.

III.99. ut − uxx − u = xt(2− t) + 2 cos t, 0 < x < π,

ux(0, t) = t2, ux(π, t) = t2, u(x, 0) = cos 2x.

III.100. ut = uxx + 9u + 4 sin2 t cos 3x− 9x2 − 2, 0 < x < π,

ux(0, t) = 0, ux(π, t) = 2π, u(x, 0) = x2 + 2.

III.101. ut − uxx + 2ux − u = ex sinx− t, 0 < x < π,

u(0, t) = 1 + t, u(π, t) = 1 + t, u(x, 0) = 1 + ex sin 2x.

III.102. ut = uxx + 6u + x2(1− 6t)− 2(t + 3x) + sin 2x, 0 < x < π,

ux(0, t) = 1, ux(π, t) = 2πt + 1, u(x, 0) = x.

III.103. ut = uxx + 4ux + x− 4t + 1 + e−2x cos2 πx, 0 < x < 1,

u(0, t) = t, u(1, t) = 2t, u(x, 0) = 0.
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III.104. Однорiдна куля радiуса R початково перебувала при нульо-
вiй температурi. Вона нагрiвається рiвномiрно по всiй по-
верхнi постiйним тепловим потоком q. Знайти радiальний
розподiл температури всерединi кулi в довiльний момент ча-
су t > 0.

Рiвняння елiптичного типу

Схема методу вiдокремлення змiнних для рiвнянь елiптичного типу
є такою ж, як i для гiперболiчних i параболiчних рiвнянь. За допо-
могою цього методу можна розв’язати крайовi задачi для рiвняння
Лапласа i Пуассона у випадку найпростiших областей (круг, круго-
ве кiльце, прямокутник, куля, паралелепiпед тощо). Проiлюструємо
метод вiдокремлення змiнних для рiвнянь елiптичного типу на кон-
кретних задачах для рiвнянь Лапласа i Пуассона.

H Приклад 1. У прямокутнику 0 < x < a, 0 < y < b знайти
розв’язок рiвняння Лапласа

∆u ≡ uxx + uyy = 0, (III.4-24)

який задовольняє граничнi умови

u|x=0 = ϕ1(y), u|x=a = ϕ2(y), (III.4-25)

u|y=0 = ψ1(x), u|y=b = ψ2(x). (III.4-26)

Легко переконатися, що розв’язком цiєї задачi є

u = u1 + u2,

де u1 i u2 — це розв’язки крайових задач

∆u1 ≡ u1 xx + u1 yy = 0, (III.4-27)

u1|x=0 = 0, u1|x=a = 0, (III.4-28)
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u1|y=0 = ψ1(x), u1|y=b = ψ2(x), (III.4-29)

∆u2 ≡ u2 xx + u2 yy = 0, (III.4-30)

u2|x=0 = ϕ1(y), u2|x=a = ϕ2(y), (III.4-31)

u2|y=0 = 0, u2|y=b = 0. (III.4-32)

Розв’яжемо задачу (III.4-27)–(III.4-29). Спочатку знайдемо всi не-
тривiальнi розв’язки рiвняння (III.4-27), якi задовольняють умови
(III.4-28) i мають вигляд

u1(x, y) = X1(x)Y1(y). (III.4-33)

З умов (III.4-28) знаходимо, що

X1(0)Y1(y) = 0 ⇒ X1(0) = 0,

X1(a)Y1(y) = 0 ⇒ X1(a) = 0.

Пiдставивши (III.4-33) у рiвняння (III.4-27), маємо

X ′′
1 (x)Y1(y) + X1(x)Y ′′

1 (y) = 0 ⇒
⇒ X ′′

1 (x)
X1(x)

= −Y ′′
1 (y)

Y1(y)
= −λ.

Отже, для функцiї X1(x) одержуємо задачу Штурма–Лiувiлля

X ′′
1 (x) + λX1(x) = 0, (III.4-34)

X1(0) = 0, X1(a) = 0, (III.4-35)

а для Y1(y) — диференцiальне рiвняння

Y ′′
1 (y)− λY1(y) = 0. (III.4-36)

Задача (III.4-34)–(III.4-35) має нетривiальнi розв’язки тiльки при

значеннях λn =
(nπ

a

)2
, n = 1, 2, . . ., а самi розв’язки з точнiстю

до сталого множника мають вигляд

X1 n(x) = sin
nπ

a
x.
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Поклавши в рiвняннi (III.4-36) λn =
(nπ

a

)2
, знайдемо його загальний

розв’язок

Y1 n(y) = Āne
nπ
a

y + B̄ne−
nπ
a

y = An ch
nπ

a
y + Bn sh

nπ

a
y.

Маємо безмежну послiдовнiсть розв’язкiв задачi (III.4-27)–(III.4-28)

u1 n =
(
An ch

nπ

a
y + Bn sh

nπ

a
y
)

sin
nπ

a
x,

i сума ряду

u1(x, y) =
∞∑

n=1

(
An ch

nπ

a
y + Bn sh

nπ

a
y
)

sin
nπ

a
x (III.4-37)

також є розв’язком цiєї задачi, якщо ряд збiгається рiвномiрно у
сегментi [0, a] i його можна почленно диференцiювати в iнтервалi
[0, a]. Далi, сума ряду (III.4-37) має задовольняти умови (III.4-29),
тобто

u1|y=0 =
∞∑

n=1

An sin
nπ

a
x = ψ1(x),

u1|y=b =
∞∑

n=1

(
An ch

nπ

a
b + Bn sh

nπ

a
b
)

sin
nπ

a
x = ψ2(x).

Використавши ортонормованiсть функцiй
{

sin
nπ

a
x
}
, отримаємо

An =
2
a

a∫

0

ψ1(x) sin
nπ

a
x dx = α1 n,

An ch
nπ

a
b + Bn sh

nπ

a
b =

2
a

a∫

0

ψ2(x) sin
nπ

a
x dx = α2 n.

Звiдси

Bn =
α2 n − α1 n ch nπ

a b

sh nπ
a b

.
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Пiдставивши значення An i Bn в ряд (III.4-37), одержимо

u1(x, y) =
∞∑

n=1

(
α1 n ch

nπ

b
y +

α2 n − α1 n ch nπ
a b

sh nπ
a b

sh
nπ

a
y

)
sin

nπ

a
x.

Аналогiчно знаходимо розв’язок задачi (III.4-30)–(III.4-32):

u2(x, y) =
∞∑

n=1

(
β1 n ch

nπ

b
x +

β2 n − β1 n ch nπ
b a

sh nπ
b a

sh
nπ

b
x

)
sin

nπ

b
y,

де

β1 n =
2
b

b∫

0

ϕ1(y) sin
nπ

b
y dy, β2 n =

2
b

b∫

0

ϕ2(y) sin
nπ

b
y dy.

Отже, розв’язок задачi (III.4-24)–(III.4-26) такий:

u(x, y) =
∞∑

n=1

(
α1 n ch

nπ

a
y +

α2 n − α1 n ch nπ
a b

sh nπ
a b

sh
nπ

a
y

)
sin

nπ

a
x +

+
∞∑

n=1

(
β1 n ch

nπ

b
x +

β2 n − β1 n ch nπ
b a

sh nπ
b a

sh
nπ

b
x

)
sin

nπ

b
y.

N

H Приклад 2. У прямокутнику 0 < x < a, 0 < y < b знайти
розв’язок задачi Дiрiхле для рiвняння Пуассона

∆u ≡ uxx + uyy = F (x, y), (III.4-38)

u|x=0 = ϕ1(y), u|x=a = ϕ2(y), (III.4-39)

u|y=0 = ψ1(x), u|y=b = ψ2(x). (III.4-40)

Розв’язування.Шукати розв’язок задачi можна двома способами.
Перший спосiб.

Нехай v(x, y) — будь-який частковий розв’язок рiвняння (III.4-38).
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Покладемо w = u − v, де w — нова невiдома функцiя, яка повинна
бути розв’язком задачi Дiрiхле

∆w ≡ wxx + wyy = 0,

w|x=0 = ϕ̄1(y), w|x=a = ϕ̄2(y),

w|y=0 = ψ̄1(x), w|y=b = ψ̄2(x),

де

ϕ̄1(y) = ϕ1(y)− v|x=0,

ϕ̄2(y) = ϕ2(y)− v|x=a,

ψ̄1(x) = ψ1(x)− v|y=0,

ψ̄2(x) = ψ2(x)− v|y=b.

Одержана крайова задача розв’язана в прикладi 1.

Другий спосiб.

Запишемо розв’язок задачi (III.4-38)–(III.4-40) у виглядi u = w + v,
де v є розв’язком задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа

∆v ≡ vxx + vyy = 0,

v|x=0 = ϕ1(y), v|x=a = ϕ2(y),

v|y=0 = ψ1(x), v|y=b = ψ2(x),

а w — розв’язок рiвняння Пуассона

∆w = wxx + wyy = F (x, y), (III.4-41)

який задовольняє нульовi граничнi умови

w|x=0 = w|x=a = 0, (III.4-42)

w|y=0 = w|y=b = 0. (III.4-43)

Задача для v розв’язана у прикладi 1. Розв’язок задачi (III.4-41)–
(III.4-43) шукаємо так:

w(x, y) =
∞∑

n=1

wn(y) sin
nπ

a
x, (III.4-44)
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де wn(y) — поки що довiльнi функцiї; w(x, y) задовольняє умови
(III.4-42) (цi умови задовольняють власнi функцiї sin nπ

a x).
Визначимо wn(y) в такий спосiб, щоб w(x, y) задовольняла умо-

ви (III.4-43). Для цього пiдставимо (III.4-44) у рiвняння (III.4-41) i
розкладемо F (x, y) у ряд Фур’є за функцiями

{
sin nπ

a x
}
. Отже,

∞∑

n=1

[
−

(nπ

a

)2
wn(y) + w′′n(y)

]
sin

nπ

a
x =

∞∑

n=1

Fn(y) sin
nπ

a
x,

де

Fn(y) =
2
a

a∫

0

F (x, y) sin
nπ

a
x dx.

Iз єдиностi розкладу функцiї в ряд Фур’є отримаємо рiвняння для
wn = wn(y)

w′′n −
(nπ

a

)2
wn = Fn(y), (III.4-45)

а з умов (III.4-43) одержимо граничнi умови

wn(0) = wn(b) = 0. (III.4-46)

За методом варiацiї сталих знаходимо загальний розв’язок рiвняння
(III.4-45)

wn = Ane
nπ
a

y + Bne−
nπ
a

y +
a

nπ

y∫

0

Fn(ξ) sin
nπ

a
(y − ξ) dξ. (III.4-47)

Функцiя (III.4-47) повинна задовольняти умови (III.4-46), тому

An + Bn = 0,

(III.4-48)

Ane

nπ
a

b + Bne−
nπ
a

b +
a

nπ

b∫

0

Fn(ξ) sin
nπ

a
(y − ξ) dξ



 = 0.
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Пiдставивши знайденi зi системи рiвнянь (III.4-48) An i Bn

в (III.4-47), одержимо розв’язок wn(y). Потiм wn(y) пiдставимо в ряд
(III.4-44) i матимемо розв’язок w(x, y) задачi (III.4-41)–(III.4-43). Те-
пер залишається тiльки записати розв’язок задачi (III.4-38)–(III.4-40)
у виглядi u = v + w.

Розв’язок задачi (III.4-41)–(III.4-43) можна також шукати у ви-
глядi

w(x, y) =
∞∑

n=1

w̃n(x) sin
nπ

b
y,

який вже задовольняє умову (III.4-43). Для знаходження w̃n(x) одер-
жимо крайову задачу

w̃′′n −
(nπ

b

)2
w̃n = F̃n(x),

w̃n(0) = w̃n(a) = 0,

де F̃n(x) — коефiцiєнти розкладу в ряд Фур’є функцiї F (x, y) за{
sin nπ

b y
}
.

N

H Приклад 3. Знайти функцiю u = u(r, ϕ), що задовольняє в крузi
рiвняння Лапласа

∆u = 0 (III.4-49)

i граничну умову

u|r=R = f(ϕ). (III.4-50)

Розв’язування. Перепишемо рiвняння (III.4-49) в полярних коор-
динатах (r, ϕ)

1
r

∂

∂r

(
r
∂u

∂r

)
+

1
r2

∂2u

∂ϕ2
= 0. (III.4-51)
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Шукаємо частковi розв’язки рiвняння (III.4-51) такого вигляду

u = χ(r)Φ(ϕ). (III.4-52)

Пiдставляючи (III.4-52) в (III.4-51), отримаємо

Φ′′(ϕ) + λΦ(ϕ) = 0, (III.4-53)

r(rR′)′ − λR = 0. (III.4-54)

З умови перiодичностi u(r, ϕ+2π) = u(r, ϕ), маємо Φ(ϕ+2π) = Φ(ϕ)
i з (III.4-53) знаходимо

Φn(ϕ) = An cosnϕ + Bn sinnϕ,

де
√

λ = n (n — цiле).
Покладемо χ(r) = rα в (III.4-54), тодi одержимо α = ±n (n > 0)

i

χn(r) = a rn + b r−n,

а для n = 0 (λ = 0)

χ0(r) = C0 ln r + C.

У розв’язку внутрiшньої задачi Дiрiхле покладемо χn(r) = arn i
χ0(r) = C, тому що r−n →∞ i ln r → −∞, коли r → +0.

Отже, розв’язок внутрiшньої задачi Дiрiхле запишемо так:

u(r, ϕ) = C +
∞∑

n=1

rn

Rn
(An cosnϕ + Bn sinnϕ), (III.4-55)

де коефiцiєнти An, Bn визначаються з граничної умови (III.4-50)

An =
1
π

π∫

−π

f(ψ) cos nψ dψ, C =
1
2π

π∫

−π

f(ψ) dψ,

Bn =
1
π

π∫

−π

f(ψ) sinnψ dψ.
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Якщо пiдсумувати ряд (III.4-55), отримаємо розв’язок внутрiшньої
задачi Дiрiхле у виглядi iнтеґрала Пуассона:

u(r, ϕ) =
1
2π

π∫

−π

f(ψ)
R2 − r2

r2 − 2Rr cos(ϕ− ψ) + R2
dψ.

Розв’язок зовнiшньої задачi Дiрiхле шукаємо в формi ряду

u(r, ϕ) = C +
∞∑

n=1

Rn

rn
(An cosnϕ + Bn sinnϕ).

Нарештi, розв’язок рiвняння (III.4-49) в областi R1 < r < R2 при
заданих граничних умовах на колах r = R1 i r = R2 шукаємо в
формi ряду

u(r, ϕ) =
∞∑

n=1

(
Anrn +

Cn

rn

)
cosnϕ +

∞∑

n=1

(
Bnrn +

Dn

rn

)
sinnϕ +

+ a ln r + b.

N

Завдання.

Знайти розв’язок рiвняння Лапласа ∆u = 0

у прямокутнику 0 < x < a, 0 < y < b, якщо:

III.105. u(0, y) = A sin
πy

b
, u(a, y) = 0, u(x, 0) = B sin

πx

a
, u(x, b) = 0.

III.106. u(0, y) = V, u(a, y) = 0, u(x, 0) = u(x, b) = 0.

III.107. u(0, y) = ux(a, y) = 0, u(x, 0) = 0, u(x, b) = f(x).

III.108. ux(0, y) = ux(a, y) = 0, u(x, 0) = A, u(x, b) = Bx.

III.109. u(0, y) = A, ux(a, y) = 0, uy(x, 0) = B sin
πx

2a
, u(x, b) = 0.
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у прямокутнику −a < x < a, −b < y < b, якщо:

III.110. u(a, y) = A, u(−a, y) = A, u(x, b) = 0, u(x,−b) = 0.

у пiвсмузi 0 < x < ∞, 0 < y < b, якщо:

III.111. u(0, y) = f(y), u(∞, y) = 0, u(x, 0) = uy(x, b) = 0.

у крузi радiуса R з центром у початку координат, якщо:

III.112. ur(R, ϕ) = A cosϕ. III.113. ur(R,ϕ) = sin3 ϕ.

у крузi одиничного радiуса, якщо:

III.114. u(1, ϕ) = cos2 ϕ. III.115. u(1, ϕ) = sin6 ϕ + cos6 ϕ.

у кiльцi 1 < r < 2, якщо:

III.116. u(1, ϕ) = A, u(2, ϕ) = B.

III.117. u(1, ϕ) = 1 + cos2 ϕ, u(2, ϕ) = sin2 ϕ.

у кiльцi a < r < b, якщо:

III.118. u(a, ϕ) = 0, u(b, ϕ) = cosϕ.

III.119. u(a, ϕ) = A, u(b, ϕ) = B sin 2ϕ.

III.120. ur(a, ϕ) = q cosϕ, u(b, ϕ) = A + B sin 2ϕ.

у круговому секторi 0 < r < R, 0 < ϕ < α, якщо:

III.121. u(r, 0) = u(r, α) = 0, u(R,ϕ) = Aϕ.

III.122. uϕ(r, 0) = u(r, α) = 0, u(R, ϕ) = f(ϕ).

III.123. Знайти розв’язок рiвняння Пуассона ∆u = A у кiльцi
a < r < b, якщо u(a, ϕ) = B, u(b, ϕ) = C.

III.124. Знайти розв’язок рiвняння Пуассона ∆u = −Axy у крузi
радiуса R з центром у початку координат, якщо u(R, ϕ) = 0.
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III.125. Знайти гармонiчну функцiю всерединi кулi одиничного радi-
уса з центром у початку координат, яка набуває на поверхнi
значень ϕ(θ) = cos2 θ.

III.126. Iз тонкої круглої металевої пластини радiуса R вирiзали се-
ктор кутовим розмiром α. Прямолiнiйнi краї сектора пiдтри-
мують при нульовiй температурi, а розподiл температури на
третьому краї — постiйним i пропорцiйним до кута ϕ. Знайти
стацiонарну температуру внутрiшнiх точок сектора.

III.5. Метод iнтеґральних перетворень

Загальна схема застосування iнтеґрального перетворення до задач
математичної фiзики така: за допомогою iнтеґрального перетворен-
ня шуканого розв’язку задачi вилучають диференцiювання по однiй
змiннiй i для його зображення одержують простiшу задачу. Знайшов-
ши зображення задачi, за допомогою оберненого перетворення “вiд-
новлюють” шуканий розв’язок.

H Приклад 1. Знайти розв’язок змiшаної задачi

a(x)uxx + b(x)utt + c(x)ux + d(x)ut + g(x)u = 0 (III.5-1)

у пiвсмузi 0 < x < `, t > 0 з граничними умовами

u|x=0 = µ1(t), u|x=` = µ2(t)

i початковими умовами

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x).

Розв’язування. Нехай параметр p i клас функцiй, в якому шука-
ють розв’язок u(x, t) цiєї задачi, такi, що iснують iнтеґрали

U(x, p) =

∞∫

0

e−ptu(x, t) dt,
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M1(p) =

∞∫

0

e−ptu(0, t) dt, M2(p) =

∞∫

0

e−ptu(`, t) dt

i законнi операцiї

Ux(x, p) =

∞∫

0

e−ptux(x, t) dt, Uxx(x, p) =

∞∫

0

e−ptuxx(x, t) dt,

∞∫

0

e−ptut(x, t) dt = e−ptu(x, t)
∣∣∣
∞

0
+p

∞∫

0

e−ptu(x, t) dt =

= pU(x, p)− u(x, 0),
∞∫

0

e−ptutt(x, t) dt = p2U(x, p)− pu(x, 0)− ut(x, 0).

Якщо помножити рiвняння i граничнi умови задачi на e−pt i про-
iнтеґрувати по t на промiжку (0,∞), тобто зробити перетворення
Лапласа, то одержимо таку задачу:

a(x)Uxx + c(x)Ux + [g(x) + pd(x) + p2b(x)]U =

= pb(x)ϕ(x) + b(x)ψ(x) + d(x)ϕ(x), (III.5-2)

U(0, p) = M1(p), U(`, p) = M2(p).

Отже, розв’язок вихiдної змiшаної задачi (III.5-1) зводиться до зна-
ходження розв’язку U(x, p) (залежного вiд параметра p) крайової
задачi для звичайного диференцiального рiвняння (III.5-2). Побу-
дувавши розв’язок U(x, p) задачi (III.5-2), шуканий розв’язок задачi
(III.5-1) можна одержати за допомогою зворотного перетворення Ла-
пласа

u(x, t) =
1

2πi

s+i∞∫

s−i∞
U(x, p)ept dp, s > s0.

N
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H Приклад 2. Розв’язати задачу Кошi

ut = a2uxx, −∞ < x < ∞, t > 0,

u(0, x) = ϕ(x).

Розв’язування. Запишемо iнтеґральне перетворення Фур’є розв’яз-
ку u(x, t) i початкової функцiї ϕ(x):

U(ξ, t) =
1√
2π

∞∫

−∞
u(x, t)e−iξx dx,

Φ(ξ) =
1√
2π

∞∫

−∞
ϕ(x)e−iξx dx.

Для знаходження зображення U(ξ, t) одержуємо задачу Кошi

Ut(ξ, t) + a2ξ2U(ξ, t) = 0, U(ξ, 0) = Φ(ξ),

розв’язок якої U(ξ, t) = Φ(ξ)e−a2ξ2t. За допомогою оберненого пере-
творення Фур’є знаходимо, що

u(x, t) =
1√
2π

∞∫

−∞
U(ξ, t)eiξx dξ =

1√
2π

∞∫

−∞
Φ(ξ)e−a2ξ2teiξx dξ.

Нехай v(x, t) є функцiя, перетворення Фур’є якої дорiвнює e−a2ξ2t.
Тодi, за формулою (II.2-5), запишемо

u(x, t) =
1√
2π

ϕ ∗ v =
1√
2π

∞∫

−∞
ϕ(ξ)v(t, x− ξ) dξ.

Обчислимо тепер v(x, t). За формулою оберненого перетворення Фур’є
маємо

v(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ξ2a2teiξx dξ.
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Далi:

vx =
i√
2π

∞∫

−∞
e−ξ2a2tξeiξx dξ = − i√

2π

1
2a2t

∞∫

−∞
eiξx d(e−ξ2a2t) =

= − i√
2π

1
2a2t


eiξxe−ξ2a2t

∣∣∣∣∣
∞

−∞
−ix

∞∫

−∞
e−ξ2a2teiξx dξ


 = − x

2a2t
v.

Звiдси одержуємо, що v(t, x) = C(t)e−
x2

4a2t . З умови v(0, t) =
1

a
√

2t

випливає, що C(t) =
1

a
√

2t
. Отже, v(x, t) =

1
a
√

2t
e−

x2

4a2t i, пiдставив-

ши v(x, t) в формулу для u(x, t), знаходимо розв’язок вихiдної задачi

u(x, t) =
1

2a
√

πt

∞∫

−∞
ϕ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ.

N

Завдання.

Використавши iнтеґральне перетворення Фур’є, розв’язати задачi:

III.127. utt = a2uxx, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), −∞ < x < ∞.

III.128. utt = a2uxx + f(x, t), u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, −∞ < x < ∞.

III.129. ut = a2uxx, u(x, 0) = ϕ(x), −∞ < x < ∞.

III.130. ut = a2uxx + f(x, t), u(x, 0) = 0, −∞ < x < ∞.

III.131. ut = a2(uxx + uyy), u(x, y, 0) = ϕ(x, y), −∞ < x, y < ∞.

III.132. ut = a2(uxx + uyy) + f(x, y, t), u(x, y, 0) = 0, −∞ < x, y < ∞.

III.133. ut = a2uxx, u(0, t) = µ(t), u(x, 0) = 0, 0 < x < ∞.

III.134. ut = a2uxx, ux(0, t) = ν(t), u(x, 0) = 0, 0 < x < ∞.
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III.135. utt + a2uxxxx = 0, u(x, 0) = Ae−x2/(4κ2), ut(x, 0) = 0,

0 < t < ∞,−∞ < x < ∞.

Використавши iнтеґральнi перетворення Лапласа, розв’язати задачi:

III.136. ut = a2uxx, u(0, t) = u0, u(x, 0) = 0, x > 0, t > 0.

III.137. ut = a2uxx, u(0, t) = 0, u(x, 0) = u1, x > 0, t > 0.

III.138. ut = a2uxx, u(0, t) = ϕ(t), u(x, 0) = 0, x > 0, t > 0.

III.139. uy = uxx + a2u + f(x), u(0, y) = ux(0, y) = 0,
0 < x < ∞, 0 < y < ∞.

III.140. uy = uxx + u + B cosx, u(0, y) = Ae−3y, ux(0, y) = 0,
0 < y < ∞, 0 < x < ∞.

III.141. ut = a2uxx, u(0, t) = δ(t), u(`, t) = 0, u(x, 0) = 0,
0 < x < `, t > 0.

III.142. ut = a2uxx, u(0, t) = δ(t), u(∞, t) = 0, u(x, 0) = 0,
0 < x < ∞, t > 0.

III.143. ut = a2uxx, u(x, 0) = sinx, −∞ < x < ∞, t > 0.

III.144. utt = a2uxx, u(0, t) = u(`, t) = 0, u(x, 0) = A sin
πx

`
,

ut(x, 0) = 0, 0 < x < `, t > 0.

III.6. Метод функцiй Ґрiна

Функцiя Ґрiна (функцiя впливу точкового джерела) є досить поту-
жним засобом розв’язування крайових задач. Метод функцiй Ґрiна
полягає в тому, що спочатку знаходять деякий спецiальний розв’я-
зок задачi того ж типу, а потiм розв’язок вихiдної задачi виражають
через нього.
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Рiвняння параболiчного типу

Застосуємо метод функцiй Ґрiна до крайових задач для рiвнянь па-
раболiчного типу. Розглянемо в областi B̄ ≡ (M ∈ D, t > 0) крайову
задачу

L[u] = ρ ut,

(
α u + β

∂u

∂n

) ∣∣∣∣
S

= 0, (III.6-1)

u(M, 0) = ϕ(M),

де ρ(M), ϕ(M) — заданi функцiї, M — точка n-вимiрного простору,
α = α(M), β = β(M), α, β ≥ 0, α2 + β2 6= 0,

L[u] = div(p gradu)− q u, p = p(M), q = q(M),

S — границя областi D.
Неперервний розв’язок цiєї задачi виражається через функцiю

Ґрiна

u(M, t) =
∫

D

G(M,P, t) ϕ(P ) dΩP , (III.6-2)

де G = G(M, P, t) — неперервний всюди в областi B̄, за винятком
точки (P, 0), розв’язок крайової задачi

L[G] = ρGt,

(
α G + β

∂G

∂n

) ∣∣∣∣
S

= 0, (III.6-3)

G(M,P, 0) = δ(M − P ).
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Якщо ж у задачi (III.6-1) рiвняння неоднорiдне, L[u]+f(M, t) = ρ ut,
то розв’язок задачi шукають у виглядi суми двох функцiй u = v +w,
кожна з яких є неперервним розв’язком вiдповiдних задач:

L[v] = ρ vt,

(
α v + β

∂v

∂n

) ∣∣∣∣
S

= 0, (III.6-4)

v(M, 0) = ϕ(M),

L[w] + f(M, t) = ρwt,

(
α w + β

∂w

∂n

) ∣∣∣∣
S

= 0, (III.6-5)

w(M, 0) = 0.

Розв’язок v(M, t) визначають за формулою (III.6-2):

v(M, t) =
∫

D

G(M,P, t) ϕ(P ) dΩP , (III.6-6)

а розв’язок w(M, t) записують так:

w(M, t) =

t∫

0

∫

D

G(M,P, t− τ)
f(P, τ)
ρ(P )

dΩP dτ. (III.6-7)

У випадку неоднорiдної граничної умови
(

α G + β
∂G

∂n

) ∣∣∣∣
S

= Ψ(M, t)

розв’язок шукають у виглядi суми двох функцiй u = u1 + u2, де u1

— будь-яка функцiя, що задовольняє неоднорiдну умову, для якої
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визначенi L[u1] i u1 t. Тодi для u2 задача зводиться до задачi з одно-
рiдною граничною умовою (див. задачу (III.6-1)).

У випадку однорiдної задачi Кошi

L[u] = ρ vt, (III.6-8)

u(M, 0) = ϕ(M),

функцiю Ґрiна будують як розв’язок однорiдної задачi Кошi

L[G] = ρGt, (III.6-9)

G(M,P, 0) = δ(M − P ),

неперервний всюди в областi B̄ = (M — будь-яка точка простору, t ≥
0), крiм точки (P, 0) ∈ B̄, i

u(M, t) =

+∞∫

−∞
G(M,P, t) ϕ(P ) dΩP . (III.6-10)

Розв’язок неоднорiдного рiвняння

L[u] + f(M, t) = ρ ut

шукають за формулами (III.6-6), (III.6-7), де iнтеґрування за коор-
динатами точки здiйснюється по всьому простору.

H Приклад 1. Знайти функцiю Ґрiна задачi Кошi для рiвняння
теплопровiдностi a2 uxx = ut на безмежнiй прямiй.

Розв’язування. За означенням (III.6-9) шукана функцiя є розв’яз-
ком задачi Кошi

a2 Gxx = Gt, (III.6-11)

G(x, 0) = δ(x) (III.6-12)

в областi (−∞ < x < ∞, t ≥ 0). Застосувавши метод iнтеґрального
перетворення Фур’є (див. роздiл II.2.) та покладаючи

g(ξ, t) = F [G] =

+∞∫

−∞
G(x, t) e−iξx dx,
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одержимо

gt + (aξ)2 g = 0, (III.6-13)

g(ξ, 0) = 1, (III.6-14)

де враховано, що

F [Gxx] = (−iξ)2F [G] = (−iξ)2 g(ξ, t),

F [Gt] =
∂

∂t
F [G] = gt(ξ, t).

Розв’язком задачi (III.6-13)–(III.6-14) є функцiя

g(ξ, t) = e−(aξ)2t.

Зробивши обернене перетворення Фур’є, знаходимо G(x, t):

G(x, t) =
1
2π

+∞∫

−∞
g(ξ, t) eiξx dξ =

1
2π

e−
x2

4a2t

+∞∫

−∞
e−a2tκ2

dκ =

=
1√

4πa2t
e−

x2

4a2t , (III.6-15)


κ = ξ − ix

2a2t
,

+∞∫

−∞
e−a2tκ2

dκ =
√

π

a2t


 .

Оскiльки рiвняння теплопровiдностi iнварiантне вiдносно перетворе-
ння зсуву, функцiя Ґрiна з особливiстю в точцi x = ξ буде дорiвню-
вати

G(x− ξ, t) =
1

2a
√

πt
e−

(x−ξ)2

4a2t . (III.6-16)

N

Для пiвпрямої (0 ≤ x < ∞) функцiю Ґрiна крайових задач

u
(1)
t = a2 u(1)

xx , u(1)(x, 0) = ϕ(1)(x), u(1)(0, t) = 0, (III.6-17)

u
(2)
t = a2 u(2)

xx , u(2)(x, 0) = ϕ(2)(x), u(2)
x (0, t) = 0 (III.6-18)
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шукають як розв’язки задач

G
(1)
t = a2 G(1)

xx , G(1)(x, ξ, 0) = δ(x− ξ)− δ(x + ξ),

G(1)(0, ξ, t) = 0, ξ > 0

G
(2)
t = a2 G(2)

xx , G(2)
x (x, ξ, 0) = δ(x− ξ) + δ(x + ξ),

G(2)(0, ξ, t) = 0.

Отже,

G(1)(x, ξ, t) =
1√

4πa2t

[
e−

(x−ξ)2

4a2t − e−
(x+ξ)2

4a2t

]
, (III.6-19)

G(2)(x, ξ, t) =
1√

4πa2t

[
e−

(x−ξ)2

4a2t + e−
(x+ξ)2

4a2t

]
, (III.6-20)

i

u(1)(x, t) =

∞∫

0

G(1)(x, ξ, t) ϕ(1)(ξ) dξ, (III.6-21)

u(2)(x, t) =

∞∫

0

G(2)(x, ξ, t) ϕ(2)(ξ) dξ. (III.6-22)

Якщо рiвняння неоднорiдне, ut = a2 uxx + f(x, t), то розв’язки вiдпо-
вiдних крайових задач (III.6-17), (III.6-18) визначають за формулою

u(x, t) =

∞∫

0

G(x, ξ, t) ϕ(ξ) dξ +

+

t∫

0

dτ

∞∫

0

f(ξ, τ)G(x, ξ, t− τ) dξ. (III.6-23)
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H Приклад 2. Побудувати функцiю Ґрiна для стрижня довжиною
` з теплоiзольованою бiчною поверхнею, якщо його кiнцi пiдтриму-
ються при нульовiй температурi.

Розв’язання. Продовжимо стрижень необмежено в обидва боки
(−∞ < x < ∞) i будемо вважати його поверхню теплоiзольованою.
Функцiя Ґрiна для такого стрижня буде (див. попереднiй приклад):

G(x− ξ, t) =
1

2a
√

πt
e−

(x−ξ)2

4a2t ,

вона не задовольняє граничнi умови, оскiльки не дорiвнює нулевi
при x = 0 i x = `. Уведемо точки −ξ, ±ξ± 2n`, n = 1, 2, 3, . . . , що
отримуються з точки ξ послiдовними симетричними вiдображеннями
вiдносно x = 0 i x = `. Якщо тепер функцiю Ґрiна записати у виглядi

G(x, ξ, t) =
1

2a
√

πt

∞∑
n=−∞

[
e−

(x−ξ+2n`)2

4a2t − e−
(x+ξ+2n`)2

4a2t

]
,

то ця функцiя буде задовольняти граничнi умови.

N

H Приклад 3. Розв’язати рiвняння теплопровiдностi на пiвпрямiй:

a2uxx = ut, 0 < x < ∞, t > 0, (III.6-24)

u(0, t) = 0, t > 0, u(x, 0) = ϕ(x), 0 < x < ∞.

Розв’язування. Продовжимо ϕ(x) непарно на вiд’ємну пiввiсь
−∞ < x < 0, тобто введемо функцiю

Φ(x) =

{
ϕ(x), x > 0

−ϕ(−x), x < 0
(III.6-25)

i розглянемо задачу Кошi

a2Uxx = Ut, U(x, 0) = Φ(x), −∞ < x < ∞. (III.6-26)



216 III. Рiвняння математичної фiзики

Функцiя Ґрiна цiєї задачi вiдома (формула (III.6-16)), тодi за форму-
лою (III.6-10) одержимо

U(x, t) =
1

2a
√

πt

+∞∫

−∞
e−

(x−ξ)2

4a2t Φ(ξ) dξ (III.6-27)

i

U(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x < ∞.

Далi, пiдставимо в (III.6-27) Φ(ξ) з (III.6-25):

U(x, t) =
1

2a
√

πt

+∞∫

0

e−
(x−ξ)2

4a2t ϕ(ξ) dξ − 1
2a
√

πt

+∞∫

0

e−
(x+ξ)2

4a2t ϕ(ξ) dξ.

Звiдси знаходимо, що U(0, t) = 0, тобто U(x, t) = u(x, t) при x ≥ 0
i

G(x, ξ, t) =
1

2a
√

πt

{
e−

(x−ξ)2

4a2t − e−
(x+ξ)2

4a2t

}
.

N

Завдання.

III.145. Розв’язати задачу Кошi

ut = a2 uxx, u(x, 0) = ϕ(x) =

{
C1 = const, x < 0
C2 = const, x ≥ 0.

III.146. Розв’язати задачу Кошi

ut = a2 uxx, u(x, 0) = Ae−x2
.

III.147. Побудувати функцiю впливу миттєвого сферичного джерела
тепла радiуса r0 (функцiю Ґрiна).
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III.148. За допомогою функцiї Ґрiна iз задачi III.147 розв’язати кра-
йову задачу

a2

(
urr +

2
r

ur

)
+ f(r, t) = ut, 0 < r, t < ∞,

u(r0) = ϕ(r), |u| < ∞, r2 = x2 + y2 + z2.

III.149. Побудувати функцiю Ґрiна на безмежнiй прямiй для рiв-
няння

ut = a2 uxx − b u, −∞ < x < ∞, 0 < t < ∞.

III.150. Розв’язати крайову задачу

ut = a2 uxx − b u, 0 < x < ∞, t > 0,

ux(0, t) = 0, t > 0, u(x, 0) = ϕ(x), 0 < x < ∞.

III.151. Розв’язати крайову задачу

ut = a2 uxx + f(x, t), −∞ < x < ∞, 0 < t < ∞,

u(x, 0) = ϕ(x), −∞ < x < ∞.

III.152. Розв’язати крайову задачу

ut = a2 uxx − b u + f(x, t), −∞ < x < ∞, 0 < t < ∞,

u(x, 0) = ϕ(x), −∞ < x < ∞.

III.153. Розв’язати задачу

ut = a2 uxx, −∞ < x < ∞, 0 < t < ∞,

u(x, 0) =





0, −∞ < x < −`,

U0 = const 6= 0, −` ≤ x ≤ `,

0, ` < x < ∞.
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III.154. Розв’язати задачу

ut = a2 uxx, −∞ < x < ∞, 0 < t < ∞,

u(x, 0) =

{
0, −∞ < x < 0,

A e−αx, 0 ≤ x < ∞.

A = const, α = const > 0.

III.155. Розв’язати крайову задачу

ut = a2 uxx − b u, −∞ < x < ∞, 0 < t < ∞,

u(x, 0) =





0, −∞ < x < −`,

U0 = const 6= 0, −` ≤ x ≤ `,

0, ` < x < ∞.

III.156. Розв’язати крайову задачу

ut = a2 uxx, 0 < x, t < ∞,

u(0, t) = 0, 0 < t < ∞,

u(x, 0) = U0 = const 6= 0, 0 < x < ∞.

III.157. Розв’язати крайову задачу

ut = a2 uxx, 0 < x, t < ∞,

u(0, t) = U0 = const, 0 < t < ∞,

u(x, 0) = 0, 0 < x < ∞.

III.158. Розв’язати крайову задачу

ut = a2 uxx, 0 < x, t < ∞,

u(0, t)− b u(0, t) = 0, 0 < t < ∞,

u(x, 0) = U0 = const, 0 < x < ∞.

III.159. Розв’язати крайову задачу

ut = a2 uxx, 0 < x, t < ∞,

ux(0, t) = 0, 0 < t < ∞,

u(x, 0) = Ψ(x) =

{
U0 = const, 0 < x < 1,

0, 1 < x < ∞.
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III.160. Розв’язати крайову задачу

ut = a2 uxx, 0 < x, t < ∞,

−ux(0, t) = q = const, 0 < t < ∞,

u(x, 0) = 0, 0 < x < ∞.

III.161. Розв’язати крайову задачу

ut = a2 uxx + f(x, t), 0 < t < ∞, v0t < x < ∞,

u(x, 0) = 0, 0 < x < ∞,

u(v0t, t) = 0, 0 < t < ∞, v0 = const.

III.162. Розв’язати крайову задачу

ut = a2 uxx, 0 < t < ∞, v0t < x < ∞,

u(x, 0) = ϕ(x), 0 < x < ∞,

u(v0t, t) = 0, 0 < t < ∞, v0 = const.

III.163. Розв’язати крайову задачу:

ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < ∞, t > 0,

u(0, t) = 0, t > 0, u(x, 0) = 0, 0 < x < ∞.

III.164. Розв’язати крайову задачу:

ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < ∞, t > 0,

ux(0, t) = 0, t > 0, u(x, 0) = 0, 0 < x < ∞.

III.165. Розв’язати крайову задачу:

ut = a2uxx − b u + f(x, t), 0 < x < ∞, t > 0,

u(0, t) = 0, t > 0, u(x, 0) = 0, 0 < x < ∞.

III.166. Розв’язати крайову задачу:

ut = a2uxx − b u + f(x, t), 0 < x < ∞, t > 0,

ux(0, t) = 0, t > 0, u(x, 0) = 0, 0 < x < ∞.
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III.167. Розв’язати крайову задачу:

ut = a2uxx − b u + f(x, t), 0 < x < ∞, t > 0,

u(0, t) = 0, t > 0, u(x, 0) = ϕ(x), 0 < x < ∞.

III.168. Розв’язати крайову задачу:

ut = a2uxx − b u + f(x, t), 0 < x < ∞, t > 0,

ux(0, t) = 0, t > 0, u(x, 0) = ϕ(x), 0 < x < ∞.

III.169. Побудувати функцiю Ґрiна для стрижня довжиною ` з те-
плоiзольованою бiчною поверхнею, якщо його кiнцi також
теплоiзольованi.

III.170. Побудувати функцiю Ґрiна для стрижня довжиною ` з те-
плоiзольованою бiчною поверхнею, якщо один його кiнець
(x = 0) теплоiзольований, а другий (x = `) пiдтримується
при нульовiй температурi.

III.171. Довести, що функцiя Ґрiна iз задачi III.170 збiгається з ви-
разом

G(x, ξ, t) =
2
`

∞∑

n=0

e−
(2n+12π2a2)

4`2
t cos

(2n + 1)πξ

2`
cos

(2n + 1)πx

2`
,

яку дає метод вiдокремлення змiнних.

III.172. Отримати формули (III.6-19), (III.6-20).

Рiвняння елiптичного типу

Нехай маємо крайову задачу для рiвнянь елiптичного типу

L[u] = f(M), (III.6-28)
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(
α u + β

∂u

∂n

) ∣∣∣∣
S

= g(M), (III.6-29)

де, аналогiчно до випадку рiвнянь параболiчного типу, f(M), g(M)
— заданi функцiї, M — точка n-вимiрного простору, α = α(M), β =
β(M), α, β ≥ 0, α2 + β2 6= 0,

L[u] = div(p gradu)− q u, p = p(M), q = q(M),

S — границя областi D.
Знайдемо розв’язок задачi зi спецiальними значеннями функцiй

f, g. А саме, знайдемо розв’язок G(M, P ) (функцiю Ґрiна) задачi

L[G] = −δ(M − P ), (III.6-30)

(
α G + β

∂G

∂n

) ∣∣∣∣
S

= 0, (III.6-31)

(точка P = (y1, . . . , yn), δ(M − P ) = δ(x1 − y1) . . . δ(xn − yn) —
n-вимiрна функцiя Дiрака), неперервний разом з першими частин-
ними похiдними всюди у замкнутiй областi D, G(M,P ) ∈ C1(D̄),
крiм точки P , в якiй G(M,P ) має особливiсть.

Якщо функцiю Ґрiна знайдено, то розв’язки задачi (III.6-28)–
(III.6-29) з рiзними граничними умовами знаходять за формулами:

• першої крайової задачi (α ≡ 1, β ≡ 0)

G
∣∣∣
S

= 0, u
∣∣∣
S

= g(M),

u(M) = − 1
Sn

∫

S

p g(P )
∂G

∂n
dσp −

∫

D

G(M,P )f(P ) dΩp, (III.6-32)

n — зовнiшня нормаль до S в точцi P , Sn — площа поверхнi одини-
чної сфери.

• другої крайової задачi (α ≡ 0, β ≡ 1)

∂G

∂n

∣∣∣
S

= 0,
∂u

∂n

∣∣∣
S

= g(M),
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u(M) =
1
Sn

∫

S

p g(P )G(M,P ) dσp −
∫

D

G(M, P )f(P ) dΩp, (III.6-33)

• третьої крайової задачi (α 6= 0, β 6= 0)

∂G

∂n

∣∣∣
S

= −α

β
G

∣∣∣
S
,

∂u

∂n

∣∣∣
S

= −α

β
u
∣∣∣
S

+
1
β

g
∣∣∣
S
,

u(M) =
1
Sn

∫

S

p
g(M)

β
G(M, P ) dσp −

∫

D

G(M,P )f(P ) dΩp. (III.6-34)

Найпростiшими рiвняннями елiптичного типу є рiвняння Лап-
ласа

L[u] = ∆u = 0, ∆u =
n∑

j=1

∂2u

∂x2
j

,

i рiвняння Пуассона

∆u = f(M).

Для цих рiвнянь першу крайову задачу називають задачею Дiрi-
хле , другу крайову задачу — задачею Ноймана , третю — зада-
чею Пуанкаре.

У випадку задачi Дiрiхле (α ≡ 1, β ≡ 0) для рiвняння Лапласа
∆u = 0 функцiю Ґрiна можна записати так:

G(M,P ) = Ψn(M,P ) + v(M, P ), (III.6-35)

де

Ψn(M, P ) =





1
2π

ln
1

rMP
, n = 2,

1
Sn(n− 2) rn−2

MP

, n ≥ 3,

rMP =

√√√√
n∑

j=1

(xj − yj)2,



III.6. Метод функцiй Ґрiна 223

v(M, P ) ∈ C1(D̄) — гармонiчна функцiя в замкнутiй областi D, тобто
v(M, P ) — це розв’язок задачi Дiрiхле

∆v = 0, v
∣∣∣
S

= −Ψn

∣∣∣
S
. (III.6-36)

Дамо фiзичну iнтерпретацiю функцiї Ґрiна для оператора Ла-
пласа у тривимiрному випадку (формула (III.6-35)). Нехай гранична
поверхня S областi D є заземленим провiдником (потенцiал на нiй
дорiвнює нулевi). Помiстимо в точцi P ∈ D елементарний заряд. Цей
заряд iндукує деякий розподiл зарядiв на поверхнi S. Потенцiал еле-
ктростатичного поля в областi D (функцiя Ґрiна) буде дорiвнювати
сумi Ψ3(M, P ) — потенцiалу поля, створеного точковим зарядом, та
v(M, P ) — потенцiалу поля, створеного iндукованими зарядами. Для
деяких простих областей (пiвплощина, куля, круг та їх частин) iн-
дуковане поле можна знайти за допомогою методу вiдображень.
Суть цього методу полягає в тому, що поза областю D за певним
законом умiщують заряди. Цi заряди називають зображеннями
вихiдного заряду вiдносно даної границi S. Зокрема, з (III.6-36) ви-
пливає, що потенцiал iндукованих зарядiв на S збiгається за абсолю-
тним значенням з потенцiалом Ψ3(M, P ) на S, але має протилежний
знак. У випадку плоскої границi зображення є дзеркальним вiдобра-
женням ориґiналу в площинi або площинах, якщо область обмежена
декiлькома площинами. У випадку сферичних границь для побудови
зображень застосовують перетворення обернених радiусiв (iнверсiю).

Метод вiдображень

H Приклад 1. Побудувати функцiю Ґрiна i записати розв’язок за-
дачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа в пiвпросторi x3 ≥ 0.

Розв’язування. Помiстимо в точцi P (y1, y2, y3) елементарний за-

ряд
1
4π

. Вiн створює електростатичне поле з потенцiалом

Ψ3(x, y) =
1

4π rMP
,
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rMP =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2.

Якщо в точцi P ∗(y1, y2,−y3), си-
метричнiй до точки P вiдносно
площини x3 = 0, вмiстити заряд
такої ж величини, але протиле-
жний за знаком до заряду в точцi
P , то вiн створить поле з потенцi-
алом

v(x, y) = − 1
4π rMP ∗

,

rMP ∗ =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 + y3)2.

v(x, y) як функцiя точки M(x1, x3, x3) є гармонiчною функцiєю.
На границi областi (площинi x3 = 0) функцiя v(x, y) має значення,
рiвне за величиною i протилежне за знаком до Ψ3(x, y), див. (III.6-36).
За формулою (III.6-35) функцiя Ґрiна дорiвнює

G(M, P ) =
1
4π

(
1

rMP
− 1

rMP ∗

)
.

Розв’язок задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа

∆u = 0 (x3 > 0), u
∣∣∣
x3=0

= g(x1, x2)

отримаємо, якщо у формулу (III.6-32) пiдставимо похiдну по норма-
лi:

∂G

∂y3

∣∣∣∣∣
y3=0

=
2x3[

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + x2
3

]3/2
.

Отже,

u(M) =
1
4π

+∞∫

−∞

2x3[
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + x2

3

]3/2
g(y1, y2) dy1 dy2.

N
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H Приклад 2. Знайти потенцiал електростатичного поля, ство-
реного точковим зарядом e всерединi заземленої кулi, та розв’язок
задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа.

Розв’язування. Нехай a —
радiус кулi з центром у то-
чцi O, M — точка спосте-
реження, r0 = rMP , ρ0 =
OP , r1 = MP ∗, P ∗ — то-
чка, що лежить на продов-
женнi OP й отримується з
P за допомогою обернених
радiус-векторiв, у точцi P

мiститься електричний за-
ряд e.

За формулою (III.6-35) функцiя Ґрiна — шуканий потенцiал електро-
статичного поля в кулi — має вигляд:

G(M, P ) =
e

r0
+ v(M, P ),

де v(M, P ) — потенцiал iндукованого поля,

∆v = 0.

Щоб знайти v(M, P ), використаємо перетворення обернених ра-
дiусiв:

OP ·OP ∗ = a2.

Вмiстимо в точцi P ∗ зображення заряду в точцi P , тодi

v =
e1

r1
,

де e1 — величина заряду в точцi P ∗. Умова G
∣∣∣
S

= 0 дає

e1 = −r1

r0
e.
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Справдi, розглянемо трикутники OMP i OMP ∗. Це подiбнi трику-
тники, тому що вони мають спiльний кут ∠MOP i пропорцiйнi сто-

рони
OP

OM
=

OM

OP ∗ =
MP

MP ∗ або
ρ0

a
=

a

ρ1
=

r0

r1
.

Отже, на поверхнi S

r1

r0
=

a

ρ0
,

тому функцiя Ґрiна G(M,P ) = e

(
1
r0
− a

ρ0r1

)
дорiвнює нулю.

Тепер знайдемо розв’язки задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа

∆u = 0, u
∣∣∣
S

= g(M).

Для цього обчислимо
∂G

∂n
на поверхнi кулi:

∂G

∂R

∣∣∣∣∣
R=a

= e
∂

∂R

[
1
r0
− a

ρ0r1

]

R=a

,

де R — радiус-вектор будь-якої точки M кулi. Iз трикутника OMP

випливає, що r2
0 = R2 + ρ2

0 − 2Rρ0 cos γ, тому

∂

∂R

(
1
r0

)
=

∂

∂R

(
R2 + ρ2

0 − 2Rρ0 cos γ
)−1/2 = −R− ρ0 cos γ

r3
0

.

Покладаючи R = a, отримаємо

∂

∂R

(
1
r0

) ∣∣∣∣∣
R=a

= − a− ρ0 cos γ
(
a2 + ρ2

0 − 2aρ0 cos γ
)3/2

.

Оскiльки r2
1 = R2 +ρ2

1−2Rρ1 cos γ (з 4OMP ∗) i ρ0ρ1 = a2, знайдемо

∂

∂R

(
1
r1

) ∣∣∣∣∣
R=a

=
∂

∂R

(
R2 + ρ2

1 − 2Rρ1 cos γ
)−1/2

∣∣∣
R=a

=

= −
a− a2

ρ0
cos γ

(
a2 +

a4

ρ2
0

− 2R
a2

ρ0
cos γ

)3/2
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або пiсля спрощень

∂

∂R

(
1
r1

) ∣∣∣∣∣
R=a

= −ρ2
0

a2

ρ0 − a cos γ
(
a2 + ρ2

0 − 2aρ0 cos γ
)3/2

i

∂G

∂n

∣∣∣∣∣
S

= −e
a2 − ρ2

0

a2

(
a2 + ρ2

0 − 2aρ0 cos γ
)−3/2

.

Пiдставляючи цей вираз в (III.6-32), запишемо розв’язок задачi Дi-
рiхле

u(M) =
e

4πa

∫
a2 − ρ2

0(
a2 + ρ2

0 − 2aρ0 cos γ
)3/2

g(P ) dSp.

У цьому розв’язку зручнiше перейти до сферичних координат dS =
a2 sin θ dθ dϕ, тодi

u(M) =
ae

4π

2π∫

0

π∫

0

(a2 − ρ2
0) g(θ, ϕ)

(
a2 + ρ2

0 − 2aρ0 cos γ
)3/2

sin θ dθ dϕ, (III.6-37)

де cos γ = cos θ cos θ0 + sin θ sin θ0 cos(ϕ − ϕ0), P = (ρ0, θ0, ϕ0). Це
iнтеґрал Пуассона для кулi.

Для круга iнтеґрал Пуассона набуває вигляду

u(M) =
1
2π

2π∫

0

(a2 − ρ2
0)(

a2 + ρ2
0 − 2aρ0 cos(ϕ− ϕ0

)3/2
g(ϕ) dϕ. (III.6-38)

N
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Завдання.

III.173. Побудувати функцiю Ґрiна задачi Дiрiхле для прямого кута
на площинi, обмеженого променями L1 i L2.

III.174. Розв’язати задачу Дiрiхле ∆u = 0, u|S = g(M) для круга.

III.175. Побудувати функцiю Ґрiна задачi Дiрiхле для кругового се-
ктора 0 ≤ ϕ ≤ π

n
.

III.176. Побудувати функцiю Ґрiна задачi Дiрiхле для плоского шару
0 ≤ z ≤ h.

III.177. Знайти функцiю Ґрiна задачi Дiрiхле для пiвкулi, що лежить
на площинi z = 0 (в областi z ≥ 0).

Метод конформного вiдображення

Поряд з методом вiдображень можна будувати функцiю Ґрiна у пло-
ских областях за допомогою конформного вiдображення цих обла-
стей на одиничний круг.

Нехай z0 = x0 + iy0 — фiксована точка, z = x + iy — довiльна
точка областi D.

Теорема. Якщо функцiя w = f(z0, z) здiйснює конформне вiд-
ображення даної областi D площини z на одиничний круг |w| < 1
так, що точка z0 ∈ D переходить у центр w = 0 цього круга, то
функцiя

G(M0,M) =
1
2π

ln
1

|f(z0, z)| (III.6-39)

є функцiєю Ґрiна задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа в областi
D.
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H Приклад 3. Побудувати функцiю Ґрiна задачi Дiрiхле для рiв-
няння Лапласа у пiвплощинi y > 0.

Розв’язування. Знайдемо дробово-лiнiйне перетворення

w = λ
α + z

β + z
,

що переводить верхню пiвплощину Im z > 0 в круг |w| < 1 так, що
точка z0 = x0 + iy0 −→ w = 0.

Якщо точка z0 −→ 0, то за властивiстю дробово-лiнiйного пере-
творення z̄0 −→ ∞. Тому α = −z0, β = −z̄0 i

w = λ
z − z0

z − z̄0
.

З умови, що вiсь z = x повинна перейти в коло w=1, знаходимо

|w| = |λ|
∣∣∣∣
x− z0

x− z̄0

∣∣∣∣ = |λ| = 1 ⇒ λ = eiϕ.

Отже, шукане дробово-лiнiйне перетворення

w = eiϕ z − z0

z − z̄0
,

тодi функцiю Ґрiна для пiвплощини Im z > 0 за формулою (III.6-39)
запишемо так

G(M,M0) =
1
2π

ln
∣∣∣∣
z − z̄0

z − z0

∣∣∣∣ =
1
2π

ln
1

|z − z0| −
1
2π

ln
1

|z − z̄0| .

N
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H Приклад 4. Побудувати функцiю Ґрiна задачi Дiрiхле для рiв-
няння Лапласа у смузi −∞ < x < ∞, 0 < y < π.

Розв’язування. Функцiю, що здiйснює конформне вiдображення
даної смуги площини z на круг |w| < 1, при якому точка z0 перехо-
дить в центр круга w = 0, запишемо так

w =
ez − ez0

ez − ez̄0
.

Щоб одержати функцiю Ґрiна, перетворимо

|ez − ez0 | =
[
(ex cos y − ex0 cos y0)

2 − (ex sin y − ex0 sin y0)
2
]1/2

=

= e
x+x0

2

√
2 [ch(x− x0)− cos(y − y0)]

1/2 ,

∣∣ez − ez̄0
∣∣ = e

x+x0
2

√
2 [ch(x− x0)− cos(y + y0)]

1/2 ,

i пiдставимо у формулу (III.6-39):

G(M, M0) =
1
2π

ln
1
|w| =

1
4π

ln
ch(x− x0)− cos(y + y0)
ch(x− x0)− cos(y − y0)

.

N

Завдання.

Методом конформного вiдображення побудувати функцiю Ґрiна
задачi Дiрiхле для областей:

III.178. Чверть площини 0 < arg z <
π

2
.

III.179. Пiвкруг |z| < R, Im z > 0.

III.180. Чверть круга |z| < R, 0 < arg z <
π

2
.

III.181. Пiвсмуга 0 < Im z < π, Re z > 0.
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Метод потенцiалiв

Iдея цього методу полягає в тому, що розв’язки крайових задач шу-
кають у виглядi певних iнтеґралiв — потенцiалiв з невiдомими густи-
нами розподiлiв мас, зарядiв тощо. Внаслiдок цього крайовi задачi
зводяться до iнтеґральних рiвнянь.

Нехай в областi D тривимiрного простору розподiленi заряди з
густиною ρ(P ), P ∈ D, тодi об’ємний потенцiал

u(M) =
∫

D

ρ(P )
rMP

dΩP (III.6-40)

визначає потенцiал поля, створеного цими зарядами. Якщо густина
ρ(M) ∈ C1(D), то об’ємний потенцiал задовольняє рiвнянняПуассона

∆u(M) = −4πρ(M), коли M ∈ D (III.6-41)

i рiвняння Лапласа

∆u(M) = 0, коли M 6∈ D. (III.6-42)

Отже,

u(M) = − 1
4π

∫

D

f(P )
rMP

dΩP (III.6-43)

— це частковий розв’язок рiвняння Пуассона

∆u(M) = f(M), коли M ∈ D. (III.6-44)

У двовимiрному випадку користуються поняттям логарифмi-
чного (або плоского) потенцiалу , який визначають за форму-
лою

u(M) =
∫

D

ρ(P ) ln
1

rMP
dΩP , (III.6-45)

i аналогом формули (III.6-41) є

∆u(M) = −2πρ(M). (III.6-46)
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Якщо заряди неперервно розподiленi на поверхнi S з густиною
σ(P ), то потенцiал простого шару

v(M) =
∫

S

σ(P )
rMP

dSP (III.6-47)

визначає потенцiал, створений цими поверхневими зарядами.
У двовимiрному випадку

v(M) =
∫

S

σ(P ) ln
1

rMP
dSP . (III.6-48)

Потенцiал простого шару задовольняє рiвняння Лапласа ∆v(M) = 0,
коли M 6∈ S.

Якщо на двобiчнiй поверхнi S розподiленi диполi з густиною мо-
ментiв τ(P ) так, що осi їх у кожнiй точцi збiгаються з додатним
напрямком нормалi, то потенцiал поля, створеного цими диполями,
дорiвнює

w(M) =
∫

S

τ(P )
∂

∂n

(
1

rMP

)
dSP . (III.6-49)

Цей потенцiал називають потенцiалом подвiйного шару . У то-
чках M 6∈ S w — гармонiчна функцiя, ∆w = 0. На поверхнi S

потенцiал подвiйного шару має розрив

win(M0)− wex(M0) = 4πτ(M0), M0 ∈ S, (III.6-50)

win(M0) = w(M0) + 2πτ(M0), (III.6-51)

wex(M0) = w(M0)− 2πτ(M0), (III.6-52)

де win(M0), wex(M0) — граничнi значення функцiї w(M), коли то-
чка M прямує до M0 вiдповiдно з внутрiшньої й зовнiшньої сторони
замкненої поверхнi S.

У двовимiрному випадку потенцiал подвiйного шару визнача-
ють за формулою

w(M) =
∫

C

τ(P )
∂

∂n

[
ln

1
rMP

]
dLP , (III.6-53)
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C — контур, де розташованi диполi. Аналогом формул (III.6-50)–
(III.6-52) є такi:

win(M0)− wex(M0) = 2πτ(M0), M0 ∈ C, (III.6-54)

win(M0) = w(M0) + πτ(M0), (III.6-55)

wex(M0) = w(M0)− πτ(M0). (III.6-56)

H Приклад 1. Знайти частковий розв’язок рiвняння Пуассона
∆u = ρ0, ρ0 = const всерединi й зовнi кулi радiуса R.

Розв’язування. Iз формули (III.6-43) випливає, що частковим розв’яз-
ком є об’ємний потенцiал u(M) = u(r), що залежить тiльки вiд вiд-
далi r точки M до центра кулi. Зовнi кулi ∆u = 0, (див. (III.6-42)),

тому u =
A

r
+ B. З обмеженостi u(r) (u(r) →

r→∞ 0) знаходимо, що

B = 0. Всерединi кулi ∆u = ρ0, або
d

dr

(
r2u′

)
= ρ0 r2. Отже, u(r) =

1
6 r2ρ0 − D

r + C для r ≤ R. Оскiльки об’ємний потенцiал всерединi
кулi скiнченний, то D = 0. З умови неперервностi потенцiалу i його
похiдних першого порядку одержуємо

1
6

R2ρ0 + C =
a

R
,

1
3

Rρ0 = − A

R2
,

звiдси A = −1
3

R3ρ0, C = −R2

2
ρ0 i тодi

u(r) =





ρ0

2

(
r2

3
−R2

)
, r ≤ R,

−ρ0

3
R3

r
, r ≥ R.

N
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H Приклад 2. Знайти гармонiчну функцiю в крузi радiуса R,
обмеженого колом C:

∆u = 0, u|C = f(s), s — довжина дуги кола.

Розв’язування. Розв’язок задачi шукаємо у виглядi потенцiалу
подвiйного шару

u(s) = w(M) =
∫

C

τ(ξ)
∂

∂n
ln

1
r

dξ =
∫

C

τ(ξ)
cosϕ

r
dξ,

оскiльки в крузi r < R i для довiльної густини τ(ξ) ∆w = 0. Те-
пер потрiбно знайти таку густину τ(ξ), яка б задовольняла граничну
умову u|C = f(s). Для цього треба, щоб на колi C виконувалось спiв-
вiдношення win = f . Використовуючи формулу (III.6-55), одержимо
iнтеґральне рiвняння для знаходження τ(s)

∫

C

1
2R

τ(ξ) dξ + πτ(s) = f(s), (III.6-57)

де враховано, що
cosϕ

rMP
=

1
2R

у точках M кола (див. рис.)

Нехай τ(s) = 1
π f(s) + A — розв’язок цього рiвняння, де A —

невiдома стала. Пiдставимо його в (III.6-57), щоб знайти A:
∫

C

1
2R

[
1
π

f(ξ) + A

]
dξ + f(s) + πA = f(s),
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звiдки

1
2πR

∫

C

f(ξ) dξ + 2πA = 0 i A = − 1
4π2R

∫

C

f(ξ) dξ.

Отже, шукана густина подвiйного шару

τ(s) =
1
π

f(s)− 1
4π2R

∫

C

f(ξ) dξ.

Пiдставимо знайдене значення τ(s) у потенцiал подвiйного шару й
отримаємо розв’язок задачi Дiрiхле для круга

u(M) =
∫

C

τ(ξ)
cosϕ

r
dξ =

=
1
π

∫

C

f(ξ) cos ϕ

r
dξ − 1

4π2R

∫

C

f(ξ′) dξ′
∫

C

cosϕ

r
dξ =

=
1
π

∫

C

cosϕ

r
f(ξ) dξ − 1

2πR

∫

C

f(ξ) dξ =

=
1
π

∫

C

(
cosϕ

r
− 1

2R

)
f(ξ) dξ.

N

Завдання.

III.182. Знайти потенцiал простого шару, розподiленого на сферi зi
сталою густиною ρ0.

III.183. Знайти логарифмiчний потенцiал круга радiуса R зi сталою
густиною зарядiв ρ0.

III.184. Знайти логарифмiчний потенцiал простого шару вiдрiзка
0 ≤ x ≤ ` зi сталою густиною зарядiв ρ0.
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III.185. Знайти логарифмiчний потенцiал подвiйного шару вiдрiзка
0 ≤ x ≤ ` зi сталою густиною моментiв τ0.

III.186. Розв’язати задачу Дiрiхле у пiвплощинi за допомогою потен-
цiалу подвiйного шару.

III.187. Знайти густину ρ мас, розподiлених по областi D, якщо вi-
домо, що об’ємний потенцiал цих мас в D дорiвнює u =
(x2 + y2 + z2)2 − 1.

III.188. За умов задачi III.187 знайти масу m, що наповнює об’єм
кулi x2 + y2 + z2 < r2 в D.

III.189. Потенцiал u(x, y) мас, розподiлених по кругу r2 = x2+y2 < 1,
всерединi цього круга задається формулою

u(x, y) =
πx

4
(3− r2).

Знайти густину мас ρ.

III.190. Потенцiал простого шару мас, розподiлених по колу
x2 + y2 = 1, зовнi замкненого круга x2 + y2 ≤ 1 дається
формулою

u(x, y) =
x

r2

(
1 +

2y

r2

)
, r2 = x2 + y2.

Знайти густину мас µ.

III.191. Знайти потенцiал подвiйного шару мас, розподiлених по колу
x2 + y2 = 1 з густиною µ = 1.



IV. Додатковi роздiли

IV.1. Спецiальнi функцiї

Розв’язуючи математичнi задачi, часто доводиться мати справу з
обчисленнями, результати яких не вдається виразити через так званi
елементарнi функцiї (тригонометричнi, гiперболiчнi, логарифм,
експонента та iншi — вони описанi в роздiлi I.3.).

Такi результати, пов’язанi з обчисленнями iнтеґралiв чи розв’язу-
ванням диференцiальних рiвнянь, подають через спецiальнi фун-
кцiї . Деякi з них — тi, що найчастiше трапляються у фiзичних зада-
чах, — перелiченi нижче. Детально властивостi цих функцiй можна
знайти у спецiалiзованих довiдниках, тому спецiально на цьому зу-
пинятися тут не будемо.

Функцiя (iнтеґрал) помилок

erf(x) =
2√
π

x∫

0

e−t2 dt. (IV.1-1)

Дзета-функцiя Рiмана

ζ(x) =
∞∑

n=1

1
nx

. (IV.1-2)

237
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Iнтеґральнi функцiї

Iнтеґральний синус

Si(x) =

x∫

0

sin t

t
dt. (IV.1-3)

Iнтеґральний косинус

Ci(x) = −
∞∫

x

cos t

t
dt. (IV.1-4)

Iнтеґральнi показниковi функцiї

Ei(x) = −v. p.

∞∫

−x

e−t

t
dt, (IV.1-5)

En(x) =

∞∫

1

e−xt

tn
dt. (IV.1-6)

Iнтеґральний логарифм

li(x) = v. p.

x∫

0

1
ln t

dt (IV.1-7)

Гамма-функцiя i функцiї, пов’язанi з нею

Гамма-функцiя

Γ(x) =

∞∫

0

tx−1 e−t dt. (IV.1-8)

Ця функцiя пов’язана з факторiалом: n! = Γ(n + 1).



IV.1. Спецiальнi функцiї 239

Основнi властивостi Γ-функцiї такi:

Γ(z + 1) = zΓ(z) (IV.1-9)

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sinπz
. (IV.1-10)

Для гамма-функцiї кратного арґумента справедлива формула
множення Ґаусса :

Γ(nz) = (2π)(1−n)/2nnz−1/2
n−1∏

k=0

Γ
(

z +
k

n

)
. (IV.1-11)

Значення гамма-функцiї (а отже, i факторiала) при великих зна-
ченнях арґумента можна знайти за формулою Стiрлiнґа :

Γ(z) '
√

2π

z

(z

e

)z
[
1 +

1
12z

+ . . .

]
. (IV.1-12)

Γ(z) має особливостi (полюси першого порядку) у точцi z = 0 i
при вiд’ємних цiлих z:

1
Γ(−n)

= 0, n = 0, 1, 2, . . . . (IV.1-13)

H Приклад 1. Знайти об’єм D-вимiрної кулi радiуса R.
Розв’язування. Розраховуватимемо об’єм кулi за формулою

VD =
∫

|r|<R

dr =
∫

dΩD

R∫

0

rD−1 dr =
RD

D
ΩD,

де введено узагальненi гiперсферичнi координати (за аналогiєю з по-
лярними i сферичними, пор. ДодатокB.).
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Для знаходження повного тiлесного гiперкута ΩD обчислимо
∫

e−x2
1−x2

2−...−x2
D dx1 dx2 . . . dxD =

∫
e−|r|

2
dr =

=
∫

dΩD

R∫

0

rD−1 e−r2
dr,




∞∫

−∞
e−x2

dx




D

= ΩD

∞∫

0

rD−1 e−r2
dr.

Останнiй iнтеґрал пiсля замiни t = r2 зводиться до гамма-функцiї:

r = t1/2, dr =
1
2
t−1/2 dt,

∞∫

0

rD−1 e−r2
dr =

1
2

∞∫

0

tD/2−1 e−t dt =
1
2

Γ
(

D

2

)
.

Iнтеґрал у лiвiй частинi зводиться до iнтеґрала Пуассона i дорiв-
нює

(√
π
)D. Таким чином, повний тiлесний гiперкут дорiвнює:

ΩD =
2πD/2

Γ(D/2)
.

Остаточно маємо об’єм D-вимiрної кулi:

VD =
RD

D

2πD/2

Γ(D/2)
.

N

Бета-функцiя

B(x, y) =

1∫

0

tx−1 (1− t)y−1 dt =
Γ(x)Γ(y)
Γ(x + y)

. (IV.1-14)

Неповнi гамма-функцiї

γa(x) ≡ γ(a, x) =

x∫

0

ta−1 e−t dt, (IV.1-15)
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Γa(x) ≡ Γ(a, x) = Γ(a)− γ(a, x) =

∞∫

x

ta−1 e−t dt, (IV.1-16)

γ∗(a, x) =
x−a

Γ(a)
γ(a, x). (IV.1-17)

Цю функцiю можна розкласти у такий ряд:

γ∗(a, x) = ex
∞∑

n=0

xn

Γ(a + n + 1)
. (IV.1-18)

За допомогою iнтеґрування частинами легко перевiрити таке ре-
курентне спiввiдношення:

γ(a + 1, x) = aγ(a, x)− xa e−x. (IV.1-19)

Зауважимо також зв’язок iз iнтеґральними показниковими фун-
кцiями

En(x) = xn−1 Γ(1− n, x), (IV.1-20)

а також, що

γ∗(−n, x) = xn. (IV.1-21)

Логарифмiчна похiдна гамма-функцiї (псi-функцiя або
дигамма-функцiя):

ψ(z) =
d

dz
ln Γ(z). (IV.1-22)

Часткове значення

ψ(1) = −C, (IV.1-23)

де

C = lim
N→∞

(
N∑

k=1

1
k
− ln N

)
= 0.5772156649 . . . (IV.1-24)
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— cтала Ейлера (або Ейлера–Маскеронi), ї ї також часто позна-
чають γ.

Полiгамма-функцiї — похiднi вiд дигамма-функцiї:

ψ(n)(z) =
dn

dzn
ψ(z) =

dn+1

dzn+1
ln Γ(z) =

= (−1)n+1

∞∫

0

tn e−zt

1− e−t
dt. (IV.1-25)

Елiптичнi iнтеґрали

Для розрахунку iнтеґралiв, що мiстять квадратний корiнь з мно-
гочлена 3-го або 4-го степеня, використовують так званi елiптичнi
iнтеґрали. Їх частковi випадки розглянемо нижче.
Елiптичний iнтеґрал першого роду

F (ϕ|k) =

ϕ∫

0

dθ√
1− k2 sin2 θ

. (IV.1-26)

Повний елiптичний iнтеґрал першого роду

K(k) =

1∫

0

dz√
(1− z2)(1− k2z2)

=

π/2∫

0

dθ√
1− k2 sin2 θ

. (IV.1-27)

Елiптичний iнтеґрал другого роду

E(ϕ|k) =

ϕ∫

0

√
1− k2 sin2 θ dθ. (IV.1-28)

Повний елiптичний iнтеґрал другого роду

E(k) =

1∫

0

√
1− k2z2

1− z2
dz =

π/2∫

0

√
1− k2 sin2 θ dθ. (IV.1-29)
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Елiптичний iнтеґрал третього роду

Π(c;ϕ|k) =

ϕ∫

0

dθ

(1− c sin2 θ)
√

1− k2 sin2 θ
. (IV.1-30)

Повний елiптичний iнтеґрал третього роду

Π(c|k) =

π/2∫

0

dθ

(1− c sin2 θ)
√

1− k2 sin2 θ
. (IV.1-31)

Взагалi кажучи, деякi довiдники (напр., [25]) мiстять означення,
де арґумент стоїть без квадрата:

E(m) =

π/2∫

0

√
1−m sin2 θ dθ. (IV.1-32)

Така неоднозначнiсть iснує навiть у пакетах проґрам аналiтичних
обчислень: Mathematica використовує означення типу (IV.1-32), а
Maple — (IV.1-29).

Оберненi до елiптичних iнтеґралiв елiптичнi функцiї Якобi
визначаються так:

z = F (ϕ|k) =

ϕ∫

0

dθ√
1− k2 sin2 θ

⇒ ϕ = am z (IV.1-33)

— амплiтуда z,

sn z = sin(am z) (IV.1-34)

— синус амплiтуди z, а також cn z (косинус амплiтуди) i dn z

(дельта амплiтуди):

cn z = cos(am z) =
√

1− sn2z, (IV.1-35)

dn z = ∆(k, am z) =
√

1− k2 sn2z. (IV.1-36)
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Цi функцiї залежать вiд двох змiнних (z i k), однак параметр k яв-
но, як правило, не пишуть. У граничних випадках (k = 0 i k = 1)
отримуються тригонометричнi й гiперболiчнi функцiї.

Розв’язуючи методом вiдокремлення змiнних рiвняння в частин-
них похiдних, одержують задачу Штурма–Лiувiлля — задачу зна-
ходження розв’язку звичайного диференцiального рiвняння другого
порядку

d

dx

[
p(x)

dy(x)
dx

]
− q(x)y(x) + λρ(x)y(x) = 0, a ≤ x ≤ b,

де коефiцiєнт p(x) принаймнi на одному з кiнцiв iнтервалу (a, b) до-
рiвнює нулевi. Розв’язки цього рiвняння називаються спецiальни-
ми функцiями (у вузькому сенсi).

Найпростiша крайова задача

y′′ + λy = 0, y(0) = y(`) = 0,

a = 0, b = `, p = ρ = const

визначає тригонометричнi функцiї .

Функцiї Бесселя

Функцiї Бесселя є розв’язками рiвняння Бесселя :

(xy′)′ +
(

λx− ν2

x2

)
y = 0,

a = 0, b = r0, p(x) = x, ρ(x) = x, q(x) =
ν2

x
.

При цьому розв’язки, якi не мають особливостей при x = 0 назива-
ються функцiями Бесселя першого роду або цилiндричними
функцiями i позначаються Jν(x). Розв’язки, якi мають особливiсть
при x = 0 називаються функцiями Бесселя другого роду або
функцiями Ноймана (також функцiями Вебера) i позначаю-
ться Yν(x) або Nν(x). Цi функцiї пов’язанi мiж собою:

Nν(x) =
Jν(x) cos νπ + J−ν(x)

sin νπ
.
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Рiвняння Бесселя задовольняють також функцiї Бесселя тре-
тього роду або функцiї Ганкеля H

(1)
ν (x) i H

(2)
ν (x):

H(1)
ν (x) = Jν(x) + iYν(x),

H(2)
ν (x) = Jν(x)− iYν(x).

Розв’язками модифiкованого рiвняння Бесселя :

(xy′)′ −
(

λx +
ν2

x2

)
y = 0

є модифiкованi функцiї Бесселя (функцiї Бесселя компле-
ксного арґумента) Iν(x) iмодифiкованi функцiї Ганкеля (фун-
кцiї Макдональда) Kν(x):

Iν(x) = i−νJν(ix), (IV.1-37)

Kν(x) =
π

2
iν+1H(1)

ν (ix). (IV.1-38)

Ортогональнi многочлени

Розв’язками рiвняння

d

dx

[
(1− x)α+1(1 + x)β+1 y′

]
+ λ(1− x)α(1 + x)βy = 0

є многочлени Якобi P
(α,β)
n (x), λ = λn = n(α + β + n + 1).

Частковi випадки цих многочленiв:
1. α = β = 0 — многочлени Лежандра Pn(x). Вони задоволь-

няють рiвняння

[
(1− x2)y′

]′ + λy = 0,

a = −1, b = 1, p(x) = 1− x2, ρ(x) = 1, q = 0,

де λ = n(n + 1), n ∈ Z.
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У загальному випадку (λ довiльне) розв’язками є функцiї Ле-
жандра . Якщо на кiнцях промiжку [−1, 1] особливостей нема, то
це — функцiї Лежандра першого роду , у протилежному випад-
ку — функцiї Лежандра другого роду .

Розв’язки рiвняння

[
(1− x2)y′

]′ − m2

1− x2
y + λy = 0,

a = −1, b = 1, p(x) = 1− x2, ρ(x) = 1, q(x) =
m2

1− x2

називаються приєднаними функцiями Лежандра .

2. α = β = −1
2

— многочлени Чебишова5 (першого роду)
Tn(x) є розв’язками рiвняння

(√
1− x2 y′

)′
+ λ

1√
1− x2

y = 0,

або

(1− x2)y′′ − xy′ + λy = 0,

a = −1, b = 1, p(x) =
√

1− x2, ρ(x) =
1√

1− x2
, q = 0.

при λ = n2, n ∈ N.

3. α = β =
1
2

— многочлени Чебишова (другого роду)
Un(x) є розв’язками рiвняння

(
(1− x2)3/2 y′

)′
+ λ

√
1− x2 y = 0,

a = −1, b = 1, p(x) = (1− x2)3/2, ρ(x) =
√

1− x2, q = 0.

при λ = λn = n(n + 2), n ∈ N.
5Поширене написання “Чебишев” пов’язане з традицiйним у росiйському пра-

вописi опусканням дiакритичного значка над буквою “ ё ” (тобто насправдi Че-
бишёв, а отже українською — Чебишо́в).
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4. α = β = ν− 1
2
— многочлени Ґеґенбауера C

(ν)
n (x) є розв’яз-

ками рiвняння
(
(1− x2)ν+1/2 y′

)′
+ λ (1− x2)ν−1/2 y = 0,

a = −1, b = 1, p(x) = (1− x2)ν+1/2,

ρ(x) = (1− x2)ν−1/2, q = 0.

при λ = λn = n(n + 2ν), n ∈ N.
Розглядають також iншi ортогональнi многочлени, найпоширенi-

шими серед яких є такi:

5. Розв’язками рiвняння
(
e−x2

y′
)′

+ λe−x2
y = 0

або

y′′ − 2xy′ + λy = 0,

a = −∞, b = +∞, p(x) = e−x2
, ρ(x) = e−x2

, q = 0.

при λ = 2n, n ∈ N, є многочлени Ермiта (або Чебишова–
Ермiта), якi позначають Hn(x).

6. Розв’язками рiвняння
(
x e−xy′

)′ + λe−xy = 0

або

y′′ + (1− x)y′ + λy = 0,

a = 0, b = +∞, p(x) = x e−x, ρ(x) = e−x, q = 0.

при λ = n, n ∈ N, є многочлени Лаґерра (або Чебишова–
Лаґерра), якi позначають Ln(x).

Оскiльки у всiх цих рiвняннях коефiцiєнт p(x) дорiвнює нулевi
принаймнi на одному з кiнцiв iнтервалу (a, b), рiвняння, крiм обме-
жених на цьому кiнцi розв’язкiв, мають i необмеженi там розв’язки.
З метою їх вилучення задають умову обмеженостi: якщо p(a) = 0 i
p(b) = 0, то |y(a)| < ∞ i |y(b)| < ∞.
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Гiпергеометрична функцiя.

Найзагальнiший вигляд цiєї функцiї можна записати як гiпергео-
метричний ряд :

nFm(a1, . . . , an; b1, . . . , bm; z) =
∞∑

k=0

(a1)k . . . (an)k

(b1)k . . . (bm)k

zk

k!
, (IV.1-39)

де за означенням символ Похгаммера

(a)k = a(a + 1) . . . (a + k − 1) = Γ(a + k)/Γ(a). (IV.1-40)

Ця функцiя задовольняє таке диференцiальне рiвняння:
(

d

dz

m∏

k=1

(
z

d

dz
+ bk − 1

)
−

n∏

k=1

(
z

d

dz
+ ak

))
w(z) = 0. (IV.1-41)

Частковi випадки гiпергеометричної функцiї:

0F1(; a; z) =
∞∑

k=0

1
(a)k

zk

k!
. (IV.1-42)

Вироджена гiпергеометрична функцiя (Куммера):

1F1(a; b; z) ≡ F (a; b; z) =
∞∑

k=0

(a)k

(b)k

zk

k!
. (IV.1-43)

Гiпергеометрична функцiя (Ґаусса):

2F1(a, b; c; z) ≡ F (a, b; c; z) =
∞∑

k=0

(a)k(b)k

(c)k

zk

k!
. (IV.1-44)

Ця функцiя задовольняє таке диференцiальне рiвняння другого
порядку:

z(1− z)
d2F (z)

dz2
+ (c− (a + b + 1)z)

dF (z)
dz

+ abF (z) = 0. (IV.1-45)
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Для 2F1(a, b; c; z) справедливе таке iнтеґральне представлення:

2F1(a, b; c; z) =
Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

1∫

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− tz)−a dt

(Re c > Re a > 0). (IV.1-46)

Часткове значення:

2F1(a, b; c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b)

, (IV.1-47)

c 6= 0,−1,−2, . . . , Re(c− a− b) > 0.

Елементарнi функцiї, як i бiльшiть спецiальних, також можна
записати як частковi випадки гiпергеометричного ряду. Зокрема,
справедливi такi представлення через вироджену гiпергеометричну
функцiю:

H2n(z) = (−1)n (2n)!
n!

F

(
−n;

1
2
; z2

)
,

H2n+1(z) = (−1)n (2n + 1)!
n!

2z F

(
−n;

3
2
; z2

)
,

Lα
n(z) =

(α + 1)n

n!
F (−n; α + 1; z) ,

Jν(z) =
(z

2

)ν e−iz

Γ(ν + 1)
F

(
ν +

1
2
; 2ν + 1; 2iz

)
, ν > −1

2
.

Гiпергеометрична функцiя Аппеля — функцiя двох змiнних:

F1(a; b1, b2; c; x, y) =
∞∑

m=0

∞∑

n=0

(a)m+n(b1)m(b2)n

m! n! (c)m+n
xm yn. (IV.1-48)

Через цю функцiю, наприклад, виражається такий iнтеґрал:
∫

xm(x + a)n(bx + c)k dx = (IV.1-49)

=
an ck

1 + m
x1+m F1

(
1 + m,−n,−k, 2 + m,−x

a
,−bx

c

)
.
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Завдання.

IV.1. Обчислити неозначений iнтеґрал
∫

erf(x) dx.

IV.2. Використовуючи розподiл Максвелла f(v) = Av2 e−αv2 , ви-
значити вiдносну кiлькiсть частинок, абсолютнi значення швид-
костей яких лежать в дiапазонi вiд v1 до v2.

IV.3. Довести спiввiдношення:

Ei(ix) = Ci(x) + i Si(x)− iπ

2
.

Обчислити iнтеґрали:

IV.4.
∞∫

0

xp−1

ex − 1
dx, p > 1. IV.5.

∞∫

0

xp−1

ex + 1
dx, p > 0.

IV.6.
1∫

0

dx√
1− xn

. IV.7.
1∫

0

1
(1− x3)1/3

dx.

IV.8.
∫ π/2

0
sinm t cosn t dt, m > −1.

IV.9.
∞∫

0

e−x lnx dx. IV.10.

ϕ0∫

0

dϕ√
sin2 ϕ0

2
− sin2 ϕ

2

.

IV.11. Показати еквiвалентнiсть таких означень бета-функцiї:

B(x, y) =

1∫

0

tx−1 (1− t)y−1 dt i B(x, y) =

∞∫

0

tx−1 (1 + t)−x−y dt.
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IV.12. Обчислити площу поверхнi D-вимiрної сфери i дати iнтер-
претацiю значенням повного тiлесного гiперкута ΩD для D =
1, 2, 3.

IV.13. Виразити подвiйний факторiал

(2n)!! = 2 · 4 · 6 · . . . · (2n), (2n− 1)!! = 1 · 3 · 5 · . . . · (2n− 1)

через гамма-функцiю i запропонувати узагальнення (функцiю
Ξ(z)), справедливе i для парних (Ξeven(z)), i для непарних
(Ξodd(z)) чисел.

IV.14. Обчислити похiдну
dE(k)

dk
, де E(k) — повний елiптичний iн-

теґрал другого роду.

IV.15. Знайти довжину елiпса з пiвосями a, b.

Знайти граничнi значення елiптичних функцiй Якобi:

IV.16. а) sn(z, 0); б) cn(z, 0); в) dn(z, 0).

IV.17. а) sn(z, 1); б) cn(z, 1); в) dn(z, 1).

IV.18. Використовуючи поняття твiрної функцiї, розкласти в ряд

1
|k + R| ,

де |k| ¿ |R|, k, R — вектори.

IV.19. Вивести рекурентне спiввiдношення для полiномiв Ермiта, ви-
користовуючи таке означення:

Hn(x) = (−1)n ex2 dn

dxn
e−x2

.

IV.20. Вивести рекурентне спiввiдношення для полiномiв Чебишова,
використовуючи таке означення:

Tn(x) = cos(n arccosx).
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IV.21. Довести, що функцiї Бесселя можна записати через таке iн-
теґральне зображення:

Jn(x) =
1
π

∫ π

0
cos(x sin θ − nθ) dθ, n = 0, 1, 2, . . . .

IV.22. Використовуючи рекурентне спiввiдношення для функцiй Бес-
селя

2ν

x
Jν(x) = Jν−1(x) + Jν+1(x), ν ∈ R, x > 0,

i розв’язки рiвняння y′′+ y = 0, отримати вирази для J− 1
2
(x),

J 1
2
(x), J 3

2
(x) через елементарнi функцiї. Врахувати, що

Jν(x) '
(x

2

)ν 1
Γ(ν + 1)

при x → 0. (Пiдказка: зробити замiну y(x) =
√

x f(x) i отри-
мати пару лiнiйно незалежних розв’язкiв.)

IV.23. Знайти особливi точки функцiї Γ(z), визначити їх характер i
порахувати лишки.

IV.24. Показати, що функцiя

f(x, y) =
∫ x

0
ϕ(t) J0

(
2i

√
y(x− t)

)
dt +

+
∫ y

0
ψ(t) J0

(
2i

√
x(y − t)

)
dt +

+ AJ0 (2i
√

xy) , A = const

задовольняє рiвняння

∂2f(x, y)
∂x∂y

= f(x, y).

Дати iнтерпретацiю константи A.
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IV.25. Використовуючи ряд для функцiї Бесселя

Jν(z) =
(z

2

)ν ∑ (−z2/4)k

k! Γ(ν + k + 1)
,

отримати вираз для похiдної J ′ν(z) через Jν(z) i Jν+1(z).

Знайти

IV.26.
d

dz
0F1(; a; z). IV.27.

d

dz
1F1(a; b; z). IV.28.

x∫

0

t J0(t) dt.

IV.29.
z∫

0

0F1(; a; z′) dz′. IV.30.
z∫

0

1F1(a; b; z′) dz′.

IV.31.
d

dz
nFm(a1, . . . , an; b1, . . . , bm; z).

Виразити функцiї через гiпергеометричну функцiю 2F1(a, b; c; z)

IV.32. ln(1 + z). IV.33. (1 + z)α. IV.34.
1

1− z
.

Довести рiвностi

IV.35.
1
x

shx = 0F1

(
3
2
,
x2

4

)
. IV.36. chx = 0F1

(
1
2
,
x2

4

)
.

IV.37. Використовуючи загальний вигляд диференцiального рiвня-
ння для гiпергеометричної функцiї nFm (формула (IV.1-41)),
отримати рiвняння для функцiї 1F0(a; ; z) i знайти його розв’яз-
ки.

IV.38. Довести рiвнiсть

K0[r2f(r)] = −
(

d2f(k)
dk2

+
1
k

df(k)
dk

)
.

(Праву сторону рiвностi можна записати через оператор Ла-
пласа у змiнних k: −∆kf(k), якщо розглядати f(k) як фун-
кцiю вiд модуля тривимiрного вектора.) Тут K0 — перетво-
рення Ганкеля (II.3-3).
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IV.39. Знайти вiдображення Ганкеля (II.3-3)

f(s) = Kν [f(r)], ν > −1, f(r) =

{
rν , 0 < r < a

0, r > a

IV.40. Знайти вiдображення Меллiна (II.3-1) функцiї

f(t) = θ(t− a) e−bt2 , a > 0, Re b > 0.

IV.41. Використовуючи iнтеґралШварца–Крiстоффеля (I.9-69), отри-
мати функцiю, яка вiдображає верхню пiвплощину на три-
кутник з вершинами w1 = i, w2 = 0, w3 = 1. За точки-
прообрази взяти z1 = −1, z2 = 0, z3 = 1.

IV.42. Довести рекурентне спiввiдношення (IV.1-19) i вивести подi-
бну залежнiсть для iнтеґральних показникових функцiй En(x).

IV.43. Вивести рекурентне спiввiдношення для дигамма-функцiї
ψ(x).

IV.44. Знайти значення дигамма-функцiї ψ(n) для натурального n.

IV.45. Розв’язати методом вiдокремлення змiнних задачу

ut = a2∆u, t > 0, 0 ≤ r < R, u(r, 0) = ϕ(r),

u(R, t) = 0, |u(0, t)| < ∞.

IV.46. Показати, що замiною x = cos θ рiвняння

(1− x2)v′′ − xv′ + n2v = 0

зводиться до рiвняння

d2u

dθ2
+ n2u = 0, u(θ) = v(cos θ).

IV.47. Методом вiдокремлення змiнних розв’язати задачу

utt = a2∆u, 0 ≤ r < R, t > 0,

u(R, t) = 0, |u(0, t)| < ∞, t > 0,

u(r, 0) = A(R2 − r2), ut(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R.



IV.2. Варiацiйне числення 255

IV.48. Розв’язати крайову задачу

∆u = 0, r < a, u|r=a = f(θ, ϕ).

IV.49. Розв’язати крайову задачу

∆u = 0, r > a, u|r=a = f(θ, ϕ).

IV.50. Розкласти плоску хвилю v = eiλz = eikr cos θ в ряд за много-
членами Лежандра та функцiями Бесселя.

IV.51. Розкласти функцiю f(x) = e−x в ряд Фур’є за многочленами
Чебишова–Лаґерра.

IV.52. Показати, що функцiї

un(r, θ) = In(µr) cos nθ, vn(r, θ) = In(µr) sinnθ, n = 0, 1, . . . ,

де In(x) —функцiї Бесселя уявного арґумента: In(x)= i−nJn(ix),
задовольняють рiвняння

∆u− µ2u = 0, x2 + y2 = r2, x = r cos θ, y = r sin θ.

IV.2. Варiацiйне числення

Функцiоналом називають вiдображення деякої множини функцiй
{f(x)} на певну числову множину. Нагадаємо, що функцiя — це вiд-
ображення мiж двома числовими множинами (якi можуть збiгати-
ся). Натомiсть оператор вiдображає множину функцiй у множину
функцiй (наприклад, оператор диференцiювання).

Прикладами функцiоналiв є означений iнтеґрал (вiн переводить
функцiю у числове значення вiдповiдного iнтеґрала), дельта-функцiя

(мається на увазi означення
+∞∫

−∞
f(x)δ(x−a) dx = f(a), тобто функцiя

f(x) переходить в число f(a)) тощо.
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Варiацiя функцiонала вводиться за аналогiєю з диференцiа-
лом функцiї. Нехай функцiонал J [y(x)] визначено на деякiй множи-
нi функцiй {y(x)}, i δy(x) — мала функцiя, так що y(x) + δy(x) мало
вiдрiзняється вiд y(x). Тобто, якщо позначити ỹ(x) = y(x) + δy(x),
то умова |ỹ(x) − y(x)| < ε, де ε — як завгодно мале додатне число,
виконується всюди на промiжку [a, b] змiни арґумента x. Варiацiєю
функцiонала називають величину

δJ [y(x)] = J [y(x) + δy(x)]− J [y(x)].

За аналогiєю зi звичайною похiдною вводять варiацiйну (фун-
кцiональну) похiдну

δJ [y(x)]
δy(x′)

= lim
ε→0

J [y(x) + εδ(x− x′)]− J [y(x)]
ε

, (IV.2-1)

тут δ(x− x′) — дельта-функцiя Дiрака.

Для функцiонала J [y(x)] =
∫ b

a
F (x, y(x), y′(x)) dx

δJ [y(x)] =
∫ b

a

(
∂F

∂y
δy +

∂F

∂y′
δy′

)
dx (IV.2-2)

i варiацiйна похiдна зводиться до такого виразу:

δJ
δy

=
∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′

(так звана похiдна Ейлера–Лаґранжа).
У загальнiшому випадку залежностi вiд вищих похiдних, J [y(x)] =∫ b

a
F

(
x, y(x), y′(x), . . . , y(n)(x)

)
dx варiацiю визначають як

δJ [y(x)] =
∫ b

a

(
∂F

∂y
δy +

∂F

∂y′
δy′ + . . . +

∂F

∂y(n)
δy(n)

)
dx. (IV.2-3)

Задачею варiацiйного числення є вiдшукання екстремалей фун-
кцiонала, тобто таких функцiй, при яких заданий функцiонал дося-
гає мiнiмального або максимального значення (екстремуму).
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Екстремалi функцiонала шукають з умови δJ = 0. У випад-
ку (IV.2-2) отримаємо рiвняння Ейлера :

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
= 0. (IV.2-4)

Узагальнення для вищих похiдних (рiвняння Ейлера–Пуассона):

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y′
+

d2

dx2

∂F

∂y′′
∓ . . . + (−1)n dn

dxn

∂F

∂y(n)
= 0. (IV.2-5)

H Приклад 1. Визначити форму твердого тiла довжиною L, яке
рухається в потоцi газу з найменшим опором. Для спрощення роз-
глянути тiло обертання.

Розв’язування.

Рис. 4.1.

Нехай молекули газу вiдбиваються вiд поверхнi дзеркально. Тодi
нормальна складова тиску буде

p = 2ρv2 sin2 θ,

де ρ — густина газу, v — швидкiсть газу вiдносно тiла, θ — кут мiж
вектором швидкостi та її танґенцiальною складовою. У проекцiї на
вiсь Ox сили, що дiють на кiльце шириною (1 + y′2)1/2 dx i радiусом
y(x) дорiвнюють

dF = pdS = 2ρv2 sin2 θ · 2πy(1 + y′2)1/2 · sin θ dx.
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Повна сила в додатному напрямку осi Ox становить

F =
∫ L

0
4πρv2 y(1 + y′2)1/2 sin3 θ dx.

Для спрощення вважатимемо величину похiдної y′ малою, тому

sin θ =
y′

(1 + y′2)1/2
≈ y′.

Тодi сила опору

F = 4πρv2

∫ L

0
y′3 y dx. (IV.2-6)

Завдання полягає у знаходженнi такої функцiї y(x), при якiй F до-
сягає найменшого значення, причому, очевидно,

y(0) = 0, y(L) = R, (IV.2-7)

де R — деякий максимальний радiус перерiзу.
Рiвняння Ейлера для функцiонала (IV.2-6):

y′3 − 3
d

dx
(yy′2) = 0 (IV.2-8)

або

y′3 + 3yy′y′′ = 0. (IV.2-9)

Пiсля домноження обох частин на y′ легко бачити, що злiва матиме-
мо (y′3y)′. Таким чином,

y′3y = A3, A = const.

Звiдси

y′ =
A
3
√

y
, y = (Bx + C)3/4,

де B,C — константи, якi знайдемо з граничних умов (IV.2-7):

B =
R4/3

L
, C = 0.
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Остаточно форма кривої описується рiвнянням

y(x) = R
(x

L

)4/3
. (IV.2-10)

N

Задачi на умовний екстремум функцiонала.

Нехай екстремум функцiонала J [y(x)] =

x1∫

x0

F (x, y, y′) dx потрiбно

знайти за умови, коли iнший функцiонал K[y(x)] =

x1∫

x0

G(x, y, y′) dx

набуває певного значення: K[y(x)] = L. Тодi розглядають задачу на
екстремум функцiонала

L[y(x)] =

x1∫

x0

[
F (x, y, y′) + λG(x, y, y′)

]
dx,

де λ = const — множник Лаґранжа , його, як правило, визнача-
ють з умови на функцiонал K: K[y(x)] = L.

Цей метод легко узагальнити на декiлька умов, вводячи вiдпо-
вiдно декiлька множникiв λ1, λ2 i т. д.

Задачi такого типу називаються iзопериметричними (див.,
напр., IV.73 — переформульовану задача Дiдони).

Якщо на функцiї, вiд яких залежить функцiонал, накладено де-
якi умови (зв’язки), то задачу на екстремум цього функцiонала розв’я-
зують так. Нехай заданий функцiонал

J [y1(x), . . . , yn(x)] =

x1∫

x0

F (x, y1, . . . , yn, y′1, . . . , y
′
n) dx,

й умови на функцiї записано у виглядi рiвнянь

ϕj(x, y1, . . . , yn) = 0 (j = 1, . . . , m, m < n).
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Такi зв’язки, в яких вiдсутня залежнiсть вiд похiдних y′k, називаю-
ться голономними . Цей метод, взагалi кажучи, можна застосовува-
ти i до неголономних зв’язкiв типу ϕj(x, y1, . . . , yn, y′1, . . . , y

′
n) = 0.

У результатi задача зводиться до знаходження екстремуму фун-
кцiонала

L =

x1∫

x0


F (x, y1, . . . , yn, y′1, . . . , y

′
n) +

m∑

j=1

λj(x)ϕj(x, y1, . . . , yn)


 dx.

У цьому випадку множники Лаґранжа є функцiями змiнної x.

Серед задач на умовний екстремум є також задачi на вiдшукання
геодезичних лiнiй , тобто лiнiй, вздовж яких вiдстань мiж двома
точками на деякiй поверхнi буде екстремальна (мiнiмальна).

H Приклад 2. Знайти геодезичнi лiнiї сфери радiусом R.
Розв’язування. Потрiбно знайти рiвняння кривої, вздовж якої

вiдстань мiж двома точками, яка визначається в декартових коор-
динатах функцiоналом

L[x, y(x), z(x)] =

x2∫

x1

√
1 + y′2(x) + z′2(x) dx,

буде мiнiмальною. При цьому дана лiнiя повинна лежати на сферi,
тобто координати x, y, z пов’язанi рiвнянням: x2 + y2 + z2 = R2.
Взагалi кажучи, потрiбно знайти екстремалi функцiонала

L̄[x, y(x), z(x)] =

x2∫

x1

{√
1 + y′2(x) + z′2(x) +

+ λ(x)
[
x2 + y2(x) + z2(x)−R2

] }
dx.

Проте завдяки симетрiї задачу можна значно спростити. Для зна-
ходження розв’язку зручно використати сферичнi координати, тодi
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матимемо функцiонал

L̃[θ, ϕ(θ)] =

θ2∫

θ1

R

√
1 + ϕ′2(θ) sin2 θ dθ.

З рiвняння Ейлера–Лаґранжа отримаємо

ϕ′ sin2 θ√
1 + ϕ′2 sin2 θ

= C1 = const,

звiдки

C1 ctg θ = cos(ϕ + ϕ0), ϕ0 = const.

Якщо стала C1 = 0, то ϕ = const, тобто геодезичними є меридiани
сфери (великi кола, що проходять через полюси).

Якщо C1 6= 0, то ctg θ = A cosϕ + B sinϕ. Можна переконатися,
що це рiвняння визначає площину (це ми залишаємо на самостiй-
не опрацювання). Таким чином, геодезичними знову будуть великi
кола, по яких знайдена площина перетинає сферу.

N

Завдання.

Знайти варiацiйнi похiднi

IV.53.
δ

δy(x)

1∫

−1

y′(x) e−y2(x) dx. IV.54.
δ

δy(x)

1∫

0

[
1− y′2(x)

]
e−y(x) dx.

IV.55.
δF

δa(y)
, де F [a(x)] =

x2∫

x1

e−a2(x) x2
dx.

IV.56.
δ

δA∗(q)

∞∫

−∞
dk

{
α(k)|A(k)|2

2
+

β(k)|B(k)|2
2

}
,

де A(k), B(k) — Фур’є-зображення дiйсних величин, A∗(k) —
функцiя, комплексно спряжена до A(k), α(k), β(k) — деякi
функцiї.
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IV.57. Знайти варiацiю функцiонала

F [y(x)] =

1∫

0

(
y′e−y2

+ xy2
)

dx.

IV.58. Отримати рiвняння Ейлера для функцiонала, який явно не
залежить вiд змiнної x.

Знайти екстремалi функцiонала

IV.59. F [y(x)] =

b∫

a

xn y′2 dx.

IV.60. F [y(x)] =

1∫

0

(720x2y − y′′2) dx,

y(0) = 0, y′(0) = 1, y(1) = 0, y′(1) = 2.

IV.61. F [y(x), z(x)] =

2∫

1

(y′2 + z2 + z′2) dx,

y(1) = 1, y(2) = 2, z(1) = −1, z′(2) = 0.

IV.62. F [z(x, y)] =

1∫

0

1∫

0

edz/dy sin
(

dz

dy

)
dx dy,

z(x, 0) = 0, z(x, 1) = 1.

IV.63. F [y(x)] =
∫ 1

0
(1440 y − y′′′ 2) dx,

y(0) = 1, y(1) = 1, y′(0) = −1, y′(1) = 0,

y′′(0) = 0, y′′(1) = −2.
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IV.64. Знайти екстремалi функцiонала

F [y(x)] =
∫ 1

0

(
ε2y′2 + y2 + sin

πx

2

)
dx,

y(0) = 0, y(1) = 1, ε ∈ R.
Звернути увагу на випадок ε = 0.

IV.65. Знайти екстремалi функцiонала (вiн задає довжину кривої,
яка сполучає точки (x0, y0) i (x1, y1).)

F [y(x)] =
∫ x1

x0

√
1 + y′2(x) dx, y(x0) = y0, y(x1) = y1.

IV.66. (Задача про брахiстохрону .)
Знайти траєкторiю найшвидшого
спуску вiд точки O до точки A в
полi земного тяжiння (див. рис.).
Для цього розглянути функцiо-
нал

B[y(x)] =
∫ a

0

√
1 + y′2(x)√

2gy
dx, y(0) = 0, y(a) = h.

IV.67. Визначити форму брахiстохрони (кривої найшвидшого спу-

ску) в полi U(y) =
ky2

2
.

IV.68. Знайти мiнiмум функцiонала

J [u] =
∫

G

{
| gradu|2 +

4u√
x2

1 + x2
2

}
dx1 dx2

серед функцiй, що належать до класу C1(D), D = {1 < |x| <
3}, x = (x1, x2), u

∣∣∣
x=1

= 0, u
∣∣∣
x=3

= 0.

IV.69. Знайти мiнiмум функцiонала

Jn[y] =

1∫

0

{(
dy

dx

)2

+
n2

x2
y2

}
x dx, n > 0,

серед функцiй y(x) ∈ C1([0, 1]), y(0) = 0, y(1) = a.
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IV.70. Знайти функцiю y0(x), що реалiзує мiнiмум функцiонала

J [y] =

1∫

0

(
y′2 + y2 + 2y

)
dx,

серед функцiй y(x) ∈ C1([0, 1]), y(0) = 0, y(0) = 0.

IV.71. Знайти мiнiмум функцiонала

J [y] =

1∫

0

(
y′2 + y2

)
dx,

серед функцiй y(x) ∈ C1([0, 1]) y(0) = 0, y(1) = 1.

IV.72. Знайти екстремалi функцiонала

J [y] =

π/2∫

0

(
y′2 − y2

)
dx

серед функцiй y(x) ∈ C1([0, π/2]), y(0) = 0, y(π/2) = 1.

IV.73. Визначити, яка крива заданої довжини L, що проходить через
точки (x1, 0) i (x2, 0), обмежує найбiльшу площу.

IV.74. Знайти найкоротшу вiдстань мiж точками A(1, 0, 1) i B(0, b, b),
що лежать на поверхнi x + y − z = 0.

IV.75. Визначити, яка крива, що прохо-
дить через двi заданi точки, утво-
рює при обертаннi навколо осi аб-
сцис поверхню найменшої площi
(див. рис.).

IV.76. Знайти геодезичнi лiнiї кругового цилiндра радiусом R. Вка-
зiвка: скористатися цилiндричними координатами.
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IV.77. Знайти рiвняння геодезичних лi-
нiй псевдосфери — кривої, яку
описує трактриса, обертаючись
навколо своєї асимптоти (див.
рисунок). Параметричне задання
трактриси на площинi таке:

x = R sin t, y = R

(
ln tg

t

2
+ cos t

)
.

Ця поверхня має сталу вiд’ємну
Ґауссову кривину K = −1/R2.
На псевдосферi справедлива гео-
метрiя Лобачевського.

IV.78. Записати функцiонал довжини кривої на поверхнi елiпсоїда
з пiвосями a, b, c, застосовуючи узагальненi сферичнi коорди-
нати

x = aη cosϕ sin θ,

y = bη sinϕ sin θ,

z = cη cos θ,

де масштабна змiнна η може набувати значень вiд 0 до 1.
Отримати в квадратурах рiвняння геодезичної лiнiї на по-
верхнi елiпсоїда обертання з пiвосями a = b 6= c.

IV.3. Iнтеґрали й похiднi дробового порядку

Узагальнення операцiй диференцiювання й iнтеґрування на випа-
док довiльних (не обов’язково цiлих) порядкiв зараз застосовується
в рiзних дiлянках математики й фiзики. Практичне використання
цього апарату вимагає доброї пiдготовки, вона, однак, неможлива
без вступу, який ми тут дамо в найпростiшому формулюваннi. Для
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подальшого ознайомлення з теорiєю дробових iнтеґралiв i похiдних
можна запропонувати, наприклад, монографiю [21].

Iнтеґрал дробового порядку ν > 0 (у формi Рiмана–Лiувiлля):

I ν
xf(x) =

1
Γ(ν)

x∫

0

(x− t)ν−1f(t) dt (IV.3-1)

(iндекс змiнної iнтеґрування x можна явно не вказувати: I νf(x)).
Похiдна дробового порядку ν > 0 визначається через iнтеґрал

дробового порядку:

D νf(x) =
dm

dxm

[
I (m−ν)f(x)

]
, m ∈ Z, m > ν. (IV.3-2)

Для оператора D ν , зрозумiло, можна використати традицiйне по-
значення:

D ν ≡ dν

dxν

i навпаки (для цiлих m):

dm

dxm
≡Dm.

Завдання.

IV.79. Знайти похiдну порядку ν вiд функцiї f(x) = xn

а) використовуючи означення (IV.3-2);
б) узагальнивши на довiльнi числа дiю звичайної похiдної m-

го порядку:
dm

dxm
xn.

IV.80. Довести рiвнiсть

L [I νf(t), p ] = p−ν L [f(t), p ].

Вказiвка: Використати властивiсть перетворення Лапласа згор-
тки функцiй.
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IV.81. Показати, що для оператора D 1/2 можна використати таке

символiчне позначення: D 1/2 =

√
d

dx
, тобто

√
d

dx

√
d

dx
=

d

dx
.

Для простоти можна розглянути диференцiювання функ-
цiї xα.

IV.82. Запропонувати формулу диференцiювання добутку для дро-
бової похiдної D α(fg) на пiдставi аналогiї з похiдною n-го
порядку (для натуральних n).

IV.83. Знайти похiдну D αeλx, використовуючи розклад експоненти
в ряд. Вказiвка: Звернути увагу на ряд (IV.1-18).

IV.84. Довести, що результат задачi IV.83 дляD αex збiгається з ре-
зультатом, отриманим внаслiдок застосування формули

(IV.3-2), тобто D αex =
d

dx

(I 1−αex
)
. Вказiвка: Для отри-

маних неповних гамма-функцiй використати рекурентнi спiв-
вiдношення.

IV.85. Проiнтерпретувати похiднуD−1, розглянувши її дiю на фун-
кцiї xν та eλx.

IV.86. Довести, що

I α sinλ
√

x =
√

π

(
λ

2

)1/2−α

x(2α+1)/4 Jα+1/2

(
λ
√

x
)
.

IV.87. Довести, що

I α cosλx =
xα

2Γ(α + 1)
[1F1(1;α + 1; iλx) + 1F1(1;α + 1;−iλx)] .

IV.88. Якою має бути нижня межа X в означеннi дробового iнтеґрала

I ∗νf(x) =
1

Γ(ν)

x∫

X

(x− t)ν−1f(t) dt,

щоб виконувалась рiвнiсть I ∗νeλx = λ−ν eλν ?
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A.1. Перетворення Лапласа

f(t) F (p) = L [f(t)] =

∞∫

0

e−ptf(t) dt умови

1
1
p

Re p > 0

t
1
p2

Re p > 0

tn
n!

pn+1
n ∈ N

tα
Γ(α + 1)

pα+1
α > −1, Re p > 0

eat 1
p− a

Re p > Re a

cos at
p

p2 + a2
Re p > | Im a|

sin at
a

p2 + a2
Re p > | Im a|

ch at
p

p2 − a2
Re p > |Re a|

sh at
a

p2 − a2
Re p > |Re a|

tn eat n!
(p− a)n+1

Re p > Re a

t cos at
p2 − a2

(p2 + a2)2
Re p > | Im a|

t sin at
2pa

(p2 + a2)2
Re p > | Im a|

268
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f(t) F (p) = L [f(t)] =

∞∫

0

e−ptf(t) dt умови

ebt cos at
p− b

(p− b)2 + a2
Re p > (Re b + | Im a|)

ebt sin at
a

(p− b)2 + a2
Re p > (Re b + | Im a|)

sin at

t

π

2
− arctg

p

a
Re p > | Im a|

| sin at| a

p2 + a2
cth

πp

2a
Re p > | Im a|

e−a2t2
√

π

2
e

π2

4a2

[
1− erf

( p

2a

)]
Re p > 0

e−at

√
πt

1√
p + a

Re p > 0

J0(at)
1√

p2 + a2
Re p > 0

Jν(at)

(√
p2 + a2 − p

)ν

aν
√

p2 + a2
Re p > 0, ν > −1

J0(2
√

t)
1
p

e−1/p Re p > 0

Si t
1
p

(π

2
− arctg p

)
Re p > 0

erf
(√

at
) √

a

p
√

p + a
Re p > 0

δ(t− a) e−ap a > 0

θ(t− a)
e−ap

p
Re p > 0



270 ДодатокA. Таблицi iнтеґральних перетворень

A.2. Перетворення Фур’є

f(t) F (ω) = F [f(t)] =
1√
2π

∞∫

−∞
f(t) e−iωt dt

e−|t|
√

2
π

1
1 + ω2

e−|t| sign t −i

√
2
π

ω

1 + ω2

e−t θ(t)
1√
2π

1− iω

1 + ω2

1
1 + t2

√
π

2
e−|ω|

sin t

t

√
π

2

[
θ(ω + 1)− θ(ω − 1)

]

e−t2 1√
2

e−ω2/4

e−|t| sin at 2i

√
2
π

ω

4 + ω4

e−|t| cos at

√
2
π

2 + ω2

4 + ω4

e−|t|

t
i

√
2
π

arctg ω

sin t i

√
π

2

[
δ(ω − 1)− δ(ω + 1)

]

cos t

√
π

2

[
δ(ω − 1) + δ(ω + 1)

]

δ(t)
1√
2π

v.p.
1
t

i

√
π

2

[
2θ(−ω)− 1

]
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A.3. Перетворення Меллiна

f(t) Φ(z) = M [f(t)] =

∞∫

0

tz−1f(t) dt умови

δ(t− a) az−1

tnθ(t− a) − az+n

z + n
a > 0, Re(z + n) < 0

e−at a−z Γ(z) Re a,Re z > 0

e−t2 1
2

Γ
(z

2

)
Re z > 0

sin t Γ(z) sin
πz

2
−1 < Re z < 1

cos t Γ(z) cos
πz

2
0 < Re z < 1

1
1 + t

π cosec πz 0 < Re z < 1

1
1 + t2

π

2
cosec

πz

2
0 < Re z < 2

1
(1 + t)α

Γ(α− z)Γ(z)
Γ(α)

Re(a− z), Re z > 0

(1− t)α−1θ(1− t)
Γ(α)Γ(z)
Γ(α + z)

Re a,Re z > 0

ln(1 + t)
π

z
cosec πz −1 < Re z < 0

π

2
− arctg t

π

2z
cosec

πz

2
0 < Re z < 1

Si t −1
z

Γ(z) sin
πz

2
Re z > −1
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A.4. Перетворення Ганкеля

f(r) ν g(s) = Kν [f(r)] =

∞∫

0

f(r)Jν(sr) r dr

a2 − r2, 0 < r < a

0, r > a
0

4a

s3
J1(sa)− 2a2

s2
J0(sa)

e−pr

r
0 (s2 + p2)−1/2

e−pr 0 p(s2 + p2)−3/2

a

(a2 + p2)3/2
0 e−as

sin ar

r
0

(a2 − s2)−1/2, 0 < s < a

0, s > a

sin r

r2
0

π/2, s < 1

arcsin
1
s
, s > 1

e−pr

r2
1

(s2 + p2)1/2 − p

s

e−pr

r
1

1
s
− p

s(s2 + p2)1/2

e−pr 1 s(s2 + p2)−3/2

sin ar

r
1

0, s < a
a

s(s2 − a2)1/2
, s > a

rν , 0 < r < a

0, r > a
> −1

aν+1

s
Jν+1(as)

rµ−1 > −1
2µΓ(1/2 + µ/2 + ν/2)

sµ+1Γ(1/2− µ/2 + ν/2)

rνe−pr2
> −1

s

(2p)ν+1
e−s2/4p



ДодатокB. Ортогональнi системи координат

У цьому додатку наведено зв’язок декартових координат x, y, z з
основними ортогональними координатами ξ1, ξ2, ξ3.

Цилiндричнi координати

ξ1 = r, ξ2 = ϕ, ξ3 = z.

x = r cosϕ,

y = r sinϕ,

z = z.

Координатнi поверхнi: r = const — цилiндри, ϕ = const — площи-
ни, z = const — площини.

Оператор Лапласа:

∆f =
1
r

∂

∂r

(
r

∂f

∂r

)
+

1
r2

∂2f

∂ϕ2
+

∂2f

∂z2
.

Сферичнi координати

ξ1 = r, ξ2 = θ, ξ3 = ϕ.

x = r sin θ cosϕ,

y = r sin θ sinϕ,

z = r cos θ.

Координатнi поверхнi: r = const — концентричнi сфери, ϕ = const
— площини, θ = const — конуси.

Оператор Лапласа:

∆f =
1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂f

∂r

)
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
+

1
r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2
.
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ДодатокC. Деякi дробовi iнтеґрали й похiднi

I αxβ =
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
xα+β

I α(x + c)β =
cβ

Γ(α + 1)
xα

2F1

(
1,−β; α + 1;−x

c

)

I αeλx =
eλx

λα

γ(α, λx)
Γ(α)

=
eλx

λα

[
1− Γ(α, λx)

Γ(α)

]

I α sinλx =
xα

2iΓ(α + 1)
[1F1(1;α + 1; iλx)− 1F1(1;α + 1;−iλx)] =

=
λxα+1

Γ(α + 2) 1F2

(
1;

α

2
+ 1,

α

2
+

3
2
;−λ2x2

4

)

I α cosλx =
xα

2Γ(α + 1)
[1F1(1;α + 1; iλx) + 1F1(1; α + 1;−iλx)] =

=
xα

Γ(α + 1) 1F2

(
1;

α

2
+ 1,

α

2
+

1
2
;−λ2x2

4

)

I α ln x =
xα

Γ(α + 1)
[ln x + ψ(1)− ψ(α + 1)]

I α sinλ
√

x =
√

π

(
λ

2

)1/2−α

x(2α+1)/4 Jα+1/2

(
λ
√

x
)

D αxβ =
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
xβ−α

D αeλx = λα eλx γ(−α, λx)
Γ(−α)

= λα eλx

[
1− Γ(−α, λx)

Γ(−α)

]
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Вiдповiдi, вказiвки, розв’язки

I.1. x =
20
17

, y = −36
17

. I.2. x =
−b

a2 + b2
, y =

−a

a2 + b2
.

I.3. Дiйсного розв’язку немає. I.4.
2

(
a2 − b2

)

(a2 + b2)2
.

I.6. z1 = 0, z2 = 1, z3 = −1
2

+ i

√
3

2
, z4 = −1

2
− i

√
3

2
.

I.8. а) |z| = 5, ϕ = arctg
3
4
; б) |z| = 4, ϕ =

2
3
π;

в) |z| = 5
√

2, ϕ = arctg
1
7
− π.

I.9. а) |z| = 5, ϕ = − arctg
3
4
; б) |z| = 1, ϕ =

5
4

π.

I.11. x =
u2 − v2 − u

(1− u)2 + v2
, y =

v

(1− u)2 + v2
.

I.17. а) z + z̄ + i(z − z̄) = 0; б) z2 + z̄2 = 2a2.

I.18. а) zz̄ + z + z̄ = 0; б) Im z2 = 2; в) |z|+ Re z = 1.

I.21.
√

x + iy = ±(u + iv),

u =

√√
x2 + y2 + x

2
, v = sign(y)

√√
x2 + y2 − x

2
.

I.22. а) 2 (cos π + i sin π); б) 2
(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)
; в) 2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
.

I.23. а)
√

2(1− sin α)
[
cos

(π

4
+

α

2

)
+ i sin

(π

4
+

α

2

)]
; б) 1 ·(cos α+i sin α).

I.24. а) −219
(
1 + i

√
3
)
; б) 210 (1 + i); в) 1728, г) 1.

I.25. а) гiпербола xy = 1; б) гiпербола x2 − y2 = 1.
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I.26. а) коло x2 + (y + 1)2 = 1; б) коло
(

x +
1
3

2)
+

(
y − 4

3

2)
=

8
9
.

I.27. а) коло x2 + (y + 1)2 = 1; б) гiпербола xy = −1.

I.28. а) коло x2 + (y − 1)2 = 3; б) дiйсна вiсь.

I.29. гiпербола x2 − y2 =
1
2
.

I.30. а) коло (x + 1)2 +
(

y − 1
2

)2

=
9
4
; б) коло x2 + y2 = 1.

I.31. а) гiпербола
(

x− 1
2

)2

− y2 =
1
4
; б) парабола y2 = 2x + 1.

I.32. а) елiпс
x2

3
+

y2

4
= 1; б) гiпербола

(
y +

9
4

)2

(
3
4

)2 − x2

(
3
√

2
2

)2 = 1;

в) елiпс

(
x− 3

2

)

(
9
2

)2

2

+
y2

(
3
√

2
2

)2 = 1.

I.33.
√

3− i. I.34. ϕ =
3
4π

. I.35. −
√

2 + i7
√

2.

I.36. −3− i
√

3.

I.37. a) sin 3ϕ = 3 cos2 ϕ sin ϕ− sin3 ϕ; б) cos 3ϕ = cos3 ϕ−3 cos ϕ sin2 ϕ;

в) sin 4ϕ = 4 cos3 ϕ sin ϕ− 4 cos ϕ sin3 ϕ;

г) cos 4ϕ = cos4 ϕ− 6 cos2 ϕ sin2 ϕ + sin4 ϕ.

I.39. n = 4

I.42. а) w0 = −1; б) w0 = −3− 4i; в) w0 =
1
2
(1 + i);

г) w0 = −5 + 12i

13
.

I.43. а) u = 2x− 1, v = 2y; б) u = x2 − y2 + x, v = (2x + 1) y;

в) u =
x

x2 + y2
, v = − y

x2 + y2
.
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I.44. а) u = x + 2xy, v = y2 − x2 − y;

б) u =
y − (x2 + y2)(1− y)

2(x2 + y2)
, v =

x− (x2 + y2)x
2(x2 + y2)

.

I.45. а) u = e−x cos y, v = e−x sin y;
б) u = ex2−y2

cos 2xy, v = −ex2−y2
sin 2xy;

в) u = sin x ch y, v = cos x sh y;
г) u = chx cos(y − 1), v = sh x sin(y − 1).

I.46. а) u = sh x cos y, v = ch x sin y;

б) u =
sin x cosx

ch2y − sin2 x
, v =

sh y ch y

ch2y − sin2 x
;

в) u = cos x ch y, v = − sin x sh y.

I.47. а) u =
(1− y)(1 + x)− xy

(1 + x)2
+ y2, v =

x(1 + x) + y(1− y)
(1 + x)2 + y2

;

б) u =
x2 − y2

x2 + y2
, v = − 2xy

x2 + y2
.

I.48. а) e2

√
2

2
(1 + i); б) −i e2.

I.49. а) i sh 2; б) cos 1 ch 1 + i sin 1 ch 1; в) − sh 1.

I.50. а) лiнiя u = 4 cos ϕ (2 cos ϕ + 1)− 3, v = 4 sin ϕ (2 sin ϕ + 1);
б) круг |w| < 4; в) коло |w| = 4.

I.51. а) |z| = 3
4
, ϕ = −π

2
; б) |z| = 5

4
, ϕ = π.

I.52. |z| = ch 1, ϕ =
π

2
. I.53. |z| = π, ϕ = −π

2
.

I.54. |z| = cos2(ln 3), ϕ = 0. I.55. |z| = 0, ϕ — невизначений.

I.61. а) ±1± i√
2
; б) ± 1√

2
(1 + i); в)

1
2

(
±
√

3 + i
)
− i;

г) ±
(
cos

π

8
− i sin

π

8

)
, ±

(
cos

3
8
π + i sin

3
8
π

)
.

I.62. а) ±1, ±i;

б)
3
√

4
2

(1 + i),
6
√

2
(
− cos

π

12
+ i sin

π

12

)
, 6
√

2
(
sin

π

12
− i sin

π

12

)
; в) ±

(√
3− i

)
.
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I.63. а) 10
√

2 (cos 6◦ + i sin 6◦), 10
√

2 (cos 78◦ + i sin 78◦),

10
√

2 (cos 150◦ + i sin 150◦), 10
√

2 (cos 222◦ + i sin 222◦) ,

10
√

2 (cos 294◦ + i sin 294◦);

б) ± (1 + i)√
2

;

в) cos
5
18

π + i sin
5
18

π, cos
17
18

π + i sin
17
18

π,

cos
29
18

π + i sin
29
18

π.

I.64. а) 3− 4i, −3 + 4i;

б) 21/6
(
cos

π

12
+ i sin

π

12

)
= 2−4/3

[(√
3 + 1

)
+ i

(√
3− 1

)]
,

21/6

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
= 2−1/3 (−1 + i),

21/6

(
cos

17π

12
+ i sin

17π

12

)
= 2−4/3

[(
1−

√
3
)
− i

(
1 +

√
3
)]

.

I.65. а)
1
2

ln 2− 3
4
πi;

б) e(x2−y2) ln 2−4πxy
[
cos(2xy ln 2 + (x2 − y2)2πk) +

+ i sin(2xy ln 2 + (x2 − y2)2πk)
]
.

I.66. а) −i cthπ; б) 2kπ − i ln
(√

2− 1
)

, (2k + 1)π − i ln
(√

2 + 1
)
;

в) kπ + i
ln 2
2

(k = 0,±1,±2, . . .);

г)
(

2k +
1
2

)
π − i ln

(√
2 + 1

)
,

(
2k − 1

2

)
π − i ln

(√
2− 1

)
.

I.67. а) 1 + 2kπi, k = 0,±1,±2, . . . ; б)
(

2k +
1
2

)
πi; в)

(
2k − 1

2

)
πi;

г) ln
√

2 +
(

2k − 3
4

)
πi.

I.68. а) ln
√

13 +
(

2kπ − arctg
2
3

)
i;

б) −
(

2k +
1
2

)
π + 2mπi (k, m = 0,±1, . . .); в)

(
4
3

+ 2k

)
iπ.
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I.69. а) e−(2k+ 1
2 )π; б) e(2k+ 1

2 )π; в) e−2kπ; г) e
√

2 (2k+1)πi.

I.70. а) e−(4k+ 1
2 )π; б) e(i−1)(2k+ 1

6 )π; в) 23/2 e3(2kπ−π
4 )−3(π

4 +ln
√

2−2kπ)i.

I.71. а) |z| = e−2kπ, ϕ = ln 10 + 2mπ (k,m = 0,±1,±2, . . .);
б) |z| = 92kπ, ϕ = − ln 3 + 2mπ (k,m = 0,±1,±2, . . .).

I.72. а) zk = (2k + 1)π ± i ln 2 (k = 0,±1, . . .);

б) z2k = 2kπ − i ln
(√

π2 + 1− π
)
,

z2k+1 = (2k + 1)π − i ln
(√

π2 + 1 + π
)

(k = 0,±1,±2, . . .);

в) z =
1

Ln(1− i)− 1
.

I.73. а) z = 1− i; б) z = i− e.

I.74. а) zk =
(

2k − 1
2

)
π (k = 0,±1,±2, . . .);

б) z2k = 2kπi, z2k+1 = (2k + 1)πi + ln 3 (k = 0,±1,±2, . . .);

в) zk = − ln
(
1 +

√
2
)
−

(
2k +

1
2

)
πi, zk = − ln

(√
2− 1

)
−

(
2k − 1

2

)

(k = 0,±1,±2, . . .).

I.75. а)zk =− i

2
ln

(
1 +

√
2
)

+
(

1
4

+ k

)
π, zk =− i

2
ln

(√
2− 1

)
+

(
k − 1

4

)
π;

б) zk =− i

2
ln

cos b

1 + sin b
+

π

2

(
2k +

1
2

)
, sin b 6= −1.

I.76. а) безлiч; б) тiльки одна гiлка k = 0.

I.77. а) z = ±1; б) z = −1
2
± i

√
3

2
— усi точки розгалуження алґебраї-

чнi.

I.78. а) z = ±i, ∞; б) z = 1, −1
2
± i

√
3

2
— логарифмiчнi точки розга-

луження.

I.79. а) z = −1, ∞ — логарифмiчнi точки розгалуження;

б) z = −1
2
± i

√
3

2
— алґебраїчнi точки розгалуження.

I.80. z = 0, −1 — логарифмiчнi точки розгалуження.
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I.85. а) Arc sec z = −i Ln

(
1
z
± i

√
1− 1

z2

)
;

б) Arc cosec z = −i Ln

(
i

z
±

√
1− 1

z2

)
.

I.86. а) Ar sech z = Ln

(
1
z
±

√
1
z2
− 1

)
;

б) Ar cosech z = Ln

(
1
z
±

√
1
z2

+ 1

)
.

I.88. Значення оберненого гiпербо-
лiчного синуса ar sh y дорiв-
нює площi, заштрихованiй на
рисунку (крива — це пра-
ва гiлка одиничної гiперболи
x2 − y2 = 1).

I.89. а) неаналiтична; б) аналiтична; в) неаналiтична; г) аналiтична.

I.90. а) неаналiтична; б) аналiтична; в) аналiтична; г) неаналiтична.

I.91. а) неаналiтична; б) неаналiтична; в) неаналiтична.

I.92. а) неаналiтична; б) аналiтична.

I.93. f(z) =
1
z
. I.94. f(z) = ln z. I.95. f(z) = z2 + 2z.

I.96. f(z) = 2 sh z − z2. I.97. f(z) = 2 sin z − z.

I.98. f(z) = 4 ch z + z2 − 1. I.99. f(z) = 2 cos 2z + z.

I.100. f(z) = 2i(cos z − 1)− iz2 + 2. I.101. f(z) = ez + z2 + 3z − 1.

I.102. f(z) = 3iz + z2. I.103. f(z) = ez + z2 + 5z + 9.

I.108. а) може бути; б) нi; в) може бути.

I.109. а) нi; б) нi. I.110. a + c = 0.

I.111. а) неспряженi; б) спряженi.

I.112. а) неспряженi; б) спряженi.

I.116. −π

2
. I.117.

1
4

(
e2 − 1

)
(1 + i). I.118. 0.
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I.119. 0. I.120. (i− 1)ei. I.121. −1.

I.122.
3
5
(i− 1). I.123. а), б) e cos 1− 1 + ie sin 1.

I.124. ln
√

sh2 1 + cos2 1 + i arctg(tg 1 th 1).

I.125. а) 1; б) 1 +
i

3
; в) 1− i

3
. I.126. −(1 + i sh 1).

I.127. −
(

tg 1 +
1
2

tg2 1 +
1
2

th2 1
)

+ i th 1.

I.128. а) e
(
2e−i

)− 1; б) e−i(e− 2) + 1.

I.129. а)
1
4

(
1
2

+ i

√
3

2

)
(e− 1); б)

1
4

(
e−1/2 + i

√
3

2
− 1

)(
1
2
− i

√
3

2

)
;

в)

(
1
2

+ i

√
3

2

)
(1− ln 2).

I.130. −4
3
. I.131.

i

2

(
1 +

sh 2
2

)
. I.132.

3
5
(i− 1).

I.133. −2(1 + i). I.134. iπ. I.135. −7e−2 + (3− 2i)ei.

I.136. cos 1− sin 1 +
i

e
. I.137. 1− cos 1 + i(sin 1− 1).

I.138.
1
4
[1− cos(2 + 2i)]. I.139. 0. I.140. −4 + 2πi.

I.141. а) 2πi; б) −2πi. I.142. а) 2(i− 1); б) 2
√

2i.

I.143. 2
√

2− 4 + 2i
√

2. I.144.−1
8

(
π2

4
+ 3 ln2 2

)
+ i

π

8
ln 2.

I.145. а) −π2

8
; б)

1
2
(1 + πi). I.146.

√
2 sh 1 + i

(√
2 sh 1− 2

√
sin 1

)
.

I.147.
4
5

4
√

2
[(

2 +
√

2
)

i +
√

2
]
. I.148. ln

(√
2− 1

)
+
√

2− π

2
.

I.149.
1
2

+ 2πi. I.150.
1
2e

[
e2 − 5− 4π2(e2 − 1) + 8πi(e− 1)

]
.

I.151. −πi. I.152. 2πi. I.153.−π(π + 2)
√

2
8

i.

I.154. −πi

27
. I.155. 0. I.156. πi.
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I.157. πe−1. I.158.
π

2
i. I.159. π sh 1.

I.160. 0. I.161. π3i. I.162. −π2

2
sh 1.

I.163. 0. I.164. −2πi. I.165.
−(1 + i)

2
eiπ.

I.166.
2
3

πi chπ. I.167. 0. I.168. − π

45
i.

I.169. π. I.170. 0. I.171.
π√
2

i.

I.172.
π

2
(πi− 1).

I.173. а) 0, б) (−1)n−1 2πi(2n− 2)!
[(n− 1)!]2(a− b)2n−1

, в) 0.

I.174. 2π sh 1. I.175. −πi

4
. I.176. −πie.

I.177. 0. I.178. −πi ch 1. I.179. 0.
I.180. а) R = 1; б) R = 1. I.181. а) R =

√
2; б) R = ∞.

I.182. а) R = 1; б) R = ∞. I.183. а) R = 1; б) R = 1.

I.184. а) R = 1; б) R = ∞. I.185. а) R = 1; б) R = e−1.

I.186. а) − sin 1 + 2(z + 1) cos 1 +
22

2!
(z + 1)2 sin 1− 23

3!
(z + 1)3 cos 1− . . .,

R = ∞;

б)
1√
2

[
1 +

(
z +

π

4

)
− 1

2!

(
z +

π

4

)2

− 1
3!

(
z +

π

4

)3

+ . . .

]
, R = ∞;

в)
√

e

[
1 +

1
2
(2z − 1) +

1
2! 22

(2z − 1)2 +
1

3! 23
(2z − 1)3 + . . .

]
, R = ∞.

I.187. а) −1
5

[
1 +

1
5
(z + 2) +

32

52
(z + 2)2 +

33

53
(z + 2)3 + . . .

]
, R =

5
3
;

б) − 1
5
− 9

25
z − 41

125
z2 − . . ., R = 1;

в) − iz + z3 + iz5 − z7 − . . ., R = 1.

I.188. а) 1 +
1
2

(
z2

2!
+

z4

4!
+ . . .

)
, R = ∞;

б) ln 2− 1
2

(
z

2
+

z2

2 · 4 +
z3

3 · 8 + . . .

)
, R = 2;
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в)
1
2

(
z2

2!
+

z4

4!
+

z6

6!
+ . . .

)
, R = ∞.

I.189. а) S(z) =
πz3

6
− π3z7

336
+

π5z11

42240
∓ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n(π/2)2n+1

(2n + 1)! (4n + 3)
z4n+3;

б) C(z) = z − π2z5

40
+

π4z9

3456
− π6z13

599040
± . . . =

∞∑
n=0

(−1)n(π/2)2n

(2n)! (4n + 1)
z4n+1.

I.190. а)
1
2
− 1

22
z +

1
3! 23

z3 +
3

5! 25
z5 + . . ., R = π;

б)
1
2
− 1

22
z +

1
2! 22

z2 − 1
3! 23

z3 ± . . ., R =
√

ln2(2−
√

3) + π2;

в)
1
6

+
1
62

z − 1
2! 63

z2 +
1

3! 63
z3 + . . ., R =

√
ln2 5 + π2.

I.191. а) ln 2− 1
2

z +
1

2! 22
z2 − 1

4! 23
z4 + . . ., R = π;

б) − 1
2!

z2 − 2
4!

z4 − 16
6!

z6 + . . ., R =
π

2
;

в) ln 2− z2

4
− z4

4! 4
− z6

6! 2
+ . . ., R = π.

I.192. а) 1 +
z

2
− z2

12
+ . . ., R = 1;

б) e

(
1 + z +

3
2!

z2 +
13
3!

z3 + . . .

)
, R = 1;

в) ln 2 +
z

2
− 5z2

2 · 4 +
7z3

3 · 8 − . . ., R = 1.

I.193. arsh z = z − 1 · z3

2 · 3 +
1 · 3 · z5

2 · 4 · 5 − 1 · 3 · 5 · z7

2 · 4 · 6 · 7 +
1 · 3 · 5 · 7z9

2 · 4 · 6 · 8 · 9 ∓ . . . .

I.194. Отримати тотожнiсть
t

et − 1
= t cth

t

2
− −t

e−t − 1
i скористатися

означенням чисел Бернуллi. Остаточно

cth z =
∞∑

n=0

22nB2n

(2n)!
z2n−1.
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I.195.
z + 1
z − 3

,

∣∣∣∣
z + 1
z − 1

∣∣∣∣ < 2. I.196.
2(z − 1)(z + i)
[z − (2 + i)]2

,

∣∣∣∣
z + i

z − 1

∣∣∣∣ < 2.

I.197. 1 + z + 2z2 + 3z3 + 5z4 + 8z5 + 13z6 + 21z7 + 34z8 + 55z9 + . . .,

коефiцiєнти ряду є так званими числами Фiбоначчi:

Fn = Fn−1 + Fn−2, F0 = F1 = 1.

I.198.
1
z
− z

3!
+

z3

5!
− z5

7!
± . . . =

∞∑
n=0

(−1)n z2n−1

(2n + 1)!
.

I.199.
2
2!

z − 8
4!

z3 +
32
6!

z5 ∓ . . . =
∞∑

n=0

(−1)n 22n+1 z2n+1

(2n + 2)!
.

I.200.
1
z

+ 1 +
z

2!
+

z2

3!
+ . . . =

∞∑
n=0

zn−1

n!
.

I.201. z3 + z2 +
z

2!
+

1
3!

+
1

4!z
+ . . . =

∞∑
n=0

z3−n

n!
.

I.202. z4 − z2

2!
+

1
4!
− 1

6!z2
+ . . . =

∞∑
n=0

(−1)n z4−2n

(2n)!
.

I.203.
42

2!2z3
− 44

4!2z5
+

46

6!2z7
± . . . =

∞∑
n=1

(−1)n+1 42n

(2n)! 2 z2n+1
.

I.204.
1
2!
− z2

4!
+

z4

6!
− z6

8!
± . . . =

∞∑
n=0

(−1)n z2n

(2n + 2)!
.

I.205.
1
z2
− 1

2! z
+

1
3!
− z

4!
± . . . =

∞∑
n=1

(−1)n+1 zn−3

n!
.

I.206. 1 +
z

2!
+

z2

3!
+

z3

4!
+ . . . =

∞∑
n=1

zn−1

n!
.

I.207.
2
z4
− 1

2! z2
+

1
4!
− z2

6!
± . . . =

∞∑
n=0

(−1)n z2n−4

(2n)!
.

I.208. a)
∞∑

n=1

2n−1

zn
− 1

3

∞∑
n=0

(z

3

)n

; б)
∞∑

n=1

3n−1 − 2n−1

zn
.

I.209. а)
1
z
−

∞∑
n=0

(−1)nzn; б)
∞∑

n=0

(−1)n

zn+2
.
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I.210. а) не розкладається; б)
1
5

(
22 + 1

z3
− 23 + 2

z4
+

24 − 1
z5

∓ . . .

)
.

I.211.
∞∑

n=1

(−1)n−1

zn
+

∞∑
n=0

(−1)n

2n+1
zn. I.212.

∞∑
n=1

1
(z + 2)n −

∞∑
n=0

(z + 2)2

3n+1
.

I.213. не розкладається. I.214.
1

z − 1
+ 5

∞∑
n=2

2n−2

(z − 1)n .

I.215. z +
∞∑

n=0

(n + 2) 4n+1

z2n+1
. I.216.− 1

12

∞∑
n=0

z2n+1

4n
− 1

3

∞∑
n=1

1
z2n−1

.

I.217. − i

2(z − i)
+

1
4

∞∑
n=0

(−1)n

(2i)n
(z − i)n.

I.218.
−1∑

n=−∞

(−1)n+1

3
zn +

+∞∑
n=0

−1
3 · 2n+1

zn.

I.219.
−1∑

n=−∞

2
3

zn +
1
6

+
5
12

z +
7
24

z2 +
+∞∑
n=0

(−1)n−1 · 17
3 · 2n+1

zn.

I.220.
−1∑

n=−∞

(−1)n−1

5
z2n +

−1∑
n=−∞

2(−1)n−1

5
z2n+1

+∞∑
n=0

(−1)n−1

5 · 2n
zn.

I.221.
−1∑

n=−∞

(−1)n

5
z2n +

+∞∑
n=0

−1
5 · 4n+1

z2n.

I.222.
−1∑

n=−∞

(−1)n−1

9
(z − 1)n +

+∞∑
n=0

3n + 5
9 · 2n+2

(z − 1)n.

I.223.
−2∑

n=−∞

(n + 1)(−1)n

9
(z − 1)n +

+∞∑
n=0

(−1)n − 2n+1

27 · 22n+3
(z − 1)n.

I.224.
−1∑

n=−∞

1 + (−1)n4−n−1

5
z2n.

I.225. а)
∞∑

n=1

[
n− (−1)n

2n

]
zn−1; б)

∞∑
n=1

n

zn+1
+

∞∑
n=1

(−1)n

2n+1
zn;

в)
1
z

+
∞∑

n=1

n + (−2)n

zn+1
.
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I.226. а)
1
9

[ ∞∑
n=1

1
z2n−1

+
∞∑

n=0

3n + 7
4n+2

z2n+1

]
; б)

1
9

∞∑
n=2

1 + (3n− 7)4n−2

z2n−1
.

I.227.
1
3
(z + 1)−1 − 8

9
+

19
17

(z + 1)−
∞∑

n=2

8
3n+2

(z + 1)n.

I.228. а) z = 0 — нуль другого порядку, z1,2 = ±2i — простi нулi;
б) zn = nπ (n = ±1,±2, . . .) — простi нулi;
в) z = 0 — нуль третього порядку, zn = nπ (n = ±1,±2, . . .) —
простi нулi.

I.229. а) z = 0 — простий нуль, zn = nπi (n = ±1,±2, . . .) — нулi другого
порядку;
б) zn = (2n + 1)πi (n = 0,±1,±2, . . .) — нулi другого порядку;
в) zn = (4n + 1)

π

2
i (n = 0,±1,±2, . . .) — нулi другого порядку.

I.230. а) нуль другого порядку; б) нуль третього порядку;
в) простий нуль.

I.231. а) нуль четвертого порядку; б) простий нуль;
в) нуль другого порядку.

I.232. а) нуль четвертого порядку; б) нуль п’ятнадцятотого порядку.

I.233. а) полюс третього порядку; б) полюс четвертого порядку.

I.234. а) полюс другого порядку; б) усувна особлива точка.

I.235. а) простий полюс; б) полюс другого порядку.

I.236. а) усувна особлива точка; б) усувна особлива точка.

I.237. а) zn = (4n + 1)
π

2
, (n = 0,±1,±2, . . .) — полюси другого порядку;

б) z = 0 — усувна особлива точка.

I.238. а) z = −2 — суттєво особлива точка;
б) z = 0 — суттєво особлива точка.

I.239. а) z = 0 — полюс другого порядку,
z = −1 — полюс другого порядку;

б) z = 0 — полюс другого порядку,
z = 2nπi (n = ±1,±2, . . .) — простi полюси.

I.240. а) z = 0 — суттєво особлива точка;
б) z = −1 — суттєво особлива точка;
в) z = 0 — суттєво особлива точка.
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I.241. а) z = 0 — усувна особлива точка,
z = 2πk (k = ±1,±2, . . .) — полюси другого порядку;

б) z =
π

2
+ 2kπ (k = 0,±1,±2, . . .) — усувнi особливi точки,

z = −π

2
+ 2kπ (k = 0,±1,±2, . . .) — простi полюси;

в) z = kπ (k = 0,±1,±2, . . .) — полюси другого порядку.

I.242. а) усувна особлива точка; б) простий полюс.

I.243. а) простий полюс; б) усувна особлива точка.

I.244. а) суттєво особлива точка;
б) z = 0 — полюс четвертого порядку, z = −1 — простий полюс.

I.245. а) усувна особлива точка; б) усувна особлива точка.

I.246. а) простий полюс; б) усувна особлива точка.

I.247. а) суттєво особлива точка; б) полюс третього порядку;
в) простий полюс.

I.248. а) простий полюс; б) суттєво особлива точка.

I.249. а) суттєво особлива точка; б) суттєво особлива точка;
в) полюс п’ятого порядку.

I.250. а) суттєво особлива точка; б) суттєво особлива точка.

I.251. а) полюс другого порядку; б) усувна особлива точка.

I.253. а) −16
3
; б)

1
4
. I.254. а) −1; б) 0.

I.255. а) res f(0) = 0, res f
(π

4

)
=

4
π
, res f

(π

2
+ πn

)
=

−8
π2(2n + 1)(4n + 1)

(∀n ∈ Z);

б) res f(0) =
1
24

;

в) res f(−i) = −1 + 3i

20
cos 1; res f(i) = −1− 3i

20
cos 1;

res f(3) =
ch 3
10

.

I.256. а) res f
(
±π

6
+ πn

)
= ∓ 2√

3
e±

π
6 +πn (∀n ∈ Z);

б) res f(0) = −π

2
, res f(1) = e; в) res f(−1) =

1
27

, res f(2) = − 1
27

.
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I.257. а) res f(0) = 0, res f(z1) = −1 + i

4
√

2
ei, res f(z2) =

(1− i)e−1

4
√

2
,

res f(z3) =
(1 + i)
4
√

2
, res f(z4) = − (1− i)e−i

4
√

2
,

де zk(k = 1, 2, 3, 4) — коренi рiвняння z4 + 1 = 0;

б) res f(0) = −1
6
; в) res f(0) = 0.

I.258. а) res f(−i) = i
4
9

sh 2, res f

(
i

2

)
= −4

9
(
e + 2e−1

)
i;

б) res f(0) = −1
6
, res f(3) =

2
27

sin2

(
3
2

)
;

в) res f(0) = 0.

I.259. а) res f(−3) =
1
8

e−3i, res f(−1) = −e−i

4
, res f(1) =

ei

8
;

б) res f(0) = − 4
π2

, res f
(π

2

)
= 0.

в) res f(i) = −1.

I.260. а) res f(πn) = 0 (∀n ∈ Z);

б) res f(0) = −
∞∑

n=1

1
(2n− 1)! (2n)!

.

I.261. а) res f(0) = sin 1, res f(1) = − sin 1;

б) res f(ia) =
e−a

2ia
, res f(−ia) = − ea

2ia
.

I.262. а) res f(0) = 1− e−1, res f(−1) = e−1;

б) res f(0) =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)! (2n + 1)!

I.263. а) res f(0) =
∞∑

n=1

1
(n− 1)! n!

; б) res f(1) = e.

I.264. а) res f(2nπi) = 1 + 2nπi (∀n ∈ Z);

б) res f(4i) =
sh 2π

8(4i− 1)
, res f(−4i) = − sh 2π

8(4i + 1)
;

в) res f(0) =
1
n!
.
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I.265. а) res f(±1) = ±1
2
; б) res f(1) = e; в) res f(1) =

3
2
.

I.266. а) res f(±i) = ∓ 3i

16
; б) res f(1) = 0;

в) res f(n) =
(−1)n

π
(∀n ∈ Z).

I.267. а) res f(1) = −1
2
, res f(±i) =

1
4
;

б) res f

([
n +

1
2

]
πi

)
= 1 (∀n ∈ Z); в) res f(n) =

1
π

(∀n ∈ Z).

I.268. а) res f(πi) = − 1
5!

= − 1
120

; б) res f(0) = − i

2
, res f(2) = 1 +

i

2
.

I.269. res f(1) = −2 e2πika.

I.270. а) 0; б)
(
1− 2e−1

)
πi;

I.271. а) 2
(
1− e−1

)
πi; б) −1

3
πi.

I.272. а) 0; б) − 4
3 ln 3πi;

I.273. а) 2πi; б) [cos 1 + sin 1 + i (sin 1− cos 1)]
π

2
.

I.274. а) πi; б) 0; I.275. а) 2πi
e2

3
; б) 0.

I.276. а) −π2i; б) 2πi. I.277. а) 0; б) 3πi;

I.278. а)
sin 1− 4 sin 1

12
πi; б) − πi√

2
.

I.279. а) −πi

2
; б) −16

3
πi. I.280. а) −2πi

2
; б) −2πi cos 1.

I.281. а) 4πi(cos 1− sin 1; б) −2πi.

I.282. а) −πi(cos 1 + 2 sin 1; б)
π

2
(i− 1) sin 1.

I.283. а)
π(π + 2i)

4
; б)

2πi

(m + 1)!
. I.284.

i− 3
10

.

I.285.
2
5

π(1− 2i).

I.286. −2πi для гiлки Ln(z − 2)
∣∣∣
z=1

= −πi; 0 — для всiх iнших гiлок.
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I.287. 0 для гiлки
√

z
∣∣∣
z=1

= 1; −4πie для гiлки
√

z
∣∣∣
z=1

= −1.

I.288. Вказiвка: застосувати безпосередню формулу для обчислення кое-
фiцiєнтiв ряду Лорана.

cosec z =
1

sin z
=

∞∑
n=−∞

[
C

(0)
2n−1 −

2
π2n

]
z2n−1,

де C
(0)
2n−1 — коефiцiєнти розкладу в кiльцi 0 < |z| < π:

C
(0)
2n−1 =





0 , n < 0

(−1)n−1 2 (22n−1 − 1)B2n

(2n)!
, n ≥ 0

.

I.289. а) z = ∞ — простий полюс;
б) z = ∞ — усувна особлива точка;
в) z = ∞ — суттєво особлива точка.

I.290. а) z = ∞ — усувна особлива точка;
б) z = ∞ — полюс третього порядку;
в) z = ∞ — усувна особлива точка.

I.291. а) z = ∞ — усувна особлива точка;
б) z = ∞ — полюс четвертого порядку;
в) z = ∞ — суттєво особлива точка.

I.292. а) z = ∞ — полюс четвертого порядку;
б) z = ∞ — суттєво особлива точка;
в) z = ∞ — суттєво особлива точка.

I.293. а) z = ∞ — полюс другого порядку;
б) z = ∞ — усувна особлива точка;
в) z = ∞ — усувна особлива точка.

I.294. а) res f(∞) = − sin ia

a
; б) res f(∞) =

{ −1, n = 1
0, n 6= 1

.

I.295. а) res f(∞) = −e−1; б) res f(∞) = eb − ea.

I.296. 2πi. I.297. 0. I.298. −π

3
i.

I.299. 0. I.300. 2πie. I.301. 2πi.
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I.302. а)
π√
2
; б)

π

ab(a + b)
; в)

3
8
π.

I.303. а) − π

27
; б)

π

2 (b2 − a2)3

(
5b2 − a2

b3
+

b2 − 5a2

a3

)
; в)

2
3
π.

I.304. а)
2
3
π; б)

π

2
; в)

π

16a3/2 b5/2
.

I.305. а)
π

3
e−3 (cos 1− 3 sin 1); б)

π

2
e−4 (2 cos 2 + sin 2); в)

π

12
e−2 (2e− 1).

I.306. а)
π

3
e−3; б)

π

2
√

2
e−a/

√
2

(
cos

a√
2

+ sin
a√
2

)
; в)

π

2a
e−a.

I.307. а) 0; б)
π

4
(2− a)e−a; в)

π

16

(
e−λ − 1

3
e−3λ

)
.

I.308. а)
2π

1− p2
; б)

2π

p2 (p2 − 1)
. I.309. 0.

I.310. а)
2π√

a2 − 1
; б)

2π

b2

(
a−

√
a2 − b2

)
. I.311.

2π√
1− a2

.

I.312. а)
π

2
; б)

π

2
(
1− e−1

)
; в)

b− a

2
π.

I.313.
1
b

ln
√

a2 + b2 arctg
b

a
. I.314.

π

8
.

I.315.
π

2b2
e−ab/

√
2 sin

ab√
2
. I.316.

π

2
e−(ac+b/c).

I.317.
π

c
eac sin ab. I.318.

π

b3

e−ab2

2
√

2
. I.319. а) 0; б)

π3

8
.

I.320. а)
1
2

√
π

2
; б)

1
2

√
π

2
; в)

√
π

2
. I.321.

π

sin πa
.

I.322. w =
2
z
− 1.
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I.323. w =
z(i− 1)

z(i + 1)− 2
.

I.324. w =
16z

z + 9i
.

I.325. w =
4z + 10
3z + 5

.

I.326. w =
1√
2

(1 + i)
2z − (

1−√2 + i
)

2− z
(
1−√2− i

) .
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I.327. w =
√

1 + z2, тут мається на увазi, що arg
√

1 + z2 =
1
2

arg(1+z2).

I.328. w =
(1 + z)2 − (1− z)2

(1 + z)2 + (1− z)2
.

I.329. w = − (1− i
√

z)2 + i(1 +
√

z)2

(1 + i
√

z)2 + i(1− i
√

z)2
, тут мається на увазi, що

arg
√

z =
1
2

arg z.

II.1. а)
p2 + 2

p (p2 + 4)
; б)

6
(p2 + 1) (p2 + 9)

; в)
2ωp

(p2 + ω2)2
.

II.2. а)
p4 + 16p2 + 24

p (p2 + 4) (p2 + 16)
; б)

p2 − ω2

(p2 + ω2)2
; в)

1
(p− 1)2

.

II.3. а)
2p3 − 6p

(p2 + 1)3
; б)

2
(
p2 + p + 1

)

(p2 − 1)2
.
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II.4. а)
2p2 + 4p + 8

(p2 + 4)2
; б)

6p

(p2 − 1)2
.

II.5. а)
1

p (p2 + 1)
; б)

p3 + p2 + pω2 − ω2

p (p2 + ω2)2
.

II.6. а)
4

(p2 − 4)2
; б)

p2 + 2ω2

p2 (p2 + 4ω2)
.

II.7. а)
1

p2 − ω2
; б)

2
p (p + 1)3

.

II.8. а) ln
p

p− 1
; б) ln

p + 1
p

; в)
1
2

ln

√
p2 + 4
p

.

II.9. а) ln

√
p2 + 1
p

; б)
1
2

ln
p2 + 4
p2 + 1

.

II.10. а) ln
p

p− 1
− 1

p
; б) ln

p + 1
p− 1

.

II.11. а)
1

(p− 1) (p2 + 1)
; б)

p

(p− 2) (p2 + 1)
.

II.12. а)
2

p2 (p2 − 1)
; б)

p

p3(p + 2)
.

II.13. а) e−2t sin t; б)
1
2

(
e−t − e−3t

)
.

II.14. а) (1− t)e−t; б) 1− e−t − te−t.

II.15. а)
2
√

3
9

e
t
2 sin

3
√

3
2

t; б) t− sin t.

II.16. а) e−t
(
1− t2

)
; б)

1
3
et/2

(
cos

√
3

2
t +

√
3 sin

√
3

2
t

)
− 1

3
e−t.

II.17. а)
3
5

+
e−2t

5
(4 sin t− 3 cos t); б)

1
9

(
e−2t − et + 3tet

)
.

II.18. а)
1
3
tet − 1

3
te−t/2

(
cos

√
3

2
t +

√
3 sin

√
3

2
t

)
;

б) (t− 3) e−(t−3)θ(t− 3), тут θ(t) — функцiя Гевiсайда (II.5-11).

II.19. а) θ(t− 1) sh(t− 1) + θ(t− 2) ch 2(t− 2);

б) θ

(
t− 1

2

) [
1
4
− 1

5
e−(t− 1

2 ) − 1
20

cos 2
(

t− 1
2

)
− 1

10
sin 2

(
t− 1

2

)]
.
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II.20. ϕ(x) : Φ(p) =
F (p)

1− K̃(p)
, де f(x) : F (p), K(x) : K̃(p).

II.22. LB [f(t); p ] =
√

π

b
ep2/4b II.23. LB [f(t); p ] = −

√
π

b3/2
p ep2/4b.

II.24. F (p, q) =
p + q

(1 + p2)(1 + q2)
II.25. F (p, q) =

a

apq + q2

II.26.
√

π

2
e−a|k|

a
.

II.27. i

√
π

2
1
2a

[
ch(a|k − 1|)− ch(a|k + 1|) + sh(a|k + 1|)− sh(a|k − 1|)

]
.

II.28. −
√

2π e−|k|/
√

2

[
sin

|k|√
2
− cos

|k|√
2

]
, якщо k 6= 0, i

√
π

2
для k = 0.

II.29. i

√
2
π

arctg k. II.30.
1√
2π

1
k2

[
e−ik(1 + ik)− 1

]
.

II.31.

√
2
π

1
1 + ω2

. II.32. e−ω2/2.

II.33.
√

π

2
sin kπ

1− k2
, значення в точцi k = 1 можна доозначити як границю

виразу при k → 1.

II.34.
4πA

k2 + α2
.

II.35.
4πq

k2
. Вказiвка: розглянути функцiю

e−εr

r
, ε > 0 (див. задачу

II.34) i в результатi перейти до границi ε → +0.

II.36.
4πΦ0

k3
(sin ka− ka cos ka) . II.37.

1
2n/2

e−|k|
2/4.

II.38. ϕ(x) =
1√
2π

∞∫

−∞

f(q) eiqx dq

1−K(q)
, де f(q),K(q) — фур’є-образи функцiй

f(x),K(x) вiдповiдно.

II.39. F2(r) = 1 +
V

N

4π

r

∞∫

0

(Sk − 1)k sin kr dk,

функцiя F2(r) залежить лише вiд модуля радiус вектора.
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II.40. а) ikEkω = 4πρkω; б) kBkω = 0; в) i[k×Ekω] = i
ω

c
Bkω;

г) i[k×Bkω] = −i
ω

c
Bkω +

4π

c
jkω.

Тут [a× b] означає векторний добуток векторiв a i b.

II.42. Вказiвка: Розглянути iнтеґрал
∮

C

f(z) dz

z − x0
i врахувати, що єдина осо-

бливiсть пiдiнтеґральної функцiї знаходиться на дiйснiй осi.

II.44. x(t) =
e−2t − cos t + 2 sin t

5
. II.45. x(t) = −1.

II.46. x(t) = t. II.47. x(t) =
1
4
et +

5
12

e−3t − 2
3
.

II.48. x(t) =
1
8

(
3et − e−3t − 2e−t

)
.

II.49. x(t) =
2
25

e−2t − 2
25

cos t +
14
25

sin t− 1
5
t sin t− 2

5
t cos t.

II.50. x(t) =
1
2

(
e−t − te−t − cos t

)
.

II.51. x(t) =
1
2
et − t− 1 +

1
2

(cos t + sin t).

II.52. x(t) =
1
6
t3 − 1

2
t2 + 2t− 4 + e−t.

II.53. x(t) =
1
2

(cos t + ch t)− t− 1. II.54. x(t) = ch t− 1
2
t2 − 1.

II.55. x(t) = 2 + t− 1
2

cos t +
1
2
tet − 3

2
et.

II.56. x(t) = 1− 22
25

e−t − 6
5
te−t − 3

25
cos 2t +

4
25

sin 2t.

II.57. x(t) =
t

4
sin 2t +

1
12

(cos 2t− cos 4t).

II.58. x(t) = 2t− 3 + 3e−t − 1
5

(
sin 2t− 2 cos 2t + 2e−t

)
.

II.59. x(t) =
γ

2
t2 + (1− γ)t + (γ − 1) +

(
1
2
− γ

)
e−t +

1
2

(cos t− sin t).

II.60. x(t) = 1− e−t

(
t2

2
+ t + 1

)
.

II.61. x(t) =
1
6
t2 − 4

9
t +

35
54
− e−t +

1
2
e−2t − 4

27
e−3t.
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II.62. x(t) =
83
80

ch 2t− 1
10

cos t +
1
16

cos 2t.

II.63. x(t) =
1
6
t2 − 4

9
t +

35
54
− e−t − 1

2
e−2t − 4

27
e−3t.

II.64. x(t) = C1t
2e−t + x(0)e−t, C1 = const.

II.65. x(t) = C1 = const. II.66. x(t) = e−t.

II.67. x(t) = −1. II.68. x(t) = et.

II.71.
+∞∑

n=−∞

1
k

δ

(
x− πn

k

)
. II.72. A =

1
a
√

π
. II.73. A =

a

π
.

II.75.
∞∫

−∞
|f(t)|2 dt =

1
π

∫ ∞

−∞
|F (ω)|2 dω — теорема Парсеваля.

II.76. δ(x, y, z) = δ(x)δ(y)δ(z); δ(r, θ, ϕ) =
1

2πr2
δ(r).

II.77.
1
π

,
1
2π

, 0. II.78. ch 1. II.79. − 1
π
.

II.80. −1. II.81. −e.

II.82. −i
π

2
cth

ap

2
.

Вказiвка: Розкласти f(x) на простi дроби i застосувати формулу
Сохоцького.

II.83. θω =
1
iω

.

II.84. Рiвняння Пуассона у Фур’є-зображеннi має вигляд:−k2ϕk = −4πρk.

ϕ(r) =
1

(2π)3

∫
dkϕkeikr.

Переходячи в iнтеґралi до сферичних координат, остаточно отри-
маємо

ϕ(r) =
∫

ρ(r′) dr′

|r− r′| .

II.86.
d |x|
dx

= θ(x),
d2|x|
dx2

= δ(x).

II.88. L [δ(x)] = 1. II.93. θ(x) cos x. II.94. δ(x)− θ(x) sin x.
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II.95.
π4

90
. II.96.

π

a shπa
. II.97.

π6

945
.

II.98.
π2

8
. II.99.

π

a shπa
.

II.100.
π

a3
√

2
sh(πa

√
2) + sin(πa

√
2)

ch(πa
√

2) + cos(πa
√

2)
. II.101.

1
16

(π2 − 4).

II.102.
π

b(a2 + b2)2
[
2ab ctg πa + (a2 − b2) cth πb + πb(a2 + b2) cosec2 πa

]
.

II.103. 10− π2. II.104.
π

4
.

II.105. − 1
a2t2

+
π

2at(a2 − t2)
[a cthπt− t cthπa].

II.106.
π4

90
− π2t2

12
+

πt3

12
− t4

48
, 0 ≤ t ≤ 2π. II.107.

1
2
(π − t), 0 ≤ t ≤ 2π.

II.108.
1
12

(2π2t− 3πt2 + t3), 0 ≤ t ≤ 2π. II.109.
π2 ctg πa

sin πa
.

II.110.
1

4a4

(
π2a2 chπa

sh2 πa
+

πa

shπa
− 2

)
.

III.1. uξη − 1
16

(uξ − uη) = 0, ξ = x− y, η = 3x + y.

III.2. uξξ + uηη + uξ = 0, ξ = x, η = 3x + y.

III.3. uηη + uξ = 0, ξ = x− 2y, η = x.

III.4. uξη +
1

6(ξ + η)
(uξ + uη) = 0, ξ =

2
3
x3/2 + y, η =

2
3
x3/2 − y.

x > 0; uξξ + uηη +
1
3ξ

uξ = 0, ξ =
2
3
(−x)3/2, η = y, x < 0.

III.5. uξη +
1

2(ξ − η)
(uξ − uη) = 0, ξ = x + 2

√
y, η = x− 2

√
y, y > 0.

uξξ + uηη − 1
η uη = 0, ξ = x, η = 2

√−y, y < 0.

III.6. uξξ − uηη − 1
ξ
uξ +

1
η
uη = 0, ξ =

√
|x|, η =

√
|y|

(x > 0, y > 0 або x < 0 < y < 0); uξξ + uηη − 1
ξ
uξ − 1

η
uη = 0,

ξ =
√
|x|, η =

√
|y| (x > 0, y < 0 або x < 0, y > 0).
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III.7. uξξ − uηη +
1
3ξ

uξ − 1
3η

uη = 0, ξ = |x|3/2, η = |y|3/2

(x > 0, y > 0 або x < 0, y < 0); uξξ + uηη +
1
3ξ

uξ +
1
3η

uη = 0,

ξ = |x|3/2 (x > 0, y < 0 або x < 0, y > 0).

III.8. uξξ+uηη−uξ−uη = 0, ξ = ln|x|, η = ln|y| (у кожному квадрантi).

III.9. uξξ+uηη+
1
2ξ

uξ+
1
2η

uη = 0, ξ = y2, η = x2 (у кожному квадрантi).

III.10. uξη +
1

2(η2 − ξ2)
(ηuξ − ξuη) = 0, ξ = y2 − x2, η = y2 + x2

(у кожному квадрантi).

III.11. uξξ + uηη − th ξuξ = 0, ξ = ln(x +
√

1 + x2), η = ln(y +
√

1 + y2).

III.12. uξη − 1
2(ξ − η)

(uξ − uη) +
1

4(ξ − η)
(uξ + uη) = 0, ξ = y2 + ex,

η = y2 − ex (y > 0 або y < 0).

III.13 uξξ + uηη + cos ξuη = 0, ξ = x, η = y − cosx.

III.14. uηη − 2uξ = 0, ξ = 2x− y2, η = y.

III.15. uηη − 3uξ = 0, ξ = xey, η = y.

III.16. uηη + 2
ξ2

η2
uξ +

1
η
eξ = 0, ξ =

y

x
, η = y.

III.17. uηη − ξ

1 + ξeη
uξ − ηe−2ηu = 0, ξ = e−y − e−x, η = x.

III.18. uξη = 0, ξ = x + y − cosx, η = −x + y − cosx.

III.19. uξη +
ξ − η

2[4− (ξ − η)2]
(uξ − uη) = 0, ξ = y + cos x + sin x,

η = y + cos x− sin x, якщо x 6= (2k + 1)π
2 , k = 0,±1, . . . .

III.20. uξη − 1
3(ξ2 − η2)

[(2ξ − η)uξ − (2η − ξ)uη] = 0,

ξ = −2(−y)1/2 +
2
3
x3/2, η = −2(−y)1/2 − 2

3
x3/2 (x > 0, y < 0),

i ξ = 2y1/2 +
2
3
(−x)3/2, η = 2y1/2 − 2

3
(−x)3/2 (x < 0, y > 0);

uξξ + uηη − 1
ξ
uξ +

1
3η

uη = 0, ξ = 2y1/2, η =
2
3
x3/2

(x > 0, y > 0) i ξ = 2(−y)1/2, η = 2
3 (−x)3/2 (x < 0, y < 0).
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III.21. u(x, y) = ϕ(x + y − cos x) + ψ(x− y + cos x).

III.22. u(x, y) = ϕ(
√

y −√x) + ψ(
√

y +
√

x).

III.23. u(x, y) =
√

x

y
ϕ(xy) + ψ

(y

x

)
.

III.24. u(x, y) = ϕ(xy)lny + ψ(xy).

III.25. u(x, y) =
1
x

[(ϕ(x− y) + ψ(x + y)].
Ввести нову функцiю v = xu.

III.26. u(x, y) =
1

x− y
[ϕ(x) + ψ(y)].

Ввести нову функцiю v = (x− y)u.

III.27. u(x, y) = e−
x2+y2

2 [ϕ(x) + ψ(y)].

III.28. u(x, y) =
1

x− y

∂

∂x

[
ϕ(x)− ψ(y)

x− y

]
, обрати v = (x− y)u.

III.29. u(x, y) = ϕ(y + x) + ψ(y + 3/2x).

III.30. u(x, y) = e
x−y

2 ϕ(y − 2x) + ψ(y − x).

III.31. u(x, y) = e
7x+y

16 [ϕ(y + 3x) + ψ(x + 3y)].

III.32. u(x, y) = e−
(x+y)

16

[
ϕ(y − 3x) + ψ(3y − x)− 1

8
(y − 3x)(3y − x)x

]
.

Зробити замiну v(ξ, η) = e
ξ−η
32 w(ξ, η) у зведеному до канонiчної

форми рiвняннi.

III.33. u(x, y) = 2ex + e
2y+x

2 [ϕ(x) + ψ(x + 2y)].

III.34. u(x, y) = ex+ y
2 + [(2x + y)e4x+y + ϕ(2x + y) + ψ(4x + y)].

III.35. u(x, y) = ϕ(y + 2x + sin x) + e−
1
4 (y+2x+sin x)ψ(y − 2x + sin x).

III.36. u(x, y) = ey(e2y − e2x) + ϕ(ey + ex) + ψ(ey − ex).

III.37. u(x, y) = e−x


ϕ(y) +

x∫

0

e−ξ2y2+ξψ(ξ) dξ


.

III.38. u(x, y) = y1/4x3/4ϕ
(y

x

)
+ ψ(yx3).

III.39. u(x, y) =
√

xy ϕ(y/x) + ψ(xy).
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III.40. u(x, y) = xϕ(y)− ϕ′(y) +

x∫

0

(x− ξ)C(ξ)eξy dξ.

Позначивши v = ux, одержати спiввiдношення
u = xv − vy, vxy − xvx = 0.

III.41. u =
4
5

(
y5/4 − |x|5/2

)
. III.42. u = sin y − 1 + ex−y.

III.43. u = x− y − 1/2 +
1
2
e2y.

III.44. u =
1
2

[
1− x− 3y + (x + y − 1)e2x

]
.

III.45. u = xy +
3
2

sin
2y

3
cos

(
x +

y

3

)
. III.46. u = x +

1
4
y2, x > 0.

III.47. u = x3y + sin x− 1
2
x4 − 1

2
x2y2, x > 0, y > 0.

III.48. u =
x2

y
, x > 0, y > 0. III.49. u = 2x + y − x2.

III.50. u =
y

3x
+

2x2y

3
, x > 0, y > 0.

III.51. u = x4 + y2, x > 0.

III.52. u =
3
4

4
√

x7y

(
3
√

y − 1
y

)
, x > 0, y > 0.

III.53. u = x2 + 2y2 + y, x > 0. III.54. u = x2 + xy + y2.

III.55. u = x + cos(x− y + sin x).

III.56. u = −x2

2
+ cos(x− 1 + ey)− cos x.

III.57. u = ex sh
(

y − cosx

2

)
− sinx cos

(
y − cos x

2

)
.

III.58. u = 2e−
1
4 (2x−y+cos x) cosx sin

1
2
(y − cos x).

III.59. u(x, y) = ϕ

(
x− 2

3
y3

)
+

1
2

x+2y∫

x−2/3y3

ψ(α) dα.

III.60. u = (y − 3x)e−(x2+y2)/2.
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III.61. u(x, y, z, t) = u(r, t) =
(r − at)ϕ(r − at) + (r + at)ϕ(r + at)

2r
+

+
1

2ar

r+at∫

r−at

r′ ψ(r′) dr′.

Вказiвка: Ввести сферичнi координати i врахувати, що розв’язок
не буде залежати вiд кутових координат. Тому потрiбно розв’язу-
вати рiвняння

∂2u

∂t2
= a2

(
∂2u

∂r2
+

2
r

∂u

∂r

)
.

III.62. u =
l

2πa
sin

2πa

`
t sin

2π

`
x.

III.63. u =
2l

aπ
sin

aπ

2`
t sin

π

2`
x + cos

5aπ

2`
t sin

5π

2`
x.

III.64. u =
2`

aπ
sin

aπ

2`
t sin

π

2`
x +

2`

3aπ
sin

3aπ

2`
t sin

3π

2`
x +

+
8`

π2

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)2
cos

(2n + 1)aπ

2`
t sin

(2n + 1)π
2`

x.

III.65. u = cos
aπ

2`
t cos

π

2`
x +

2`

3aπ
sin

3aπ

2`
t cos

3π

2`
x +

+
2`

5aπ
sin

5aπ

2`
t cos

5π

2`
x.

III.66. u = t +
`

2
− 4`

π2

∞∑
n=0

1
(2n + 1)2

cos
(2n + 1)aπ

`
t cos

(2n + 1)π
`

x.

III.67. u =
A

1 +
(

aπ
`

)2

(
e−t − cos

aπ

`
t +

l

aπ
sin

aπ

`
t

)
sin

π

`
x.

III.68. u=
2`A

π

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
[
1 +

(
naπ

`

)2
]
(

e−t − cos
naπ

`
t +

`

naπ
sin

nπa

`
t

)
sin

nπ

`
x.

III.69. u =
4A

π

∞∑
n=0

1

(2n + 1)
{[

aπ(2n+1)
2`

]2

− 1
} ×

×
[
sin t− 2`

aπ(2n + 1)
sin

aπ(2n + 1)
2`

t

]
sin

(2n + 1)π
2`

x.
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III.70. u =
A

1 +
(

aπ
2`

)2

(
e−t − cos

aπ

2`
t +

2l

aπ
sin

aπ

2`
t

)
cos

π

2`
x.

III.71. u =
(
1− x

π

)
t2 +

x

π
t3 + sin x cos t +

+
4
π

∞∑
n=1

1
n3

[
(−1)n3t− 1 + cos nt− 3(−1)n

n
sin nt

]
sin nx.

III.72. u =
(
1− x

π

)
e−t +

xt

π
+

1
2

cos 2t sin 2x−

− 2
π

∞∑
n=1

1
n(1 + n2)

[
e−t + n2 cos nt−

(
2n +

1
n

)
sin nt

]
sin x.

III.73. u = x + t + cos
t

2
sin

x

2
− 8

π

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)2
cos

(2n + 1)
2

t sin
(2n + 1)

2
x.

III.74. u =
∞∑

n=0

{
4t[

(2n + 1)π
2

]3 −
4[

(2n + 1)π
2

]4 sin(2n + 1)
π

2
t

}
sin(2n+1)

π

2
x.

III.75. u = − 8
π3

∞∑
n=0

sin(2n + 1)πx

(2n + 1)3
cos(

√
(2n + 1)2π2 + 4t).

III.76. u =
8e−t

π

∞∑
n=0

1
(2n + 1)3

×

×
[
cos(2n + 1)t +

1
2n + 1

sin(2n + 1)t
]

sin(2n + 1)x.

III.77. u(x, t) = e−bt
∞∑

n=1

(An cos qnt + Bn sin qnt) cos
αn

`
x,

де qn =
[(aαn

`

)2

− b2

]1/2

, αn = `λn,

An =
2
e

α2
n + (β`)2

α2
n + (β`)2 + β`

`∫

0

ϕ(x) cos
αn

`x
dx,

Bn =
2
e

α2
n + (β`)2

α2
n + (β`)2 + β`

`∫

0

[ψ(x) + bϕ(x)] cos
αn

`x
dx.

III.78. u = t(1−x) +
∞∑

n=1

e−t/2 1
(nπ)3

[
2 cos λnt +

1
λn

sinλnt− 2et/2

]
sin πnx,

λn =
√

(nπ)2 − 1/4.



304 Вiдповiдi, вказiвки, розв’язки

III.79. u = (2− x)t +
∞∑

n=1

(
4t

nπλ2
n

− nπ

λ3
n

sin λnt

)
sin

nπ

2
x,

λn =

√(
nπ

2

2
)
− 1.

III.80. u =
xt

`
+

∞∑
n=1

2(−1)n+1

πnλ2
n

(
t− sinλnt

λn

)
sin

nπx

`
,

λn =

√(
nπ

2

2
)
− 1.

III.81. u = sin 2x cos 2t +
∞∑

n=1

(−1)n 2
n3

(−1 + cos nt) sin nx.

III.82. u(x, t)=
∞∑

n=0

[
An cos

(2n + 1)πat

2L
+ Bn sin

(2n + 1)πat

2L

]
sin

(2n + 1)πx

2L
,

де

An =
2
L

L∫

0

f(x) sin
(2n + 1)πx

2L
dx,

Bn =
4

(2n + 1)πa

L∫

0

g(x) sin
(2n + 1)πx

2L
dx.

Вказiвка: Задача полягає у знаходженнi розв’язку рiвняння

∂2u

∂t2
=

E

ρ

∂2u

∂x2

з умовами

u(0, t) = 0, ux(L, t) = 0 (t > 0),

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x) (0 ≤ x ≤ L).

Тут u — поздовжнє змiщення перерiзу стрижня, L — довжина
стрижня, ρ — об’ємна густина, E — модуль пружностi (модуль
Юнґа).

III.83. u(x, t) = e−ht
∞∑

n=1

[
An cosωnt + Bn sin ωnt

]
sin

πnx

L
.

де

An =
2
L

L∫

0

f(x) sin
πnx

L
dx,
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Bn =
h

ωn
An +

2
ωnL

L∫

0

g(x) sin
πnx

L
dx,

ωn =

√
π2n2a2

L2
− h2.

Вказiвка: Задача полягає у знаходженнi розв’язку рiвняння

∂2u

∂t2
+ 2h

∂u

∂t
= a2 ∂2u

∂x2

з умовами

u(0, t) = 0, ux(L, t) = 0 (t > 0),

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x) (0 ≤ x ≤ L).

Тут h — коефiцiєнт пропорцiйностi.

III.84. u =
2`A

π

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
e−( aπn

` )2
t sin

nπ

`
x.

III.85. u =
8`A

π2

∞∑
n=1

1
(2n + 1)2

e−[ (2n+1)aπ
2` ]2t cos

(2n + 1)π
2`

x.

III.86. u = A. III.87. u = e
−

(
a2π2

4`2
+β

)
t sin

π

2`
x.

III.88. u =
A−B

`
x + B +

2
π

∞∑
n=1

1
n

[(−1)nA−B]e−( aπn
` )2

t sin
nπ

`
x.

III.89. u =
1

β +
(

aπ
`

)2

[
1− e

−
[
β+( aπ

` )2
]
t
]

sin
π

`
x.

III.90. u =
aA

cos `
a

e−t sin
x

a
+

2
`

∞∑
n=0

[
B

λn
+

(−1)nAa2

1− a2λ2
n

]
e−a2λ2

nt sin λnx,

λn =
(2n + 1)π

2`
, λn 6= 1

a
.

Обрати w = e−tf(x), u = v + w.

III.91. u =
∞∑

n=0

2
λ3

n

(λnt− 1 + e−λnt) cos
√

λnx,
√

λn = (2n + 1)
π

2
.

III.92. u =
32
π3

∞∑
n=0

(−1)n+1

(2n + 1)3
e−( 2n+1

2 π)2
t cos

2n + 1
2

πx.
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III.93. u =
4
π

∞∑
n=0

1
2n + 1

e
−

(
π2(2n+1)2

`2
+1

)
t
sin

2n + 1
`

πx.

III.94. u = − 8
π

∞∑
n=0

1
(2n + 1)3

e−(4+(2n+1)2)t sin(2n + 1)x.

III.95. u = x− ` +
8`

π2

∞∑
n=0

e−λ2
nt

(2n + 1)2
cos λnx, λn =

π(2n + 1)
2`

.

III.96. u = t cos x +
1
8

(
e−8t − 1

)
cos 3x.

III.97. u = x + t sin x +
1
8

(
1− e−8t

)
sin 3x.

III.98. u = tx2 +
1
4

(
e4t − 1

)
+ t cos 2x.

III.99. u = t2x + et + e−3t cos 2x + sin t− cos t.

III.100. u = x2 + 2e9t + (2t− sin 2t) cos 3x.

III.101. u = ex sin x
(
1− e−t

)
+ ex−4t sin 2x + 1 + t.

III.102. u = x2t + x +
∞∑

n=1

C2k−1

(2k − 1)2 − 6

(
1− e−[(2n−1)2−6]t

)
cos(2n− 1)x,

C2k−1 =
2
π

(
1

2k + 1
− 1

2k − 3

)
.

III.103. u = t(x + 1) + e−2x
∞∑

n=1

Cn

n2π2 + 4

[
1− e−(n2π2+4)t

]
sin nπx,

Cn =





0, n = 2k
1
π

(
2

2k − 1
+

1
2k + 1

+
1

2k − 3

)
, n = 2k − 1.

III.104. Потрiбно розв’язати рiвняння

∂u

∂t
= a2

(
∂2u

∂r2
+

2
r

∂u

∂r

)

за умов

u(0, t) < ∞, ur(R, t) =
q

k
, u(r, 0) = 0.

У результатi отримаємо
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u(r, t)=
qR

k

(
3a2

R2
t− 3R2 − 5r2

10R2
− 2R

r

∞∑
n=1

1
µ3

n cosµn
e−

a2µ2
n

R2 t sin
µnr

R

)
,

де µ1, µ2, . . . — додатнi коренi рiвняння µ = tg µ.

III.105. u = A
sh π(a−x)

b

sh πa
b

sin
πy

b
+ B

sh π(b−y)
a

sh πb
a

sin
πx

a
.

III.106. u =
4v

π

∞∑
n=0

sh (2n+1)(a−x)π
b sin (2n+1)πy

b

(2n + 1) sh (2n+1)πa
b

.

III.107. u =
∞∑

n=0

Cn sin
(2n + 1)π

2a
x sh

(2n + 1)π
2a

y,

Cn =
2
a

cosech
(2n + 1)πb

2a

a∫

0

f(x) sin
(2n + 1)π

2a
x dx.

III.108. u =
(a2B − 2A)y

2b
+ A− 4aB

π2

∞∑
n=0

1

(2n + 1)2 sh (2n+1)πb
a

×

× cos
(2n + 1)π

a
x sh

(2n + 1)π
a

y.

III.109. u = A +
2a

π

[
B sh

π

2a
y −

(
sech

πb

2a

)(
2A

a
+ B sh

πb

2a

)
ch

π

2a
y

]
×

×sin
π

2a
x− 4A

π

∞∑
n=1

sech (2n+1)πb
2a

2n + 1
ch

(2n + 1)π
2a

y sin
(2n + 1)π

2a
x.

III.110. u =
4A

π

∞∑
n=0

(−1)n ch (2n+1)πx
2b cos (2n+1)πy

2b

(2n + 1) ch 2n+1
2b πa

.

III.111. u =
∞∑

n=0

Cne−
(2n+1)π

2b x sin
(2n + 1)πy

2b
,

Cn =
2
b

b∫

0

f(y) sin
(2n + 1)πy

2b
dy.

III.112. u = Ar cos ϕ + C.

III.113. u =
1
4

(
3r sin ϕ− r3

3R2
sin 3ϕ

)
+ C.

III.114. u =
1
2
(1 + r2 cos 2ϕ). III.115. u =

5
8

+
3
8
r4 cos 4ϕ.
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III.116. u = A + (B −A)
ln r

ln 2
.

III.117. u =
3
2
− ln r

ln 2
+

(
2

3r2
− 1

6
r2

)
cos 2ϕ.

III.118. u =
b

b2 − a2

(
r − a2

r

)
cos ϕ.

III.119. u = A
ln(r/b)
ln(a/b)

+
Bb2

b4 − a4

(
r2 − a4

r2

)
sin 2ϕ.

III.120. u = A +
a2q

a2 + b2

(
r − b2

r

)
cosϕ +

b2B

a4 + b4

(
r2 +

a4

r2

)
sin 2ϕ.

III.121. u =
2Aα

π

∞∑
n=1

(−1)n+1

n

( r

R

)nπ
α

sin
nπ

α
ϕ.

III.122. u =
∞∑

n=0

Cnr
(2n + 1)π

2α
cos

(2n + 1)π
2α

ϕ,

Cn =
2
α

R−
(2n+1)π

2α

α∫

0

f(ϕ) cos
(2n + 1)π

2α
ϕ dϕ.

III.123. u = C +
A

4
(r2 − b2) +

B − C + A
4 (b2 − a2)

ln b− ln a
ln

b

r
.

III.124. u =
Ar2

24
(R2 − r2) sin 2ϕ.

III.125. u(ρ, θ) =
1
3
(1− ρ2) + ρ2 cos2 θ.

Вказiвка: Ввiвши сферичнi координати (ρ, θ, ϕ) i врахувавши, що
результат не залежить вiд азимутального кута ϕ, вихiдне рiвня-
ння Лапласа можна звести до такого вигляду:

∂

∂ρ

(
ρ2 ∂u

∂ρ

)
+

1
sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u

∂θ

)
= 0.

III.126. Розглядатимемо задачу в полярних координатах (r, ϕ):

∆u = 0, u(r, 0) = u(r, α) = 0, u(R,ϕ) = kϕ.

Її розв’язком є функцiя

u(r, ϕ) =
2kα

π

∞∑
n=1

(−1)n−1

n

( r

R

)πn/α

sin
πnϕ

α
.
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III.127. u(x, t) =
1
2

[ϕ(x + at) + ϕ(x− at)] +
1
2a

x+at∫

x−at

ψ(α) dα.

III.128. u(x, t) =
1
2a

t∫

0

dτ

x+a(t−τ)∫

x−a(t−τ)

F (α, τ) dτ .

III.129. u(x, t) =
1

2a
√

π

∞∫

−∞
ϕ(η)e−

(x−η)2

4a2t dη.

III.130. u(x, t) =
1

2a
√

π

t∫

0

dτ

∞∫

−∞
f(η, τ)

e
− (x−η)2

4a2(t−τ)

√
t− τ

dη.

III.131. u(x, y, t) = − 1
(2a

√
π)2

∞∫

−∞

∞∫

−∞
e
−(x−ξ)2+(y−η)2

4a2t ϕ(ξ, η) dξ dη.

III.132. u(x, y, t)=− 1
(2a

√
π)2

t∫

0

dτ

(
√

t− τ)2

∞∫

−∞

∞∫

−∞
e
− (x−ξ)2+(y−η)2

4a2(t−τ f(ξ, η, τ) dξ dη.

III.133. u(x, t) =
x

2a
√

π

t∫

0

µ(τ)
(t− τ)3/2

e
− x2

4a2(t−τ) dτ .

III.134. u(x, t) = − a√
π

t∫

0

ν(t)√
t− τ

e
− x2

4a2(t−τ) dτ .

III.135. u(x, t) =
Aκ

(κ4 + a2t2)1/4
exp

[
− κ2x2

4(κ4 + a2t2)

]
×

× cos
[

atx2

4(κ4 + a2t2)
− 1

2
arctg

at

κ2

]
.

III.136. u(x, t) = u0


1− 2√

π

x
2a
√

t∫

0

e−η2
dη


.

III.137. u(x, t) = u1
2√
π

x
2a
√

t∫

0

e−η2
dη.
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III.138. u(x, t) =
x

2a
√

π

t∫

0

e
− x2

4a2(t−τ)
ϕ(τ)

(t− τ)3/2
dτ .

III.139. u(x, y) = −1
a

x∫

0

f(x− ξ) sin ξ dξ.

III.140. u(x, y) = Ae−3y cos 2x− B

2
x sin x.

III.141. u(x, t) =
1

2a
√

πt3/2

∞∑
n=−∞

(2n` + x)e−
(2n`+x)2

4a2t .

III.142. u(x, t) =
x

2a
√

π t3/2
e−

x2

4a2t .

III.143. u(x, t) = e−a2t sin x.

III.144. u(x, t) = A sin
π

`
x cos

πa

`
t.

III.145. u(x, t) =
C1 + C2

2
+

C2 − C1

2
Φ

(
x

2a
√

t

)
, де Φ(z) =

2√
π

∫ z

0

e−ξ2
dξ

— функцiя (iнтеґрал) помилок, її позначають також erf(x).

III.146. u(x, t) =
a√

1 + 4a2t
e
− x2

1+4a2t .

III.147. G(r, r0, t) =
1

8πrr0

√
πt

[
e−

(r−r0)2

4a2t − e−
(r+r0)2

4a2t

]
.

Вказiвка: Замiною u =
v

r
звести задачу до одновимiрної

vt = a2 vrr, v(r, 0) =
r

4π

δ(r − r0)
r2
0

.

III.148. u(r, t) =
1

2a
√

πt

1
r

∞∫

0

ξ2ϕ(ξ)
[
e−

(r−ξ)2

4a2t − e−
(r+ξ)2

4a2t

]
dξ +

+
1

2ar
√

π

t∫

0

dτ

∞∫

0

ξ2

√
t− τ

f(ξ, τ)
[
e
− (r−ξ)2

4a2(t−τ) − e
− (r+ξ)2

4a2(t−τ)

]
dξ.

III.149. G(x, x0, t) =
e−bt

2a
√

πt
e−

(x−x0)2

4a2t .
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III.150. u(x, t) =
e−bt

2a
√

πt

∞∫

0

[
e−

(x−ξ)2

4a2t + e−
(x+ξ)2

4a2t

]
ϕ(ξ) dξ.

III.151. u(x, t) =

∞∫

−∞
ϕ(ξ)G(x, ξ, t) dξ +

t∫

0

dτ

∞∫

−∞
f(ξ, τ)G(x, ξ, t− τ) dξ,

де функцiя G визначається формулою (III.6-16).

III.152. u(x, t) =

∞∫

−∞
ϕ(ξ)G(x, ξ, t) dξ +

t∫

0

dτ

∞∫

−∞
f(ξ, τ)G(x, ξ, t− τ) dξ,

G(x, ξ, t) =
e−bt

2a
√

πt
e−

(x−ξ)2

4a2t .

Вказiвка: Звести до задачi III.151 шляхом замiни

u(x, t) = e−bt v(x, t).

III.153. u(x, t) = U0

[
Φ

(
x + `

2a
√

t

)
− Φ

(
x− `

2a
√

t

)]
, де Φ(z) =

2√
π

∫ z

0

e−ξ2
dξ

— функцiя (iнтеґрал) помилок.

III.154. u(x, t) =
A

2
e−αx+a2x2t

[
1− Φ

(
− x

2a
√

t
+ αa

√
t

)]
.

III.155. u(x, t) = U0 e−bt

[
Φ

(
x + `

2a
√

t

)
− Φ

(
x− `

2a
√

t

)]
.

Вказiвка. Замiною u(x, t) = e−btv(x, t) звести до задачi III.153.

III.156. u(x, t) = U0 Φ
(

x

2a
√

t

)
.

III.157. u(x, t) = U0

[
1− Φ

(
x

2a
√

t

)]
.

Вказiвка: Зробити пiдстановку u(x, t) = v(x, t) + U0 i звести до
задачi III.156.

III.158. u(x, t) = U0 Φ
(

x

2a
√

t

)
+ ebx+b2a2tU0

[
1− Φ

(
x

2a
√

t
+ ab

√
t

)]
.
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III.159. u(x, t) =
U0√

π

x+1
2a
√

t∫

x−1
2a
√

t

e−z2
dz =

U0

2

[
Φ

(
x + 1
2a
√

t

)
− Φ

(
x− 1
2a
√

t

)]
.

III.160. u(x, t) = 2aq

√
t

π
e−

x2

4a2t − qx

[
1− Φ

(
x

2a
√

t

)]
.

III.161. u(x, t) =
1

2a
√

π
exp

[
− v0

2a2
(x− v0t)− v2

0t

4a2

]
×

×
t∫

0

dτ

∞∫

0

1√
t− τ

f(ξ + v0τ, τ) exp
[
− v0

2a2
ξ +

v2
0

4a2
τ

]
×

×
(

e
− (x−v0t−ξ)2

4a2(t−τ) − e
− (x−v0t+ξ)2

4a2(t−τ)

)
dξ.

v0t < x < ∞, 0 < t < ∞.

Вказiвка: Перейти до нових змiнних ξ = x−v0t, t = t, i до нової
функцiї u(x, t) = eαξ+βt v(ξ, t).

III.162. u(x, t) =
1

2a
√

π
exp

[
− v0

2a2
(x− v0t)− v2

0

4a2t

]
×

×
∞∫

0

e−
v0
2a2 ξ ϕ(ξ)

(
e−

(x−v0t−ξ)2

4a2t − e−
(x−v0t+ξ)2

4a2t

)
dξ.

III.163. u(x, t) =
1

2a
√

π

t∫

0

∞∫

0

1√
t− τ

[
e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ − e
− (x+ξ)2

4a2(t−τ)

]
f(ξ, τ) dξ dτ .

III.164. u(x, t) =
1

2a
√

π

t∫

0

∞∫

0

1√
t− τ

[
e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ + e
− (x+ξ)2

4a2(t−τ)

]
f(ξ, τ) dξ dτ .

III.165. u(x, t) =
1

2a
√

π

t∫

0

∞∫

0

e−b(t−τ)

√
t− τ

[
e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ) − e
− (x+ξ)2

4a2(t−τ)

]
f(ξ, τ) dξ dτ .

Вказiвка: Замiною u(x, t) = e−bt v(x, t) звести до задачi, розгля-
нутої у Прикладi 2, стор. 215.

III.166. u(x, t) =
1

2a
√

π

t∫

0

∞∫

0

e−b(t−τ)

√
t− τ

[
e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ) + e
− (x+ξ)2

4a2(t−τ)

]
f(ξ, τ) dξ dτ .
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III.167. u(x, t) =
e−bt

2a
√

πt

∞∫

0

[
e−

(x−ξ)2

4a2t − e−
(x+ξ)2

4a2t

]
ϕ(ξ) dξ +

+
1

2a
√

π

t∫

0

∞∫

0

e−b(t−τ)

√
t− τ

[
e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ) − e
− (x+ξ)2

4a2(t−τ)

]
f(ξ, τ) dξ dτ .

III.168. u(x, t) = e−bt

∞∫

0

[
e−

(x−ξ)2

4a2t + e−
(x+ξ)2

4a2t

]
ϕ(ξ) dξ +

+
1

2a
√

π

t∫

0

∞∫

0

e−b(t−τ)

√
t− τ

[
e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ) + e
− (x+ξ)2

4a2(t−τ)

]
f(ξ, τ) dξ dτ .

III.169. G(x, ξ, t) =
1

2a
√

πt

∞∑
n=−∞

[
e−

(x−ξ+2n`)2

4a2t + e−
(x+ξ−2n`)2

4a2t

]
.

III.170. G(x, ξ, t) =
1

2a
√

πt

∞∑
n=−∞

(−1)n

[
e−

(x−ξ+2n`)2

4a2t − e−
(x+ξ+2n`)2

4a2t

]
.

III.173. G(M, P ) =
1
2π

ln
1

rMP
− 1

2π
ln

1
rMP1

− 1
2π

ln
1

rMP2

+
1
2π

ln
1

rMP3

.

III.174. u(P ) =
1
2π

2π∫

0

(R2 − ρ2
0)g(ϕ) dϕ

R2 + ρ2
0 − 2Rρ0 cos(ϕ− ϕ0)

, де (ρ0, ϕ0) — полярнi

координати точки P , а (R, ϕ) — полярнi координати точки M .

III.175. G(M, P ) =
n−1∑
m=0

[
Gc(M,Pm) − Gc(M, P̄m)

]
, де Gc(M,P ) — фун-

кцiя Ґрiна для круга, Pm P̄m — точки з полярними координатами(
r0, ϕ0 +

2m

n
π

)
i
(

r0,
2m

n
π − ϕ0

)
вiдповiдно, (r0, ϕ0) — коорди-

нати точки P .
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III.176. G(M,P ) =
1
4π

∞∑
n=−∞

[
1

rMPn

− 1
rMP ′n

]
, де Pn — точки з координа-

тами (x0, y0, z0 + 2nh), P ′n — точки з координатами (x0, y0, z0 −
(2n + 1)h), (x0, y0, y0) — координати точки P .

III.177. G = Gs(M, M0)−Gs(M, M ′
0), де Gs =

1
4π

(
1
r0
− a

ρ0

1
r1

)
(див. При-

клад 2), a — радiус кулi, M ′
0(ρ0, π − θ0, ϕ0) — точка, симетрична

точцi M0(ρ0, θ0, ϕ0) вiдносно площини z = 0.

III.178.
1
2π

ln
|z2 − z̄2

0 |
|z2 − z2

0 |
. III.179.

1
2π

ln
|z − z̄0| · |R2 − zz̄0|
|z − z0| · |R2 − zz0| .

III.180.
1
2π

ln
|z2 − z̄2

0 | · |R4 − (zz̄0)2|
|z2 − z2

0 | · |R4 − (zz0)2| . III.181.
1
2π

ln
| ch z − ch z̄0|
| ch z − ch z0| .

III.182. u(r) =





4πRρ0 , r ≤ R,
4πR2ρ0

r
, r > R.

III.183. u(r) =





πR2ρ0

(
1
2
− ln R− 1

2
r2

R2

)
, r ≤ R,

πR2ρ0 ln
1
r

, r > R.

III.184. v(x, y) = ρ0

`∫

0

ln
1√

(ξ − x)2 + y2
dξ.

III.185. w(M) = τ0

`∫

0

cos ϕ

rMP
dξP = τ0y

`∫

0

ln
1√

(ξ − x)2 + y2
dξ.
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III.186. w(x, y) =
1
π

∞∫

−∞

yf(ξ)
(ξ − x)2 + y2

dξ.

III.187. ρ = − 5
π

(x2 + y2 + z2). III.188. m = −4r5.

III.189. ρ = x. III.190. µ = 2x + 8xy.

III.191. u(x, y) =
{ −1 , x2 + y2 < 1,

0 , x2 + y2 > 1.

IV.1.
e−x2

√
π

+ x erf(x).

IV.2.
A

4α3/2

{
2
√

α
[
v1e

−αv2
1 − v2e

−αv2
2

]
+
√

π
[
erf(

√
α v2)− erf(

√
α v1)

]}
.

IV.4. Γ(p)ζ(p). IV.5.
(
1− 21−p

)
Γ(p)ζ(p).

IV.6.

√
π Γ

(
1 +

1
n

)

Γ
(

1
2

+
1
n

) . IV.7.
2π

3
√

3
.

IV.8.
1
2
B

(
m + 1

2
,
n + 1

2

)
. IV.9. Γ′(1) = −C,

C — стала Ейлера.

IV.10. 2 F
(ϕ0

2

∣∣∣ cosec
ϕ0

2

)
cosec

ϕ0

2
.

IV.12. SD = RD−1ΩD =
2πD/2

Γ(D/2)
RD−1.

Ω1 = 2 — вiдрiзок має довжину “два радiуси”;

Ω2 = 2π — розгорнутий кут; Ω3 = 4π — повний тiлесний кут.

IV.13. (2n)!! = 2nΓ(n + 1) ⇒ Ξeven(z) = 2z/2 Γ
(z

2
+ 1

)
,

(2n− 1)!! =
1√
π

2n Γ
(

n +
1
2

)
⇒ Ξodd(z) =

√
2
π

2z/2 Γ
(z

2
+ 1

)
.

Можливi узагальнення:

Ξ(z) =
(

2
π

)(1−cos πz)/4

2z/2 Γ
(z

2
+ 1

)

(саме так воно реалiзоване в пакетi Mathematica, див. [32]),



316 Вiдповiдi, вказiвки, розв’язки

Ξ(z) =

(
cos2

πz

2
+ sin2 πz

2

√
2
π

)
2z/2 Γ

(z

2
+ 1

)
та iн.

IV.14.
dE(k)

dk
=

E(k)−K(k)
k

.

IV.15. 4a E

(√
1− b2

a2

)
= 4aE(ε), де ε — ексцентриситет.

IV.16. а) sn(z, 0) = sin z; б) cn(z, 0) = cos z; в) dn(z, 0) = 1.

IV.17. а) sn(z, 1) = th z; б) cn(z, 1) =
1

ch z
= sech z;

в) dn(z, 1) =
1

ch z
= sech z.

IV.18.
1

|k + R| =
1√

k2 + 2kR + R2
=

1
R

1√
1 + 2

(
k
R

)
+

(
k
R

)2
=

=
1
R

∞∑
n=0

Pn(− cos θ)
(

k

R

)n

,

де θ = (k̂,R).

IV.19. Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2n Hn−1(x).

IV.20. Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x).

IV.22. J− 1
2
(x) =

√
2
π

cosx√
x

, J 1
2
(x) =

√
2
π

sin x√
x
,

J 3
2
(x) =

√
2
π

1√
x

(
sin x

x
− cos x

)
.

IV.23. Γ(z) має простi полюси в точках z = −n, n = 0, 1, 2, . . . .

res
z=−n

Γ(z) =
(−1)n

n!
.

Вказiвка: багатократне застосування рекурентної формули дає

Γ(z) =
Γ(z + n)

z(z + 1) . . . (z + n− 1)
. Нехай z = −n + ζ, ζ → 0.

Матимемо:

Γ(−n + ζ) =
Γ(ζ)

(−n + ζ)(−n + ζ + 1) . . . (ζ − 1)
=

=
Γ(1 + ζ)

(−n + ζ)(−n + ζ + 1) . . . (ζ − 1)ζ
' (−1)n Γ(1)

n! ζ
,

звiдки й випливає результат.
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IV.24. A = f(0, 0). IV.25. J ′ν(z) = −Jν+1(z) +
ν

z
Jν(z).

IV.26.
1
a

0F1(; 1 + a; z). IV.27.
a

b
1F1(1 + a; 1 + b; z).

IV.28. xJ1(x). IV.29. (a− 1)0F1(; a− 1; z).

IV.30.
b− 1
a− 1

[
1F1(a− 1; b− 1; z)− 1

]
.

Вказiвка: отримати зв’язок мiж (a)k i (a− 1)k.

IV.31.
a1 . . . an

b1 . . . bn
nFm(1 + a1, . . . , 1 + an; 1 + b1, . . . , 1 + bm; z).

IV.32. ln(1 + z) = z 2F1(1, 1; 2;−z). IV.33. (1 + z)α = 2F1(−α, 1; 1;−z).

IV.34.
1

1− z
= 2F1(1, 1; 1; z).

IV.37. (1− z)
dw

dz
+ a w = 0, w(z) = C (1− z)−a, 1F0(z) = (1− z)−a.

IV.39. f(s) = Kν [f(r)] =
aν+1

s
Jν+1(as).

IV.40. f(z) = M [f(t)] =
1
2

b−z/2 Γ
(z

2
, ba2

)
.

IV.41. w(z) =
4
√

πz

Γ2(1/4) 2F1

(
1
4
,
3
4
;
5
4
; z2

)

IV.42. n En+1(z) = e−z − z En(z). IV.43. ψ(z + 1) = ψ(z) +
1
z
.

IV.44. ψ(n) = −C +
n−1∑

k=1

1
k
, де C — стала Ейлера.
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IV.45. u(r, t) =
∞∑

n=1

Cn exp
(
−a2 µ2

n

R2
t

)
J0

(µn

R
r
)
,

Cn =
2

R2[J ′0(µn)]2

R∫

0

r ϕ(r)J0

(µn

R
r
)

dr,

де µn — коренi рiвняння J0(µ) = 0.

IV.47. u(r, t) = 8AR2
∞∑

n=1

1
µ3

nJ1(µn)
J0

(µnr

R

)
cos

aµnt

R
,

де µn — додатнi коренi рiвняння J0(µ) = 0.

IV.48. u(r, θ, ϕ) =
∞∑

n=0

( r

a

)n

Yn(θ, ϕ),

де Yn(θ, ϕ) =
n∑

k=0

(Ank cos kϕ + Bnk sin kϕ)P (k)
n (cos θ),

A00 =
1
4π

2π∫

0

dϕ

π∫

0

dθ f(θ, ϕ) sin θ,

Ank =
(2n + 1)(n− k)!

2π(n + k)!

2π∫

0

dϕ

π∫

0

dθ f(θ, ϕ)P (k)
n (cos θ) cos kϕ sin θ,

Bnk =
(2n + 1)(n− k)!

2π(n + k)!

2π∫

0

dϕ

π∫

0

dθ f(θ, ϕ)P (k)
n (cos θ) sin kϕ sin θ.

IV.49. u(r, θ, ϕ) =
∞∑

n=0

(a

r

)n

Yn(θ, ϕ) =

=
∞∑

n=0

n∑

k=0

(a

r

)n+1

(Ank cos kϕ + Bnk sin kϕ)P (k)
n (cos θ),

вирази для коефiцiєнтiв Ank, Bnk див. у попереднiй задачi.

IV.50. eikr cos θ =
∞∑

n=0

Cn√
kr

Jn+ 1
2
(kr)Pn(cos θ), Cn =

√
π

2
in(2n + 1).

IV.51. e−x =
∞∑

n=0

Cn Lα
n(x), Cn =

n!
2n+α+1

.

IV.53. 0. IV.54. e−y(x)
[
1 + y′2(x)− 2y′′(x)

]
.

IV.55. 2a2(y) y2 e−a2(y) y2
. IV.56.

Aq

2
[α(q) + α(−q)].
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IV.57. δF [y(x)] =

1∫

0

[
2y

(
x− y′e−y2

)
δy + e−y2

δy′
]

dx.

IV.58.
d

dx

(
F − y′

dF

dy′

)
= 0, або F − y′

dF

dy′
= const.

IV.59. y(x) =





C2 + C1
x1−n

1− n
, n 6= 1

C2 + C1 ln x , n = 1

Сталi C1, C2 визначаються з початкових умов.

IV.60. y(x) = x− 7x2 + 7x3 − x6.

IV.61. y(x) = x; z(x) = −e−1−x(e4 + e2x)
1 + e2

= −ch(x− 2)
ch 1

.

IV.62. z(x, y) = y.

IV.63. y(x) = 1− x + 6x3 − 9x4 + 5x5 − x6.

IV.64. yε(x) = cosech
1
ε

sh
x

ε
при ε 6= 0. В останньому випадку екстремум

реалiзує розривна функцiя y(x) =
{

0 , 0 ≤ x < 1,

1 , x = 1
, яку можна

отримати як границю lim
ε→0

yε(x).

IV.65. y(x) =
y1 − y0

x1 − x0
(x − x0) + y0 — це рiвняння прямої, що проходить

через точки (x0, y0), (x1, y1).

IV.66. Рiвняння Ейлера–Лаґранжа можна отримати у формi

y
(
1 + y′2

)
= 2C1, C1 = const.

За допомогою пiдстановки y′ = ctg
ϕ

2
пiсля певних перетворень

матимемо таке параметричне рiвняння кривої:

x = C1(ϕ− sin ϕ) + C2, y = C1(1− cosϕ).

Воно задає циклоїду .

IV.67. Шукаємо екстремум функцiонала

B[y(x)] =

a∫

0

√
1 + y′2(x)

y
dx, y(0) = 0, y(a) = h.
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Результат: y(x) =
√

(h2 + a2)
x

a
− x2 — це рiвняння кола .

IV.68. u = 2(r−1)− 4
ln 3

ln r, де r =
√

x2 + y2, minJ = 32π

(
1

ln 3
− 1

)
.

IV.69. y(x) = axn, minJn = na2.

IV.70. y0(x) =
2
√

e

1 + e
ch

(
x− 1

2

)
− 1.

IV.71. y(x) =
shx

sh 1
, minJ [y] = cth 1.

IV.72. y(x) = sin x.

IV.73. Шукаємо екстремум (максимум) функцiонала S =

x2∫

x1

y dx за умови

x2∫

x1

√
1 + y′2 dx = L, y(x1) = y(x2) = 0, тобто екстремум функцiо-

нала S̄ =

x2∫

x1

(
y + λ

√
1 + y′2

)
dx.

Отримаємо рiвняння y(x) = C1 − λ√
1 + y′2

, з якого пiсля замiни

y′ = tg ϕ матимемо y = C1 − λ cos ϕ, x = C2 + λ sinϕ. Це пара-
метричнi рiвняння кола , значення сталих C1, C2 визначаються з
граничних умов.

Для параметра λ з умови
x2∫

x1

√
1 + y′2 dx = L можна отримати (за

певних значень сталих) трансцендентне рiвняння sin
L

λ
=

const
λ

.

IV.74. Шукаємо екстремум функцiонала

L =

1∫

0

[√
1 + y′2 + z′2 − λ(x)

(
x + y − z

)]
dx.

Додаючи два рiвняння Ейлера–Лаґранжа, матимемо

d

dx

y′ + z′√
1 + y′2 + z′2

= 0
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З рiвняння поверхнi z′ = y′ + 1.

Остаточно розв’язками будуть функцiї

y(x) = −bx + b, z(x) = (1− b)x + b, λ(x) ≡ 0.

Вiдстань мiж точками дорiвнює
√

2
√

1− b + b2, цей результат
легко перевiрити за теоремою Пiфагора, оскiльки точки лежать
на площинi.

IV.75. Шукаємо екстремум функцiонала S = 2π

x2∫

x1

y
√

1 + y′2 dx. Врахову-

ючи, що явна залежнiсть вiд x вiдсутня, можна отримати рiвняння
Ейлера–Лаґранжа у формi:

y′
yy′′√
1 + y′2

− y
√

1 + y′2 = C1, C1 = const

звiдки

x =
∫

C1 dy√
y2 − C2

1

.

Пiсля замiни y = C1 ch t матимемо x = C1t + C2, C2 = const.

Тобто рiвняння лiнiї у площинi xOy буде y = C1 ch
x− C2

C1
— це

ланцюгова лiнiя . Поверхня, яку вона утворює обертанням нав-
коло осi Ox, називається катеноїдом .

IV.76. ϕ = A + Bz, r = R.

IV.77. Виберемо Oz як вiсь обертання, тодi для диференцiалу довжини
кривою пiсля переходу до цилiндричних координат (x = r cosϕ,

y = r sin ϕ, z = z(r)) матимемо:

dL =
√

(dx)2 + (dy)2 + (dz)2 =

√√√√r2 +

[
1 +

(
dz

dr

)2
] (

dr

dϕ

)2

dϕ.

Враховуючи залежнiсть z(r), яку легко вивести з параметричного
рiвняння трактриси,

z(r) =
√

R2 − r2 +
r

2
ln

R−√R2 − r2

R +
√

R2 − r2
,
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отримаємо задачу знаходження мiнiмуму функцiонала

S =
∫ ϕ2

ϕ1

√
r2 +

R2

r2
r′2 dϕ, де r′ =

dr

dϕ
.

Оскiльки цей функцiонал явно вiд ϕ не залежить, матимемо таке
рiвняння:

r2

√
r2 +

R2

r2
r′2

= C1.

розв’язками якого є

r(ϕ) = R

(
R2

C2
1

− ϕ2 + 2C2ϕ− C2
2

)−1/2

,

сталi C1, C2 визначаються з початкових умов.

IV.78. ϕ(θ) = C2 + C1

∫ θ2

θ1

dθ

sin θ

√
1 + ε2 sin2 θ

a2 sin2 θ − C2
1

, ε2 =
c2 − a2

a2
.

IV.79. а), б) D µxn =
Γ(n + 1)

Γ(n− µ + 1)
xn−µ.

IV.80. L [I νf(t), p ] =
1

Γ(ν)
L [tν−1, p ]L [f(t), p ] = p−ν L [f(t), p ].

IV.81. Послiдовна дiя операторiв D 1/2 дає:

D 1/2D 1/2xα = D 1/2 Γ(α + 1)
Γ(α− 1/2 + 1)

xα−1/2 =

=
Γ(α + 1)

Γ(α− 1/2 + 1)
Γ(α− 1/2 + 1)

Γ(α− 1/2− 1/2 + 1)
xα−1 = α xα−1,

що збiгається з
d

dx
xα.

IV.82. D α(fg) =
∞∑

k=0

(
a

k

) (D α−kf
)
g(k), де символ кiлькостi перестано-

вок узагальнено на випадок довiльних арґументiв:
(

α

β

)
=

Γ(α + 1)
Γ(β + 1)Γ(α− β + 1)

.
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IV.83. D αeλx = λα eλx γ(−α, λx)
Γ(−α)

= λα eλx

[
1− Γ(−α, λx)

Γ(−α)

]
.

IV.84. Дiя оператора дробової похiдної, виражена через iнтеґрал, дорiв-
нює

d

dx

(I 1−αex
)

=
x−α

Γ(1− α)
+ ex

[
1− Γ(1− α, x)

Γ(1− α)

]
.

Використовуючи рекурентне спiввiдношення (IV.1-19), можна по-
казати, що

x−α

Γ(1− α)
+ ex

[
1− Γ(1− α, x)

Γ(1− α)

]
= ex

[
1− Γ(−α, x)

Γ(−α)

]
,

що i треба було довести.

IV.85. D−1(. . .) =
∫

(. . .) dx.

IV.86. IV.87. Потрiбно розкласти праву й лiву частину в ряд i скориста-
тися результатом дiї оператора I α на функцiю xβ .

IV.88. X = −∞.
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