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I. Êiíåìàòèêà

Øëÿõ çàâäîâæêè òèñÿ÷ó ëi ïî÷èíà¹òüñÿ
ç ïåðøîãî êðîêó.

Ëàî-öçè

Ìàòåðiàëüíîþ òî÷êîþ áóäåìî íàçèâàòè òiëî, ðîçìiðàìè ÿêîãî
ìîæíà çíåõòóâàòè â óìîâàõ äàíî¨ çàäà÷i. Äëÿ òîãî, ùîá çàäàòè ïî-
ëîæåííÿ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè â ïðîñòîði, ïîòðiáíî òðè ïàðàìåòðè
(êîîðäèíàòè). Ñèñòåìà êîîðäèíàò � öå ñïîñiá, ç äîïîìîãîþ ÿêîãî
ìè âèçíà÷à¹ìî ïîëîæåííÿ òî÷êè â ïðîñòîði. Ó äåêàðòîâié ñèñòå-
ìi êîîðäèíàò ïîëîæåííÿ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè âèçíà÷à¹òüñÿ ðàäióñ-
âåêòîðîì

r = xi + yj + zk, (I.1)

äå i, j,k � îäèíè÷íi áàçèñíi âåêòîðè äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäè-
íàò.

ßêùî êîîðäèíàòè òî÷êè çàëåæàòü âiä ÷àñó: x = x(t), y =
y(t), z = z(t), òîäi ìèòò¹âà øâèäêiñòü òî÷êè âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

v =
dr
dt

= ṙ = ẋi + ẏj + żk, (I.2)

à ïðèñêîðåííÿ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè:

a =
dv
dt

=
d2r
dt2

= r̈ = ẍi + ÿj + z̈k. (I.3)

Êîëè ðóõ òî÷êè âiäáóâà¹òüñÿ ïî êðèâîëiíiéíié òðà¹êòîði¨, òî
øâèäêiñòü i ïðèñêîðåííÿ òî÷êè ìîæíà ðîçêëàñòè íà äâi ñêëàäîâi:
òàíãåíöiàëüíó (äîòè÷íó äî òðà¹êòîði¨) òà íîðìàëüíó (ïåðïåíäè-
êóëÿðíó äî äîòè÷íî¨):

v = vτnτ + vnnn, (I.4)
a = aτnτ + annn, (I.5)
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äå nτ � íàïðÿìíèé îäèíè÷íèé äîòè÷íèé âåêòîð, nn � íàïðÿìíèé
îäèíè÷íèé íîðìàëüíèé âåêòîð, aτ = v̇ � òàíãåíöiàëüíå ïðèñêîðå-
ííÿ, an =

v2

R
� íîðìàëüíå ïðèñêîðåííÿ, R =

v2

√
a2 − v̇2

� ðàäióñ
êðèâèíè òðà¹êòîði¨. Çàóâàæèìî, ùî âíàñëiäîê îðòî îíàëüíîñòi nτ

òà nn âèêîíó¹òüñÿ a2 = a2
τ + a2

n

Êâàäðàò âiääàëi ìiæ äâîìà áåçìåæíî áëèçüêèìè òî÷êàìè

(dr)2 = gijdxidxj , i, j = 1, 2, 3. (I.6)

Âåëè÷èíó gij íàçèâàþòü ìåòðè÷íèì òåíçîðîì . Çîêðåìà, äëÿ
äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ìåòðè÷íèé òåíçîð ¹ îäèíè÷íîþ ìà-
òðèöåþ.

Äî êðèâîëiíiéíèõ ñèñòåì êîîðäèíàò íàëåæàòü, çîêðåìà, öèëií-
äðè÷íà i ñôåðè÷íà ñèñòåìè êîîðäèíàò. Ó öèëiíäðè÷íié ñèñòåìi êî-
îðäèíàò ïîëîæåííÿ òî÷êè âèçíà÷à¹òüñÿ âiäñòàííþ r =

√
x2 + y2

òî÷êè äî îñi z, êóòîì ϕ ìiæ ïðîåêöi¹þ r íà ïëîùèíó XOY i âiññþ
x òà êîîðäèíàòîþ z. Ó ñôåðè÷íié � ìîäóëåì r ðàäióñ-âåêòîðà, êó-
òîì ϕ ìiæ ïðîåêöi¹þ r íà ïëîùèíó XOY i âiññþ x òà êóòîì θ ìiæ r
i âiññþ z. Íàáið êðèâîëiíiéíèõ êîîðäèíàò ïîçíà÷èìî ξi (i = 1, 2, 3).
Íåõàé äåêàðòîâi êîîðäèíàòè ¹ ôóíêöiÿìè êðèâîëiíiéíèõ êîîðäè-
íàò x = x(ξi), y = y(ξi), z = z(ξi), ÿêi ñâî¹þ ÷åðãîþ ¹ ôóíêöiÿìè
÷àñó ξi = ξi(t).

Êâàäðàò âiääàëi ìiæ äâîìà áåçìåæíî áëèçüêèìè òî÷êàìè â
êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäèíàò

(dr)2 = (eiej)dξidξj = gijdξidξj ; (I.7)

ei =
∂r
∂ξi

, i = 1, 2, 3 � ëîêàëüíà òðiéêà âåêòîðiâ êðèâîëiíiéíî¨ ñè-
ñòåìè êîîðäèíàò; gij = (eiej) � êîìïîíåíòè ìåòðè÷íîãî òåíçî-
ðà ó êðèâîëiíiéíié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Òóò i äàëi çàñòîñîâó¹òüñÿ
òàê çâàíå ïðàâèëî ñóì Àéíøòàéíà : çà iíäåêñàìè, ÿêi ïîâòî-
ðþþòüñÿ, âiäáóâà¹òüñÿ ïiäñóìîâóâàííÿ, õî÷à çíàê ñóìè ÿâíî íå
âèïèñó¹ìî.
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Øâèäêiñòü òà ïðèñêîðåííÿ â êðèâîëiíiéíèõ êîîðäèíàòàõ ξi:

v = eiξ̇
i, (I.8)

a = (ξ̈k + Γk
ij ξ̇

iξ̇j)ek, (I.9)

äå Γk
ij � ñèìâîëè Êðiñòîôôåëÿ äðóãîãî ðîäó, ÿêèé ïîâ'ÿçàíèé ç

ìåòðè÷íèì òåíçîðîì òàê:

Γk
ij =

1
2
gks

(
∂gis

∂ξj
+

∂gjs

∂ξi
− ∂gij

∂ξs

)
. (I.10)

I.1. Äâà ìèñëèâöi éäóòü íàçóñòði÷ îäèí îäíîìó çi øâèäêîñòÿ-
ìè u1 òà u2 âiäïîâiäíî. Ìiæ íèìè áiãà¹ ïåñ çi øâèäêiñòþ
v > u1, v > u2. ßêèé øëÿõ ïðîáiæèòü ïåñ äî ìîìåíòó çó-
ñòði÷i ìèñëèâöiâ, ÿêùî ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó âiäñòàíü
ìiæ íèìè ðiâíà `?

I.2. Ó âåðøèíàõ êâàäðàòà çi ñòîðîíîþ a ñèäÿòü ÷îòèðè æóêè.
Â ìîìåíò ÷àñó t = 0 âîíè ïî÷èíàþòü ïîâçòè çi ñòàëèìè
øâèäêîñòÿìè v, ÿêi ñïðÿìîâàíi íà ñóñiäà çà ãîäèííèêîâîþ
ñòðiëêîþ. Çà ÿêèé ÷àñ i äå âîíè çóñòðiíóòüñÿ?

I.3. Ìàòåðiàëüíà òî÷êà ðóõà¹òüñÿ çi ñòàëèì ïðèñêîðåííÿì g, ñïðÿ-
ìîâàíèì âåðòèêàëüíî âíèç. Âèçíà÷èòè øâèäêiñòü òî÷êè v íà
âèñîòi h, ÿêùî íà âèñîòi 0 âîíà ìàëà øâèäêiñòü v0, íàïðÿì-
ëåíó ïiä êóòîì α äî ãîðèçîíòó.

I.4. Êàìiíü, êèíóòèé ïiä êóòîì α äî ãîðèçîíòó, äâi÷i ïîáóâàâ íà
îäíié i òié æå âèñîòi h ÷åðåç ïðîìiæêè ÷àñó t1 i t2 ïiñëÿ ïî-
÷àòêó ðóõó. Âèçíà÷èòè ïî÷àòêîâó øâèäêiñòü v0 i âèñîòó h,
ÿêùî êàìiíü ðóõà¹òüñÿ çi ñòàëèì ïðèñêîðåííÿì g, ñïðÿìî-
âàíèì âåðòèêàëüíî âíèç.
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I.5. Çíàéòè òðà¹êòîðiþ òî÷êè îáîäó êîëåñà ðàäióñà R, ÿêå êîòè-
òüñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíié ïîâåðõíi.

I.6. Êîðàáåëü éäå íà çàõiä çi øâèäêiñòþ v. Âiäîìî, ùî âiòåð äìå
ç ïiâäåííîãî çàõîäó. Øâèäêiñòü âiòðó, âèìiðÿíà íà ïàëóái
êîðàáëÿ, äîðiâíþ¹ u1. Çíàéòè øâèäêiñòü âiòðó u âiäíîñíî
çåìëi.

I.7. Ìàòåðiàëüíà òî÷êà ðóõà¹òüñÿ â ïëîùèíi. Çíàéòè ðiâíÿííÿ
òðà¹êòîði¨ òî÷êè, ÿêùî

(a) ¨¨ òàíãåíöiàëüíå ïðèñêîðåííÿ aτ = const, íîðìàëüíå
ïðèñêîðåííÿ an = 0;

(b) ¨¨ òàíãåíöiàëüíå ïðèñêîðåííÿ aτ = 0, íîðìàëüíå ïðè-
ñêîðåííÿ an = const.

Â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó øâèäêiñòü òî÷êè ðiâíà u i íà-
ïðÿìëåíà âçäîâæ îñi îðäèíàò.

I.8. Òî÷êà ðóõà¹òüñÿ ïî ñôåði, ïðè÷îìó â äîâiëüíèé ìîìåíò ÷àñó
âåêòîð øâèäêîñòi òî÷êè óòâîðþ¹ ïîñòiéíèé êóò α ç ìåðèäi-
àíîì. Çíàéòè ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ òî÷êè.

I.9. Òî÷êà ðóõà¹òüñÿ â ïëîùèíi ç ïîñòiéíîþ çà âåëè÷èíîþ øâèä-
êiñòþ v0, ïðè öüîìó êóò ìiæ ðàäióñ-âåêòîðîì òî÷êè i âåêòî-
ðîì ¨¨ øâèäêîñòi ðiâíèé πωt/6. Çíàéòè ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨
òî÷êè, ÿêùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó r(0) = 0.

I.10. Òî÷êà ðóõà¹òüñÿ ïî åëiïñó (x/a)2 +(y/b)2 = 1 òàê, ùî êóòîâà
øâèäêiñòü ðàäióñ-âåêòîðà, ïðîâåäåíîãî ç öåíòðó åëiïñà äî
òî÷êè, ïîñòiéíà i ðiâíà ω. Âèçíà÷èòè øâèäêiñòü òî÷êè, ÿêùî
â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó x(0) = a.

I.11. Òî÷êà ðóõà¹òüñÿ ïî åëiïñó ç ïiâîñÿìè a, b ç ïîñòiéíîþ çà âå-
ëè÷èíîþ øâèäêiñòþ v0. Âèçíà÷èòè ïðèñêîðåííÿ i øâèäêiñòü
òî÷êè ÿê ôóíêöi¨ êîîðäèíàò.
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I.12. Òî÷êà ðóõà¹òüñÿ â ïëîùèíi ç ïîñòiéíîþ çà âåëè÷èíîþ øâèä-
êiñòþ v0 i ïîñòiéíîþ êóòîâîþ øâèäêiñòþ ω. Çíàéòè v(t).

I.13. Êiò íàçäîãàíÿ¹ ì'ÿ÷, ùî êîòèòüñÿ çi ñòàëîþ øâèäêiñòþ v. Â
ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó âiäñòàíü ìiæ íèìè ñòàíîâèëà `. Çà
ÿêèé ÷àñ êiò íàçäîæåíå ì'ÿ÷, ÿêùî øâèäêiñòü êîòà ðiâíà u >

v i âåñü ÷àñ ñïðÿìîâàíà íà ì'ÿ÷? Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó
øâèäêiñòü êîòà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî íàïðÿìêó ðóõó ì'ÿ÷à.
Çíàéòè ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ êîòà.

I.14. Çíàéòè íîðìàëüíå an, òàíãåíöiàëüíå aτ ïðèñêîðåííÿ òà ðà-
äióñ êðèâèíè òðà¹êòîði¨, ÿêùî òî÷êà ðóõà¹òüñÿ ïî çàêîíó:

(a) x = b cosωt, y = b sinωt, z = v0t;
(b) x = b cosωt, y = b sinωt, z = γtn;

(c) x =
t− t0

t0
r cosωt, y =

t− t0
t0

r sinωt, z = v0t;

(d) x = a (1 + cosωt), y = a sinωt, z = 2a sin
ωt

2
;

(e) x = (b + vt) cosωt, y = (b + vt) sinωt, z = γt2.

I.15. Ìàòåðiàëüíà òî÷êà ðóõà¹òüñÿ â ïëîùèíi. �¨ òàíãåíöiàëüíå i
íîðìàëüíå ïðèñêîðåííÿ ñòàëi òà âiäïîâiäíî ðiâíi aτ i an. Çíà-
éòè çàëåæíiñòü ìiæ ïðîéäåíèì øëÿõîì òà êóòîì, ÿêèé óòâî-
ðþ¹ âåêòîð øâèäêîñòi ÷àñòèíêè ç âiññþ àáñöèñ. Ïî÷àòêîâà
øâèäêiñòü ðiâíà u i ñïðÿìîâàíà âçäîâæ îñi àáñöèñ.

I.16. Ìàòåðiàëüíà òî÷êà ðóõà¹òüñÿ ïî êîëó ç ðàäióñîì R çi ñòàëèì
òàíãåíöiàëüíèì ïðèñêîðåííÿì aτ . ×åðåç ÿêèé ÷àñ t ïiñëÿ ïî-
÷àòêó ðóõó íîðìàëüíå ïðèñêîðåííÿ an áóäå áiëüøèì âiä aτ

â n ðàç?

I.17. Òî÷êà ðóõà¹òüñÿ ïî ïàðàáîëi y = kx2 òàê, ùî ¨¨ ïðèñêîðåí-
íÿ ïàðàëåëüíå äî îñi y i ðiâíå a. Çíàéòè êîìïîíåíòè aτ , an

ïðèñêîðåííÿ òî÷êè ÿê ôóíêöi¨ êîîðäèíàòè x.
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I.18. Êîëåñî ðàäióñà R êîòèòüñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíié ïîâåðõíi çi ñòà-
ëîþ øâèäêiñòþ v. Çíàéòè çàëåæíiñòü íîðìàëüíîãî, òàíãåí-
öiàëüíîãî ïðèñêîðåííÿ òà ðàäióñà êðèâèíè âèäiëåíî¨ òî÷êè
íà îáîäi êîëåñà âiä ÷àñó. Â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó öÿ òî÷êà
äîòîðêàëàñÿ ïîâåðõíi.

I.19. Ïîðàõóâàòè äëÿ öèëiíäðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò
(a) ìåòðè÷íèé òåíçîð, (b) ñèìâîëè Êðiñòîôôåëÿ,
(c) ëàïëàñiàí.

I.20. Ïîðàõóâàòè äëÿ ñôåðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò
(a) ìåòðè÷íèé òåíçîð, (b) ñèìâîëè Êðiñòîôôåëÿ,
(c) ëàïëàñiàí.

II. Äèíàìiêà. Çàêîíè çáåðåæåííÿ
Êiíü äi¹ íà âîçà ç òàêîþ æ ñèëîþ, ÿê i âiç
íà êîíÿ. Òàê ÷îìó æ êiíü òÿãíå âîçà, à íå
íàâïàêè?

Âiäîìà çàäà÷à

Ïåðøèé çàêîí Íüþòîíà ñòâåðäæó¹: ÿêùî íà òiëî íå äiþòü
iíøi òiëà, òî iñíóþòü òàêi ñèñòåìè âiäëiêó, âiäíîñíî ÿêèõ âîíî
ïåðåáóâà¹ â ñòàíi ñïîêîþ àáî ðiâíîìiðíîãî ïðÿìîëiíiéíîãî ðóõó.
Òàêi ñèñòåìè âiäëiêó íàçèâàþòüñÿ iíåðöiàëüíèìè .

Çìiíà êîîðäèíàò ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê ç ÷àñîì â iíåðöiàëüíié
ñèñòåìi âiäëiêó âèçíà÷à¹òüñÿ äðóãèì çàêîíîì Íüþòîíà :

mir̈i = Fi, i = 1, 2, . . . , n, (II.1)

äå Fi � ñèëà, ÿêà äi¹ íà i-òó ìàòåðiàëüíó òî÷êó ìàñîþ mi.
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Òðåòié çàêîí Íüþòîíà ñòâåðäæó¹: ñèëà, ç ÿêîþ îäíà ìà-
òåðiàëüíà òî÷êà äi¹ íà iíøó, ðiâíà çà âåëè÷èíîþ i ïðîòèëåæíà
çà íàïðÿìîì ñèëi, ç ÿêîþ äðóãà ìàòåðiàëüíà òî÷êà äi¹ íà ïåðøó.
Ñèëà âçà¹ìîäi¨ ìiæ ìàòåðiàëüíèìè òî÷êàìè íàïðÿìëåíà âçäîâæ
ïðÿìî¨, ÿêà ñïîëó÷à¹ öi òî÷êè.

Âèõîäÿ÷è ç çàêîíiâ Íüþòîíà, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî iìïóëüñ ñè-
ñòåìè ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê p =

∑
miṙi çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ

dp
dt

= Fçîâí, (II.2)

äå Fçîâí � ðiâíîäiéíà (âåêòîðíà ñóìà) âñiõ çîâíiøíiõ ñèë. ßêùî
öÿ ðiâíîäiéíà ðiâíà íóëþ, òî dp

dt = 0, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

p = const. (II.3)

Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ íàçèâàþòü çàêîíîì çáåðåæåííÿ iìïóëü-
ñó .

Ó áàãàòüîõ çàäà÷àõ çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi âåëè÷èíè: ìî-
ìåíò iìïóëüñó L =

∑
[ri,pi] òà ìîìåíò ñèë N =

∑
[ri,Fi], äëÿ ÿêèõ

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü:
d

dt
L = Nçîâí. (II.4)

ßêùî ìîìåíò çîâíiøíiõ ñèë ðiâíèé íóëþ, òî ìîìåíò iìïóëüñó çáå-
ðiãà¹òüñÿ (çàêîí çáåðåæåííÿ ìîìåíòó iìïóëüñó).

ßêùî ñèëó, ÿêà äi¹ íà i-òó ÷àñòèíêó, ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi
Fi = −∇iU , òî òàêó ñèëó íàçèâàþòü ïîòåíöiàëüíîþ. Äëÿ ïî-
òåíöiàëüíèõ ñèë, ÿêùî U íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, âèêîíó¹òüñÿ çàêîí
çáåðåæåííÿ åíåð i¨

d

dt
(T + U) = 0, T + U = const, (II.5)

äå T =
1
2

∑
miṙ2

i � êiíåòè÷íà åíåð iÿ, à U � ïîòåíöiàëüíà. Âèêî-
ðèñòàííÿ çàêîíiâ çáåðåæåííÿ ÷àñòî ñóòò¹âî ñïðîùó¹ iíòå ðóâàííÿ
çàêîíiâ ðóõó (II.1).



12 Çáiðíèê çàäà÷ ç òåîðåòè÷íî¨ ìåõàíiêè

II.21. Êóëüêà ìàñîþ m âåðòèêàëüíî âïàëà íà ãîðèçîíòàëüíó ïëè-
òó, ìàþ÷è â ìîìåíò óäàðó øâèäêiñòü v. Âèçíà÷èòè çìiíó
iìïóëüñó êóëüêè â ðàçi àáñîëþòíî ïðóæíîãî é àáñîëþòíî
íåïðóæíîãî óäàðiâ.

II.22. Ì'ÿ÷ ìàñîþ m, ùî ëåòiâ çi øâèäêiñòþ v, âäàðèâñÿ îá ãî-
ðèçîíòàëüíó ïëîùèíó. Êóò ïàäiííÿ äîðiâíþ¹ α. Âèçíà÷èòè
çìiíó iìïóëüñó, ÿêùî óäàð àáñîëþòíî ïðóæíèé.

II.23. Êóëüêà ìàñîþ m íàëiòà¹ çi øâèäêiñòþ v íà ïåðïåíäèêóëÿðíî
ðîçòàøîâàíó ïëèòó ìàñè M , ïðóæíî âäàðÿþ÷è ¨¨ ïî öåíòðó.
Âèçíà÷èòè øâèäêîñòi êóëüêè òà ïëèòè ïiñëÿ çiòêíåííÿ.

II.24. Êóëüêà ëåòèòü çi øâèäêiñòþ v i âäàðÿ¹òüñÿ â ïëîùèíó, ùî
ðóõà¹òüñÿ çi øâèäêiñòþ u. Çíàéòè øâèäêiñòü êóëüêè ïiñëÿ
óäàðó. Óäàð àáñîëþòíî ïðóæíèé.

II.25. Êóëÿ ìàñîþ m, ùî ðóõàëàñÿ çi øâèäêiñòþ v, íàëåòiâøè íà
êóëþ ìàñîþ M , ùî ïåðåáóâàëà ó ñïîêî¨, ïiñëÿ ïðóæíîãî óäà-
ðó çìiíèëà íàïðÿìîê ñâîãî ðóõó íà êóò α. Ç ÿêèìè øâèäêî-
ñòÿìè ðóõàëèñÿ êóëi âiäðàçó ïiñëÿ óäàðó?

II.26. Íà ñóäíi ìàñîþ M âiäêîðêîâóþòü øàìïàíñüêå. Íà ñêiëüêè
çìiíèòüñÿ øâèäêiñòü ñóäíà, ÿêùî êîðîê ìàñîþ m âèëåòiâ ó
íàïðÿìi ïðîòèëåæíîìó äî ðóõó ñóäíà, ïiä êóòîì α äî ãîðè-
çîíòó i çi øâèäêiñòþ v âiäíîñíî ñóäíà?

II.27. Çíàéòè çàêîí ðóõó, ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ òà ¨¨ ïàðàìåòðè (ìà-
êñèìàëüíà âèñîòà, ÷àñ ïîëüîòó, äàëüíiñòü ïîëüîòó) äëÿ ÷à-
ñòèíêè, êèíóòî¨ ïiä êóòîì α äî ãîðèçîíòó ç ïî÷àòêîâîþ øâèä-
êiñòþ v0.
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II.28. Çíàéòè øâèäêiñòü ïàäiííÿ ÷àñòèíêè â îäíîðiäíîìó ïîëi ç
òåðòÿì, ïðîïîðöiéíèì êâàäðàòó ¨¨ øâèäêîñòi, ÿêùî ïî÷à-
òêîâà øâèäêiñòü ðiâíà íóëþ. Çíàéòè âñòàíîâëåíó øâèäêiñòü
ðóõó.

II.29. Çíàéòè çàêîí ðóõó, ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ òà ¨¨ ïàðàìåòðè (ìàê-
ñèìàëüíà âèñîòà, ÷àñ ïîëüîòó, äàëüíiñòü ïîëüîòó) äëÿ ÷à-
ñòèíêè ìàñè m, êèíóòî¨ ïiä êóòîì α äî ãîðèçîíòó ç ïî÷à-
òêîâîþ øâèäêiñòþ v0, ÿêùî ñèëà îïîðó ïîâiòðÿ ïðîïîðöiéíà
äî øâèäêîñòi ÷àñòèíêè: F = −kv.

II.30. Ç ÿêîþ ïî÷àòêîâîþ øâèäêiñòþ v0 òðåáà êèíóòè âíèç ì'ÿ÷ ç
âèñîòè h, ùîá âií ïiäñòðèáíóâ íà âèñîòó 2h? Ââàæàòè, ùî
óäàð îá çåìëþ àáñîëþòíî ïðóæíèé.

II.31. Ì'ÿ÷ âiëüíî ïàäà¹ ç âèñîòè H íà ãîðèçîíòàëüíó ïëîùèíó.
Ïðè êîæíîìó âiäñêàêóâàííi øâèäêiñòü éîãî çìåíøó¹òüñÿ â
n = 2 ðàçè. Çíàéòè ïðîéäåíèé ì'ÿ÷åì øëÿõ ç ïî÷àòêó ïàäi-
ííÿ äî çóïèíêè.

II.32. Ìiøåíü ìàñè M ïiäâiøåíà íà íèòöi i ìîæå âiëüíî êîëèâàòè-
ñÿ. Çíàéòè øâèäêiñòü ìiøåíi ïiñëÿ ïîïàäàííÿ â íå¨ êóëi ìàñè
m, ÿêà ãîðèçîíòàëüíî ëåòiëà çi øâèäêiñòþ v, ÿêùî êóëÿ

(a) çàñòðÿãíå â ìiøåíi;
(b) ãîðèçîíòàëüíî âiäiá'¹òüñÿ âiä ìiøåíi;
(c) ïðîá'¹ ìiøåíü i âèëåòèòü ç íå¨ çi øâèäêiñòþ u.

II.33. ×àñòèíêà ìàñè m i çàðÿäîì q âëiòà¹ iç øâèäêiñòþ v â îäíî-
ðiäíå ìàãíiòíå ïîëå íàïðóæåíiñòþ H. Çíàéòè çàêîí ðóõó ÷à-
ñòèíêè.

II.34. Ïðîiíòå ðóâàòè ðiâíÿííÿ ðóõó:

(a) mẍ = α, ẋ(0) = −1, x(0) = 1;
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(b) mẍ = kx, ẋ(0) = 3, x(0) = 0;
(c) mẍ = kx + α, ẋ(0) = 1, x(0) = 0;
(d) mẍ = −βẋ, ẋ(0) = 0, x(0) = 1;
(e) mẍ = −βẋ + kx, ẋ(0) = 1, x(0) = 1.

II.35. Ïðîiíòå ðóâàòè ðiâíÿííÿ ðóõó mẍ = F (t), ÿêùî

(a) F (t) = at, ẋ(0) = 1, x(0) = 0;
(b) F (t) = at2, ẋ(0) = −1, x(0) = 1;
(c) F (t) = a sinωt, ẋ(0) = 0, x(0) = 2;
(d) F (t) = ae−αt, ẋ(0) = 3, x(0) = −1;
(e) F (t) = ate−αt, ẋ(0) = 1, x(0) = 1;
(f) F (t) = ae−αt cosωt, ẋ(0) = 2, x(0) = −1.

II.36. Çíàéòè çàêîí ðóõó ÷àñòèíêè ìàñè m â ïîòåíöiàëüíîìó ïîëi
U(x), ÿêùî

(a) U(x) =
mω2x2

2
; (b) U(x) = mgx;

(c) U(x) = −α

x
; (d) U(x) = −α

x
+

β

x2
;

(e) U(x) =
mω2x2

2
+

β

x2
; (f) U(x) = − U0

cos2 αx
;

(g) U(x) = − U0

ch2 αx
; (h) U(x) = − U0

sh2 αx
;

(i) U(x) = U0

(
e−2αx − 2e−αx

)
; (j) U(x) = U0 tg2 βx.

II.37. Ïðîiíòå ðóâàòè ðiâíÿííÿ ðóõó ẍ = k sin(x/a), k > 0, a > 0.
Ïî÷àòêîâi óìîâè: x(0) = πa, ẋ(0) = 2

√
ka.

II.38. Çíàéòè â êâàäðàòóðàõ ïåðiîä êîëèâàíü ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿ-
òíèêà äîâæèíè ` â çàëåæíîñòi âiä àìïëiòóäè êóòà âiäõèëåí-
íÿ ñòðèæíÿ âiä âåðòèêàëi.
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II.39. Òiëî áåç ïî÷àòêîâî¨ øâèäêîñòi ïàäà¹ íà Çåìëþ ç äóæå âåëè-
êî¨ âèñîòè h > R0 (R0 � ðàäióñ Çåìëi). Çíàéòè çàêîí ðóõó
òiëà.

II.40. Çíàéòè ÷àñ, çà ÿêèé ÷àñòèíêà ìàñè m äîñÿãíå ñèëîâîãî öåí-
òðó, ùî ïðèòÿãà¹ ¨¨ ç ñèëîþ F = αmrn, äå r � âiääàëü äî
öåíòðó. Â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñòèíêà íåðóõîìà, à âiääàëü
¨¨ äî öåíòðó äîðiâíþ¹ r0. Ðîçãëÿíóòè âèïàäêè:
(a) n = 1; (b) n = 0; (c) n = −2; (d) n = −3.

III. Ëà ðàíæåâèé ôîðìàëiçì
My work has always tried to unite the true with
the beautiful and when I had to choose one or the
other, I usually chose the beautiful.
Â ìî¨é íàóêîâié ðîáîòi ÿ âåñü ÷àñ ïðîáóâàâ
îá'¹äíàòè iñòèíó òà êðàñó. Êîëè ÿ ñòîÿâ ïå-
ðåä âèáîðîì, òî ïåðåâàæíî âèáèðàâ êðàñó

Ãåðìàíí Âåéëü

Êîîðäèíàòè òà øâèäêîñòi òië ÷àñòî ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ïåâíè-
ìè ñïiââiäíîøåííÿìè. Iñíó¹ øèðîêèé êëàñ òàê çâàíèõ ãîëîíîì-
íèõ â'ÿçåé , òîáòî òàêèõ îáìåæåíü íà êîîðäèíàòè ri, ÿêi ìîæíà
âèðàçèòè ðiâíîñòÿìè:

fα(r1, r2, . . . , rN , t) = 0, α = 1, 2, . . . , s. (III.1)

ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ÷àñòèíîê,
ÿêi ç'¹äíàíi íåðîçòÿæíèì ñòðèæíåì äîâæèíè `. Òîäi ðiâíÿííÿ â'ÿ-
çi áóäå ìàòè òàêèé âèãëÿä:

(r1 − r2)
2 − `2 = 0.
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Ïðè íàÿâíîñòi â'ÿçåé ðóõ òië çðó÷íî îïèñóâàòè ðiâíÿííÿìè
Ëà ðàíæà I ðîäó

mir̈i = Fi +
s∑

α=1

λα∇ifα, (III.2)

äå λα, α = 1, . . . , s � ìíîæíèêè Ëà ðàíæà. Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ðiâ-
íÿíü (III.2) íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè â'ÿçi (III.1). Âåëè÷èíà
Ri =

∑s
α=1 λα∇ifα íàçèâà¹òüñÿ ñèëîþ ðåàêöi¨ â'ÿçåé.

N òië, íà ÿêi íàêëàäåíî s çâ'ÿçêiâ, ìàþòü n = 3N − s ñòóïåíiâ
âiëüíîñòi. Ìîæíà ââåñòè n óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò q1, q2, . . . , qn,
òàêèõ, ùî ri = ri(q1, q2, . . . , qn, t), à ïiäñòàíîâêà ¨õ â ðiâíÿííÿ â'ÿ-
çåé (III.1) ïåðåòâîðþ¹ ¨õ ó òîòîæíîñòi. Óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè
çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà II ðîäó :

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, 2, . . . , n. (III.3)

Ôóíêöiÿ L = T − U íàçèâà¹òüñÿ ëà ðàíæiàíîì i çàëåæèòü âiä
óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò, øâèäêîñòåé òà ÷àñó:

L = L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t).

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà I òà II ðîäiâ ¹ åêâiâàëåí-
òíèìè äî ðiâíÿíü Íüþòîíà.

III.41. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà I ðîäó, çíàéòè çàêîí
ðóõó ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè, ùî ðóõà¹òüñÿ ïî ïîõèëié ïëîùèíi,
êóò íàõèëó ÿêî¨ äî ãîðèçîíòó ñòàíîâèòü α. Çíàéòè ðåàêöiþ
ïëîùèíè.

III.42. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà I ðîäó ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíè-
êà ìàñè m, ÿêèé êðiïèòüñÿ äî íåðîçòÿæíîãî ñòðèæíÿ çàâ-
äîâæêè `. Çíàéòè ðåàêöiþ ñòðèæíÿ, ÿêùî â íàéíèæ÷ié òî÷öi
òðà¹êòîði¨ øâèäêiñòü ìàÿòíèêà u.
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III.43. Ìàòåðiàëüíà òî÷êà çiñêîâçó¹ ç ãëàäêî¨ íåðóõîìî¨ êóëi ðàäióñà
R. Â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òî÷êà çíàõîäèëàñÿ íà âåðøè-
íi êóëi, à ¨¨ ïî÷àòêîâà øâèäêiñòü áóëà ðiâíà íóëþ. Íà ÿêié
âèñîòi òî÷êà âiäiðâåòüñÿ âiä ïîâåðõíi êóëi?

III.44. Òî÷êà ðóõà¹òüñÿ ïî ïîâåðõíi ãëàäêîãî íåðóõîìîãî åëiïñî¨äà
ç ïiâîñÿìè a, b, c ïiä äi¹þ ñèëè F = −κr (ïî÷àòîê ðàäióñ-
âåêòîðà ñïiâïàäà¹ ç öåíòðîì åëiïñî¨äà). Çíàéòè ðåàêöiþ çâ'ÿç-
êó ÿê ôóíêöiþ êîîðäèíàò i øâèäêîñòi.

III.45. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà I ðîäó êóëüêè ìàñîþ m, ùî ðó-
õà¹òüñÿ ïî äðîòèíi, ÿêà ìà¹ ôîðìó ïàðàáîëè y = kx2. Çíàéòè
ðåàêöiþ äðîòèíè, ÿêùî â òî÷öi x = 0 êóëüêà ìà¹ øâèäêiñòü
u.

III.46. Çàïèñàòè ëà ðàíæiàí âiëüíî¨ ÷àñòèíêè â òàêèõ ñèñòåìàõ êî-
îðäèíàò
(a) ñôåðè÷íié; (b) öèëiíäðè÷íié; (c) ïàðàáîëi÷íié.

III.47. Çàïèñàòè ëà ðàíæiàí òà âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà II ðî-
äó äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà ìàñè m, äîâæèíè `, ÿêùî
òî÷êà ïiäâiñó çäiéñíþ¹

(a) ãîðèçîíòàëüíi êîëèâàííÿ çà çàêîíîì x = a cosΩt;
(b) âåðòèêàëüíi êîëèâàííÿ çà çàêîíîì y = a cos Ωt;
(c) ðiâíîìiðíèé ðóõ ïî êîëó ðàäióñà a ç ÷àñòîòîþ Ω.

III.48. Ìàòåðiàëüíà òî÷êà ìàñè m ðóõà¹òüñÿ áåç òåðòÿ ïî äðîòèíi,
ùî ìà¹ ôîðìó ïàðàáîëè y =

x2

a
. Çíàéòè ëà ðàíæiàí ñèñòåìè

òà çàïèñàòè ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà II ðîäó.

III.49. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà II ðîäó äëÿ ñèñòåìè ç N ìàòå-
ðiàëüíèõ çàðÿäæåíèõ òî÷îê ìàñè m òà çàðÿäó q êîæíà, ÿêùî
öi òî÷êè êîâçàþòü áåç òåðòÿ íà êîëi ðàäióñà R.
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III.50. Ïîáóäóâàòè ëà ðàíæiàí òà çàïèñàòè ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà II
ðîäó. Íà ðèñóíêàõ çàäàíà äîâæèíà ïðóæèí ó íåðîçòÿãíóòî-
ìó ñòàíi.

l

m

k l

m

k l

ma

l2

α β

m

m k l1
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(a) (b) (c) (d)
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k l
a
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m

1

2
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a

k l

k l

m

m
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k l
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m

m

1 1
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m
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k l
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m
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k l

m

m

2α
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l

m

l
m
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2

1

2

k l

m

a

l

l
m

1

1

2

2

l

m

Ω
k l

m

k l
m

2 2

2

(m) (n) (o) (p)

k l

m

m

a

2

k l
k l

m
a

2 2 k l k l k l

m m
a

2 2 3 3

1 2 k l
m

(q) (r) (s) (t)
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III.51. Ïîáóäóâàòè ëà ðàíæiàí òà çàïèñàòè ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà II
ðîäó. Íà ðèñóíêàõ çàäàíà äîâæèíà ïðóæèí ó íåðîçòÿãíóòî-
ìó ñòàíi.

k l

m

α

m

m k l

l
l
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1
2

2 k l
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2 2

3 3
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a
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(d) (e) (f)

k l

k l
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m
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m
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k l a
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m
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IV. Ãàìiëüòîíîâèé ôîðìàëiçì
The truth always turns out to be simpler than you
thought
Iñòèíà çàâæäè âèÿâëÿ¹òüñÿ ïðîñòiøîþ, íiæ
ìîæíà áóëî á ïîäóìàòè

Ði÷àðä Ôåéíìàí

Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ çðó÷íî ïåðåéòè âiä ëà ðàíæåâîãî ôîðìà-
ëiçìó äî ãàìiëüòîíîâîãî. Ãàìiëüòîíîâèé ôîðìàëiçì øèðîêî âèêî-
ðèñòîâó¹òüñÿ ó êâàíòîâié òà ñòàòèñòè÷íié ôiçèöi. Ôóíêöiþ Ãà-
ìiëüòîíà , àáî ãàìiëüòîíiàí , âèçíà÷àþòü ÿê ïåðòâîðåííÿ Ëå-
æàíäðà ôóíêöi¨ Ëà ðàíæà:

H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) =
n∑

i=1

piq̇i − L(q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n, t),

(IV.1)
äå óçàãàëüíåíèé iìïóëüñ

pi =
∂L

∂q̇i
, i = 1, . . . , n. (IV.2)

Íàãîëîñèìî, ãàìiëüòîíiàí ¹ ôóíêöi¹þ âiä êîîðäèíàò òà iìïóëüñiâ.
Òîìó, ùîá îòðèìàòè ãàìiëüòîíiàí, ïîòðiáíî âèêîíàòè äâà êðîêè:

1) ç ñèñòåìè ðiâíÿíü (IV.2) âèðàçèòè øâèäêîñòi q̇i ÿê ôóíêöi¨
iìïóëüñiâ òà êîîðäèíàò;

2) îòðèìàíi çàëåæíîñòi q̇i(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t) ïiäñòàâèòè ó
âèðàç (IV.1).

Ðiâíÿííÿ ðóõó ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

ṗi = −∂H

∂qi
,

q̇i =
∂H

∂pi
,

(IV.3)
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i = 1, . . . , n, i íàçèâàþòüñÿ êàíîíi÷íèìè ðiâíÿííÿìè Ãàìiëü-
òîíà

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ôóíêöiÿ f = f (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t)
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ:

df

dt
=

∂f

∂t
+ {f,H} , (IV.4)

äå ñèìâîëîì {f, H} ïîçíà÷åíî äóæêó Ïóàññîíà, ÿêà çàäà¹òüñÿ òàê:

{f, g} =
n∑

i=1

(
∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

)
. (IV.5)

Ç äîïîìîãîþ äóæîê Ïóàññîíà, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (IV.4),
çðó÷íî äîñëiäæóâàòè, ÷è ôóíêöiÿ f ¹ iíòå ðàëîì ðóõó, òîáòî ÷è
f çáåðiãà¹òüñÿ ç ÷àñîì. Ëåãêî îá÷èñëèòè äóæêè Ïóàññîíà âiä êî-
îðäèíàò òà iìïóëüñiâ:

{qi, pj} = δij , {qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0. (IV.6)

Öi äóæêè Ïóàññîíà íàçèâàþòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíèìè .
Ñåðåä ïåðåòâîðåíü êîîðäèíàò òà iìïóëüñiâ, ùî çáåðiãàþòü âè-

ãëÿä êàíîíi÷íèõ ðiâíÿíü (IV.3), iñíóþòü ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi çàëè-
øàþòü íåçìiííèìè ôóíäàìåíòàëüíi äóæêè Ïóàññîíà, òàê çâàíi
êàíîíi÷íi ïåðåòâîðåííÿ . Êàíîíi÷íå ïåðåòâîðåííÿ çðó÷íî âè-
çíà÷àòè çà äîïîìîãîþ òâiðíî¨ ôóíêöi¨. Çàäàâøè äîâiëüíó ôóíêöiþ
F1(q1, . . . , qn, Q1, . . . , Qn, t), ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïåðåòâîðåííÿ, çà-
äàíå òàêèìè ñïiââiäíîøåííÿìè

pi =
∂F1

∂qi
, Pi = −∂F1

∂Qi
, H ′ = H +

∂F1

∂t
(IV.7)

çàëèøà¹ ðiâíÿííÿ (IV.3) áåç çìií. Òóò H ′ � íîâèé ãàìiëüòîíiàí.
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IV.52. Ïîáóäóâàòè ãàìiëüòîíiàíè òà çàïèñàòè êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ
ðóõó äëÿ òàêèõ ëà ðàíæiàíiâ:

(a) L =
mẋ2

2
; (b) L =

ẋ2

6
− xẋ

2
;

(c) L =
ẋ2

4
− xẋ

3
− x2ẋ

5
; (d) L =

m(ẋ + x)2

2
− αx2;

(e) L =
mṙ2

2
; (f) L =

mṙ2

2
− αx;

(g) L =
m(ṙ + r)2

2
− αyz; (h) L = m

exẏ2 + ẋẏ

2
;

(i) L = m
(ẋ− 2ẏ)2 + ẋẏ

2
.

IV.53. Ïîáóäóâàòè ãàìiëüòîíiàíè òà çàïèñàòè êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ
ðóõó äëÿ ðåëÿòèâiñòñüêèõ ëà ðàíæiàíiâ (A, ϕ � ôóíêöi¨ êî-
îðäèíàò òà ÷àñó)

(a) L = −mc2

√
1− ẋ2

c2
; (b) L = −mc2

√
1− ṙ2

c2
;

(c) L = −mc2

√
1− ṙ2

c2
+

e

c
(A, ṙ)− eϕ.

IV.54. Ïîáóäóâàòè ãàìiëüòîíiàíè òà çàïèñàòè êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ
ðóõó äëÿ:

(a) ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà;
(b) ïîäâiéíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà;
(c) ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà, òî÷êà ïiäâiñó ÿêîãî çäiéñíþ¹

âåðòèêàëüíi êîëèâàííÿ çà çàêîíîì a cosωt;
(d) ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà, òî÷êà ïiäâiñó ÿêîãî çäiéñíþ¹

ãîðèçîíòàëüíi êîëèâàííÿ çà çàêîíîì a cosωt.

IV.55. ßêà çàëåæíiñòü âiä óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò òà óçàãàëüíåíèõ
øâèäêîñòåé ïîâèííà áóòè ó ëà ðàíæiàíà, ùîá ãàìiëüòîíiàí
ìîæíà áóëî ïðåäñòàâèòè ÿê ñóìó êiíåòè÷íî¨ òà ïîòåíöiàëü-
íî¨ åíåð ié?
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IV.56. Ïîðàõóâàòè òàêi äóæêè Ïóàññîíà
(a) {x, ex}; (b)

{
x2, p2

}
;

(c)
{
x + p3, ex

}
; (d)

{
xp3, ex

}
;

(e)
{
xy, p4

x cos py

}
; (f)

{
xey, p2

x + cos(xpy)
}
;

(g)
{
x + y, p4

x cos py

}
; (h)

{
ex sin py, x

2y2
}
;

(i) {exypx, px tan py}; (j) {xpypz, ypx};

(k)
{

y + z3

x
, pxpy + sin px

}
.

IV.57. Ïîðàõóâàòè òàêi äóæêè Ïóàññîíà
(a) {Mi,Mj}; (b) {xi,Mj}; (c) {pi,Mj};
(d)

{
p2,Mi

}
; (e)

{
r2,Mi

}
; (f)

{
M2,Mi

}
;

(g) {(ar),Mi}; (h) {(ar), pi}; (i) {(ar), (bp)};

äå Mi � i-òà êîìïîíåíòà ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó M = [r,p ],
à a, b � ñòàëi âåêòîðè.

IV.58. Ïåðåâiðèòè, ÷è çàäíi íèæ÷å âåëè÷èíè ¹ iíòå ðàëàìè ðóõó
äëÿ ñèñòåìè, åâîëþöiÿ ÿêî¨ îïèñó¹òüñÿ ãàìiëüòîíiàíîì H =
p2

2
− 1

r
ó òðüîõâèìiðíîìó ïðîñòîði:

(a) px; (b) Mx; (c) pxz + pzx;
(d) M2

y ; (e) r2; (f) ep2− 2
r ;

(g) [p,M ]− r
r
. Öå � âåêòîð Ðóí å�Ëåíöà.

IV.59. Äëÿ âåëè÷èí ç ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i, ÿêi âèÿâèëèñÿ iíòå ðàëà-
ìè ðóõó, ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äóæêà Ïóàññîíà âiä äâîõ iíòå ðà-
ëiâ ðóõó òåæ ¹ iíòå ðàëîì ðóõó.

IV.60. Ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè: H =
p2

2
+

x2

2
. Âèêîðèñòîâóþ÷è äóæ-

êè Ïóàññîíà, çíàéòè çàêîí çìiíè ç ÷àñîì òàêèõ ôiçè÷íèõ
âåëè÷èí:
(a) x; (b) p2; (c) xp.
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IV.61. Çíàéòè êàíîíi÷íå ïåðåòâîðåííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ òâiðíié ôóí-
êöi¨:

(a) F1(q,Q) =
∑

qiQi;
(b) F2(q, P, t) = qP + (bq − aP )t, äå a, b � ñòàëi.

IV.62. Çíàéòè òâiðíó ôóíêöiþ âèäó F3(p,Q), ùî ïðèâîäèòü äî òîãî
æ êàíîíi÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ, ùî é F2(q, P ) = q2eP .

IV.63. Äî ãàìiëüòîíiàíó H =
p2

2m
+

mω2q2

2
çàñòîñîâóþòü êàíîíi÷íå

ïåðåòâîðåííÿ, ùî îïèñó¹òüñÿ òâiðíîþ ôóíêöi¹þ F1(q,Q) =
1
2
mωq2 ctg Q. Çíàéòè:
(a) H(P, Q); (b) {Q,P}qp; (c) {q, p}QP ;
(d) òâiðíi ôóíêöi¨ F2(q, P ), F3(p,Q), F4(p, P ), ÿêi âåäóòü äî

òîãî ñàìîãî êàíîíi÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ.

IV.64. Âiäîìà ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà ñèñòåìè ç äâîìà ñòóïåíÿìè âiëü-
íîñòi

H =
1
2

[
p2
1 + p2

2 + q2
1 + (q2 − q1)2 + q2

2

]
.

Çíàéòè êîåôiöi¹íòè a1, a2 òâiðíî¨ ôóíêöi¨ êàíîíi÷íîãî ïåðå-
òâîðåííÿ

F1 = a2
1(q1 + q2)2 ctg Q1 + a2

2(q1 − q2)2 ctg Q2,

ïðè ÿêîìó ãàìiëüòîíiàí íàáóâà¹ âèãëÿäó H = P1 +
√

3P2.

IV.65. Ïîêàçàòè, ùî ïåðåòâîðåííÿ

x = X cosλ +
Py

mω
sinλ, y = Y cosλ +

Px

mω
sinλ,

px = −mωY sinλ + Px cosλ, py = −mωX sinλ + Py cosλ

¹ êàíîíi÷íèì. Çíàéòè íîâó ôóíêöiþ Ãàìiëüòîíà H(X,Y, Px, Py),
ÿêùî ãàìiëüòîíiàí ó ñòàðèõ çìiííèõ

H(x, y, px, py) =
p2

x + p2
y

2m
+

mω2

2
(x2 + y2).
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IV.66. Ïîêàçàòè, ùî ïåðåòâîðåííÿ, çàïèñàíå íèæ÷å, ¹ êàíîíi÷íèì:

x =
1√
mω

(
√

2P1 sinQ1 + P2), y =
1√
mω

(
√

2P1 cosQ1 + Q2),

px =
√

mω

2
(
√

2P1 cosQ1 −Q2), py =
√

mω

2
(−

√
2P1 sinQ1 + P2).

IV.67. Äîâåñòè, ùî ïðè êàíîíi÷íîìó ïåðåòâîðåííi âèêîíóþòüñÿ òà-
êi ðiâíîñòi:

(a)
(

∂Qi

∂pj

)

qp

= −
(

∂qj

∂Pi

)

QP

; (b)
(

∂Qi

∂qj

)

qp

=
(

∂pj

∂Pi

)

QP

;

(c)
(

∂Pi

∂pj

)

qp

=
(

∂qj

∂Qi

)

QP

; (d)
(

∂Pi

∂qj

)

qp

= −
(

∂pj

∂Qi

)

QP

.

V. Òåîðiÿ Ãàìiëüòîíà�ßêîái
Patience, persistence and perspiration make an
unbeatable combination for success
Òåðïiííÿ, íàïîëåãëèâiñòü i ïiò � íåïåðåìî-
æíà êîìáiíàöiÿ, ùî ñòâîðþ¹ óñïiõ

Íàïîëåîí Ãiëë

Ôóíêöiþ äi¨, àáî äiþ, îçíà÷àþòü òàê:

S =
∫ t

t0

L (q1, . . . , qn, q̇1, . . . , q̇n) dt. (V.1)

Íåõàé ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t0 óçàãàëüíåíi êîîðäèíàòè ìàëè
ôiêñîâàíi çíà÷åííÿ q0

1, . . . , q
0
n. Cèñòåìà åâîëþöiîíó¹ âiäïîâiäíî äî

ðiâíÿíü Ëà ðàíæà ïðîòÿãîì ÷àñó t−t0 äî êîîðäèíàò qi. Çðîçóìiëî,
ùî âåëè÷èíà S çàëåæèòü âiä çíà÷åíü êîîðäèíàò qi òà ÷àñó t. Òàêèì
÷èíîì, äiþ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ôóíêöiþ âiä êîîðäèíàò òà ÷àñó
S = S(q1, . . . , qn, t).
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ßêùî çàäàíèé ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè H(q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t),
òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà�ßêîái:

∂S

∂t
+ H

(
q1, . . . , qn,

∂S

∂q1
, . . . ,

∂S

∂qn
, t

)
= 0. (V.2)

Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿêèé ìiñòèòü n íåçàëåæíèõ ñòàëèõ α1,
α2, . . . , αn, íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì iíòå ðàëîì . Ïîâíèé iíòå ðàë
S(q1, . . . , qn, t; α1, . . . , αn) çàäîâîëüíÿ¹ òåîðåìi ßêîái, ÿêà ñòâåð-
äæó¹, ùî ïîõiäíà âiä ïîâíîãî iíòå ðàëà çà ñòàëîþ òåæ ñòàëà:

∂S

∂αi
= βi = const, i = 1, . . . , n. (V.3)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öþ ñèñòåìó ðiâíÿíü âiäíîñíî êîîðäèíàò, çíàõîäÿòü
qi = qi(t;α1, . . . , αn, β1, . . . , βn), òîáòî çàêîí ðóõó.

Ó áàãàòüîõ âàæëèâèõ âèïàäêàõ ïîâíèé iíòå ðàë ðiâíÿííÿ (V.2)
ìîæíà çíàéòè ìåòîäîì ðîçäiëåííÿ çìiííèõ:

S(q1, . . . , qn, t) = S0(t) + S1(q1) + . . . + Sn(qn).

V.68. Âèõîäÿ÷è ç îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ äi¨, çíàéòè ¨¨ äëÿ îäíîâèìið-
íî¨ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè, ÿêà â ìîìåíò ÷àñó t0 ìàëà êîîðäèíàòó
x0. Ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ òåîðåìè ßêîái.

V.69. Âèõîäÿ÷è ç îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ äi¨, çíàéòè ¨¨ äëÿ îäíîâèìið-
íîãî ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà, ÿêèé â ìîìåíò ÷àñó t0 ìàâ
êîîðäèíàòó x0. Ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ òåîðåìè ßêîái.

V.70. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà�ßêîái, çíàéòè çàêîí
ðóõó ÷àñòèíêè â îäíîâèìiðíîìó ïîòåíöiàëi:

(a) U(x) =
mω2x2

2
(b) U(z) = mgz
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V.71. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà�ßêîái, çíàéòè çàêîí
ðóõó ÷àñòèíêè â ïîëi U(x, y, z), ÿêå ðiâíå

(a) x2

2
+

y

2
; (b) 2x2 + 3y2 − 4z2; (c) x− 2y + z2;

(d) 1
x

+
1
y2

; (e) 1
x2

+ 2y + z2; (f) 1
x2

+ 2y2 − z.

V.72. Ïåðåõîäÿ÷è äî ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàò i çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä
Ãàìiëüòîíà�ßêîái, çíàéòè çàêîí ðóõó äëÿ òàêèõ òðèâèìið-
íèõ ïîòåíöiàëiâ.

(a) mω2r2

2
; (b) −α

r
; (c) −α

r
+

β

r2
.

V.73. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä Ãàìiëüòîíà�ßêîái çíàéòè çàêîí ðóõó
òiëà, ùî ðóõà¹òüñÿ ïî ãëàäêié ïîõèëié ïëîùèíi, ÿêà óòâîðþ¹
êóò α ç ãîðèçîíòîì.

VI. Ìàëi êîëèâàííÿ
It requires a very unusual mind to undertake the
analysis of the obvious
Àíàëiç î÷åâèäíîãî âèìàãà¹ íàäçâè÷àéíîãî ðî-
çóìó

Àëüôðåä Í. Âàéòãåä

Ïîøèðåíèì òèïîì ðóõiâ ìåõàíi÷íèõ ñèñòåì ¹ òàê çâàíi ìàëi êî-
ëèâàííÿ � ðóõè, ÿêi ñèñòåìà çäiéñíþ¹ â îêîëi ïîëîæåííÿ ñòiéêî¨
ðiâíîâàãè. Ðîçêëàäåìî â ðÿä ïîòåíöiàëüíó åíåð iþ â îêîëi ïîëî-
æåííÿ ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè ó òî÷öi q = q0:

U(q) = U(q0) +
dU

dq

∣∣∣∣
q=q0

(q − q0) +
1
2!

d2U

dq2

∣∣∣∣
q=q0

(q − q0)
2 + . . . .

(VI.1)
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Îáìåæåííÿ êâàäðàòè÷íèìè ïî âiäõèëåííþ äîäàíêàìè íàçèâà¹-
òüñÿ ãàðìîíi÷íèì íàáëèæåííÿì, äëÿ øèðîêîãî êëàñó çàäà÷ äî-
ñòàòíüî îáìåæèòèñÿ öèì íàáëèæåííÿì. Ó ïîëîæåííi ñòiéêî¨ ðiâ-
íîâàãè q0 ïîòåíöiàëüíà åíåð iÿ íàáóâà¹ ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ,

dU

dq

∣∣∣∣
q=q0

= 0,
d2U

dq2

∣∣∣∣
q=q0

> 0. (VI.2)

Ââîäÿ÷è çìiííó x = q − q0, ïåðåïèøåìî ëà ðàíæiàí îäíîâèìiðíî¨
ñèñòåìè ó âèãëÿäi:

L =
mẋ2

2
− kx2

2
, k =

d2U

dq2

∣∣∣∣
q=q0

. (VI.3)

Âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ ðóõó ëåãêî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ:

x(t) = c1 cosωt + c2 sinωt àáî x(t) = a cos(ωt + α), (VI.4)

äå ω =
√

k/m � ÷àñòîòà ìàëèõ êîëèâàíü, a =
√

c2
1 + c2

2 � àìïëi-
òóäà, à α � ïî÷àòêîâà ôàçà.

Ïðè äîñëiæåííi êîëèâàíü îñöèëÿòîðà, íà ÿêèé äi¹ äîâiëüíà
ñèëà F (t) çðó÷íî ââåñòè çìiííó ξ(t) = x + iωx, ðîçâ'ÿçîê äëÿ ÿêî¨
ìà¹ âèãëÿä:

ξ(t) = eiωt

(∫ t

0

1
m

F (t)e−iωtdt + ξ0

)
(VI.5)

Òîäi åíåð iÿ îñöèëÿòîðà E(t) =
m

2
|ξ(t)|2. ßêùî â ìîìåíò ÷àñó t0

îñöèëÿòîð ïåðåáóâàâ ó ñïîêî¨, òî åíåð iÿ, ÿêó íàáóâ îñöèëÿòîð ïiä
äi¹þ çîâíiøíüî¨ ñèëè F (t), ¹ òàêà:

E(t) =
1

2m

∣∣∣∣
∫ t

t0

F (τ)e−iωτdτ

∣∣∣∣
2

. (VI.6)

ßêùî ñèñòåìà ìà¹ s ñòóïåíiâ âiëüíîñòi, òî ëà ðàíæiàí ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

L =
1
2

s∑

i,j=1

(mij ẋiẋj − kijxixj) , (VI.7)
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äå xi = qi − q0
i � âiäõèëåííÿ óçàãàëüíåíî¨ êîîðäèíàòè qi âiä ¨¨

çíà÷åííÿ â ïîëîæåííi ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè q0
i . Ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà II

ðîäó âèãëÿäàþòü òàê:
∑

j

(mij ẍj + kijxj) = 0 (VI.8)

i çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè xj = Aje
iωt çâîäÿòüñÿ äî îäíîðiäíî¨

ñèñòåìè àë åáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî ñòàëèõ êîåôiöi¹íòiâ Aj .
Íåíóëüîâi ðîçâ'ÿçêè ìîæëèâi ëèøå çà óìîâè

det
∣∣kij − ω2mij

∣∣ = 0. (VI.9)

Ç öüîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäÿòü ÷àñòîòè ìàëèõ êîëèâàíü ωα (α =
1, 2, . . . , s). Äàëi äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî ωα çíàõîäÿòü çâ'ÿçêè
ìiæ êîåôiöi¹íòàìè Aα

j . Òîäi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ðóõó (VI.8) çàïè-
øóòüñÿ ÿê ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ êîëèâàíü ç ðiçíèìè ÷àñòîòàìè:

xi(t) = Re
s∑

α=1

Aα
i eiωαt.

Ìåòîä Áîãîëþáîâà-Êðèëîâà ñòîñó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íå-
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ìåòîäîì òåîði¨ çáóðåíü. Ðîçãëÿíåìî äëÿ ïðèêëà-
äó îäíîâèìiðíå íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ:

ẍ = −ω2
0x + αx2, (VI.10)

ïðè÷îìó α ââàæà¹òüñÿ ìàëèì ïàðàìåòðîì.
Ïåðåïèøåìî öå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi:

ẍ + ω2x =
(
ω2 − ω2

0

)
x + αx2 (VI.11)

äå ω � øóêàíà ÷àñòîòà ìàëèõ êîëèâàíü.
Ðîçâ'ÿçêè îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ øóêà¹ìî ó âèãëÿäi ðÿäó çà ïà-

ðàìåòðîì α:
x = x0 + αx1 + α2x2 + · · · , (VI.12)



30 Çáiðíèê çàäà÷ ç òåîðåòè÷íî¨ ìåõàíiêè

ω = ω0 + αω1 + α2ω2 + · · · . (VI.13)

Ïiäñòàâëÿ¹ìî øóêàíi ðîçâ'ÿçêè ó (VI.11) i ïðèðiâíþ¹ìî ó ëiâié i
ïðàâié ÷àñòèíi ñïiââiäíîøåííÿ äîäàíêè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ
α. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ äëÿ x0, x1, x2, . . ., ïîïðàâêè
äî ÷àñòîòè ω1, ω2, . . . çíàõîäèìî ç óìîâè, ùîá ó ñèñòåìi íå áóëî
ñàìîðåçîíàíñiâ, òîáòî ïðàâà ÷àñòèíà íå ïîâèííà ìiñòèòè ãàðìîíi-
÷íèõ ôóíêöié ÷àñòîòè ω.

Ðóõ ÷àñòèíêè ó øâèäêîîñöèëþþ÷îìó ïîëi îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿí-
íÿì:

mẍ = −∂U(x)
∂x

+ f, (VI.14)

äå f = f1(x) cos Ωt + f2(x) sin Ωt � øâèäêîîñöèëþþ÷à ñèëà.
Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè

ïëàâíî¨ òà øâèäêîîñöèëþþ÷î¨ ÷àñòèí:

x(t) = X(t) + ξ(t). (VI.15)

Ïëàâíà ÷àñòèíà X(t) îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ç åôåêòèâíèì ïîòåí-
öiàëîì:

mẌ = −∂Ueff (X)
∂X

, (VI.16)

äå
Ueff (X) = U(X) +

1
4mΩ2

(
f2
1 (X) + f2

2 (X)
)
. (VI.17)

VI.74. Çíàéòè çàãàëüíi ðîçâ'ÿçêè òàêèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:
(a) ẍ + ω2x = 0; (b) ẍ + 2γẋ + ω2x = 0;
(c) ẍ + 2γẋ + ω2x = α cosΩt.

VI.75. Çíàéòè ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè òà ÷àñòîòó ìàëèõ êîëèâàíü ÷à-
ñòèíêè â ïîòåíöiàëüíîìó ïîëi U(x) (ââàæàòè, ùî ñòàëi α, β,
U0 � äîäàòíi):
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(a) m
ω2x2

2
; (b) U0 tg2 αx;

(c) −U0e
−βx2 ; (d) U0e

−βx2 ;
(e) U0e

−αx+βx2 ; (f) −U0e
−αx2+βx;

(g) U0 cosαx; (h) U0 cos2 αx;
(i) U0 tg αx; (j) U0

(
e2αx + 2e−αx

)
;

(k) U0

(
e−2αx − 2e−αx

)
; (l) αx2 + βx + U0.

VI.76. Çíàéòè ÷àñòîòó ìàëèõ êîëèâàíü ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà
äîâæèíè ` òà ìàñè m.

VI.77. Òî÷êà ïiäâiñó ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà (ìàñà � m, äîâæèíà
ñòðèæíÿ � `) çäiéñíþ¹ ãîðèçîíòàëüíi êîëèâàííÿ çà çàêîíîì
a cos(Ωt). Çíàéòè ÷àñîâó çàëåæíiñòü êóòà âiäõèëåííÿ ñòðè-
æíÿ âiä âåðòèêàëi. Ââàæàòè, ùî êîëèâàííÿ òî÷êè ïiäâiñó
ìàëi (a ¿ `) òà ïîâiëüíi (Ω ¿

√
g/l).

VI.78. Çíàéòè ÷àñòîòó ìàëèõ êîëèâàíü îäíîðiäíîãî ïîïëàâêà ãó-
ñòèíè ρ â ðiäèíi ç ãóñòèíîþ ρ0 > ρ, ÿêùî ïîïëàâîê ìà¹ ôîð-
ìó

(a) âåðòèêàëüíî ðîçìiùåíîãî êóáà çi ñòîðîíîþ a;

(b) êóëi ðàäióñà a;

(c) âåðòèêàëüíî ðîçìiùåíîãî öèëiíäðà âèñîòè a òà ç ðàäi-
óñîì îñíîâè b.

Ðóõîì ðiäèíè çíåõòóâàòè.

VI.79. Çíàéòè ÷àñòîòó ìàëèõ êîëèâàíü òàêèõ ñèñòåì:



32 Çáiðíèê çàäà÷ ç òåîðåòè÷íî¨ ìåõàíiêè

(a) (b) (c)

Æîðñòêîñòi âñiõ ïðóæèí k, äîâæèíè â íåðîçòÿãíóòîìó ñòàíi
� a, ìàñà òÿãàðöÿ m. Ó ïðèêëàäàõ (b) i (c) âiäñòàíü ìiæ
òî÷êàìè êðiïëåííÿ ïðóæèí `.

VI.80. Çíàéòè ÷àñòîòè ìàëèõ êîëèâàíü, ÿêùî çàäàíî ëà ðàíæiàí
ñèñòåìè:

(a) L =
ẋ2 + ẏ2

2
− ω2

2
(x2 + y2)− αxy;

(b) L =
(ẋ− ẏ)2 + ẏ2

2
− ω2

2
(x2 + y2);

(c) L =
m1ẋ

2 + m2ẏ
2

2
+ βẋẏ − x2 + y2

2
.

VI.81. Çíàéòè ÷àñòîòè ìàëèõ êîëèâàíü ïîäâiéíîãî ìàòåìàòè÷íîãî
ìàÿòíèêà. Äîâæèíè ñòðèæíiâ � `1, `2; ìàñè âàíòàæiâ m1,
m2.

VI.82. Çíàéòè ÷àñòîòè ìàëèõ êîëèâàíü òàêèõ ñèñòåì:

C C
L

L L

1 2

1 2

C CC

L L

1 2

1 2

(a) (b)
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VI.83. Ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç N ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê ìàñè m êîæíà,
ðîçìiùåíèõ íà îäíié ãîðèçîíòàëüíié ïðÿìié. Òî÷êè ç'¹äíàíi
ìiæ ñîáîþ îäíàêîâèìè ïðóæèíàìè æîðñòêîñòi k, ÿêi â íå-
ðîçòÿãíóòîìó ñòàíi ìàþòü äîâæèíó `. Çíàéòè ÷àñòîòè ìàëèõ
êîëèâàíü òàêî¨ ñèñòåìè, ÿêùî
(a) N = 2; (b) N = 3; (c) N = 4;
(d) N = 3, êðàéíÿ ëiâà òî÷êà çàêðiïëåíà;
(e) N = 4, îáèäâi êðàéíi òî÷êè çàêðiïëåíi.

VI.84. Çíàéòè çàêîí ðóõó îäíîâèìiðíîãî ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà,
ÿêùî ñèëà, ùî äi¹ íà íüîãî, ìà¹ âèãëÿä:

(a) F (t) =

{
F0, 0 ≤ t ≤ τ,

0, t > τ.
(b) F (t) =

{
F0

t
τ , 0 ≤ t ≤ τ,

0, t > τ.

(c) F (t) =

{
F0

(
1− t

τ

)
, 0 ≤ t ≤ τ,

0, t > τ.

Â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0 îñöèëÿòîð çíàõîäèâñÿ â ñòà-
íi ñïîêîþ. Çíàéòè òàêîæ ïîâíó ïåðåäàíó îñöèëÿòîðó åíåð-
 iþ.

VI.85. Âèçíà÷èòè åíåð iþ, ïåðåäàíó îäíîâèìiðíîìó ãàðìîíi÷íîìó
îñöèëÿòîðó ïiä äi¹þ ñèëè F (t), ÿêùî

(a) F =
F0

1 +
(

t
τ

)2 ; (b) F = F0e
−(t/τ)2 ; (c) F = F0e

−|t|/τ .

Â ìîìåíò ÷àñó t = −∞ îñöèëÿòîð ïåðåáóâàâ â ñòàíi ñïîêîþ.

VI.86. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä Áîãîëþáîâà�Êðèëîâà çíàéòè ÷àñòîòó
ìàëèõ êîëèâàíü â äðóãîìó íàáëèæåííi, ÿêùî ðiâíÿííÿ ðóõó
âèãëÿäà¹ òàê
(a) ẍ + ω2

0x = αx2; (b) ẍ + ω2
0x = βx3;

(c) ẍ + ω2
0x = αx2 + βx3.
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VI.87. Ìåòîäîì Áîãîëþáîâà�Êðèëîâà çíàéòè ïåðøó íåíóëüîâó ïî-
ïðàâêó äî ÷àñòîòè êîëèâàíü ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà.

VI.88. Åëåêòðè÷íå êîëî, çîáðàæåíå íà ðèñóíêó, ñêëàäà¹òüñÿ ç êîòó-
øêè iíäóêòèâíiñòþ L0 i ïëîñêîãî êîíäåíñàòîðà, îäíà ç ïëà-
ñòèí ÿêîãî ìà¹ ìàñó m i ïðèêðiïëåíà äî ïðóæèíè æîðñòêi-
ñòþ k. Ó ñòàíi ðiâíîâàãè âiäñòàíü ìiæ ïëàñòèíàìè êîíäåí-
ñàòîðà äîðiâíþ¹ d0, à ¹ìíiñòü êîíäåíñàòîðà � C0.
Ìåòîäîì Áîãîëþáîâà�Êðèëîâà çíà-
éòè ïåðøó íåíóëüîâó ïîïðàâêó äî
çàêîíó ðóõó i ÷àñòîòè êîëèâàíü öi¹¨
ïðóæèíè, à òàêîæ äî çàêîíó çìiíè
çàðÿäó íà êîíäåíñàòîði i âiäïîâiäíî¨
÷àñòîòè.

VI.89. Òî÷êà ïiäâiñó ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà çäiéñíþ¹ øâèäêi âåð-
òèêàëüíi êîëèâàííÿ çà çàêîíîì y = a cosΩt, Ω À

√
g/`. Çíà-

éòè åôåêòèâíó ïîòåíöiàëüíó åíåð iþ ìàÿòíèêà, ïîëîæåííÿ
ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè òà ÷àñòîòè ìàëèõ êîëèâàíü.

VI.90. Òî÷êà ïiäâiñó ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà çäiéñíþ¹ øâèäêi ãî-
ðèçîíòàëüíi êîëèâàííÿ çà çàêîíîì y = a cosΩt, Ω À

√
g/`.

Çíàéòè åôåêòèâíó ïîòåíöiàëüíó åíåð iþ ìàÿòíèêà, ïîëîæå-
ííÿ ñòiéêî¨ ðiâíîâàãè òà ÷àñòîòè ìàëèõ êîëèâàíü.
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VII. Ðóõ òâåðäîãî òiëà
ManĚe MensĚen haben einen GesiĚtŊkreiŊ vom RadiuŊ Null
und nennen ihn ihren Standpunkt
Êîæíà ëþäèíà ìà¹ ïåâíèé ãîðèçîíò ïîãëÿ-
äiâ. Êîëè âií çâóæó¹òüñÿ i ñòà¹ áåçìåæíî
ìàëèì, òî ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â òî÷êó. Òîäi ëþ-
äèíà êàæå: �Öå ìîÿ òî÷êà çîðó�.

Äàâèä Ãiëüáåðò

Ïiä àáñîëþòíî òâåðäèì òiëîì áóäåìî ðîçóìiòè ñèñòåìó ìàòåði-
àëüíèõ òî÷îê, âiäñòàíi ìiæ ÿêèìè ñòàëi. Ðóõ àáñîëþòíî òâåðäîãî
òiëà ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê êîìïîçèöiþ ïîñòóïàëüíîãî ðóõó öåí-
òðà ìàñ òà îáåðòàëüíîãî íàâêîëî ïåâíî¨ îñi, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç
öåíòð ìàñ. Êîîðäèíàòè öåíòðà ìàñ R ñèñòåìè ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê
âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

R =
1
M

∑
rimi, (VII.1)

äå ri òà mi � êîîðäèíàòè òà ìàñà i-î¨ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè. Äëÿ
ñóöiëüíîãî òâåðäîãî òiëà ìà¹ìî:

R =
1
M

∫
r dm =

1
M

∫
rρ(r) dV. (VII.2)

Ó çíàìåííèêàõ îáèäâîõ ôîðìóë ñòî¨òü ïîâíà ìàñà òâåðäîãî òiëà
M =

∑
i mi =

∫
ρ(r) dV , äå ρ(r) � ãóñòèíà ðå÷îâèíè â òâåðäîìó

òiëi.
Íåõàé r � ðàäióñ-âåêòîð òî÷êè òâåðäîãî òiëà âiäíîñíî öåíòðà

ìàñ. Òîäi øâèäêiñòü öi¹¨ òî÷êè âiäíîñíî íåðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîð-
äèíàò

v = V + [Ω, r], (VII.3)

äå V � øâèäêiñòü öåíòðà ìàñ, Ω � êóòîâà øâèäêiñòü îáåðòàííÿ.
Êiíåòè÷íà åíåð iÿ òâåðäîãî òiëà ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ÿê

ñóìà êiíåòè÷íèõ åíåð ié ïîñòóïàëüíîãî ðóõó öåíòðà ìàñ 1
2
MV 2
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òà îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà íàâêîëî öåíòðà ìàñ. Êiíåòè÷íà åíåð iÿ
îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà ðiâíà

T =
1
2
IjkΩjΩk, (VII.4)

äå

Ijk =
∑

mi

(
r2
i δ

jk − xj
ix

k
i

)
=

∫ (
r2δjk − xjxk

)
ρ(r) dV (VII.5)

� òåíçîð iíåðöi¨. Ïðè ïåâíîìó âèáîði ñèñòåìè êîîðäèíàò òåíçîð
iíåðöi¨ äiàãîíàëiçó¹òüñÿ. Â öüîìó âèïàäêó äiàãîíàëüíi êîìïîíåíòè
òåíçîðà íàçèâàþòü ãîëîâíèìè ìîìåíòàìè iíåðöi¨ , à ïðÿìi,
íà ÿêèõ ëåæàòü âiäïîâiäíi îðòè, � ãîëîâíèìè îñÿìè îáåðòà-
ííÿ . ßêùî òiëî ìà¹ âiñü ñèìåòði¨, òî âîíà çáiãà¹òüñÿ ç îäíi¹þ ç
ãîëîâíèõ îñåé îáåðòàííÿ, à äâi iíøi îñi ¹ îðòîãîíàëüíèìè äî íå¨.

Äëÿ îïèñó îáåðòàííÿ òâåðäîãî òiëà çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ òðüî-
ìà êóòàìè, ÿêi âèçíà÷àþòü îði¹íòàöiþ ñèñòåìè êîîðäèíàò, ïîâ'ÿçà-
íî¨ ç òiëîì, âiäíîñíî íåðóõîìî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò � òàê çâàíèìè
êóòàìè Åéëåðà . Ùîá âèçíà÷èòè êóòè Åéëåðà, ââåäåìî äâi ñè-
ñòåìè êîîðäèíàò: íåðóõîìó, ÿêà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ êîîðäèíàòàìè
X, Y , Z òà ðóõîìó � ç êîîðäèíàòàìè x, y, z. Ïî÷àòêè îáîõ êîîð-
äèíàòíèõ ñèñòåì çáiãàþòüñÿ, ðóõîìà ïëîùèíà xy ïåðåòèíà¹ íåðó-
õîìó ïëîùèíó XY ïî äåÿêié ïðÿìié (N), ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ëiíi¹þ
âóçëiâ . Íàïðÿìîê öi¹¨ îñi çáiãà¹òüñÿ iç íàïðÿìêîì âåêòîðíîãî äî-
áóòêó [Z, z] (ïîâîðîò âiä îñi Z äî îñi z âèãëÿäà¹ ç êiíöÿ âåêòîðà
N ÿê ïîâîðîò ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè). Êóòè ââîäÿòüñÿ òàê:
êóò θ ìiæ îñÿìè Z òà z, êóò φ ìiæ îñÿìè x òà N , êóò ψ ìiæ îñÿìè
N òà X. Êóò θ ïðîáiãà¹ çíà÷åííÿ âiä íóëÿ äî π, à êóòè φ i ψ � âiä
íóëÿ äî 2π.
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Êîìïîíåíòè âåêòîðà êóòîâî¨ øâèäêîñòi Ω âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç
êóòè Åéëåðà òà ¨õ ïîõiäíi òàê:

Ωx = φ̇ sin θ sinψ + θ̇ cosψ,

Ωy = φ̇ sin θ cosψ − θ̇ sinψ, (VII.6)
Ωz = φ̇ cos θ + ψ̇.

Ñèñòåìà êîîðäèíàò, ÿêà íåðiâíîìiðíî ðóõà¹òüñÿ âiäíîñíî iíåð-
öiàëüíî¨ çi øâèäêiñòþ V àáî îáåðòà¹òüñÿ ç êóòîâîþ øâèäêiñòþ Ω,
íàçèâà¹òüñÿ íåiíåðöiàëüíîþ. Ðóõ ìàòåðiàëüíî¨ òî÷êè âiäíîñíî
òàêî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì:

m
dv
dt

= −∇U −m
dV
dt

+ m[r, Ω̇] + 2m[v,Ω] + m[Ω, [r,Ω]]. (VII.7)

Ïåðøèé ÷ëåí −∇U òàêèé ñàìèé, ÿê ó äðóãîìó çàêîíi Íüþòîíà.
Ðåøòà ÷ëåíiâ íàçèâàþòüñÿ ñèëàìè iíåðöi¨ . Ñèëà −mdV

dt âèíè-
êà¹ âíàñëiäîê íåðiâíîìiðíîñòi ïîñòóïàëüíîãî ðóõó ñèñòåìè âiä-
ëiêó. Òðè îñòàííi ñèëè ïîâ'ÿçàíi ç ¨¨ îáåðòàííÿì. Ïåðøà ç íèõ
âèíèêà¹ ÿê íàñëiäîê íåðiâíîìiðíîñòi îáåðòàííÿ, à äâi iíøi ¹ i ïðè
ñòàëié êóòîâié øâèäêîñòi. Ñèëà 2m[v,Ω] íàçèâà¹òüñÿ êîðiîëiñî-
âîþ, à m[Ω, [r,Ω]] � âiäöåíòðîâîþ.
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VII.91. Çíàéòè ãîëîâíi ìîìåíòè iíåðöi¨ ñèñòåìè äâîõ ìàòåðiàëüíèõ
òî÷îê ç ìàñàìè m1 òà m2, ÿêùî âiäñòàíü ìiæ íèìè a.

VII.92. Çíàéòè ìîìåíòè iíåðöi¨ îäíîðiäíîãî òîíêîãî äðîòó ìàñè m

âiäíîñíî ãîëîâíèõ îñåé iíåðöi¨, ÿêùî âií ìà¹ ôîðìó:
(a) ñòðèæíÿ äîâæèíè 2a; (b) êâàäðàòà çi ñòîðîíîþ 2a;
(c) ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà çi ñòîðîíîþ 2a;
(d) êîëà ðàäióñà a.

VII.93. Çíàéòè ãîëîâíi ìîìåíòè iíåðöi¨ îäíîðiäíî¨ òîíêî¨ ïëàñòèíè
ìàñè m, ÿêà ìà¹ ôîðìó:

(a) êâàäðàòà çi ñòîðîíîþ 2a;
(b) ïðÿìîêóòíèêà çi ñòîðîíàìè 2a i 2b;
(c) êðóãà ðàäióñà a;
(d) ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà çi ñòîðîíîþ 2a;
(e) åëiïñà ç âåëèêîþ ïiââiññþ a i ìàëîþ ïiââiññþ b;
(f) ñôåðè ðàäióñà a;
(g) ïîâåðõíi êóáà çi ñòîðîíîþ 2a.

VII.94. Çíàéòè ãîëîâíi ìîìåíòè iíåðöi¨ îäíîðiäíîãî òiëà ìàñè m, ÿêå
ìà¹ ôîðìó:

(a) êóëi ðàäióñà a;
(b) ïàðàëåëåïiïåäà ç ðåáðàìè çàâäîâæêè 2a, 2b i 2c;
(c) ïiâêóëi ðàäióñà a;
(d) öèëiíäðà âèñîòè h ç ðàäióñîì îñíîâè R;
(e) åëiïñî¨äà ç ïiâîñÿìè a, b òà c;
(f) êîíóñà âèñîòè h ç ðàäióñîì îñíîâè R;
(g) ïîðîæíèñòîãî öèëiíäðà: ðàäióñ âíóòðiøíüî¨ öèëiíäðè-

÷íî¨ ïîâåðõíi ðiâíèé r, çîâíiøíüî¨ � R, âèñîòà � h.
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VII.95. Îá÷èñëiòü ãîëîâíi ìîìåíòè iíåðöi¨ äè-
ñêà ðàäióñà R ç âèðiçàíèì îòâîðîì ðà-
äióñà R/2. Ìàñà äèñêà m.

VII.96. Çíàéòè òåíçîð iíåðöi¨ îäíîðiäíîãî êóáà çi ñòîðîíîþ 2a òà ìà-
ñè m. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi òåíçîðiâ, çíàéòè ìîìåíò
iíåðöi¨ âiäíîñíî îñi, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äiàãîíàëü êóáà.

VII.97. Çíàéòè ìîìåíò iíåðöi¨ îäíîðiäíîãî çðiçàíîãî êîíóñà ìàñè m

ç âèñîòîþ h i ðàäióñàìè îñíîâ r òà R âiäíîñíî îñi îáåðòàííÿ.

VII.98. Äëÿ D-âèìiðíîãî êîíóñà ç ðàäióñîì îñíîâè R i âèñîòîþ h

çíàéòè ïîëîæåííÿ öåíòðà ìàñ i ìîìåíò iíåðöi¨ âiäíîñíî îñi
îáåðòàííÿ. Ìàñà êîíóñà � m.

VII.99. Ñôîðìóëþâàòè òà äîâåñòè òåîðåìó Øòàéíåðà.

VII.100. Çàïèñàòè âèðàç äëÿ êiíåòè÷íî¨ åíåð i¨ îáåðòàííÿ ñèìåòðè-
÷íî¨ äçèãè (Ix = Iy 6= Iz), ïðåäñòàâëÿþ÷è éîãî ÷åðåç êóòè
Åéëåðà.

VII.101. Çàïèñàòè ëà ðàíæiàí ñèìåòðè÷íî¨ äçèãè ìàñè m ó ïîëi òÿ-
æiííÿ ç îäíi¹þ çàêðiïëåíîþ òî÷êîþ, âèðàçèâøè éîãî ÷åðåç
êóòè Åéëåðà.

VII.102. Äîâåäiòü, ùî äëÿ ãîëîâíèõ ìîìåíòiâ iíåðöi¨ òâåðäîãî òiëà äî-
âiëüíî¨ ôîðìè âèêîíó¹òüñÿ ïðàâèëî òðèêóòíèêà: ñóìà äâîõ
iç íèõ íå ìåíøà çà òðåòié.

VII.103. Çíàéòè ÷àñ ñêî÷óâàííÿ îäíîðiäíîãî öèëiíäðà ç ïîõèëî¨ ïëî-
ùèíè (êóò íàõèëó äî ãîðèçîíòó � α). Ïîðiâíÿòè öåé ÷àñ ç
÷àñîì çiñêîâçóâàííÿ öèëiíäðà ç ïëîùèíè. Â ïî÷àòêîâèé ìî-
ìåíò âiäñòàíü âiä öèëiíäðà äî ïiäëîãè � h.

VII.104. Çíàéòè ÷àñ ñêî÷óâàííÿ îäíîðiäíî¨ êóëi ç ïîõèëî¨ ïëîùèíè
(êóò íàõèëó äî ãîðèçîíòó � α). Ïîðiâíÿòè öåé ÷àñ ç ÷àñîì çi-
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ñêîâçóâàííÿ êóëi ç ïëîùèíè. Â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò âiäñòàíü
âiä êóëi äî ïiäëîãè � h.

VII.105. Ëþäèíà ìàñîþ M = 70 êã ñòî¨òü ç âèïðîñòàíèìè ðóêàìè ïî-
ñåðåäèíi ëåãêîãî äèñêà, ÿêèé îáåðòà¹òüñÿ ç êóòîâîþ øâèä-
êiñòþ Ω = 1 ñ−1. Â îáîõ ðóêàõ ëþäèíà òðèìà¹ ïî ãàíòåëi
ìàñè m = 5 êã. Îöiíiòü çìiíó êóòîâî¨ øâèäêîñòi äèñêà, ÿêùî
ëþäèíà ïðèòèñíå ðóêè äî ãðóäåé. ßêó ðîáîòó ïðè öüîìó ïî-
òðiáíî âèêîíàòè?

VII.106. Çíàéòè ÷àñòîòó ìàëèõ êîëèâàíü îäíîðiäíîãî òiëà ìàñè m,
ÿêå ðîçòàøîâàíà íà ãîðèçîíòàëüíié ïîâåðõíi, ÿêùî âîíî ìà¹
ôîðìó:
(a) ïiâñôåðè ðàäióñà R; (b) ïiâêóëi ðàäióñà R;
(c) ïiâöèëiíäðà ðàäióñà R.

VII.107. Ñèìåòðè÷íà äçè à çàêðiïëåíà â îäíié òî÷öi. Âiäñòàíü âiä òî-
÷êè çàêðiïëåííÿ äî öåíòðà ìàñ äçè è ðiâíà `. Çíàéòè ëà ðàí-
æiàí äçè è òà çàïèñàòè ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà II ðîäó.

VII.108. Òî÷êó ïiäâiñó ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà ðóõàþòü ç ïðèñêîðå-
ííÿì a. Çíàéäiòü ÷àñòîòó ìàëèõ êîëèâàíü ìàÿòíèêà, ÿêùî
éîãî ìàñà ñòàíîâèòü m, à äîâæèíà � `.

VII.109. Îöiíiòü âåëè÷èíó âiäõèëåííÿ âiä âåðòèêàëi, ñïðè÷èíåíîãî
îáåðòàííÿì Çåìëi, äëÿ òiëà, ùî âiëüíî ïàäà¹ ç ìàëî¨ âèñîòè
h. Øèðîòà òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ ϕ.

VII.110. Îöiíiòü âåëè÷èíó âiäõèëåííÿ âiä âåðòèêàëi, ñïðè÷èíåíîãî
îáåðòàííÿì Çåìëi, äëÿ òiëà, ÿêå ïiäêèíóëè âåðòèêàëüíî ââåðõ
çi øâèäêiñòþ v. Øèðîòà òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ ϕ.

VII.111. Âèçíà÷iòü âïëèâ, ñïðè÷èíåíèé îáåðòàííÿì Çåìëi íà ìàëi êî-
ëèâàííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ìàÿòíèêà.
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VIII. Íåïåðåðâíi ñèñòåìè
. . .πάντα χωρει̃, καὶ o'υδὲν µένει.. . .
. . . âñå òå÷å, âñå çìiíþ¹òüñÿ. . .

Ãåðàêëiò Åôåñüêèé (çà Ïëàòîíîì)

Â öüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî äâà òèïè íåïåðåðâíèõ ñèñòåì,
à ñàìå, ïðóæíå ñåðåäîâèùå òà ðiäèíó.

Ïðè äîñëiäæåííi ïðóæíîãî ñåðåäîâèùà ââîäÿòü ïîëå çìiùåííÿ
äåÿêî¨ ôiçè÷íî¨ õàðàêòåðèñòèêè ñåðåäîâèùà ψ = ψ(x, t) âiä ïåâ-
íîãî ïîëîæåííÿ. Òóò x = (x1, . . . , xn) îïèñó¹ ïðîñòîðîâi çìiííi.
Ôóíêöiÿ äi¨ â öüîìó âèïàäêó áóäå

S =
∫ ∫

L
(

ψ,
∂ψ

∂x1
, . . . ,

∂ψ

∂xn
,
∂ψ

∂t
, x1, . . . , xn, t

)
dx1 . . . dxndt,

(VIII.1)
ïiäiíòå ðàëüíó ôóíêöiþ L íàçèâàþòü ãóñòèíîþ ëà ðàíæià-
íà . Ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà II ðîäó íàáóäóòü òàêîãî âèãëÿäó:

∂

∂t

∂L
∂(∂ψ/∂t)

+
n∑

i=1

∂

∂xi

∂L
∂(∂ψ/∂xi)

− ∂L
∂ψ

= 0. (VIII.2)

ßê ïðèêëàä, íàâåäåìî ó ãàðìîíi÷íîìó íàáëèæåííi ãóñòèíó ëà-
 ðàíæiàíà äëÿ îäíîâèìiðíî¨ ñòðóíè (n = 1), ÿêà íàòÿãíóòà ç ñè-
ëîþ F :

L =
ρ

2

(
∂ψ

∂t

)2

− F

2

(
∂ψ

∂x

)2

,

äå ρ � ëiíiéíà ãóñòèíà ñòðóíè, à ψ � âiäõèëåííÿ ñòðóíè âiä ïðÿìî¨
(äèâ. ðèñ.).
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Ïåðøèé äîäàíîê ó ôîðìóëi äëÿ L îïèñó¹ ãóñòèíó êiíåòè÷íî¨
åíåð i¨, à äðóãèé � ãóñòèíó ïîòåíöiàëüíî¨ åíåð i¨ ðîçòÿãíóòî¨ ñòðó-
íè.

Ðóõ ðiäèíè îïèñóþòü çà äîïîìîãîþ ïîëiâ øâèäêîñòi v, ãóñòèíè
ρ òà òèñêó p. Âèêîíóþòüñÿ ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi:

∂ρ

∂t
+ ∇(ρv) = 0 (VIII.3)

òà ðiâíÿííÿ Åéëåðà:

∂v
∂t

+ (v∇)v = −1
ρ
∇p. (VIII.4)

ßêùî ðiäèíà çíàõîäèòüñÿ â  ðàâiòàöiéíîìó ïîëi, òî íà êîæíó îäè-
íèöþ ¨¨ îá'¹ìó äi¹ ñèëà ρg, äå g � ïðèñêîðåííÿ âiëüíîãî ïàäi-
ííÿ, ÿêå íåîáõiäíî äîäàòè äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (VIII.4).
Ñèñòåìà ðiâíÿíü (VIII.3)�(VIII.4), äîïîâíåíà ðiâíÿííÿì òåðìîäè-
íàìi÷íîãî ïðîöåñó, ñòà¹ çàìêíóòîþ. Íàïðèêëàä, äëÿ iäåàëüíîãî
ãàçó ïðè àäiàáàòè÷íîìó ïðîöåñi äîäàòêîâå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä
pρ−γ = const, äå γ � ïîêàçíèê àäiàáàòè, ÷è äëÿ íåñòèñëèâî¨ ðiäè-
íè: ρ = const.

Ó ñòàöiîíàðíîìó âèïàäêó (∂v/∂t = 0), äëÿ íåñòèñëèâî¨ ðiäèíè
(ρ = const) ðiâíÿííÿ Áåðíóëëi ìà¹ âèãëÿä:

ρv2

2
+ p− (g r)ρ = const. (VIII.5)

ßêùî ðiäèíà òå÷å ïîâiëüíî, áåç çàâèõðåíü, òî âèêîíó¹òüñÿ òàê
çâàíà óìîâà ëàìiíàðíîñòi:

rotv = 0.

Ó öüîìó âèïàäêó øâèäêiñòü ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê  ðàäi¹íò ïåâ-
íîãî ïîòåíöiàëó v = ∇ϕ. Ïðè äîñëiäæåííi îáòiêàííÿ íåðóõîìîãî
òiëà ñëiä êîðèñòàòèñÿ ãðàíè÷íîþ óìîâîþ, ùî íîðìàëüíà êîìïî-
íåíòà øâèäêîñòi ðiâíà íóëþ íà ïîâåðõíi òiëà.
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Ðóõ ðiäèíè ç óðàõóâàííÿì òåðòÿ îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Íàâ'¹�
Ñòîêñà:

ρ

[
∂v
∂t

+ (v∇)v
]

= −∇p + η∆v + ξ grad div v, (VIII.6)

äå η � êîåôiöi¹íò â'ÿçêîñòi çñóâó, à ξ � êîåôiöi¹íò îá'¹ìíî¨ â'ÿçêî-
ñòi. Ïðè ðîçãëÿäi íåñòèñëèâî¨ ðiäèíè, div v = 0, îñòàííié äîäàíîê
ó ðiâíÿííi Íàâ'¹�Ñòîêñà çíèêà¹ i çðó÷íî ââåñòè êîåôiöi¹íò êiíå-
ìàòè÷íî¨ â'ÿçêîñòi ν = η/ρ.

Çàóâàæèìî, ùî ãðàíè÷íîþ óìîâîþ äëÿ ðóõó ðiäèíè ç òåðòÿì
¹ v = 0 íà íåðóõîìèõ òâåðäèõ ïîâåðõíÿõ.

VIII.112. Çíàéòè çàêîí ïðîâèñàííÿ îäíîðiäíî¨ ñòðóíè ìàñè m, âiä-
ñòàíü ìiæ òî÷êàìè ïiäâiñó ÿêî¨ `. Ñèëà íàòÿãó � F .

VIII.113. Çíàéòè ÷àñòîòè êîëèâàíü îäíîðiäíî¨ ñòðóíè ìàñè m, âiä-
ñòàíü ìiæ òî÷êàìè ïiäâiñó ÿêî¨ `. Ñèëà íàòÿãó � F .

VIII.114. Çíàéòè ÷àñòîòè êîëèâàíü îäíîðiäíî¨ ñòðóíè ìàñè m, âiä-
ñòàíü ìiæ òî÷êàìè ïiäâiñó, ÿêî¨ `, ÿêùî äî íå¨ ïîñåðåäèíi
ïðèêðiïëåíî òî÷êîâó ìàñó M . Ñèëà íàòÿãó � F .

VIII.115. Çíàéòè ÷àñòîòè êîëèâàíü ñòðóíè, ïåðøà ïîëîâèíà ìà¹ ãó-
ñòèíó ρ1, äðóãà � ρ2. Ñèëà íàòÿãó ñòðóíè � F , äîâæèíà �
`.

VIII.116. Çàïèñàòè Ëà ðàíæiàí òà çíàéòè ÷àñòîòè âëàñíèõ êîëèâàíü
îäíîðiäíî çàðÿäæåíî¨ ñòðóíè â îäíîðiäíîìó ìàãíiòíîìó ïî-
ëi, íàïðÿìëåíîìó âçäîâæ ñòðóíè. Äîâæèíà ñòðóíè � `, ñèëà
íàòÿãó � F , ëiíiéíà ãóñòèíà � ρ, ëiíiéíà ãóñòèíà çàðÿäó σ,
íàïðóæåíiñòü ïîëÿ � B.
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VIII.117. Çíàéòè Ëà ðàíæiàí ìèëüíî¨ ïëiâêè, íàòÿãíóòî¨ íà êâàäðà-
òíó ðàìêó çi ñòîðîíîþ a. Êîåôiöi¹íò ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó
ïëiâêè ñòàíîâèòü σ, ãóñòèíà ρ. Òîâùèíó ïëiâêè ââàæàòè ñòà-
ëîþ.

VIII.118. Ïîáóäóâàòè Ëà ðàíæiàí ìàëèõ ïîâçäîâæíiõ êîëèâàíü îäíî-
ðiäíîãî ñòðèæíÿ äîâæèíîþ ` òà ãóñòèíîþ ρ. Çíàéòè:

(a) øâèäêiñòü ïîøèðåííÿ çâóêó â ñòðèæíi;
(b) âëàñíi ÷àñòîòè ìàëèõ ïîâçäîâæíiõ êîëèâàíü, ÿêùî îáè-

äâà êiíöi ñòðèæíÿ çàêðiïëåíi;
(c) âëàñíi ÷àñòîòè ìàëèõ ïîâçäîâæíiõ êîëèâàíü, ÿêùî îäèí

iç êiíöiâ ñòðèæíÿ çàêðiïëåíèé.

ÌîäóëüÞí à äîðiâíþ¹ E. Ïëîùó ïîïåðå÷íîãî ïåðåðiçó ñòðè-
æíÿ ââàæàòè ñòàëîþ.

VIII.119. Ç êðàíó âåðòèêàëüíî âíèç âèòiêà¹ ñòðóìiíü ðiäèíè ç ïî-
÷àòêîâîþ øâèäêiñòþ u. Çíàéòè ôîðìó ïðîôiëþ ñòðóìåíÿ,
ÿêùî ïëîùà ïåðåðiçó êðàíó äîðiâíþ¹ S.

VIII.120. Âåðòèêàëüíî ðîçòàøîâàíèé öèëiíäð ðàäióñà R ÷àñòêîâî çà-
ïîâíåíèé ðiäèíîþ. ßêî¨ ôîðìè íàáóäå ïîâåðõíÿ ðiäèíè, ÿêùî
öèëiíäð ïî÷íå îáåðòàòèñÿ íàâêîëî ñâî¹¨ îñi ç ÷àñòîòîþ Ω?

VIII.121. Êóëÿ ðàäióñà R ðóõà¹òüñÿ çi ñòàëîþ øâèäêiñòþ v â iäåàëüíié
íåñòèñëèâié ðiäèíi. Çíàéòè ðîçïîäië øâèäêîñòåé â ðiäèíi.

VIII.122. Îá÷èñëèòè êiëüêiñòü ðiäèíè, ÿêà ïðîòiêà¹ ÷åðåç êðóãëó òðó-
áó ðàäióñà R, äîâæèíè `, ÿêùî ðiçíèöÿ òèñêiâ íà êiíöÿõ òðó-
áè ñòàíîâèòü ∆P , à êîåôiöi¹íò êiíåìàòè÷íî¨ â'ÿçêîñòi äîðiâ-
íþ¹ ν.



Âiäïîâiäi, âêàçiâêè, ðîçâ'ÿçêè
Nothing shocks me. I'm a scientist
Íiùî íå ìîæå øîêóâàòè ìåíå. ß � íàóêîâåöü

Iíäiàíà Äæîíñ

I.1. s =
v

u1 + u2
`. I.2. t =

a

v
, â öåíòði êâàäðàòó.

I.3. v =
√

v2
0 − 2gh. I.4. v0 =

g

2 sin α
(t1 + t2), h = g

t1t2
2

.

I.5. x = R(ϕ− sinϕ), y = R(1 + cos ϕ).

I.6. u =
1√
2

(
v +

√
2u2

1 − v2

)

I.7. (a) Ïðÿìà x = 0. (b) Êîëî
(

x± u2

an

)2

+ y2 =
u4

a2
n

.

I.8. tg
θ

2
= tg

θ0

2
e±(ϕ−ϕ0) ctg α � ëîêñîäðîìà.

I.9. x2 +
(

y − 3v0

πω

)2

=
(

3v0

πω

)2

.

I.10. v =
(

abω(b2 − a2) sin 2ωt

2(a2 sin2 ωt + b2 cos2 ωt)3/2
;

abω

(a2 sin2 ωt + b2 cos2 ωt)1/2

)
.

I.11. ẋ = − v0ay

b
{
( bx

a )2 + (ay
b )2

}1/2
, ẏ =

v0bx

a
{
( bx

a )2 + (ay
b )2

}1/2
,

ẍ = − v2
0b2x{

( bx
a )2 + (ay

b )2
}2 , ÿ = − v2

0a2y{
( bx

a )2 + (ay
b )2

}2 .

45
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I.12. v = (v0 cosω(t− t0); v0 sin ω(t− t0)).

I.13. Ñïðÿìó¹ìî âiñü àáñöèñ âçäîâæ ëiíi¨ ðóõó ì'ÿ÷à, òîäi éîãî êî-
îðäèíàòè (vt, 0). Íåõàé (x, y) � êîîðäèíàòè êîòà â ìîìåíò ÷à-
ñó t, s � øëÿõ ïðîéäåíèé êîòîì. Òîäi ds

dt
= u. Òàê ÿê ds =

−
√

1 +
(

dx

dy

)2

dy (çíàê �ìiíóñ� âiäïîâiäà¹ çìåíøåííþ y ïðè çðî-

ñòàííi øëÿõó s), òî u = −
√

1 +
(

dx

dy

)2
dy

dt
.

Îñêiëüêè êiò ðóõà¹òüñÿ íà ì'ÿ÷, òî dy

dx
= − y

vt− x
. Çà óìîâ, êîëè

vt − x 6= 0 òà y 6= 0, îòðèìà¹ìî åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííÿ y
dx

dy
=

−vt + x, ÿêå ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ïî y:

dx

dy
+ y

d2x

dy2
= −v

dt

dy
+

dx

dy
, y

d2x

dy2
= −v

dt

dy
=

v

u

√
1 +

(
dx

dy

)2

.

Îòðèìàëè òàêå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ: y d2x

dy2
=

v

u

√
1 +

(
dx

dy

)2

.

Çâiäêè dx

dy
=

C1

2
yv/u − 1

2C1
y−v/u òà

x =
C1

2
u

u + v
y1+v/u − 1

2C1

u

u− v
y1−v/u + C2. Êîíñòàíòè C1, C2 âè-

çíà÷à¹ìî ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ: x
∣∣
y=`

= 0,
dx

dy

∣∣∣∣
y=`

= 0. Îñòàòî÷íî
îòðèìà¹ìî

x =
y1+v/u

2`v/u

u

u + v
− u`v/u

2(u− v)
y1−v/u +

uv`

u2 − v2
(IX.7)

� ðiâíÿííÿ òðà¹êòîði¨ êîòà.
Òî÷êà çóñòði÷i êîòà ç ì'ÿ÷åì âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâàìè: y = 0, x = C2

(âiääàëü, íà ÿêó ïðîêîòèòüñÿ ì'ÿ÷ äî çóñòði÷i ç êîòîì). ×àñ ïîãîíi

T =
C2

v
=

u`

u2 − v2
.

I.14. (a) aτ = 0; an = bω2; R =
ω2b2 + v2

0

bω2
.
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(b) aτ =
(n− 1)n2γ2t2n−3

(ω2b2 + n2γ2t2(n−1))1/2
,

an = bω

(
ω4b2 + n2(n− 1)2γ2t2n−4 + ω2n2γ2t2(n−1))

ω2b2 + n2γ2t2(n−1)

)1/2

,

R =
(ω2b2 + n2γ2t2(n−1))3/2

bω(ω4b2 + n2(n− 1)2γ2t2n−4 + ω2n2γ2t2(n−1))1/2
.

(c) aτ =
ω2r2∆t

t0(r2 + ω2r2∆t2 + t20v
2
0)1/2

, äå ∆t = t− t0;

an =
rω

t0

(
4r2 + 4ω2∆t2r2 + 4v2

0t20 + r2ω4∆t4 + ω2v2
0t20∆t2

r2 + ∆t2r2ω2 + v2
0t20

)1/2

,

R =
(r2 + r2ω2∆t2 + v2

0t20)
3/2

rt0ω[4r2 + 4ω2r2∆t2 + 4v2
0t20 + ω4r2∆t4 + ω2v2

0t20∆t2]1/2
.

(d) aτ = −aω2

4
sinωt

(1 + cos2(ωt/2))1/2
,

an =
aω2

2

√
5 + 3 cos2(ωt/2)
1 + cos2(ωt/2)

, R =
2aω(1 + cos2(ωt/2))3/2

√
5 + 3 cos2(ωt/2)

.

(e) aτ =
vω2(b + vt) + 4γ2t2√

v2 + ω2(b + vt)2 + 4γ2t2
,

an =

√
A

v2 + ω2(b + vt)2 + 4γ2t2
,

R =
(v2 + ω2(b + vt)2 + 4γ2t2)3/2

√
A

,

äå A = 4ω2
[
v4 + (b + vt)2(ω2v2 + ω2γ2t2 + γ2) + 4γ2v2t2

− 2γ2tv(b + vt)
]
+ ω6(b + vt)4 + 4γ2v2.

I.15. s = Ce
2aτ
an

ϕ. I.16. t =
√

nR

aτ
.

I.17. aτ =
2kax

(1 + 4k2x2)1/2
, an =

a

(1 + 4k2x2)1/2
.

I.18. aτ =
v2

R
cos

v

2R
t, an =

v2

R
sin

v

2R
t, Rc = 4R sin

v

2R
t.

I.19. (a) Ìåòðè÷íèé òåíçîð ¹ äiàãîíàëüíèì:
grr = gzz = 1, gϕϕ = r2

(b) Γr
ϕϕ = −r, Γϕ

rϕ = Γϕ
ϕr =

1
r
. Ðåøòà êîìïîíåíò ñèìâîëà Êði-

ñòîôôåëÿ ðiâíi íóëåâi.
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(c) ∆ =
1
r

∂

∂r
r

∂

∂r
+

1
r2

∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
.

I.20. (a) Ìåòðè÷íèé òåíçîð ¹ äiàãîíàëüíèì:
grr = 1, gϕϕ = r2 sin2 θ, gθθ = r2.

(b) Γr
ϕϕ = −r sin2 θ, Γr

θθ = −r, Γϕ
rϕ = Γϕ

ϕr =
1
r
, Γϕ

ϕθ = Γϕ
θϕ = ctg θ,

Γθ
rθ = Γθ

θr =
1
r
, Γθ

ϕϕ = −1
2

sin 2θ. Ðåøòà êîìïîíåíò ñèìâîëà
Êðiñòîôôåëÿ ðiâíi íóëåâi.

(c) ∆ =
1
r

∂2

∂r2
r +

1
r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+

1
r2 sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
.

II.21. ∆p = 2mv, ∆p = mv. II.22. ∆p = 2mv sin α.

II.23. υ1 =
υ(m−M)

m + M
, u =

2υm

m + M
.

II.24. v1 = v − 2n(v − u,n), äå n � âåêòîð íîðìàëi äî ïëîùèíè.

II.25. υ =
(m−M)υ

(m + M) cos α
, u =

2υm

m + M
.

II.26. ∆u = −m

M
v cosα.

II.27. x = v0t cos α, y = v0t sin α− gt2

2
,

y = x tg α− gx2

2v2
0 cos2 α

,

t =
2v0 sin α

g
, ym =

v2
0 sin2 α

2g
, xm =

v0 sin2 2α

g
.

II.28. v(t) =
√

mg

k
th

√
gk

m
t, v∞ =

√
mg

k

II.29. x =
m

k
v0

(
1− e−

k
m t

)
cosα,

y =
m

k

(
v0 sin α +

mg

k

) (
1− e−

k
m t

)
− mg

k
t,

y = x
(
v0 sin α +

mg

k

) 1
v0 cos α

− m2g

k2
ln

(
1− k

mv0 cos α
x

)
,

ym =
m

k

(
v0 sin α +

mg

k
ln

mg

mg + kv0 sin α

)
.
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II.30. v =
√

2gh. II.31. S =
5
3
H0.

II.32. (a) V =
mυ

m + M
, (b) V =

2mυ

m + M
, (c) V =

m(υ − u)
M

.

II.33. Âèáèðà¹ìî âiñü z âçäîâæ íàïðÿìêó âåêòîðà H, ÿêèé áóäå ìàòè
êîîðäèíàòè (0, 0,H). À âiñü x òàê, ùî âåêòîð ïî÷àòêîâî¨ øâèäêîñòi
áóäå ëåæàòè â ïëîùèíi x�z i ìàòè êîîðäèíàòè (vx0, 0, vz0). Òîäi:
x(t) =

vx0

ω
sin ωt, y(t) =

vx0

ω
(cos ωt − 1), z(t) = vz0t, äå ω =

qH

mc
.

×àñòèíêà áóäå ðóõàòèñÿ ïî ñïiðàëi.

II.34. (a) x(t) =
α

m

t2

2
− t + 1,

(b) x(t) =
3
2

√
m

k

(
et
√

k/m − e−t
√

k/m
)
,

(c) x(t) =
1
2

√
m

k

(
et
√

k/m − e−t
√

k/m
)
− α

k
,

(d) x(t) = 1,

(e) x(t) =
1
2

(
1− 2m + β√

β2 + 4km

)
exp

(
−β +

√
β2 + 4km

2m
t

)
+

+
1
2

(
1 +

2m + β√
β2 + 4km

)
exp

(
−β −

√
β2 + 4km

2m
t

)
.

II.35. (a) x(t) =
α

m

t3

6
+ t, (b) x(t) =

α

m

t4

12
− t + 1,

(c) x(t) = − a

mω2
sin ωt +

a

mω
t + 2,

(d) x(t) =
a

α2m
e−αt +

(
3 +

a

αm

)
t− a

α2m
− 1,

(e) x(t) =
a

α2m

(
t +

2
α

)
e−αt +

(
1 +

a

α2m

)
t + 1− 2

α3m
,

(f) x(t) =
a

m

(α2 − ω2) cos ωt− 2ω sin ωt

(α2 + ω2)2
e−αt +

+
(

2 +
aα

m(α2 + ω2)

)
t− 1− a

m

α2 − ω2

(α2 + ω2)2
.

II.36. (a) x(t) = ±
√

2E

mω2
sin(ωt + ϕ),

(b) t = − 2
m

√
E −mgx

g
+ ϕ,
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(c) ±t =
√

m

2
1

E3/2
[
√

Ex(Ex + α)− α ln(
√

Ex +
√

Ex + α)] + ϕ,

(d) ±t =
√

m

2
1
E

√
Ex2 + αx− β −

−
√

m

2
α

2E3/2
ln

(√
E

(
x +

α

2E

)
+

√
Ex2 + αx− β

)
+ ϕ,

(e) ±t =
1
2ω

arcsin

(
mω2x2 − E√
E − 2βmω2

)
+ ϕ,

(f) ±t =
1
α

√
m

2E
arcsin

(√
E

E + U0
sin αx

)
+ ϕ,

(g) ±t =
1
α

√
m

2E
ln(shαx +

√
sh2 αx + 1 + U0/E) + ϕ,

(h) ±t =
1
α

√
m

2E
ln(
√

E ch αx +
√

E ch2 αx + U0 − E) + ϕ,

(i) ±t =

√
2m

α2E
ln

[√
E

(
eαx +

U0

E

)
+

√
Ee2αx + 2U0eαx − U0

]
+ϕ.

(j) ±t =
1
β

√
m

2(E + U0)
arcsin

(√
E + U0

E
sin βx

)
+ ϕ,

II.37. x(t) = 4a arctg et
√

k/a II.38. T = 2

√
2`

g

ϕ0∫

0

dϕ√
cosϕ− cosϕ0

II.39. t =

√
(h + R0)3

2GM

(
π

2
− arctg

√
z + R0

h− z
+

√
(z + R0)(h− z)

h + R0

)

II.40. Ïðè n > −1 ÷àñ ïàäiííÿ t =

√
πr1−n

0

2α(n + 1)

Γ
(

1
n+1

)

Γ
(

1
2 + 1

n+1

) ,

ïðè n < −1: t =

√
−π

n + 1
2α

r1−n
0 Γ

(
1
2
− 1

n + 1

)
.

Â ÷àñòêîâèõ âèïàäêàõ âiäïîâiäi òàêi:

(a) t =
π

2
√

α (b) t =

√
2r0

α

(c) t =
π

2
√

α
r
3/2
0 (d) t =

√
π

α
r2
0
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III.41. x(t) =
t2

4
g sin 2α + C1t + C2, y(t) = −gt2

2
sin2 α + C3t + C4,

Rx =
mg

2
sin 2α, Ry = mg cos2 α.

III.42. mr̈ = mg + λ∇f , f = x2 + y2 − `2, R = −m

`2
r(u2 + 3gr− 2g`)

III.43. z =
2
3
R.

III.44. R = −m
ẋ2/a2 + ẏ2/b2 + ż2/c2 − κ/m

x2/a4 + y2/b4 + z2/c4

( x

a2
i +

y

b2
j +

z

c2
k
)
.

III.45. mẍ = −2kxλ, mÿ = −mg + λ, R =
g + 2ku2

1 + 8ky
(j− 2kxi)

III.46. (a) L =
mṙ2

2
+

mr2

2
(Θ̇2 + ϕ̇2 sin2 Θ).

(b) L =
m

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2 + ż2).

(c) L =
m

2

{
1
4
(ξ + η)

(
ξ̇

ξ
+

η̇

η

)
+ ξηϕ̇2

}
.

IV.52. (a) H =
p2

2m
, ẋ =

p

m
, ṗ = 0.

(b) H = 3
(

p2

2
+

1
2
px +

1
8
x2

)
, ẋ = 3p +

3
2
x, ṗ = −3

2
(p +

1
2
x).

(c) H = p2 +
2
5
x2p +

2
3
xp +

1
25

x4 +
2
15

x3 +
1
9
x2,

ẋ = 2
(

p +
1
3
x +

1
5
x2

)
, ṗ = −2

(
2
25

x3 +
1
5
x2 +

1
9
x +

2
5
xp +

1
3
p

)
.

(d) H =
p2

2m
− xp + αx2, ẋ =

p

m
− x, ṗ = p− 2αx.

(e) H =
p2

2m
, ṙ =

p
m
, ṗ = 0.

(f) H =
p2

2m
+ αx, ṙ =

p
m
, ṗx = −α, ṗy = ṗz = 0.

(g) H =
p2

2m
− rp + αyz,

ẋ =
px

m
− x, ẏ =

py

m
− y, ż =

pz

m
− z,

ṗx = px, ṗy = py − αz, ṗz = pz − αy.
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(h) H =
2px

m
(py − pxex),

ẋ =
2
m

(py − 2pxex), ẏ =
2px

m
, ṗx =

2p2
xex

m
, ṗy = 0.

(i) 2
7m

(
4p2

x + p2
y + 3pxpy

)
,

ẋ =
2

7m
(8px + 3py), ẏ =

2
7m

(3px + 2py), ṗx = ṗy = 0.

IV.53. (a) H = c2

√
m2 +

p2
x

c2
, ẋ =

px√
m2 + p2

x

c2

, ṗx = 0.

(b) H = c2

√
m2 +

p2

c2
, ṙ =

p√
m2 + p2

c2

, ṗ = 0.

(c) H = c2

√
m2 +

(p− e
cA)2

c2
+eϕ, ṙ =

p− e
cA√

m2 + (p− e
c A)2

c2

, ṗ = −∇ϕ.

IV.56. (a) 0. (b) 4xp. (c) −3p2ex. (d) −3xp2ex.
(e) 4yp3

x cos py − xp4
x sin py. (f) 2pxey − x2e2 sin(xpy).

(g) 4p3
x cos py − p4

x sin py. (h) −2yx2ex cos py.

(i)
(

xp2
x

cos2 py
+ ypx tg py

)
exy. (j) ypypz − xpzpx.

(k) −y + z3

x2
py − y + z3

x2
cos px +

px

x
.

IV.57. (a) εijkMk. (b) εijkxk. (c) εijkpk.
(d) 0. (e) 0. (f) 0.
(g) [r,a]i. (h) ai. (i) (a,b).

IV.58. (a) íi (b) òàê (c) íi
(d) òàê (e) íi (f) òàê
(g) òàê

IV.60. (a) x = a cos(t + ϕ0). (b) p2 = −a sin 2t + b cos 2t + c.
(c) xp = a cos(2t + ϕ0).

IV.61. (a) pi = Qi, Pi = −qi, H̃ = H.
(b) Q = q − at, p = P − ap, H̃ = H + bQ− aP + abt.
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IV.62. F3(Q, p) = 3Q + Q ln(
p2

4Q
).

IV.63. (a) ωP . (b) 1. (c) 1.

(d) F2(q, P ) =
1
2
mωq2

√
2P

mωq2
− 1− P arcsin

√
mωq2

2P
,

F3(p,Q) = −1
2

p2

mω cot Q
,

F4(p, P ) = P arccos
p√

2mωP
− p

2mω

√
2mωP − p2.

IV.64. a1 =
1
2
, a2 =

4
√

3
2

.

IV.65. Ïåðåòâîðåííÿ ¹ êàíîíi÷íèì, ÿêùî âîíî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi
ñïiââiäíîøåííÿ:
{x, y}X,Y,Px,Py

= 0, {x, px}X,Y,Px,Py
= 1, {y, py}X,Y,Px,Py

= 1,
{px, py}X,Y,Px,Py = 0, {x, py}X,Y,Px,Py = 0, {y, px}X,Y,Px,Py = 0.

H(X, Y, Px, Py) =
P 2

x + P 2
y

2m
+

mω2

2
(
X2 + Y 2

)
.

V.68. S =
m

2
(x− x0)2

t− t0
.

V.69. S =
mω

2 sin ω(t− t0)
(
(x2 + x2

0) cos ω(t− t0)− 2xx0

)
.

V.70. (a) x(t) =

√
2E

mω2
sin(ω(t + β)),

(b) z(t) =
E

mg
− g

2
(β2 + 2βt + t2).

V.71. (a) x =
√

α1 sin(t + β1), y = 2α2 − (t + β2)2

4m
, z = β3 +

α3

m
t.

(b) x =
√

α1

2
sin

{
4√
2m

(t + β1)
}
, y =

√
α2

3
sin

{
6√
2m

(t + β2)
}
,

z =
√

α3

2
sh

{
8√
2m

(t + β3)
}
.

(c) x = α1 − (t + β1)2

2m
, y =

1
m

(t + β2)2 − α2

2
,

z =
√

α3 sin
{

2√
2m

(t + β3)
}
.
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(d) t = β1 −
√

2m

2α1

(√
α1x− 1 +

arch
√

α1x√
α1

)
,

y =
(

2α2

m
(β2 + t)2 +

1
α2

)1/2

, z = β3 +
α3

m
t.

(e) x =
(

2α1

m
(β1 + t)2 +

1
α1

)1/2

, y =
α2

2
− 1

m
(β2 + t)2,

z =
√

α3 sin
{

2√
2m

(t + β3)
}
.

(f) x =
(

2α1

m
(β1 + t)2 +

1
α1

)1/2

, y =
√

α2

2
sin

{
2√
2m

(t + β2)
}
,

z =
1

2m
(β3 + t)2 − α3.

V.72. (a) βr + t =
1
ω

arcsin
mωr2 − E√

E2 − α2
θ

,

βϕ = ϕ +
1
2

arcsin
2α2

ϕ − (α2
ϕ + α2

θ) sin2 θ

sin2 θ(α2
ϕ − α2

θ)
,

βθ =
1
2

arcsin
α2

θ − Emr2

mr2
√

E2 − ω2α2
θ

− arcsin
αθ cos θ√
α2

θ − α2
ϕ

.

(b) βr + t =
1

2E

{√
2Emr2 + 2mαr + α2

θ −

− α

√
m

2E
arsh

√
m(2Er + α)2

2Eα2
θ −mα2

}
,

βϕ = ϕ +
1
2

arcsin
2α2

ϕ − (α2
ϕ + α2

θ) sin2 θ

sin2 θ(α2
ϕ − α2

θ)
,

βθ = arcsin
α2

θ − αmr

r
√

2Emα2
θ + α2m2

− arcsin
αθ cos θ√
α2

θ − α2
ϕ

.

(c) βr + t =
1

2E

√
2m (Er2 + αr − β)− α2

θ −

− α

√
m

2E
arch

√
m (2Er + α)√

2E (2Eβ + α2
θ) + mα2

,

βϕ = ϕ +
1
2

arcsin
2α2

ϕ − (α2
ϕ + α2

θ) sin2 θ

sin2 θ(α2
ϕ − α2

θ)
,
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βθ =
αθ√

α2
θ + 2mβ

arcsin
α2

θ + 2mβ −mαr

r
√

2Em(α2
θ + 2mβ) + m2α2

−

− arcsin
αθ cos θ√
α2

θ − α2
ϕ

.

V.73. x =
β1

2α1
+

1
2m

t, y =
g sin α

2
(β2 + t)2 − α2

mg sin α
.

VI.74. (a) x(t) = C1 cos ωt + C2 sin ωt àáî x(t) = A cos(ωt + ϕ0),
(b) x(t) = e−γt

[
C1 exp

(
t
√

γ2 − ω2
)

+ C2 exp
(
−t

√
γ2 − ω2

)]
;

ÿêùî γ < ω, òî çðó÷íî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ïèñàòè â òàêîìó âè-
ãëÿäi:
x(t) = e−γt

(
B1 sin t

√
ω2 − γ2 + B2 cos t

√
ω2 − γ2

)

àáî x(t) = Ae−γt cos
(
t
√

ω2 − γ2 + ϕ0

)
.

(c) x(t) = e−γt
[
C1 exp

(
t
√

γ2 − ω2t
)

+ C2 exp
(
−t

√
γ2 − ω2

)]
+

+ α
(ω2 − Ω2) cosΩt + 2γΩsinΩt

(Ω2 − ω2)2 + 4γ2Ω2
,

ÿêùî γ < ω, òî çðó÷íî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ïèñàòè â òàêîìó âè-
ãëÿäi:

x(t)=Ae−γt cos
(
t
√

ω2 − γ2 + ϕ0

)
+α

(ω2 − Ω2) cosΩt + 2γΩ sinΩt

(Ω2 − ω2)2 + 4γ2Ω2
.

VI.75. (a) x0 = 0, ω. (b) x0 = 0, ω = α

√
2U0

m
,

(c) x0 = 0, ω =

√
2βU0

m
, (d) êîëèâàííÿ âiäñóòíi,

(e) x0 =
α

2β
, ω =

√
2βU0

m
e−α2/8β ,

(f) x0 =
β

2α
, ω =

√
2αU0

m
eβ2/8α,

(g) x0 =
π

α
, ω = α

√
U0

m
, (h) x0 =

π

2α
, ω = α

√
2U0

m
,

(i) êîëèâàííÿ âiäñóòíi, (j) x0 = 0, ω = α

√
6U0

m
,

(k) x0 = 0, ω = α

√
2U0

m
, (l) x0 = − β

2α
, ω =

√
2α

m
.



56 Çáiðíèê çàäà÷ ç òåîðåòè÷íî¨ ìåõàíiêè

VI.76. ω =
√

g

`
.

VI.77. ϕ(t) = ϕ0 cos
(√

g

l
t + α

)
+

aΩ2

g − `Ω2
cosΩt

VI.78. (a) ω =
√

ρ0g

ρa

(b) ω =

√
3ρ0g

4ρR

[
2 cos

2
3

arcsin
(

1− 2
ρ

ρ0

)
− 1

]
.

Ïðèìiòêà: ðiâíÿííÿ x3− 3x = 2 sin α, äå α ∈ [−π/2, π/2], ìà¹ îäèí
äiéñíèé êîðiíü x = −2 sin

α

3
.

(c) ω =
√

ρ0g

ρa

VI.79. (a) ω =

√
k

m
(b) ω =

√
2k

m
(c) ω =

√
2k

m

VI.80. (a) Ω1,2 =
√

ω2 ± α, ÿêùî ω2 > α, iíàêøå: Ω =
√

ω2 + α

(b) Ω1,2 =

√
3±√5

2
ω

(c) Ω1,2 =

√
m1 + m2 ±

√
(m1 −m2)2 + 4β2

2(m1m2 − β2)

VI.81. ω1,2 =

√√√√g(m1 + m2)
2`1`2m1

[
`1 + `2 ±

√
(`1 − `2)2 +

4m2`1`2
m1 + m2

]
,

â ãðàíèöi m1 →∞ îòðèìó¹ìî ω1,2 =
√

g

`1,2

VI.82. (a) ω1,2 =

√
A + B ±

√
(A−B)2 + 4L2C1C2

2(L1L2 + LL1 + LL2)C1C2
,

äå A = (L + L2)C2, B = (L + L1)C1.

(b) ω1,2 =

√√√√A + B ±
√

(A−B)2 + 4L1L2

2L1L2C
,

äå A = L1

(
1 + C

C2

)
, B = L2

(
1 + C

C1

)
.
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Â ãðàíèöi L →∞ äëÿ ïóíêòó (a) òà C → 0 äëÿ ïóíêòó (b) îòðè-
ìóþòüñÿ åêâiâàëåíòíi ñõåìè ç òi¹þ ñàìîþ ÷àñòîòîþ âëàñíèõ êî-

ëèâàíü ω =

√
C1 + C2

C1C2(L1 + L2)
.

VI.83. (a) ω =

√
2

k

m
(b) ω1 =

√
k

m
, ω2 =

√
3

k

m

(c) ω1 =

√
2

k

m
, ω2,3 =

√(
2±

√
2
) k

m

(d) ω1,2 =

√√√√
(

3±√5
2

)
k

m
(e) ω1 =

√
k

m
, ω2 =

√
3

k

m

VI.84. (a) E =
F 2

0

mω2
(1− cos ωτ),

x(t) =





F0

mω2
(1− cosωt), ïðè 0 < t < τ

F0

mω2
[cos ω(t− τ)− cos ωt] , ïðè t ≥ τ.

(b) E =
F 2

0

2mτ2ω4
(ω2τ2 + 2− 2 cos ωτ − 2ωτ sin ωτ),

x(t) =





F0

mτω3
(ωt− sin ωt), ïðè 0 < t < τ

F0

mτω3
[ωτ cos ω(t− τ) + sin ω(t− τ)− sin ωt] , ïðè t ≥ τ.

(c) E =
F 2

0

2mτ2ω4
(ω2τ2 + 2− 2 cos ωτ − 2ωτ sin ωτ),

x(t) =





F0

mτω3
(ωτ − ωτ cos ωt + sin ωt− ωt), ïðè 0 < t < τ

F0

mτω3
[sinωt− ωτ cosωt− sin ω(t− τ)] , ïðè t ≥ τ.

VI.85. (a) E =
(πτF0)2

2m
e−2ωτ (b) E = π

(τF0)2

2m
e−

1
2 ω2τ2

(c) E =
2(τF0)2

m(1 + ω2τ2)2
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VI.86. Íåõàé a � àìïëiòóäà ïåðøî¨ ãàðìîíiêè. Òîäi

(a) ω ≈ ω0 − 5α2

12ω3
0

a2 (b) ω ≈ ω0 +
3β

8ω0
a2

(c) ω ≈ ω0 −
(

5α2

12ω3
0

− 3β

8ω0

)
a2

VI.87. ω ≈
√

g

`

(
1 +

ϕ2
0

16

)
, äå ϕ0 � ìàêñèìàëüíèé êóò âiäõèëåííÿ ìàÿ-

òíèêà âiä ðiâíîâàãè.

VI.88. Ëà ðàíæiàí öi¹¨ åëåêòðîìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè äîðiâíþ¹

L =
mẋ2

2
− kx2

2
+

L0q̇
2

2
− q2

2C(x)
,

äå ¹ìíiñòü C(x) =
C0

1 + x/d0
, x � âiäõèëåííÿ ðóõîìî¨ ïëàñòèíè

âiä ïîëîæåííÿ ðiâíîâàãè. Ó ðåçóëüòàòi ìàòèìåìî ñèñòåìó äâîõ
ðiâíÿíü:

ẍ + ω2
0x = − λ

2mC0d0
q2,

q̈ + Ω2
0q = − λ

L0C0d0
qx,

äå ω2
0 =

k

m
, Ω2

0 =
1

L0C0
. Ïàðàìåòð λ ââåäåíî äëÿ çðó÷íîñòi, çà éîãî

äîïîìîãîþ òî÷íi (øóêàíi) ðåçóëüòàòè ìîæíà ïîäàòè ÿê ðîçêëàäè:
x = x0 + λx1 + λ2x2 . . ., q = q0 + λq1 + λ2q2 . . ., ω = ω0 + λω1 + . . .,
Ω = Ω0 + λΩ1 + . . ..
Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä Áîãîëþáîâà�Êðèëîâà, äëÿ ïåðøèõ ïîïðàâîê
ìàòèìåìî ðiâíÿííÿ

ẍ1 + ω2x1 = 2ωω1X cosωt− 1
2md0C0

Q2 cos2 Ωt

q̈1 + Ω2q1 = 2ΩΩ1Q cosΩt− 1
d0C0L0

QX cos ωt cosΩt.

Ïðèéìà¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçêè �íóëüîâî¨� çàäà÷i ìàþòü âèãëÿä x0(t) =
X cosωt, q0(t) = Q cosΩt, òîáòî ïî÷àòêîâà ôàçà êîëèâàíü äîðiâ-
íþ¹ íóëåâi.
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Âèçíà÷àþ÷è ïîïðàâêè ω1, Ω1 ç óìîâè âiäñóòíîñòi ðåçîíàíñó, çà-
óâàæèìî, ùî çà ñïiââiäíîøåííÿ ÷àñòîò ω = 2Ω (ùî, çðîçóìiëî,
îçíà÷à¹ ω0 ≈ 2Ω0) ìàòèìåìî íåíóëüîâi ïåðøi ïîïðàâêè äî ÷àñòîò:

ω1 =
Q2

8ω0md0C0X
, Ω1 =

Ω0X

4d0
.

ßêùî æ ìiæ ÷àñòîòàìè ω i Ω íåìà¹ òàêîãî ñïiââiäíîøåííÿ (òîáòî
ω0 6≈ 2Ω0), òî ïåðøi ïîïðàâêè äîðiâíþþòü íóëåâi: ω1 = 0, Ω1 = 0.
Ïåðøi ïîïðàâêè äî çàêîíiâ çìiíè êîîðäèíàòè x1(t) i çàðÿäó q1(t)
ëåãêî çíàéòè ÿê ÷àñòêîâi ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíèõ íåîäíîðiäíèõ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü.

VI.89. Ueff = mg`

(
−cosϕ +

a2Ω2

4g`
sin2 ϕ

)
. Ïîëîæåííÿ ñòiéêî¨ ðiâíîâà-

ãè: ϕ = 0 (âåðòèêàëüíî âíèç) � çàâæäè, ÷àñòîòà ìàëèõ êîëèâàíü

ω =

√
g

`

(
a2Ω2

2g`
+ 1

)
. Çà óìîâè a2Ω2 > 2g` ñòiéêèì òàêîæ áóäå ïî-

ëîæåííÿ ϕ = π (âåðòèêàëüíî âãîðó) ç ÷àñòîòîþ ìàëèõ êîëèâàíü

ω =

√
g

`

(
a2Ω2

2g`
− 1

)
.

VI.90. Ueff = mg`

(
−cosϕ +

a2Ω2

4g`
cos2 ϕ

)
. Ïîëîæåííÿ ñòiéêî¨ ðiâíî-

âàãè: ϕ = 0 (âåðòèêàëüíî âíèç) çà óìîâè a2Ω2 < 2g`, ÷àñòîòà

ìàëèõ êîëèâàíü ω =

√
g

`

(
1− a2Ω2

2g`

)
. ßêùî a2Ω2 > 2g`, òî ñòié-

êèìè áóäóòü äâà ïîëîæåííÿ, äëÿ ÿêèõ cos ϕ = 2g`/a2Ω2, ÷àñòîòà

ìàëèõ êîëèâàíü ω =

√
g

`

(
a2Ω2

2g`
− 2g`

a2Ω2

)
.

VII.91. I1 = 0, I2 = I3 =
m1m2

m1 + m2
a2.

VII.92. (a) I1 = 0, I2 = I3 =
ma2

3
.

(b) I1 = I2 =
2
3
ma2, I3 =

4
3
ma2.

(c) I1 = I2 =
ma2

3
, I3 =

2
3
ma2.
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(d) I1 = I2 =
ma2

2
, I3 = ma2.

VII.93. (a) I1 = I2 =
ma2

3
, I3 =

2
3
ma2.

(b) I1 =
ma2

3
, I2 =

mb2

3
, I3 = m

a2 + b2

3
.

(c) I1 = I2 =
ma2

4
, I3 =

ma2

2
.

(d) I1 = I2 =
ma2

6
, I3 =

ma2

3
.

(e) I1 =
ma2

4
, I2 =

mb2

4
, I3 = m

a2 + b2

4
.

(f) I1 = I2 = I3 =
2
3
ma2.

(g) I1 = I2 = I3 =
10
9

ma2.

VII.94. (a) I1 = I2 = I3 =
2
5
ma2.

(b) I1 = m
b2 + c2

3
, I2 = m

a2 + c2

3
, I3 = m

a2 + b2

3
.

(c) I1 =
2
5
ma2, I2 = I3 =

83
320

ma2.

(d) I1 = I2 =
m

4

(
R2 +

h2

3

)
, I3 =

1
2
mR2.

(e) I1 = m
b2 + c2

5
, I2 = m

a2 + c2

5
, I3 = m

a2 + b2

5
.

(f) I1 =
3
10

mR2, I2 = I3 =
3
20

m

(
R2 +

h2

4

)
.

(g) I1 = I2 =
m

4

(
R2 + r2 +

h2

3

)
, I3 = m

R2 + r2

2
.

VII.95. I1 =
5
16

mR2, I2 =
29
144

mR2, I3 =
37
72

mR2.

VII.96. Iαβ =




2
3
ma2 0 0

0
2
3
ma2 0

0 0
2
3
ma2




, I =
2
3
ma2.
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VII.97. Iz =
3
10

R5 − r5

R3 − r3

VII.98. Ïiä D-âèìiðíèì êîíóñîì ðîçóìi¹ìî ôi óðó, â îñíîâi ÿêî¨ ëå-
æèòü (D − 1)-âèìiðíà êóëÿ, óñi òî÷êè ÿêî¨ ç'¹äíàíi ç âåðøèíîþ,
ðîçìiùåíîþ íà âiäñòàíi h âiä öåíòðà êóëi ó íàïðÿìêó D-òîãî âè-
ìiðó. Çàäà÷ó çðó÷íî ðîçâ'ÿçóâàòè â ñèñòåìi êîîðäèíàò, àíàëîãi-
÷íié äî öèëiíäðè÷íî¨. Åëåìåíò îá'¹ìó â öèõ çìiííèõ ìà¹ âèãëÿä
dΩD−1 rD−2dr dz, äå ΩD−1 � òiëåñíèé ãiïåðêóò (éîãî çíà÷åííÿ íå-
ñóòò¹âå äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ öi¹¨ çàäà÷i). Ðîçâ'ÿçóþ÷è äàëi çàäà÷ó
àíàëîãi÷íî äî çàäà÷i VII.94(f) ïðî òðèâèìiðíèé êîíóñ, îòðèìà¹ìî:
âiäñòàíü âiä âåðøèíè äî öåíòðà ìàñ hc =

D

D + 1
h,

I =
D(D − 1)

(D + 1)(D + 2)
mR2.

Ïðè D = 3 îòðèìó¹ìî ðåçóëüòàò çàäà÷i VII.94(f), ïðè D = 2 ìà¹-
ìî âèïàäîê ðiâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà ç îñíîâîþ 2R òà âèñîòîþ
h, à ïðè D = 1 � ñòðèæíÿ äîâæèíîþ h âiäíîñíî îñi, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç ñàì ñòðèæåíü.

VII.100. T =
Ix

2
(ϕ̇2 sin2 θ + θ̇2) +

Iz

2
(ϕ̇ cos θ + ψ̇)2.

VII.101. L =
Ix

2
(ϕ̇2 sin2 θ + θ̇2) +

Iz + ml2

2
(ϕ̇ cos θ + ψ̇)2 −mgl cos θ,

äå l � âiäñòàíü âiä òî÷êè çàêðiïëåííÿ äî öåíòðó iíåðöi¨.

VII.103. ×àñ ñêî÷óâàííÿ t =

√
3h/g

sin α
áiëüøèé çà ÷àñ çiñêîâçóâàííÿ.

VII.104. ×àñ ñêî÷óâàííÿ t =

√
14h/5g

sin α
áiëüøèé çà ÷àñ çiñêîâçóâàííÿ.

VII.105. Ââàæàòèìåìî, ùî ëþäèíó ìîæíà íàáëèæåíî ðîçãëÿäàòè ÿê
îäíîðiäíèé öèëiíäð ðàäióñà R, à âiäñòàíü âiä îñi îáåðòàííÿ äî
ãàíòåëåé íåõàé äîðiâíþ¹ r. Òîäi ñïî÷àòêó ìîìåíò iíåðöi¨ ñèñòå-
ìè äîðiâíþâàòèìå I1 =

MR2

2
+ 2mr2, à ïiñëÿ ïðèòèñêàííÿ ãàí-

òåëåé äî ãðóäåé � I2 =
MR2

2
+ 2mR2. Çà çàêîíîì çáåðåæå-

ííÿ ìîìåíòó iìïóëüñó ÷àñòîòà îáåðòàííÿ Ω′ ó äðóãîìó âèïàäêó
âèçíà÷àòèìåòüñÿ çi ñïiââiäíîøåííÿ I1Ω = I2Ω′, à ðîáîòó A íà
ïðèòèñêàííÿ ãàíòåëåé äî ãðóäåé çàäà¹ çàêîí çáåðåæåííÿ åíåð-
 i¨: A +

I1Ω2

2
=

I2Ω′2

2
. Äëÿ îòðèìàííÿ ÷èñëîâèõ îöiíîê âèáåðåìî
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áiëüø-ìåíø ðåàëiñòè÷íi é âîäíî÷àñ çðó÷íi äëÿ ðîçðàõóíêiâ çíà-
÷åííÿ ïàðàìåòðiâ: R = 0.32 ì, r = 1 ì. Òîäi âiäíîøåííÿ ÷àñòîò
Ω′/Ω ' 3, A ' 13 Äæ.

VII.106. (a) ω =

√
3g

4R
. (b) ω =

√
15g

26R
. (c) ω =

√
8g

(9π − 16)R
.

VII.108. ω =

√
|g − a|

`
.

VII.109. y =
2
3
hΩ

√
2h

g
cos ϕ, äå Ω � ÷àñòîòà îáåðòàííÿ Çåìëi.

VII.110. y =
4v3

3g2
Ω cos ϕ, äå Ω � ÷àñòîòà îáåðòàííÿ Çåìëi.

VII.111. Ôiãóðà, ÿêó îïèñó¹ ìàÿòíèê â ãîðèçîíòàëüíié ïëîùèíi, ïî-
âåðòà¹òüñÿ ç êóòîâîþ øâèäêiñòþ Ωsin ϕ, äå Ω � êóòîâà øâèäêiñòü
îáåðòàííÿ Çåìëi, ϕ � øèðîòà òî÷êè ñïîñòåðåæåííÿ.

VIII.112. ψ(x) =
mg

2F`
x(x− `).

VIII.113. ωn =
π

`

√
F

ρ
n, n = 1, 2, . . ..

VIII.114. ×àñòîòè êîëèâàíü ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ

ω =
2
√

ρF

M
ctg

`ω

2

√
ρ

F
, à òàêîæ ωn =

2π

`

√
F

ρ
n, n = 1, 2, . . ..

VIII.115. ×àñòîòè êîëèâàíü ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ
√

ρ1 ctg
ω`

2

√
ρ1

F
+
√

ρ2 ctg
ω`

2

√
ρ2

F
= 0.

VIII.116. ωn = n
π

`

√
F

ρ± σ2B2
, n = 1, 2, . . ..

VIII.118. (a) v =

√
E

ρ
(b) ωn =

nπ

`

√
E

ρ
, n = 1, 2, . . .

(c) ωn =
(

n +
1
2

)
π

`

√
E

ρ
, n = 0, 1, 2, . . .
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VIII.119. Ðàäióñ ãîðèçîíòàëüíîãî ïåðåðiçó ñòðóìåíÿ

r(z) =

√
S

π

u√
u2 + 2gz

, äå z � âiäñòàíü âiä ìiñöÿ âèòîêó ðiäèíè ç
êðàíà.

VIII.120. z =
Ω2

2g
r2. VIII.121. u =

R3

2r3

(
3(vr)

r
r
− v

)
.

VIII.122. Q =
π∆PR4

8ν`
.
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Ïðîãðàìà êóðñó ëåêöié �Òåîðåòè÷íà ìåõàíiêà�
I. Êiíåìàòèêà òî÷êè [7, 9]

(1) Øâèäêiñòü i ïðèñêîðåííÿ â êðèâîëiíiéíèõ êîîðäèíàòàõ.
(2) Ïðèðîäíié ñïîñiá çàäàííÿ ðóõó òî÷êè. Òàíãåíöiàëüíå, íîð-

ìàëüíå ïðèñêîðåííÿ. Ðàäióñ êðèâèçíè òðà¹êòîði¨.

II. Äèíàìiêà [3]

(1) Ïðèíöèï Ãàëiëåÿ. Çàêîíè Íüþòîíà. Çàêîíè çìií i çáåðåæå-
ííÿ iìïóëüñó, ìîìåíò iìïóëüñó òà êiíåòè÷íî¨ åíåð i¨ ìàòåði-
àëüíî¨ òî÷êè.

(2) Çàêîíè çìiíè i çáåðåæåííÿ iìïóëüñó, ìîìåíòó iìïóëüñó òà
êiíåòè÷íî¨ åíåð i¨ ñèñòåìè ìàòåðiàëüíèõ òî÷îê.

III. Iíòå ðóâàííÿ ðiâíÿíü Íüþòîíà [3, 5]

(1) Îäíîâèìiðíèé ðóõ. Ðóõ ó öåíòðàëüíîìó ïîëi.
(2) Çàäà÷à äâîõ òië. Çàäà÷à Êåïëåðà.

IV. Ïðèíöèï Äàëàìáåðà. Ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà [3, 7]

(1) Â'ÿçi. Êëàñèôiêàöiÿ â'ÿçåé. Îñíîâíà çàäà÷à äèíàìiêè íåâiëü-
íî¨ òî÷êè.

(2) Ïðèíöèï Äàëàìáåðà. Ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà I ðîäó.
(3) Ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà II ðîäó. Óçàãàëüíåíà ñèëà. Ðiâíÿííÿ Ëà-

 ðàíæà II ðîäó äëÿ ïîòåíöiàëüíî¨ ñèëè. Ëà ðàíæiàí.
(4) Óçàãàëüíåíèé ïîòåíöiàë. Ïðèêëàä åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ.

Ñèëè òåðòÿ. Äèñèïàòèâíà ôóíêöiÿ Ðåëåÿ.

V. Âàðiàöiéíèé ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà (ïðèíöèï íàéìåíøî¨ äi¨) [1, 3, 5]

(1) Äåÿêi çàäà÷i âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ. Åëåìåíòè âàðiàöiéíîãî
÷èñëåííÿ. Îñíîâíi ïîíÿòòÿ âàðiàöiéíîãî ÷èñëåííÿ. Ôóíêöiî-
íàë. Âàðiàöiÿ ôóíêöi¨. Âàðiàöiÿ ôóíêöiîíàëó.
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(2) Ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà�Åéëåðà äëÿ îäíi¹¨ çìiííî¨. Óçàãàëüíåí-
íÿ ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà�Åéëåðà íà âèïàäîê áàãàòüîõ çìiííèõ.

(3) Âàðiàöiéíèé ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà i ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà. Âà-
ðiàöiéíèé ïðèíöèï Ãàìiëüòîíà ïðè íàÿâíîñòi çâ'ÿçêiâ. Êîâà-
ðiàíòíiñòü ðiâíÿíü Ëà ðàíæà.

(4) Çàêîíè çáåðåæåííÿ òà ¨õ çâ'ÿçîê ç âëàñòèâîñòÿìè ïðîñòîðó i
÷àñó. Îäíîðiäíiñòü ÷àñó òà çàêîí çáåðåæåííÿ åíåð i¨. Îäíîði-
äíiñòü ïðîñòîðó òà çàêîí çáåðåæåííÿ iìïóëüñó. Içîòðîïíiñòü
ïðîñòîðó òà çàêîí çáåðåæåííÿ ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó.

(5) Ìåõàíi÷íà ïîäiáíiñòü.
(6) Òåîðåìà âiðiàëà.

VI. Êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ [1, 3, 5]

(1) Ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà. Ôóíêöiÿ Ãàìiëüòîíà. Ôóíêöiÿ Ðàóñà.
(2) Äóæêè Ïóàññîíà. Âëàñòèâîñòi äóæîê Ïóàññîíà.
(3) Ïðèíöèï Ìîïåðòþ¨. Êàíîíi÷íi ïåðåòâîðåííÿ. Òâiðíà ôóí-

êöiÿ êàíîíi÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ.
(4) Iíâàðiàíòíiñòü äóæîê Ïóàññîíà âiäíîñíî êàíîíi÷íèõ ïåðå-

òâîðåíü. Ðóõ ñèñòåìè ÿê êàíîíi÷íå ïåðåòâîðåííÿ.
(5) Òåîðåìà Ëióâiëëÿ.
(6) Ðóõ ôàçîâî¨ ðiäèíè. Ðiâíÿííÿ Ëióâiëëÿ.

VII. Òåîðiÿ Ãàìiëüòîíà�ßêîái [3, 5]

(1) Äiÿ ÿê ôóíêöiÿ êîîðäèíàò.
(2) Ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà�ßêîái. Òåîðåìà ßêîái. Çíàõîäæåííÿ ðîç-

â'ÿçêó çàäà÷i ïðî ðóõ ìåõàíi÷íî¨ ñèñòåìè ìåòîäîì Ãàìiëüòîíà�
ßêîái.

(3) Ìåòîä ðîçäiëåííÿ çìiííèõ ó ðiâíÿííi Ãàìiëüòîíà�ßêîái.
(4) Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ äi¨.

VIII. Ìàëi êîëèâàííÿ [3, 5]

(1) Âiëüíi îäíîâèìiðíi êîëèâàííÿ.
(2) Âèìóøåíi êîëèâàííÿ.
(3) Êîëèâàííÿ ïðè íàÿâíîñòi ñèë òåðòÿ. Çàãàñàþ÷i êîëèâàííÿ.
(4) Âèìóøåíi êîëèâàííÿ ïðè íàÿâíîñòi òåðòÿ.
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(5) Êîëèâàííÿ ñèñòåì ç áàãàòüìà ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi.
(6) Êîëèâàííÿ îäíîâèìiðíîãî ëàíöþæêà àòîìiâ.
(7) Àíãàðìîíi÷íi êîëèâàííÿ.
(8) Ïàðàìåòðè÷íèé ðåçîíàíñ.
(9) Ðóõ â øâèäêî îñöèëþþ÷îìó ïîëi.

IX. Ðóõ òâåðäîãî òiëà [3, 5]

(1) Êóòîâà øâèäêiñòü. Òåíçîð iíåðöi¨.
(2) Ìîìåíò iìïóëüñó òâåðäîãî òiëà. Ðiâíÿííÿ ðóõó òâåðäîãî òi-

ëà.
(3) Êóòè Åéëåðà.
(4) Ðiâíÿííÿ Åéëåðà äëÿ ðóõó òâåðäîãî òiëà.
(5) Ðóõ â íåiíåðöiàëüíié ñèñòåìi âiäëiêó.

X. Íåïåðåðâíi ñèñòåìè [2, 3, 6, 10, 11, 12]

(1) Ïðèêëàäè Ëà ðàíæiàíiâ íåïåðåðâíèõ ñèñòåì.
(2) Ðiâíÿííÿ Ëà ðàíæà äëÿ ïîëÿ.
(3) Ðiâíÿííÿ Ãàìiëüòîíà äëÿ ïîëÿ.
(4) Äóæêè Ïóàññîíà äëÿ ïîëÿ.
(5) Ðiâíÿííÿ ðóõó iäåàëüíî¨ ðiäèíè.
(6) Ïîøèðåííÿ çâóêó â ãàçàõ. Íåñòèñëèâà ðiäèíà. Ñòàöiîíàðíèé

ðóõ. Ðiâíÿííÿ Áåðíóëi.
(7) Ðiâíÿííÿ Íàâ'¹�Ñòîêñà.
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