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що дає очiкуване спiввiдношення: E1 “ rn,B1s.
Тепер пригадаємо умови, за яких отримано цi результати. Якщо по-

значити характернi розмiри системи як L, то вiдстань вiд точки спосте-
реження до системи — велика, тобто r " L, i водночас довжина хвилi
значно перевищує розмiри системи: λ " L.

Спiввiдношення мiж величинами квазiстатичного доданка B0 у ма-
гнiтному полi та його випромiнювальної частини B1 оцiнимо так:
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Якщо d „ eiωpt´r{cq, то
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λ
. (10.23)

Отже, при r ! λ спiввiдношення мiж величинами полiв буде B1 ! B0,
i таку область простору називають близькою зоною. Натомiсть при r "
λ маємо B1 " B0, тобто випромiнювальна частина суттєво переважає, i
таку область простору називають хвильовою зоною.

10.2 Дипольне випромiнювання

Об’ємна густина потоку енерґiї, яку випромiнює система заряджених
частинок, визначається вектором

S “
c

4π
rE1,B1s. (10.24)

Iнтенсивнiсть випромiнювання в тiлесний кут dΩ на вiдстанi r, як i ра-
нiше, буде дорiвнювати:

dI “ |S|r2 dΩ. (10.25)

З метою її розрахунку скористаємося виразами для полiв випромiнюва-
ння у дипольному наближеннi:
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, (10.26)
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Якщо кут мiж векторами :d i n позначити θ, то матимемо:
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а для повної iнтенсивностi дипольного випромiнювання :
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Легко зауважити, що отриманий вираз корелює з результатом для
iнтенсивностi випромiнювання точкового заряду. Справдi,
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eiai, (10.31)

i у випадку одного заряду приходимо до формули (9.23).
Цiкавим прикладом є система, у якiй питомi заряди (вiдношення за-

ряду до маси) всiх частинок однаковi:

ei
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“ const для всiх i. (10.32)

Перетворимо вираз для дипольного моменту такої системи:

d “
ÿ

i

ei
mi
miri “ const

ÿ

i

miri “ const ¨M

ÿ

i

miri

M
looomooon

Rц.м.

. (10.33)

У цьому виразiM “
ÿ

i

mi — повна маса системи, а Rц.м. — радiус-вектор

центра мас. З механiки вiдомо, що координата центра мас з часом не
змiнюється або змiнюється лiнiйно. Отже, :Rц.м. “ 0, а тому й :d “ 0, i
складається враження, що випромiнювання немає. Насправдi ж у систе-
мi частинок з однаковими питомими зарядами вiдсутнє лише дипольне
випромiнювання, i треба розглядати точнiшi наближення — так званi
магнiтне дипольне й електричне квадрупольне випромiнювання.

10.3 Вище наближення для випромiнювання

Розрахуємо iнтенсивнiсть випромiнювання у вищих наближеннях. Для
вектора B з використанням розкладу векторного потенцiалу (10.14) ма-
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ємо:
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Виконуючи необхiднi перетворення подiбно до того, як це було зробле-
но в дипольному наближеннi, для випромiнювальної частини B1 (тобто
доданкiв, пропорцiйних до 1{r) маємо:
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Останнiй доданок, що вiдповiдає квадрупольному магнiтному випромi-
нюванню, можна отримати так:
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Розписуючи векторний добуток за допомогою символа Левi-Чiвiти, ма-
тимемо:

BQM “
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;Miklεrsinknlnres (10.35)

Величина об’ємної густини потоку енерґiї дорiвнює
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Повна iнтенсивнiсть випромiнювання вiдповiдно буде

I “
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2r2 dΩ. (10.37)

Основна технiчна складнiсть розрахунку цього iнтеґрала полягає в iсну-
ваннi перехресних добуткiв вiд рiзних членiв у векторi B1: електричного
дипольного, магнiто-дипольного, електричного i магнiтного квадруполь-
них. Розглянемо їх послiдовно.
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Спочатку розглянемо перехресний добуток електричного i магнiтно-
го дипольного внескiв. При цьому виникає скалярний добуток:

pr:d,ns, rn, rn, :mssq “ pr:d,ns,npn, :mq ´ :mq “

“ p:d, rn,ns
loomoon

“0

qpn, :mq ´ pr:d,ns, :mq “ pn, r:d, :msq.

Якщо тепер при iнтеґруваннi в (10.37) за кут θ сферичної системи коор-
динат вибрати кут мiж векторами r:d, :ms i n, то внесок вiд цього доданка
буде рiвний нулевi завдяки iнтеґралу

π
ż

0

sin θ cos θ dθ “ 0.

Аналогiчними мiркуваннями внесок вiд добутку магнiто-дипольного й
електричного квадрупольного доданкiв, тобто pr ;D,ns, rn, rn, :mssq, зведе-
мо до вигляду

pr ;D,ns, rn, rn, :mssq “ pn, r ;D, :msq.

Тепер пригадаємо, що вектор D є згорткою тензора квадрупольного мо-
мента Qij з одиничним вектором n “ r{r, отже:

pn, r ;D, :msq “ niεijk ;Djmk “ εijk ;Qjlnlnimk.

Як нам вдасться згодом показати, внеску в iнтенсивнiсть випромiнюва-
ння вiд цього доданка не буде.

Далi з’ясуємо, який внесок дає добуток електричного дипольного й
електричного квадрупольного доданкiв pr:d,ns, r ;D,nsq. Спочатку пере-
творимо його:

pr:d,ns, r ;D,nsq “ p:d, rn, r ;D,nssq “ p:d, ;Dq ´ pn, :dqpn, ;Dq.

Знову ж таки, зважаючи на змiст вектора D, запишемо:

p:d, ;Dq ” :di ;Di “ :di ;Qijnj , pn, :dqpn, ;Dq ” :dini ;Djnj “ :di ;Qjkninjnk,

де за iндексами, якi повторюються, вiдбувається пiдсумовування. Не-
складно переконатися, що iнтеґрування за повним тiлесним кутом вiд
компонент ni дасть нуль, наприклад:
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“ 0.
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Аналогiчно можна показати, що
ż

Ω“4π

ninjnk dΩ “ 0.

Таким чином, i вiд перехресного добутку електричного дипольного й
квадрупольного доданкiв не буде внеску в сумарну iнтенсивнiсть випро-
мiнювання.

Щоб зберегти в остаточних виразах для iнтенсивностi випромiнюва-
ння лише доданки, пропорцiйнi до 1{c5, потрiбно ще розглянути перехре-
сний внесок вiд електричного дипольного й магнiтного квадрупольного
доданкiв, який при пiднесеннi |B1| до квадрату дає подвоєний скалярний
добуток 2pBd,BQMq. Враховуючи, що
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Згорнемо символи Левi-Чiвiти:

εpqtεrpi “ εpqtεpir “ δqiδtr ´ δqrδit

i в результатi матимемо:

2pBd,BQMq “
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¯

,

де враховано, що скалярний добуток nrnr “ 1.
Отже, пiсля нескладних перетворень, подiбних до зроблених у ди-

польному наближеннi, можна показати, що вираз для iнтенсивностi ви-
промiнювання системи зарядiв з точнiстю до наступних пiсля дипольно-
го доданкiв матиме таку структуру:
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(10.38)
“ Id ` Im ` IQ ` IA,
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де α i β — деякi числовi коефiцiєнти, змiст запису x :d, ;My буде з’ясовано
пiзнiше, а часовий арґумент у всiх векторiв i тензорiв дорiвнює t´ r{c.

З’ясуємо, чому в iнтенсивностi немає перехресного внеску вiд магнiто-
дипольного й електричного квадрупольного доданкiв, вираз для якого
має вигляд εijk ;Qjlnlnimk. Позначимо усереднення за тiлесним кутом ри-
скою зверху, при цьому, очевидно, результат iнтеґрування за Ω в iнтен-
сивностi буде дорiвнюватиме добутку такого середнього на 4π — величи-
ну повного тiлесного кута. Середнє вiд добутку двох одиничних векторiв
дорiвнює (див., напр., [2]):

njnk “
1

3
δjk, (10.39)

отже,

εijk ;Qjlnlnimk “
1

3
εijk ;Qjlδlimk “

1

3
εijk ;Qjimk.

За iндексами i, j ми отримали згортку антисиметричного тензора εijk iз
симетричним Qji, яка дорiвнює нулевi.

Проаналiзуємо тепер детальнiше доданок IQ. Насправдi вiн є резуль-
татом iнтеґрування за повним тiлесним кутом виразу |r ;D,ns|2, тобто:

pr ;D,ns, r ;D,nsq “ p ;D, ;Dq ´ pn, ;Dqpn, ;Dq “ ;Di
;Di ´ ni ;Dinj ;Dj “

“ ;Qijnj ;Qiknk ´ ni ;Qiknknj ;Qjlnl

Отже, iнтенсивнiсть квадрупольного випромiнювання буде:
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4c6
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(10.40)

Середнє вiд добутку чотирьох одиничних векторiв дорiвнює (див., напр.,
[2]):

ninjnknl “
1

15
pδijδkl ` δikδjl ` δilδjkq (10.41)

Пiдставляючи значення середнiх у вираз (10.40) i пригадуючи, що слiд
Qii тензора квадрупольного момента рiвний нулевi, отримаємо остато-
чно:

IQ “
1

20c5
;Qij ;Qij . (10.42)
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Потрiбно пам’ятати, що в цьому виразi за iндексами i, j вiдбувається
пiдсумовування. Крiм того, порiвнюючи з iншими лiтературними дже-
релами, треба зважати на означення тензора квадрупольного момента.
Так, при означеннi
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piqδjk

)

замiсть Qij для iнтенсивностi матимемо, очевидно:
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Зробимо аналогiчнi перетворення для доданка IA:
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Цей результат можна також переписати за допомогою вектора
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який називають анапольним моментом або тороїднiстю. Перша
назва пов’язана з тим, що цей вираз в розкладi векторного потенцiалу
не вiдповiдає нiяким мультиполям. З iншого боку, тороїдальний соленоїд
(з парною кiлькiстю виткiв) створює поле, яке описується за допомогою
вектора T.

У пiдсумку iнтенсивнiсть випромiнювання з точнiстю до 1{c5 матиме
вигляд:

I “
2:d2

3c3
`

2 :m2

3c3
`

1
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;Qij ;Qij ´

4

3c4
p;T, :dq. (10.45)

Зважаючи на те, що множник 1{c входить як в означення магнiтного
дипольного момента, так i в означення тороїдностi, бачимо, що остан-
нi три доданки є поправкою до дипольного наближення, пропорцiйною
до 1{c5. Врахування будь-яких наступних членiв у розкладi векторного
потенцiалу будуть уже давати вищi поправки.


