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Релятивiстична пастка Пеннiнґа

Ю. Яремко

Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв

Розглядається задача про рух релятивiстичного заряду в робочiй камерi пастки Пеннiнґа —
пристрою для тривалого утримування заряджених частинок (електронiв, протонiв, iонiв, анти-
частинок) за допомогою складного електромагнiтного поля, що є суперпозицiєю квадрупольного
електростатичного потенцiалу та однорiдного магнiтного поля. Знайдено два iнтеґрали руху, якi
вiдповiдають осьовiй симетрiї лаґранжiана (гамiльтонiана), та редуковано двi ступенi вiльностi.
У нерелятивiстичному наближеннi задача зведена до системи двох невзаємодiючих гармонiчних
осциляторiв: аксiального та радiального. Заряджена частинка здiйснює гармонiчнi коливання по
вертикалi, вздовж магнiтного поля, i рух по колу змiнного радiуса у площинi, перпендикулярнiй
до магнiтного поля. Релятивiстична пастка Пеннiнґа — комбiнацiя двох зв’язаних ангармонiчних
осциляторiв, що обмiнюються енерґiєю. Проаналiзовано квазiрелятивiстичне наближення, оцiнено
можливiсть виникнення резонансу та вплив реакцiї випромiнювання.

Проблеми розрiзнюваностi моделей темної енерґiї спостережуваними даними

Б. Новосядлий, О. Сергiєнко

Астрономiчна обсерваторiя Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка

В доповiдi аналiзуються можливостi розрiзнення моделей динамiчної темної енерґiї за сучасни-
ми даними спостережень та оцiнюються необхiднi точностi майбутнiх для встановлення її типу.
В основу пiдходу покладено порiвняння передбачень космологiчних моделей з квiнтесенцiйним
та фантомним скалярним полем щодо динамiки розширення та формування великомасштабної
структури Всесвiту з вiдповiдними спостережуваними даними, а саме: модулями вiдстанi до на-
днових типу Ia, анiзотропiєю температури i поляризацiї релiктового випромiнювання, барiонними
акустичними осциляцiями в спектрах потужностi просторових неоднорiдностей галактик. Пока-
зується, що точностi даних по наднових типу Ia є ще далекими вiд необхiдних для встановлення
типу темної енерґii. В цьому напрямку необхiдно розвивати новi пiдходи, зокрема, метод прямого
вимiрювання параметра прискорення за допомогою оптичних (наприклад, ЄЕВТ) чи радiо- те-
лескопiв наступного поколiння. Сучаснi данi про великомасштабну структуру Всесвiту поки що
не придатнi для розрiзнення типiв темної енерґiї через їх недостатню точнiсть, однак очiкуване
суттєве пiдвищення точностi в програмах спостережень, що розвиваються (наприклад, Euclid чи
BigBOSS), ймовiрно зробить його можливим. Найоптимiстичнiшими є данi щодо анiзотропiї темпе-
ратури i поляризацiї релiктового випромiнювання. Уже опублiкованi данi 9-ти рiчних вимiрювань
в експериментi WMAP мають точнiсть в спектрi потужностi в областi акустичних пiкiв близь-
ку до необхiдної. Ще бiльшi точностi очiкуються в експериментi Planck. Робиться висновок, що
спектри потужностi анiзотропiї релiктового випромiнювання на високих сферичних гармонiках,
отриманi в експериментах WMAP, SPT i Planck, разом з очiкуваними даними про характеристики
барiонних осциляцiй у спектрах потужностi неоднорiдностей просторового розподiлу галактик в
оглядах, якi тривають, дадуть можливiсть значно звузити клас допустимих моделей темної енерґiї
та, можливо, надiйно встановити її тип.
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Optical and EPR spectroscopy of the Er3+ centres in borate glasses

B. V. Padlyak1,2, W. Ryba-Romanowski3, R. Lisiecki3, N. Guskos4,5, G. Żo lnierkiewicz5

1University of Zielona Góra, Zielona Góra, Poland
2Institute of Physical Optics, Lviv

3Institute of Low Temperatures and Structure Research
of the Polish Academy of Sciences, Wroc law, Poland

4University of Athens, Athens, Greece
5Institute of Physics, West Pomeranian University of Technology, Szczecin, Poland

The Er-doped borate glasses with Li2B4O7:Er, LiCaBO3:Er, and CaB4O7:Er compositions were
investigated by electron paramagnetic resonance (EPR) and optical spectroscopy methods. The investi-
gated glasses of high optical quality were obtained from corresponding polycrystalline compounds by
standard glass technology according to [1]. The Er impurity was added to the raw materials as Er2O3

compound in amounts 0.5 and 1.0 mol. %.
The EPR at liquid helium temperatures and optical spectroscopy at room temperature show that

the Er impurity is incorporated into the borate glass network as Er3+ ions (4f 11 electron configuration,
4I15/2 free ion ground state), exclusively. All observed EPR signals and f − f transitions of the Er3+

centres in optical spectra of the Li2B4O7:Er, LiCaBO3:Er, and CaB4O7:Er glasses were identified.
The ground state optical absorption, luminescence excitation and emission spectra as well as lumi-

nescence kinetics for main f − f transitions of the Er3+ centres in the Li2B4O7:Er, LiCaBO3:Er,
and CaB4O7:Er glasses were investigated and analyzed. On the basis of standard Judd-Ofelt theory
the oscillator strength (Ptheor) for all observed absorption transitions and phenomenological intensity
parameters (Ω2,Ω4, and Ω6) of the Er3+ centres in Li2B4O7:Er, LiCaBO3:Er, and CaB4O7:Er glasses
were determined. Spectroscopic parameters of relevance for laser applications, including radiative decay
rates (emission probabilities of transitions), Wr, branching ratios, β, and radiative lifetime, τrad, have
been calculated for all main electric dipole transitions of the Er3+ centres in Li2B4O7:Er, LiCaBO3:Er,
and CaB4O7:Er glasses. Luminescence kinetics for infrared emission band (4I13/2 → 4I15/2 transition,
λmax ≃ 1530 nm) of the Er3+ centres in the investigated borate glasses were satisfactory described by
single exponential decay, whereas the luminescence kinetics for green emission band (4S3/2 → 4I15/2
transition, λmax ≃ 560 nm) of the Er3+ centres were described by non-exponential decay with average
lifetime values. The experimental lifetimes were compared with those calculated and quantum effici-
ency (η) for green and infrared emission transitions were estimated and compared with corresponding
quantum efficiencies of the Er3+ laser glasses and crystals. Perspectives of application of the Li2B4O7:Er,
LiCaBO3:Er, and CaB4O7:Er glasses for solid-state lasers operating in green (4S3/2 → 4I15/2 channel)
and infrared eye-safe (4I13/2 → 4I15/2 channel) spectral regions are considered.

Incorporation peculiarities and local structure of the Er3+ luminescence centres in the Li2B4O7:Er,
LiCaBO3:Er, and CaB4O7:Er glass network are considered and discussed based on the obtained spectroscopic
results and referenced structural data for investigated glasses [1] and their crystalline analogies [2,3].

Acknowledgements. This work was supported by the Ministry of Education, Science, Youth and
Sport of Ukraine (project No. 0111U001627) and the University of Zielona Góra (Poland).
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[2] J. Krogh-Moe, Acta Cryst. B 24, 179 (1968).

[3] L. Wu, X. L. Chen, H. Li, M. He, L. Dai, X. Z. Li, Y. P. Xu, J. Solid State Chem. 177, 1111 (2004).
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Основнi стани моделi Iзинґа на ґратцi Шастри–Сазерленда i природа дробових
плато намагнетованостi в тетраборатах рiдкiсноземельних металiв

Ю. Дубленич

Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв

Геометричнi фрустрацiї в ґраткових системах призводять до великої рiзноманiтностi явищ як
у класичних, так i квантових моделях. Однак дослiдження таких моделей, навiть їхнiх основ-
них станiв, є складною задачею. Перша двовимiрна фрустрована квантова модель, основнi стани
якої знайдено точно, була запропонована Шастри i Сазерлендом 1981 року [1]. Ґратка Шастри–
Сазерленда (ШС) [Рис. 1(a)] — це те саме, що деформована ґратка Архiмеда 32.4.3.4 [Рис. 1(b)].
1999 року було показано, що модель ШС описує магнiтнi властивостi сполуки SrCu2(BO3)2 [2] (син-
тезованої 1991 року). Згодом вiдкрили й iншi квазидвовимiрнi сполуки, в яких шари магнiтних
атомiв утворюють таку ґратку. Це, зокрема, тетраборати рiдкiсноземельних металiв RB4.

Деякi з них вважають класичними системами, тому що магнетнi моменти їхнiх магнiтних
атомiв великi. Якщо в кристалi є ще й сильне кристалiчне поле, то такi сполуки можна описувати
моделлю ШС з ефективним спiном 1/2 i сильною Iзинґовою анiзотропiєю. Прикладом можуть
бути TmB4, ErB4 i HoB4, в яких вiсь легкого магнетування нормальна до площин ШС.

(a) (b)

Рис. 1: (a) Ґратка Шастри–Сазерленда та (b) ґратка Архiмеда 32.4.3.4. Обидвi ґратки топологiчно
еквiвалентнi.

В усiх квазидвовимiрних магнетиках з ґраткою ШС кривi залежностi вiдношення намагне-
тованостi m до намагнетованостi насичення ms вiд прикладеного магнiтного поля за достатньо
низьких температур мають низку дробових плато. Так, у TmB4 за температури нижче 4 К спосте-
рiгають плато m/ms = 1/2, 1/7, 1/8, 1/9, . . ., до того ж плато 1/2 дуже широке [3]. (Поле скероване
вздовж нормалi до площин ШС.) Пояснити теоретично походження цих плато — складна зада-
ча. Це намагалися зробити на основi моделi Iзинґа на ґратцi ШС, тому що TmB4, а також ErB4,
де спостерiгали єдине дробове плато 1/2, можна вважати Iзинґовими магнетиками. Через сильнi
фрустрацiї задачу про основнi стани такої моделi важко розв’язати, тому в [1] Iзiнґову грани-
цю знайдено лише для нульового поля, а для ненульового аналiтичного розв’язку досi не було
одержано. Є лише числовi результати, якi показують, що в цiй моделi є єдине дробове плато — з
намагнетованiстю 1/3. Однак числовi результати не можна вважати надiйними, бо надто малий
чи невiдповiдний розмiр фрагменту ґратки для числових розрахункiв може призводити до помил-
кових висновкiв. Так, у роботi [3] числовим способом одержано плато 1/2 (для розрахункiв було
взято лише 16 вузлiв), якого, як показали точнiшi дослiдження iнших авторiв, насправдi в моделi
нема.

Ми знайшли повний i точний розв’язок задачi про основнi стани моделi Iзинґа на ґратцi ШС,
використавши метод, який недавно розробили [4, 5]. Ми строго довели, що в цiй моделi й справ-
дi є лише плато 1/3; магнiтнi ж структури основного стану з iншими дробовими значеннями

6



m/ms iснують тiльки на межах повновимiрних областей простору параметрiв моделi (повновимiр-
на область має вимiрнiсть усього простору). Однак урахування взаємодiй щораз бiльшого радiуса
призводитиме до того, що цi структури (стрiчкового типу) одна за одною ставатимуть повнови-
мiрними, а отже породжуватимуть плато на кривiй намагнетованостi. Так додаткова взаємодiя
вздовж усiх дiагоналей “порожнiх” квадратiв призводить до виникнення плато з намагнетованi-
стю 1/2. Подiбний результат одержано чисельним способом у роботi [6], проте ми знайшли аж три
рiзнi фази з m/ms = 1/2; одна з них напевно реалiзується в ErB4. Результати дослiджень описано
в статтi [7].

[1] B. S. Shastry, B. Sutherland, Physica (Amsterdam) 108B+C, 1069 (1981).

[2] H. Kageyama et al., Phys. Rev. Lett. 82, 3168 (1999).

[3] K. Siemensmeyer et al., Phys. Rev. Lett. 101, 177201 (2008).

[4] Yu. I. Dublenych, Phys. Rev. E 84, 011106 (2011).

[5] Yu. I. Dublenych, Phys. Rev. E 84, 061102 (2011).

[6] T. Suzuki, Y. Tomita, N. Kawashima, Phys. Rev. B 80, 180405(R) (2009).

[7] Yu. I. Dublenych, Phys. Rev. Lett. 109 167202 (2012).

Омнiскопи — вiкно в епоху Темних Вiкiв

О. Сергiєнко, Б. Новосядлий

Астрономiчна обсерваторiя
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Омнiскопи — це повнiстю цифровi радiотелескопи, що будуть дешевшими та чутливiшими за
iснуючi сьогоднi радiоiнтерферометри. Саме завдяки ним вже в недалекому майбутньому стане
можливим вимiрювання анiзотропiї змiщеної в декаметровий дiапазон довжин хвиль лiнiї погли-
нання нейтрального водню 21 см, яка є основним джерелом iнформацiї про епоху Темних Вiкiв. Цi
данi є важливими як для визначення характеристик динамiки розширення Всесвiту в широкому
дiапазонi червоних змiщень i встановлення спостережних обмежень на моделi динамiчної темної
енерґiї, так i для опису iонiзацiйної iсторiї Всесвiту, а отже для встановлення спостережних обме-
жень на моделi розпадної темної матерiї. Ми обговорюємо можливостi розрiзнення космологiчних
моделей з рiзними типами темної матерiї та темної енерґiї за даними томографiї за червоним
змiщенням, реалiзованої за допомогою омнiскопа, та необхiднi для цього теоретичнi розрахунки
спектра потужностi лiнiї 21 см в епоху Темних Вiкiв.

Розсiяння скалярних частинок з тахiонною взаємодєю

I. Загладько, А. Дувiряк

Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв, 79011, Україна

Ця доповiдь присвячена 50-рiччю гiпотези Олекси-Мирона Бiланюка та Джорджа Сударшана
про iснування тахiонiв. Подальший розвиток гiпотези виявив проблеми послiдовного квантування
тахiонного поля, як i брак достовiрних експериментальних даних про iснування квантiв цього
поля. Безвiдносно до того, чи iснують вiльнi тахiони, чи нi, тахiонне поле можна уявити в ролi
посередника взаємодiї мiж частинками матерiї.
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Ми розглядаємо скалярну модель Юкави, в якiй комплекснi (тобто зарядженi) скалярнi поля
матерiї взаємодiють через дiйсне скалярне поле з уявною масою спокою. Тахiоннi ступенi вiль-
ностi вилучаються з лаґранжiану моделi на класичному рiвнi, а взаємодiя мiж полями матерiї
ефективно описується симетричною функцiєю Ґрiна тахiонного поля, що з’являється в нелокаль-
ному членi редукованого лаґранжiану. У такому виглядi модель квантується згiдно зi схемою,
ранiше розробленою для випадку нелокальних лаґранжiанiв.

Знайдено унiтарну матрицю розсiяння для такої моделi з точнiстю до квадрату константи
взаємодiї. Обчислено диференцiйний перетин пружного розсiяння двох частинок рiзних сортiв.
Дослiджено особливостi цього перетину та його залежнiсть вiд мас взаємодiючих частинок та
уявної маси посередника — тахiоннiго поля. Обчислено iнтеґральний перетин розсiяння та зна-
йдено умову його скiнченностi. Обчислено потенцiал тахiонної взаємодiї в нерелятивiстичному
наближеннi.

Геометрiя многовиду власних станiв спiну-1 в магнiтному полi

А. Р. Кузьмак

Кафедра теоретичної фiзики,
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Отримано метрику многовидiв власних станiв гамiльтонiана спiну-1 в магнiтному полi, яке
задається напрямними кутами. Пiдпростори визначаються цими напрямними кутами. Показано,
що многовиди власних станiв iз власними значеннями ~ω, −~ω (де ~ω — величина, пропорцiйна
напруженостi магнiтного поля) збiгаються i є сферами радiуса 1/

√
2, а многовид власного стану з

власним значенням 0 є пiвсферою радiуса 1. Розглянуто еволюцiю спiну-1 в магнiтному полi, якщо
початковий стан лежить в одному з многовидiв. Показано, що еволюцiя буде повнiстю вiдбуватися
в тому многовидi, в якому лежить початковий стан.

Релятивiстська динамiка та деформована Пуанкаре-симетрiя

М. I. Самар

Кафедра теоретичної фiзики,
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Ми дослiджуємо класичну (неквантову) границю двопараметричної Лоренц-коварiантної де-
формованої алґебри Гайзенберґа з мiнiмальною довжиною, яку було запропоновано в роботi [1].
Деформацiя комутацiйних спiввiдношень приводить до деформацiї симетрiйних властивостей прос-
тору-часу. Ми побудували дiю релятивiстської частинки, яка є iнварiантною вiдносно згаданих
деформованих симетрiй. Як виявилося, дужки Дiрака, що вiдповiдають цiй динамiчнiй моделi,
збiгаються з класичною границею деформоваваної алґебри Гайзенберґа. Таким чином, у цiй ро-
ботi отримано дiю релятивiстської частинки в деформованому просторi.

[1] C. Quesne, V. M. Tkachuk, J. Phys. A: Math. Gen. 39, 10909 (2006).
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Чисельнi результати для енерґiї основного стану рiдкого гелiю-4 в наближеннi
двох сум за хвильовим вектором

О. I. Григорчак

Кафедра теоретичної фiзики,
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Iснує досить велика кiлькiсть рiзноманiтних теоретичних пiдходiв до розрахунку кiнетичної,
потенцiальної i повної внутрiшньої енерґiї рiдкого гелiю-4 при температурi абсолютного нуля. З
чисельними результатами, якi виникають при використаннi цих пiдходiв, можна познайомитися
в роботi [1]. Коли ж iде мова про представлення колективних змiнних i наближення двох сум за
хвильовим вектором, то тут доцiльним буде звернутися до роботи [2], де наведенi як символьнi,
так i чисельнi результати для кiнетичної, потенцiальної та повної внутрiшньої енерґiї в границi
низьких температур.

В цiй роботi вирази для згаданих вище величин, зокрема для енерґiї основного стану, приро-
дно виникають як результат низькотемпературної границi вiдповiдних величин, отриманих для
широкої областi температур. Самi ж цi величини були розрахованi на основi матрицi густини
багатобозонної системи з урахуванням три- та чотиричастинкових прямих кореляцiй [3].

[1] I. О. Вакарчук, Р. О. Притула, А. А. Ровенчак, Журн. фiз. досл. 11, 259 (2007).

[2] И. А. Вакарчук, Теор. мат. физ. 82, 438 (1990).

[3] I. О. Вакарчук, О. I. Григорчак, Журн. фiз. досл. 13, 3004 (2009).

Ефект Казимира в електродинамiцi Подольського

Мар’яна Блажиєвська

Кафедра теоретичної фiзики,
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

У класичнiй електродинамiцi ми стикаємося з синґулярнiстю r−1, яка приводить до безмежної
величини власної енерґiї електрона. Тому великий iнтерес викликають теорiї, в яких вдається
оминути цю проблему. Такою теорiєю є електродинамiка з вищими похiдними, запропонована в
роботi Подольського [1].

Одним з проявiв iснування нульових коливань поля є ефект Казимира [2]. Суть ефекту полягає
у взаємному притяганнi провiдних незаряджених тiл пiд дiєю квантових флуктуацiй у вакуумi.
Найчастiше мова йде про двi паралельнi дзеркальнi поверхнi, що розташованi на близькiй вiдстанi,
проте ефект Казимира iснує i при складнiшiй геометрiї. Ефект був передбачений голландським
фiзиком Гендрiком Казимиром (Hendrik Casimir, 1909–2000) в 1948 роцi, а пiзнiше пiдтверджений
експериментально.

У роботi [3] дослiджено ефект Казимира на основi узагальненої електродинамiки Подольсько-
го. Знайдено вирази для густини енерґiї та сили Казимира в одновимiрному та тривимiрному
випадках. Показано, що доданок спричинений наявнiстю параметра Подольського, має характер
поправки.

[1] B. Podolsky, Phys. Rev. 62 68 (1942).

[2] H. B. G. Gasimir, Proc. Kon. Nederl. Akad. Wet. 51 (1948) 793.

[3] М. Блажиєвська, Журн. фiз. досл. 16 3001 (2012).
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Структурнi властивостi пористих зволожених матерiалiв: теорiя й експеримент

Т. В. Голубець

Iнститут прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН України, Львiв

У рамках формалiзму об’ємного усереднення переглянуто основнi спiввiдношення фiзики по-
верхнi для пористого зволоженого матерiалу. Сформульовано умови рiвноваги мiж рiдиною i газом
у пористому матерiалi. Означено функцiю розподiлу розмiру пор за радiусом. Вiдповiдно до експе-
риментальних даних розраховано залежнiсть вiдносних проникностей рiдини та газу у пористому
матерiалi вiд ступеня насичення пор рiдиною. З допомогою порiвняльного аналiзу напiвемпiри-
чних моделей зволоження запропоновано метод визначення власної проникностi твердої фази та
рiвноважного зволоження у пористому матерiалi.

Критична поведiнка моделi Поттса на складнiй мережi

Mар’яна Kрасницька1, Бертран Берш2, Юрiй Головач1

1Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв,
2Унiверситет Нансi, Нансi, Францiя

Модель Поттса — одна iз найпопулярнiших класичних спiнових моделей статистичної фiзики
[1]. У переважнiй бiльшостi задач розглядається ґраткова версiя цiєї моделi. Проте, багато приро-
дних чи створених людиною систем краще описуються топологiєю мережi [2] — випадкового гра-
фа. В нашому дослiдженнi розглядається q-станова модель Поттса на складнiй нескорельованiй
мережi зi степенево згасною функцiєю розподiлу вузлiв P (k) ∼ 1/kλ. При дослiдженнi викори-
стовуюємо наближення середнього поля, що для мереж досволяє отримати асимптотично точнi
результати. В залежностi вiд значення параметрiв (q та λ) спостерiгаємо фазовi переходи першого
та другого роду або ж система залишається впорядкованою за будь-яких значень температури.
Як один iз граничних випадкiв, розглянуто модель Поттса при q → 1 (задача про перколяцiю),
встановлено вiдповiднiсть мiж перколяцiйними критичними показниками та магнiтними. Цiкавим
є те, що при λ = 4 у термодинамiчних функцiях виникають логарифмiчнi поправки до скейлiнгу.

[1] F.Y. Wu. Rev. Mod. Phys. 54 (1982), 235–268.

[2] Ю. Головач, К. фон Фербер, О. Олємской та iн. Журн. Фiз. Досл. 10 (2006), 247–289.

Одночастинковий спектр та дiаграми стану протонного провiдника
(пiдхiд жорстких бозонiв)

I. В. Стасюк, О. А. Воробйов, Р. Я. Стецiв

Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв

Дослiджуються рiвноважнi стани та енерґетичний спектр кристалiчного протонного провiдни-
ка. Рух протонiв по пiдгратцi дозволених позицiй описується на основi моделi жорстких бозонiв,
де частинки пiдлягають статистицi Паулi. Основна увага спрямована на вивчення впливу коро-
ткосяжних кореляцiй на рiвноважнi стани пiдсистеми протонiв та фазовi переходи мiж ними, а
також на спектр одночастинкових збуджень.

Розгляд проводиться двома способами. З одного боку використовується технiка точної дiаго-
налiзацiї на кластерах, а з другого — аналiтичнi розрахунки в рамках методу функцiй Ґрiна та
наближення хаотичних фаз.
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У першому з цих випадкiв, виходячи з орiєнтацiйно-тунельного механiзму протонного перено-
су, розраховано одночастинковi спектральнi густини для моделi одновимiрного водневозв’язаного
ланцюжка атомiв (з N = 10 вузлами). Проаналiзовано змiну їх форми пiд впливом короткося-
жних протонних кореляцiй та встановлено умови, при яких вiдбувається перебудова основного
стану системи. Отримано фазовi дiаграми, що визначають областi iснування нормальних фаз
(типу моттiвського дiелектрика (МI) чи зарядового впорядкування (CDW)), а також фази з бозе-
конденсатом (SF).

У другому випадку, з метою порiвняння з результатами числових розрахункiв, розглянено енер-
ґетичний одночастинковий спектр двопiдґраткової моделi жорстких бозонiв, де нееквiвалентнiсть
локальних позицiй у пiдґратках A i B може бути, зокрема, наслiдком зарядового впорядкування.
Проаналiзовано їх специфiчнi особливостi (такi як вiдкриття щiлини у спектрi, поява вiд’ємних
гiлок), що вiдповiдають переходам до CDW чи SF фаз. Пiдтверджено можливiсть iдентифiкацiї
тих чи iнших фаз за формою одночастинкових спектральних густин.

Обговорюється питання про можливiсть iнтерпретацiї суперiонного переходу у протонному
провiднику як переходу до SF фази (фази з бозе-конденсатом) у картинi жорстких бозонiв.

Вплив гiдростатичного тиску на фазовий перехiд та поздовжнi термодинамiчнi
характеристики сегнетоелектрикiв K(H1−xDx)2PO4

Р. Р.Левицький1, I. Р.Зачек2, А. С.Вдович1

1Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв,
2Нацiональний унiверситет ”Львiвська полiтехнiка”, Львiв

В рамках модифiкованої моделi протонного впорядкування сегнетоелектрикiв з водневими
зв’язками типу KH2PO4 з врахуванням лiнiйних за деформацiями εi i ε6 внескiв в енерґiю про-
тонної системи в наближеннi чотиричастинкового кластера з врахуванням короткосяжних i дале-
косяжних взаємодiй, гiдростатичного p = −σi та одновiсного p = −σ3 тискiв i поздовжнього еле-
ктричного поля розраховано термодинамiчний потенцiал [1]. З умови мiнiмуму термодинамiчного
потенцiалу отримано систему рiвнянь для деформацiй εi, ε6 та параметра порядку. Використову-
ючи отриманi рiвняння, розраховано поздовжню статистичну проникнiсть механiчно затиснутого
та механiчно вiльного кристалу, коефiцiєнти п’єзоелектричної напруги i деформацiї, пружнi сталi
при постiйному полi.

При прикладаннi згаданих вище тискiв змiнюються деформацiї εi, ε6 та параметр порядку, що
призводить до залежностi вiд цих тискiв температури фазового переходу та всiх iнших характе-
ристик цих кристалiв. При належному виборi мiкропараметiв, отримано добрий кiлькiсний опис
експериментальних даних для сегнетоелектрикiв K(H1−xDx)2PO4.

Врахування деформацiй εi практично не змiнює спонтанну поляризацiю, дiелектричну прони-
кнiсть, d36, e36 та cE66, але дає можливiсть розрахувати коефiцiєнти п’єзоелектричної напруги e3i
та пружнi сталi cEij для кристалiв, якi дослiджуються.

[1] А. С. Вдович, Р. Р. Левицький, I. Р. Зачек, препр. Iн-ту фiз. конденс. систем ICMP-12-17U (Львiв,
2012).

[2] С. Г. Жуков, В. А. Кульбачинский, П. С. Смирнов, Б. А. Струков, С. М. Чудинов, Изв. АН СССР.
Сер. физ. 49, 255 (1985).

[3] G. A. Samara, Ferroelectrics 22, 925 (1979).
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Рис. 2: Температурнi залежностi поздовжньої статичної дiелектричної проникностi кристала
K(H0.02D0.98)2PO4 при рiзних значеннях гiдростатичного тиску p, ГПа: 0.0 — 1,♦,�; 0.15 — 2,
◦; 0.47 — 3, ⊲; 0.76 — 4,▽, [2](злiва) i кристала K(H0.16D0.84)2PO4 при рiзних значеннях гiдростати-
чного тиску p, ГПа: 0.0 — 1; 0.18 — 2; 0.50 — 3; 1.0 — 4; 1.5 — 5; 2.0 — 6; 2.5 — 7; � — [3] (справа).
Суцiльнi лiнiї — проникнiсть затиснутого, а штриховi — вiльного кристала.

Фазовий перехiд в одновимiрнiй системi гармонiчних осциляторiв у статистицi
Полiхронакоса з комплексних параметром

А. Ровенчак

Кафедра теоретичної фiзики
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка

Встановлено iснування фазового переходу в одновимiрнiй системi гармонiчних осциляторiв,
що пiдлягають дробовiй статистицi Полiхронакоса з комплексним параметром. Розраховано й де-
тально проаналiзовано температурнi залежностi енерґiї та теплоємностi. Знайдено значення кри-
тичних температур, якi вiдповiдають розривам термодинамiчних функцiй. Оцiнено можливостi
експериментальної перевiрки отриманих стрибкоподiбних змiн питомої теплоємностi.

Бiгамiльтоновi структури i пари узгоджених алґебр Лi

Андрiй Панасюк

Вармiньсько-Мазурський унiверситет, Ольштин, Польща
Iнститут прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН України, Львiв

Доповiдь буде присвячена парам структур алґебр Лi на векторному просторi, узгоджених мiж
собою, тобто таких, що їх сума (а значить i кожна лiнiйна комбiнацiя) є алґеброю Лi. Джерелом
теорiї таких пар є т. зв. бiгамiльтоновi системи, тобто динамiчнi системи, якi є гамiльтоновими на
два способи (вiдносно двох рiзних дужок Пуассона з двома рiзними гамiльтонiанами).

Пiсля вступу до таких систем будуть перелiченi вiдомi факти про класифiкацiю узгоджених
пар, а також сформульованi недавнi результати автора на цю тему, що стосуються часткового
випадку, коли одна з двох Лi є напiвпроста.
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Плоскозонний феромагнетизм як Паулi-скорельована перколяцiя

Микола Максименко1,2

1Max-Planck-Institut für Physik Komplexer Systeme, Dresden, Germany
2Iнститут фiзики конденсованих систем НАН України, Львiв

Екзотичним прикладом, коли система “зонних” (блукаючих у кристалi) електронiв стає феро-
магнiтною — є “плоскозонний феромагнетизм”, що виникає на класi фрустрованих граток. Тут
електрони можуть бути локалiзованi в обмежених областях ґратки i проявлятимуть феромагне-
тизм за певної концентрацiї. Подiбно до правил Хунда для електронiв локалiзованих на iонi,
принцип Паулi дозволяє мiнiмiзувати кулонiвську енерґiю вiдштовхування завдяки зменшенню
перекриття хвильових функцiй i утворенню феромагнiтного стану з електронiв, що локалiзованi
в сусiднiх областях ґратки. Ранiше було зауважено, що ця проблема може бути змапована на за-
дачу про протiкання. Система стає феромагнiтною, як тiльки концентрацiя електронiв дозволяє
утворення безмежно великого кластера.

У своїх дослiдженнях ми показали, що завдяки принципу Паулi, ця проблема приводить до
нового класу задачi про протiкання — Паулi-скорельованої перколяцiї [1]. Тут квантовомеханiчний
принцип Паулi i ентропiйнi ефекти призводять до того, що феромагнiтнi кластери ефективно
взаємодiють i вiдштовхуються. Навiдмiну вiд стандартної задачi про протiкання, тут фазовий
перехiд є переходом першого роду з широкою областю спiвiснування парамагнiтної i феромагнiтної
фази, а електронна система є феромагнiтною у “широкому” iнтервалi електронних концентрацiй.

Нова перколяцiйна проблема має не лише фiзичний змiст з можливою реалiзацiєю в оптичних
ґратках чи органiчних полiмерах, але є i цiкавою задачею статистичної фiзики. Зокрема вона має
нетривiальний точний розв’язок в одновимiрному випадку, а також для безмежновимiрної ґратки
Бете, де iснування фазового переходу першого роду може бути показане аналiтично [2].

Цi дослiдження виконанi спiльно з Андреасом Гоннекером (Унiверситет Ґеттiнґена), Рьодрi-
хом Мьоснером (Iнститут фiзики складних систем, Дрезден), Йоганесом Рiхтером (Унiверситет
Маґдебурґа), Олегом Держком (IФКС, Львiв) та Кiрiлом Штенгелем (Унiверситет Калiфорнiї).
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Дослiдження псевдоспiнових систем методом локального поля
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У данiй роботi для псевдоспiнової моделi з парною взаємодiєю з довiльним радiусом взаємодiї
записанi функцiональнi рiвняння, в яких n-кратнi мацубарiвськi функцiї Ґрiна вираженi через n-
кратнi мацубарiвськi функцiї Ґрiна системи невзаємодiючих псевдоспiнiв у квантових локальних
полях i n-кратний функцiонал розподiлу цих полiв [1]. Показано, що у випадку одновузлового
кластерного наближення можна вивести замкнуте iнтеґро-функцiональне рiвняння для однову-
злового функцiоналу розподiлу. У випадку моделi Iзинґа в поперечному полi для iзинґiвских флу-
ктуацiй локальних полiв при врахуваннi 1-ї координацiйної сфери отримане iнтеґральне рiвняння
для функцiї розподiлу полiв ρ(σ). Воно аналогiчне iнтеґральному рiвнянню для функцiї розподiлу
кластерних полiв моделi Iзинґа з випадковою взаємодiю на гратцi Бете [2] i вiдрiзняється лише
виразом для iнтеґрального ядра. Розв’язки для ρ(σ) завжди мiстять частину, яка складається з
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δ-функцiй, а також кусочно-неперервну частину ρ̃(σ). Ми сформулювали самоузгоджену iтера-
цiйну методику розв’язку iнтеґрального рiвняння для ρ(σ). Результати розрахункiв порiвнянi з
вiдповiдними результатами у випадку моделi Iзинґа з довiльним радiусом взаємодiї [3], а також
для моделi Iзинґа в поперечному полi в наближеннi δ-функцiй для функцiї розподiлу ρ(σ) [4, 5].
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Deformed Heisenberg algebra with minimal length and the equivalence principle
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Studies in string theory and quantum gravity lead to the generalized uncertainty principle (GUP)
and suggest the existence of a fundamental minimal length which, as was established, can be obtained
within the deformed Heisenberg algebra. The first look on the classical motion of bodies in a space
with corresponding deformed Poisson brackets in a uniform gravitational field can give an impression
that bodies of different mass fall in different ways and, thus, the equivalence principle is violated.
Analyzing the kinetic energy of a composite body, we find that the motion of its center of mass in the
deformed space depends on some effective parameter of deformation. It gives a possibility to recover the
equivalence principle in the space with deformed Poisson brackets and, thus, GUP is reconciled with
the equivalence principle. We also show that the independence of kinetic energy on composition leads
to the recovering of the equivalence principle in the space with deformed Poisson brackets.

Main results of this report were published in [V. M. Tkachuk, Phys. Rev. A 86, 062112 (2012)].
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