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5

ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дослiдження задачi про брахiстохрону в

однорiдному ґравiтацiйному полi [1] дало змогу розвинути новi мето-

ди у математицi, що своєю чергою дозволило сформулювати основи

сучасного апарату варiацiйного числення, яке знайшло широке засто-

сування у рiзних задачах, пов’язаних iз оптимiзацiєю, як-от знаходже-

ння оптимальної еволюцiї класичних i квантових систем. Примiром,

задача знаходження оптимального шляху для корабля, який пливе

рiчкою з постiйною течiєю [2, 3], чи задача розрахунку оптимальної

траєкторiї спуску частинки у ґравiтацiйному полi [4–6] розв’язується

за допомогою варiацiйного числення.

Завдяки варiацiйному численню також було сформульовано i розв’я-

зано задачу про брахiстохрону в квантовiй механiцi [7]. Останнiми ро-

ками у дослiдженнi цiєї задачi зроблено помiтний поступ [7–12], що є

важливим у досягненнi успiху при реалiзацiї квантових обчислень. Згi-

дно iз законом Мура, кiлькiсть електронних елементiв в одиницi об’єму

комп’ютера кожного року подвоюється, що в недалекому майбутньо-

му приведе до межi, коли суттєвими стають квантовi флуктуацiї, якi

порушують роботу класичних комп’ютерiв. Тому виникає необхiднiсть

у дослiдженнi систем, результати яких можуть бути використанi для

створення квантових комп’ютерiв [13], що дадуть можливiсь розв’я-

зувати певнi задачi набагато ефективнiше. А це дозволить економити
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часовi й енергетичнi ресурси. Важливо, щоб цi системи володiли ве-

ликим часом когеренцiї i добре були захищенi вiд небажаних впливiв

(шумiв). Також є важливим, щоб станом системи можна було легко ке-

рувати за допомогою зовнiшнiх полiв i з високою точнiстю прочитати

iнформацiю про стан, приготовлений на нiй. Останнiми роками багато

зроблено у цiй галузi, наприклад, запропоновано рiзнi фiзичнi систем

на роль елементiв квантового комп’ютера. Одна з ефективних реалi-

зацiй цих елементiв ґрунтується на спiнових системах (для прикладу,

див. [14]).

Незважаючи на помiтнi успiхи у дослiдженнi еволюцiї спiнових си-

стем, а саме, досягнення великого часу когеренцiї таких систем [15] та

високої точностi зчитування iнформацiї з них [16], залишається ще ба-

гато невирiшених теоретичних i практичних проблем, якi стосуються

приготування квантових станiв на таких системах для забезпечення

конкретних квантових обчислень. Також залишаються ще не розв’я-

занi проблеми, якi стосуються оптимальної еволюцiї класичних систем.

Це, наприклад, знаходження точних розв’язкiв рiвнянь, якi виникають

при дослiдженнi задачi про брахiстохрону для таких систем.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-

ми. Дисертацiйна робота виконана у Львiвському нацiональному унi-

верситетi iменi Iвана Франка та вiдповiдно до держбюджетних тем

Фф-14Ф “Новi методи дослiдження квантових систем декiлькох i ба-

гатьох частинок” (2009–2011 рр., номер держреєстрацiї 0109U002096)

та Фф-110Ф “Новi ефекти у квантових рiдинах i газах та системах з

деформованою алгеброю Гайзенберґа” (2012–2014 рр., номер держреє-

страцiї 0112U001275).

Мета i завдання дослiдження. Головною метою дисертацiйної

роботи є дослiдження оптимальної еволюцiї класичних та квантових
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систем. Основну увагу придiлено дослiдженню задачi про брахiстохро-

ну для частинки, яка рухається у сферично-симетричному ґравiтацiй-

ному полi, що задається метрикою Шварцшiльда, а також вивченню

оптимальної еволюцiї спiнових систем.

Значна частина роботи присвячена дослiдженню еволюцiї спiно-

вих систем i геометрiї многовидiв, на яких вiдбувається така еволюцiя,

що має пряме застосування для реалiзацiї квантових обчислень. Також

увагу придiлено знаходженню оптимальних способiв контролю еволю-

цiї таких систем, що дає змогу реалiзувати певнi квантовi унiтарнi

перетворення за мiнiмальний час.

Отже, об’єктом дослiдження є частинка у ґравiтацiйному полi

Шварцшiльда та квантовi системи спiнiв з рiзними типами взаємо-

дiї. Предметом дослiдження є рух частинки у ґравiтацiйному полi

та еволюцiя спiнових систем. Методом дослiдження задачi про бра-

хiстохрону в метрицi Шварцшiльда виступають методи варiацiйного

числення, а при дослiдженнi оптимальної еволюцiї квантових систем

використовуються методи, пов’язанi з дiєю оператора еволюцiї на про-

сторi квантових станiв.

У першому роздiлi коротко подано iсторiю дослiджень задачi

про брахiстохрону в класичнiй i квантовiй механiцi, а також висвiтлено

сучасний стан цiєї проблеми.

У другому роздiлi, використовуючи закони загальної теорiї вiд-

носностi, отримано рiвняння брахiстохрони в метрицi Шварцшiльда.

Було отримано рiвняння брахiстохрони щодо спостерiгачiв, якi є вздовж

траєкторiї, i рiвняння стосовно далекого спостерiгача, а також рiвня-

ння для часiв руху вздовж цих траєкторiй. Також знайдено аналог

релятивiстського рiвняння брахiстохрони у однорiдному ґравiтацiйно-

му полi.
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У третьому роздiлi дослiджено задачу про брахiстохрону для

системи двох спiнiв 1/2 у магнiтному полi, яке спрямоване вздовж

осi z. Взаємодiя мiж спiнами описується анiзотропним гамiльтонiаном

Гайзенберґа без xz i yz компонент. Також було отримано оптимальнi

умови для реалiзацiї деяких квантових логiчних елементiв, а саме, ло-

гiчний елемент, що заплутує два спiни, логiчний елемент, який обмiнює

стани двох спiнiв мiж собою, подiбний до останнього логiчний елемент,

який ще домножує отриманий стан на уявну одиницю.

У четвертому роздiлi запропонований двокроковий метод для

приготування довiльного квантового стану двох спiнiв у виглядi роз-

кладу Шмiдта. Запропоновано фiзичну реалiзацiю простiшої версiї

цього методу, яка на даний час може бути експериментально реалi-

зована. Як приклад, розглянуто приготування квантового стану на

системi атома фосфору в оточенi атомiв кремнiю.

У п’ятому роздiлi розглянуто еволюцiю системи двох спiнiв 1
2

у

магнiтному полi, взаємодiя мiж якими описується iзотропним гамiль-

тонiаном Гайзенберґа. Було показано, що така еволюцiя вiдбувається

на двопараметричному многовидi, який є тором. Також, проаналiзо-

вано заплутанiсть станiв, якi належать до цього многовиду, i знайдено

умови, якi дозволяють досягнути максимально заплутаних станiв. На

цьому многовидi знайдено лiнiї, якi задають стани однакової заплута-

ностi, а також показано для яких початкових станiв системи еволюцiя

буде вiдбуватися вздовж таких лiнiй.

У шостому роздiлi дослiджено квантову еволюцiю для довiль-

ного спiну, який знаходиться у магнiтному полi. Показано, що якщо

початковий стан є одним з власних станiв z-компоненти оператора спi-

ну, то еволюцiя буде вiдбуватися на многовидi, який є сферою iз радi-

усом залежним вiд величини спiну i величини його проекцiї. Знайдено
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умови для оптимальної еволюцiї спiну на цьому многовидi.

Дисертацiйна робота завершується Висновками та Списком ви-

користаних джерел.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiйнiй

роботi вперше отримано рiвняння для брахiстохрони в метрицi Швар-

цшiльда як щодо нерухомих спостерiгачiв, якi знаходяться уздовж тра-

єкторiї, так i щодо вiддаленого спостерiгача. Також вперше отримано

рiвняння брахiстохрони, коли рух частинки вздовж радiальної коор-

динати є незначним, що є аналогом задачi про брахiстохрону в одно-

рiдному ґравiтацiйному полi.

Уперше розв’язано задачу про квантову брахiстохрону для двох

спiнiв 1/2, взаємодiя мiж якими описується анiзотропним гамiльтонi-

аном Гайзенберґа, в якому xz i yz компоненти взаємодiї рiвнi нулю.

Для такої системи показано можливiсть реалiзацiї певних унiтарних

перетворень за мiнiмальний час.

Уперше було запропоновано метод для приготування довiльного

стану на системi двох спiнiв 1/2. Спрощену версiю цього методу, яку

на сьогоднi можна експериментально реалiзувати, розглянуто на атомi

зi спiном ядра 1/2 та одним валентним електроном.

Уперше показано, що еволюцiя у магнiтному полi системи двох

спiнiв, взаємодiя мiж якими описується iзотропною моделлю Гайзен-

берґа, вiдбувається на двопараметричному многовидi, який є тором.

Також вперше отримано метрику многовиду, на якому вiдбуваються

повороти власного стану оператора проекцiї спiну на деякий напря-

мок. Показано, що такий многовид є сферою з радiусом, залежним вiд

величини проекцiї спiну. Вперше розв’язано задачу про брахiстохрону

для такої системи i показано, що для того, щоб еволюцiя вiдбувала-

ся за мiнiмальний час, необхiдно, щоб магнiтне поле було спрямоване
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перпендикулярно до початкового i кiнцевого станiв.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати,

отриманi у роботi, можуть бути використанi для реалiзацiї кванто-

вих обчислень i побудови квантових комп’ютерiв. Системи, якi були

дослiдженi у цiй роботi, можуть бути використанi для побудови регi-

стру квантового комп’ютера. Отриманi у роботi умови для оптималь-

ної еволюцiї спiнових систем у магнiтному полi дадуть можливiсть

реалiзувати конкретнi унiтарнi перетворення за мiнiмально можливий

час, що дозволить реалiзувати обчислення на квантових комп’ютерах

з економiєю часових i енергетичних ресурсiв.

Особистий внесок здобувача. Всi викладенi в дисертацiї ори-

гiнальнi результати отриманi автором самостiйно або при його без-

посереднiй участi. У роботах, виконаних зi спiвавтором, здобувачевi

належить:

• дослiдження задачi про брахiстохрону для системи двох спiнiв,

взаємодiя мiж якими описується анiзотропним гамiльтонiаном Гай-

зенберґа [17]; отримання умов для реалiзацiї квантових логiчних

елементiв на цiй системi.

• отримання двокрокового методу для приготування довiльного кван-

тового стану на системi двох спiнiв [18]; дослiдження простiшої

версiї цього методу на фiзичнiй системi атома зi спiном ядра 1/2

i одним валентним електроном; отримання умов для приготуван-

ня квантового стану на системi атома фосфору в оточенi атомiв

кремнiю.

• розрахунок метрики многовиду, який мiстить усi стани, що можна

досягнути пiд час еволюцiї на системi двох спiнiв з iзотропною

взаємодiєю Гайзенберґа у магнiтному полi [19];
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• розрахунок метрики многовиду, який мiстить стани, що можна

досягнути при поворотi власного стану оператора проекцiї спiну

величиною s на визначений напрямок [20]; дослiдження оптималь-

ної еволюцiї довiльного спiну у магнiтному полi.

Результати статей, їхню iнтерпретацiю та застосовнiсть викори-

станих пiдходiв спiвавтори обговорювали на паритетних засадах.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дослiджень, що

включенi до дисертацiї, здобувач представляв особисто на таких кон-

ференцiях та семiнарах: Мiжнародна конференцiя студентiв i моло-

дих науковцiв з теоретичної та експериментальної фiзики ”Еврика-

2010” (Львiв, 2010) [21]; X Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс

молодих вчених зi статистичної фiзики та теорiї конденсованої речо-

вини (Львiв, 2010) [22]; Young Scientists Conference ”Modern Problems

of Theoretical Physics” (Київ, 2010) [23]; Мiжнародна конференцiя сту-

дентiв i молодих науковцiв з теоретичної та експериментальної фiзики

”Еврика-2011” (Львiв, 2011) [24]; 11-та Всеукраїнська школа-семiнар та

Конкурс молодих вчених зi статистичної фiзики та теорiї конденсова-

ної речовини (Львiв, 2011) [25]; III Young Scientists Conference ”Modern

Problems of Theoretical Physics” (Київ, 2011) [26]; 12-та Всеукраїнська

школа-семiнар та Конкурс молодих вчених зi статистичної фiзики та

теорiї конденсованої речовини (Львiв, 2011) [27]; Workshop on Current

Problems in Physics (Львiв, 2012) [28]; IV Young Scientists Conference

”Modern Problems of Theoretical Physics” (Київ, 2012) [29]; Рiздвянi

дискусiї 2013 (Львiв, 2013) [30]; Звiтна наукова конференцiя Львiвсько-

го нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка за 2012 рiк (Львiв,

2013); Мiжнародна конференцiя студентiв i молодих науковцiв з теоре-

тичної та експериментальної фiзики ”Еврика-2013” (Львiв, 2013) [31];
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6th Workshop on Current Problems in Physics: Zielona Góra - Lviv (Zi-

elona Góra, 2013) [32]; Proceedings of VI International Conference ”Physics

of Disordered Systems” (Львiв, 2013) [33]; V Young Scientists Conference

”Problems of Theoretical Physics” (Київ, 2013) [34]; Рiздвянi дискусiї

2014 (Львiв, 2014) [35]; Звiтна наукова конференцiя Львiвського нацiо-

нального унiверситету iменi Iвана Франка за 2013 рiк (Львiв, 2014);

14-та Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс молодих вчених зi ста-

тистичної фiзики та теорiї конденсованої речовини (Львiв, 2014) [36];

Workshop on Current Problems in Physics (Львiв, 2014) [37]; VI Young

Scientists Conference ”Problems of Theoretical Physics” dedicated to the

105-th anniversary of M. M. Bogolyubov (Київ, 2014) [38].

Поданi у роботi результати неодноразово обговорювали на науко-

вих семiнарах кафедри теоретичної фiзики Львiвського нацiонального

унiверситету iменi Iвана Франка, а також були апробованi пiд час на-

укових стажувань за кордоном.

Публiкацiї. Результати дисертацiйної роботи опублiкованi у п’я-

ти журнальних статтях [17–20, 39] та 18 тезах конференцiй [21–38].
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Роздiл 1

Огляд лiтератури

1.1 Задача про брахiстохрону в класичнiй механiцi

Задачу про брахiстохрону (з грецької: найкоротший час), уперше сфор-

мулював Й. Бернуллi в червнi 1696 роцi. Її було викладено в ”Acta

Eruditorum” [1]. Постановка задачi звучала так: ”Задано двi точки A i

B на вертикальнiй площинi (рис. 1.1). Яка повинна бути форма тра-

єкторiї, щоб частинка пiд дiєю ґравiтацiї перемiстилася з точки A

в точку B за найкоротший час?” В травнi 1697 року в ”Acta Erudi-

Рис. 1.1: Рiвняння траєкторiї, по якiй частинка перемiщається з однiєї точки про-

стору в iншу пiд дiєю однорiдного ґравiтацiйного поля за найкоротший час, зада-

ється циклоїдою.

torum” було помiщено розв’язок братiв Бернуллi, а також короткий

опис Ляйбнiца, який отримав подiбний результат. Незалежно вiд iн-
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ших, розв’язок отримали Ньютон i Лопiталь. Робота Лопiталя не була

опублiкована аж до 1988 року. Метод, який використав Й. Бернуллi є

унiкальним i ґрунтується на принципi Ферма [40, 41]. Всi цi результа-

ти отриманi для однорiдного ґравiтацiйного поля, а крива є вiдома з

курсу шкiльної геометрiї – циклоїда, рiвняння якої в декартових коор-

динатах має вигляд

x = C arcsin

√

y

C
−
√

Cy − y2, (1.1)

де C – це константа, яка знаходиться з крайових умов.

Задача про брахiстохрону є однiєю з фундаментальних у варi-

ацiйному численнi. Стандартний метод для вирiшення цiєї проблеми

ґрунтується на рiвняннi Ейлера-Лаґранжа (для прикладу, див. [42,43])

∂f

∂y
− d

dx

∂f

∂y′
= 0, (1.2)

де функцiю f беремо з функцiоналу

I =

∫ x2

x1

f(y, y′; x)dx, (1.3)

який має мiнiмальне значення для функцiї y(x), яка задовольняє кра-

євi умови y1 = y(x1) i y2 = y(x2). Наприклад, у випадку задачi брахi-

стохрони для частинки в однорiдному ґравiтацiйному полi, роль фун-

кцiоналу виконує час перемiщення частинки з точки A в точку B

T =

∫ xB

xA

f(y, y′; x)dx, (1.4)

де

f =
1√
2g

√

1 + y′2

y
. (1.5)

У статтях [44–47] розглядається задача про брахiстохрону для тiл,

якi скочуються з однiєї точки вертикальної площини в iншу пiд дiєю



15

однорiдного ґравiтацiйного поля. Втратами енергiї на тертя нехтує-

ться. На вiдмiну вiд задачi, яку розглядав Й. Бернуллi, у данiй задачi

закон збереження енергiї буде мiстити додаткову складову, яка вiдпо-

вiдає за кiнетичну енергiю обертання тiла 1/2Iω2, де I є моментом

iнерцiї тiла, а ω є кутовою швидкiстю з якою обертається тiло вздовж

перемiщення по траєкторiї. Було показано, що у випадку кулi [44],

диска [45,46] i цилiндра [47] форма траєкторiї, так само, як i у випад-

ку точкової частинки, є циклоїдою, тiльки час спуску буде бiльшим у
√

7/5 для кулi i у
√

3/2 для диска та цилiндра. Це тому, що частина

потенцiальної енергiї йде на обертання цих тiл.

Ще одна цiкава задача про брахiстохрону у однорiдному ґравi-

тацiйному полi була опублiкована в роботi [48]. Постановка задачi є

наступною: ”Задано початкову i кiнцеву точки, якi лежать на гори-

зонтальнiй прямiй. Необхiдно знайти рiвняння оптимальної трає-

кторiї мiж цими двома точками для частинки, яка в початковий

момент часу має горизонтальну складову швидкостi. Система зна-

ходиться у однорiдному ґравiтацiйному полi. Тертям нехтується.”

Було показано, що в такому випадку оптимальна траєкторiя складає-

ться iз трьох секцiй, а саме двох симетрично розмiщених парабол, мiж

якими розмiщується арка циклоїди, яка у двох точках по дотичнiй до-

тикається до останнiх. Рiвняння парабол характеризується початко-

вою швидкiстю частинки i є таке саме, як у задачi про траєкторiю тi-

ла, кинутого в горизонтальному напрямку. Початкова i кiнцева точки

арки циклоїди знаходяться на висотi, де кiнетична енергiя частинки

дорiвнює нулю. Отже, першу частину шляху частинка рухається по па-

раболi так, нiби вона була кинута в горизонтальному напрямку. В точцi

дотику циклоїди до параболи частинка починає рухатися по циклоїдi

аж до моменту досягнення другої точки дотику симетрично розмiще-
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ної параболи, по якiй вона завершує свiй рух i досягає кiнцевої точки з

початковою швидкiстю. Також авторами було отримано рiвняння для

часу подорожi по такiй траєкторiї. У статтi [49] представлено розв’я-

зок узагальненої версiї даної задачi, а саме, коли ще заданi напрямки,

вздовж яких частинка починає i завершує рухатися. Варто зазначити,

що постановка цiєї задачi є опублiкована у статтi [50].

Подiбну задачу, яка була запропонована у статтi [48], було дослi-

джено в роботi [51], тiльки замiсть частинки розглядалося тiло з обер-

товим моментом. Авторами було показано, що подiбно, як у роботi [48],

траєкторiя складається з трьох частин, а саме, двох симетрично роз-

мiщених секцiй, якi описуються бета-функцiєю, i аркою циклоїди, яка

в двох точках дотикається до останнiх i має початкову i кiнцеву точку

на висотi, де кiнетична енергiя тiла є рiвною нулю. Варто зазначити,

що за рахунок обертової складової кiнетичної енергiї тiла, висота, на

якiй його кiнетична енергiя є рiвною нулю, є бiльшою, нiж у випадку,

коли воно не обертається.

Дослiджувалися також i iншi цiкавi випадки задачi про брахiсто-

хрону в однорiдному ґравiтацiйному полi, як-от задача про брахiсто-

хрону, де рух частинки вiдбувається на поверхнi цилiндра [52], або

проблема знаходження оптимального шляху спуску частинки з однi-

єї кривої на iншу [53]. Також в роботi [54] представленi експеримен-

тальнi дослiдження спуску iграшкової моделi машинки ”Хот Вiлс” по

рiзних траєкторiях (одна з яких циклоїда), а в роботi [55] викладе-

но опис лабораторної роботи для студентiв унiверситету, де останнi

мають дослiджувати спуск кульки по рiзних траєкторiях. Деякi тео-

ретичнi викладки для аудиторного розгляду задачi про брахiстохрону

в однорiдному ґравiтацiйному полi можна знайти, для прикладу, у ро-

ботах [41, 43, 56].
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Альтернативнi методи для роз’язання задачi про брахiстохрону в

однорiдному ґравiтацiйному полi запропонованi в роботах [57–62]. У

працi [57] проблема була розв’язана чисельним методом, використо-

вуючи полiноми Чебишева, а у статтi [58] – за допомогою рiвняння

Гамiльтона-Якобi. Також задача про брахiстохрону у випадку одно-

рiдного i неоднорiдного ґравiтацiйного поля була розв’язана, викори-

стовуючи принцип максимуму Понтрягiна [59]. Алгоритм, який вико-

ристовується для знаходження найкоротшого шляху на графах, був

застосований для розв’язання задачi про брахiстохрону в роботi [60],

тодi як в працi [61] ця задача формулюється як проблема про нелiнiй-

ний оптимальний контроль i розв’язується за допомогою некласичного

псевдоспектрального методу.

Цiкавим методом проблема про брахiстохрону розв’язується, коли

у вiдповiднiсть пошуку мiнiмального часу ставиться проблема пошуку

мiнiмальної площi ”тонкої плiвки”, яка знаходиться мiж двома вiдпо-

вiдними поверхнями так, що її розмiри задаються цими поверхнями

i двома вертикальними лiнiями, якi їх з’єднують [62]. Задавши вiдпо-

вiднi поверхнi, форма яких залежить вiд умови задачi, отримаємо, що

вираз, який задає площу ”тонкої плiвки”, має такий самий вигляд, з

точнiстю до розмiрного множника, як вираз для часу руху частин-

ки. Це так звана проблема Плато, а назва ”тонка плiвка” походить з

мiркувань того, що мiнiмальна площа останньої вiдповiдає мiнiмуму її

енергiї.

У всiх нижче згаданих роботах розглядалася задача про брахiсто-

хрону у однорiдному ґравiтацiйному полi без врахування втрат на тер-

тя. Вперше така проблема з врахуванням сили тертя була розглянута в

працi [63], де було розв’язано задачу оптимального спуску частинки iз

однiєї точки простору в iншу пiд дiєю однорiдного ґравiтацiйного по-
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ля i сили тертя, яка є пропорцiйна до сили реакцiї опори (кулонiвське

тертя). Детальнiше ця задача розглядалася у статтi [64]. У працi [65]

задача про брахiстохрону дослiджена у випадку, коли спуск частин-

ки вiдбувається на конкретнiй поверхнi з кулонiвським тертям. Зада-

ча оптимального спуску частинки пiд дiєю однорiдного ґравiтацiйного

поля i сили тертя, яка пропорцiйна до швидкостi руху частинки, ви-

кладена у статтi [66], а її розв’язок опублiкований у статтi [67].

Окрiм задачi про брахiстохрону в однорiдному ґравiтацiйому по-

лi також було розглянуто рiзнi випадки цiєї задачi у неоднорiдному

полi. Одна з таких задач звучить наступним чином: ”Якої форми має

бути тунель у однорiдному сферичному тiлi радiуса R, щоб частинка

з однiєї точки його поверхнi в iншу зiсковзнула за найкортший час”. У

роботi [68] було отримано диференцiальну форму рiвняння такого ту-

нелю для Землi. Також чисельним методом отримано траєкторiї мiж

деяким фiксованими точками. Згодом був знайдений точний розв’язок

цього рiвняння [69–72] i показано, що крива, яка його описує є аркою

гiпоциклоїди, утвореної колом радiуса (R − Rmin)/2 [69], де Rmin є

вiдстанню вiд центра тiла до найнижчої точки на кривiй. Також ця

задача була розв’язана подiбно до того, як Бернуллi розв’язав задачу

про брахiстохрону у однорiдному ґравiтацiйному полi, використовую-

чи принцип Ферма [73].

У статтi [69] аналiтично отримано вираз для часу руху по брахi-

стохронi у однорiднiй кулi. Як i у випадку брахiстохрони у однорiдно-

му ґравiтацiйному полi, брахiстохрона у кулi є тавтохроною [74]. Це

означає, що подорож мiж двома симетрично розташованими точками

такої траєкторiї займає однаковий час. Для прикладу, рух через пря-

мий тунель, який проходить через центр Землi мiж двома симетрично

розташованими вiдносно центру точками, завжди буде вiдбуватися за
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один i той самий час, який рiвний близько 42-ом хвилинам.

Тунель, який дозволяє зiсковзнути частинцi iз однiєї точки Землi в

iншу за найкоротший час змодельовано в статтi [75]. Розподiл густини

для нашої планети було отримано з аналiзу сейсмiчних даних [76].

Показано, що на вiдмiну вiд випадку зi сталою густиною, подорож

мiж двома фiксованими точками вiдбуватиметься швидше, а такий

тунель буде лежати глибше. У такому випадку час прольоту мiж двома

дiаметрально протилежними точками Земної кулi займає близько 38

хвилин.

Також було розглянуто задачу про брахiстохрону у неоднорiдно-

му ґравiтацiйному полi для частинки, яка знаходиться поза сферичним

тiлом [4–6]. У цих статтях рiвняння траєкторiї отримане в диференцi-

альнiй формi i розв’язане чисельним методом. Для рiзних положень

початкової i кiнцевої точок були отриманi кривi.

Iнший цiкавий випадок брахiстохрони в неоднорiдному полi є рух

частинки на площинi, яка обертається навколо фiксованої осi [77]. Ав-

торами було отримано розв’язки у двох випадках, а саме, коли вiсь

обертання є перпендикулярною i паралельною до площини. Цiкаво, що

у першому випадку рiвняння брахiстохрони i тавтохрони збiгаються i

є аркою епiциклоїди, а у другому випадку рiвняння брахiстохрони i

тавтохрони є рiзними i задаються неповними елiптичними iнтеграла-

ми.

На закiнчення варто зауважити, що задача про брахiстохрону у

релятивiстськiй механiцi вперше була розглянута в роботi [78]. У цiй

працi було розглянуто рух частинки у однорiдному електричному по-

лi i у однорiдному ґравiтацiйному полi. Отриманi результати було ви-

користано для знаходження енергiї, яку заряд випромiнює при русi

вздовж брахiстохрони у однорiдному електричному полi [79]. Також
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розглядалася задача про брахiстохрону у неоднорiдному ґравiтацiйно-

му полi [6,80]. Детальнiший огляд релятивiстської задачi про брахiсто-

хрону буде зроблено на початку наступного роздiлу.

1.2 Задача про брахiстохрону в квантовiй механiцi

Квантова задача про брахiстохрону формулюється подiбним чином, як

i задача про брахiстохрону в класичнiй механiцi [7, 8, 81–84]: ”Необхi-

дно знайти гамiльтонiан квантової системи, з обмеженими енер-

гетичний ресурсами, такий який би дозволив забезпечити еволюцiю

мiж фiксованими початковим |ψi〉 i кiнцевим |ψf〉 станами цiєї си-

стеми за найкоротший час.” Ця задача вперше була запропонована

у роботi [7]. Використовуючи варiацiйний принцип, автори предста-

вили загальний метод для знаходження гамiльтонiану, який забезпе-

чує оптимальну еволюцiю для конкретної системи мiж двома фiксо-

ваними станами. У роботi [8] було показано, що аналогiчний резуль-

тат можна отримати безпосередньо використовуючи симетричнi вла-

стивостi простору квантових станiв. Пiдхiд, який автори використали

для розв’язку цiєї задачi, ґрунтується на роботi [85], в якiй було до-

слiджено проблему оптимальної еволюцiї мiж двома ортогональними

станами. У статтi [8] було показано, що задача про квантову брахiсто-

хрону зводиться до знаходження гамiльтонiану H на гiльбертовому

просторi вимiрностi n, який забезпечує наступне унiтарне перетворен-

ня |ψf 〉 = eiHτ |ψi〉 за найкоротший час. Зауважимо, що ми працюємо в

системi одиниць, де ~ = 1, а це означає, що гамiльтонiан вимiрюється в

одиницях частоти. Також вважається, що рiзниця мiж найвищим E+

i найнижчим E− енергетичними рiвнями гамiльтонiану є фiксована.

Було показано, що оптимальна еволюцiя мiж початковим i кiнцевим
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Рис. 1.2: Сфера Блоха, яка задає двовимiрний квантовий простiр станiв.

станами вiдбувається на пiдпросторi, який є сферою Блоха, i який за-

дається векторами |ψi〉 i |ψf〉 (див. рис. 1.2). Будь-який вектор стану

позначається точкою на цiй сферi. Очевидно, що найкоротша вiдстань

(геодезична) мiж двома станами на цьому пiдпросторi є дугою велико-

го кола, що з’єднує двi точки. Унiтарне перетворення, яке переводить

початковий стан у кiнцевий за найкоротший час забезпечується по-

воротом сфери навколо осi, яка є перпендикулярною до напрямку iз

центра сфери на цi стани. Запишемо гамiльтонiан, який забезпечує та-

ке перетворення. Для цього кiнцевий стан представимо за допомогою

початкового стану i ортогонального до останнього:

|ψf〉 = cos
θ

2
|ψi〉+ sin

θ

2
ei(φ+π/2)|ψi〉, (1.6)



22

де 〈ψi|ψi〉 = 0, а θ i φ є полярним i азимутальним кутами у сферичнiй

системi координат. Початковий стан спрямуємо вздовж осi z i тодi θ є

кутом мiж початковим i кiнцевим станами. Гамiльтонiан, який забез-

печує оптимальну еволюцiю має вигляд:

H =
iω

sin θ
2

|ψi〉〈ψf | −
iω

sin θ
2

|ψf〉〈ψi|+ h, (1.7)

де параметр ω задається умовою, що рiзниця мiж найвищим i найниж-

чим енергетичними рiвнями є фiксованою i рiвною E+ −E− = 2ω, а h

доданок, який впливає тiльки на початок вiдлiку енергетичних рiвнiв.

Час, за який здiйснюється така еволюцiя, буде мати вигляд:

τ =
θ

2ω
. (1.8)

Запишемо ще стан, який можна досягнути пiд час еволюцiї систе-

ми з гамiльтонiаном (1.7):

|ψ(t)〉 =
[

cos (ωt)− cos θ
2

sin θ
2

sin (ωt)

]

|ψi〉+
1

sin θ
2

sin (ωt) |ψf〉. (1.9)

Бачимо, що коли t = θ
2ω

, тодi |ψ(t)〉 = |ψf〉.
Використовуючи все вище згадане, розглянемо задачу про бра-

хiстохрону для системи спiну 1
2 , який знаходиться у магнiтному полi

(див., для прикладу, [84,86]). Це є двовимiрна квантова система. Кван-

товий простiр цiєї системи можна задати за допомогою сфери Блоха.

Виберемо систему координат так, щоб вектор початкового стану був

спрямований вздовж осi z:

|ψi〉 = | ↑〉 =





1

0



 . (1.10)

Це є власний стан z-компоненти оператора спiну з додатнiм власним

значенням. Кiнцевий стан задамо у виглядi

|ψf〉 = cos
θf
2
| ↑〉+ sin

θf
2
eiφf | ↓〉 =





cos
θf
2

sin
θf
2
eiφf



 , (1.11)
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де θf i φf є координатами, якi задають кiнцевий стан на сферi Блоха.

Найзагальнiший гамiльтонiан системи спiну 1
2 у магнiтному полi

має вигляд

H = ωσ · n, (1.12)

де n одиничний вектор, який задає напрямок магнiтного поля. Опера-

тор еволюцiї з цим гамiльтонiаном має вигляд

e−iωσ·nt = cosωt− iσ · n sinωt. (1.13)

Пiсля нескладних обчислень отримуємо умови для оптимальної ево-

люцiї

θ =
π

2
, φ = φf + π/2. (1.14)

Оптимальний гамiльтонiан буде мати вигляд

H = ω





0 −ieφf

ieφf 0



 , (1.15)

а час такої еволюцiї буде наступним

τ =
θf
ω
. (1.16)

Стан, в який система, переходить протягом часу t має вигляд:

|ψ(t)〉 = e−iHt| ↑〉 =





cosωt

sinωteiφf



 . (1.17)

Звiдси можна зробити висновок, що для спiну 1
2 , який знаходиться в

магнiтному полi, квантова брахiстохрона реалiзується, коли напрямок

цього поля буде перпендикулярним до початкового i кiнцевого стану

системи.

Варто зазначити, що задачу оптимальної еволюцiї для фiзичної

системи з кiлькiстю вiльних параметрiв меншою, нiж кiлькiсть неза-

лежних параметрiв, якi задають довiльний стан цiєї системи, не можна
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звести до еволюцiї на двовимiрному пiдпросторi. Для прикладу, систе-

ма спiну s у магнiтному полi мiстить тiльки три вiльнi параметри, якi

визначають напрямок i величину магнiтного поля, в той час як гiль-

бертiв простiр такої системи є 2s+ 1-вимiрний. Дана система не може

еволюцiонувати мiж двома довiльними наперед заданими станами на

цьому просторi. Тому у даному випадку задача про брахiстохрону зво-

диться до задачi оптимальної еволюцiї на двовимiрному многовидi. У

статтi [9] було розглянуто задачу оптимальної еволюцiї для системи

спiну 1 у магнiтному полi у випадку, коли початковий стан був одним

з власних станiв z-компоненти оператора спiну. Цi результати нами

узагальненi для системи довiльного спiну [20]. У роздiлi 6 дана про-

блема детально розкрита.

Забезпечення еволюцiї за найкоротший час є важливим при ре-

алiзацiї квантових обчислень. Це дозволить економити енергетичнi i

часовi ресурси. Останнiми роками в лiтературi iнтенсивно вивчається

оптимальне генерування унiтарних операторiв, або, як їх ще називають

квантовi логiчнi елементи, якi проводять конкретнi операцiї над кубi-

тами (квантовий бiт). Для прикладу, в роботi [87] представлено метод

для оптимальної реалiзацiї конкретного унiтарного перетворення. Цей

метод розглядається на системi двох спiнiв, взаємодiя мiж якими зада-

ється анiзотропним гамiльтонiаном Гайзенберґа iз константами зв’язку

Jii, де i = x, y, z. Кожен зi спiнiв помiщено у своє магнiтне поле, яке

спрямовано вздовж осi z. Також автори знайшли умови для реалiза-

цiї трьох унiтарних перетворень, а саме, перетворення яке переставляє

стани мiж двома кубiтами (SWAP ), квантове перетворення Фур’є i

унiтарне перетворення, що дозволяє заплутати мiж собою два спiни.

Варто згадати iншi роботи [88–90], де розглядається оптимальне при-

готування рiзних квантових логiчних елементiв, якi дiють на просторi
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двох кубiтiв. Найнижчу межу для часу, який необхiдний затратити

для приготування унiтарного оператора на конкретнiй системi iз двох

кубiтiв, подано в працi [91], а для системи з n кубiтiв в роботi [92].

У статтi [93] отримано межу для максимальної швидкостi еволюцiї

оператора, який здiйснює перетворення на системi n кубiтiв, а у ста-

ттях [94–99] мiстяться дослiдження, якi пов’язанi з оптимальним при-

готуванням унiтарних операторiв на системi декiлькох кубiтiв. Також

вивчалося як заплутанiсть мiж кубiтами впливає на швидкiсть ево-

люцiї квантової системи [10–12, 100–103]. Показано, що в загальному

випадку для багатокубiтових систем наявнiсть квантової заплутаностi

дозволяє системi швидше еволюцiонувати [10,100]. Зв’язок мiж заплу-

танiстю i часом еволюцiї у випадку двокубiтової i n-кубiтової систем

дослiджувався у роботi [104], де показано, що верхня межа швидкостi

квантової еволюцiї системи досягається за наявностi квантової заплу-

таностi у системi.

Фiзична реалiзацiя квантових логiчних елементiв потребує систем,

якi є добре захищенi вiд впливу небажаних шумiв, що дозволяє до-

сягнути високого часу когеренцiї станiв приготовлених на них [105].

Також необхiдно, щоб цi стани можна було прочитати з високою то-

чнiстю. Iснує багато фiзичних систем, якi володiють цими властиво-

стями, а саме, спiн електрона у квантовiй точцi [106–108], спiн електро-

на у напiвпровiднику [107, 109–115], кубiти, створенi на надпровiдни-

ках [116–119], а також така вiдома система, як атом фосфору в оточенi

атомiв кремнiю [14,16,120–124]. Широке зацiкавлення системою атома

фосфору завдячує роботi [14], у якiй було описано реалiзацiю кванто-

вого комп’ютера на кубiтах, створених на нiй. Ця система складається

iз двох взаємодiючих спiнiв 1/2, один з яких є спiном ядра атома фо-

сфору, а другий спiном його валентного електрона. Цей факт дозволяє
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розглядати цю систему як двокубiтову. Великий час когеренцiї спiнiв

валентного електрона [122] i ядра [15, 124] дозволяють цiй системi бу-

ти претендентом на роль будiвельних блокiв для реалiзацiї квантового

комп’ютера. Методи для зчитування iнформацiї i керування спiном ва-

лентного електрона атома фосфору поданi в працях [120, 125–128], а

спiном ядра – в працях [16, 123, 124].

Для того щоб зрозумiти як вiдбувається квантова еволюцiя систе-

ми часто є необхiдним дослiдити многовид, який мiстить всi стани, що

можна досягнути пiд час такої еволюцiї. Як було згадано ранiше, що

простiр дворiвневої системи можна представити за допомогою сфери

Блоха (див. рис. 1.2). Тодi оптимальна траєкторiя мiж двома станами є

дуга великого кола, яка з’єднує двi точки на цiй сферi. Подiбну ситуа-

цiю маємо у випадку оптимальної еволюцiї системи спiну величиною s,

яка знаходиться у магнiтному полi [20]. Варто зазначити, що iснують

рiзнi геометричнi пiдходи для вивчення квантової еволюцiї [129–138].

В роботах [129–132] показано, що у випадку системи з фiксованим чи-

слом кубiтiв задача знаходження послiдовностi унiтарних операторiв,

дiя яких на заданий початковий стан системи забезпечує оптималь-

ну еволюцiю цiєї системи, є тiсно пов’язана з задачею знаходження

мiнiмальної вiдстанi мiж двома фiксованими точками на Рiмановiй

метрицi. Подiбна проблема для випадку системи iз n кутрiтiв (три-

рiвнева квантова система) вивчалася у роботi [133], де було показано,

що послiдовнiсть з унiтарних операторiв, яка забезпечує оптимальну

еволюцiю цiєї системи, є еквiвалентною до найкоротшої вiдстанi мiж

двома точками у геометрiї SU(3n).

У роботi [135] авторами було представлено три рiзнi матричнi ба-

зиси, що можуть бути використанi для розкладу матрицi густини d-

рiвневої квантової системи, а саме: узагальнений Ґелл-Мановий матри-
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чний базис, базис поляризацiйних операторiв i базис оператора Вейля.

Також, показано, що розклади матрицi густини d-рiвневої системи, якi

здiйснюються за допомогою цих базисiв, можна пов’язати з вектором

Блоха цiєї системи.

Зв’язок фiзичних характеристик системи спiну 1/2, 1, 3/2 i 2 з

геометричними особливостями, якi переважно iдентифiкуються iз ком-

плексним многовидом, є дослiджений в роботi [136]. У статтях [137,138]

детально описано геометричнi властивостi одного iз многовидiв, на

якому реалiзується еволюцiя довiльного спiну у магнiтному полi [20]

у випадку, коли початковий стан є власним станом з найбiльшим вла-

сним значенням z-компоненти оператора спiну.

Також необхiдно зазначити, що багаторiвневi квантовi системи є

бiльш ефективнiшi для реалiзацiї квантових алгоритмiв, нiж дворiвне-

вi. За рахунок того, що цi системи володiють бiльшою густиною запису

iнформацiї, квантовий канал створений на них володiє бiльшою ємнi-

стю [139]. Цi системи краще запобiгають пiдслуховуванню iнформацiї

при реалiзацiї квантової криптографiї [140–143]. Цi факти роблять ку-

дiти (багаторiвнева квантова система) ефективними для забезпечення

квантових обчислень [144–146] i квантової криптографiї [142,147]. Для

прикладу, у роботi [148] представлено схему квантового комп’ютера на

системi кутрiтiв, роль яких виконують йони атомiв, керування якими

здiйснюється за допомогою магнiтного поля. Ця схема є узагальненням

подiбної схеми для квантового комп’ютера на основi кубiтiв [149–151].

Iнша квантова система, яка пiдходить для реалiзацiї квантових обчи-

слень на основi кутрiтiв, є фiзична система двох скорельованих поля-

ризованих фотонiв [152–156].

На закiнчення цього роздiлу згадаємо задачу про брахiстохрону

для PT-симетричного неермiтового гамiльтонiану, яка запропонована
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в роботi [81], де показано, що для такої системи з вiдповiдним енер-

гетичним обмеженням оптимальна еволюцiя мiж двома фiксованими

станами може бути як завгодно коротка. Бiльш детальнiше ця пробле-

ма описана в роботах [82, 83].
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Роздiл 2

Рiвняння брахiстохрони в метрицi

Шварцшiльда

2.1 Вступ

У цьому роздiлi розглянемо задачу про брахiстохрону у сферично-

симетричному ґравiтацiйному полi, яка формулюється наступним чи-

ном: ”Нехай задано координати початкової i кiнцевої точок, якi знахо-

дяться на вiдстанi rs i rf вiдповiдно вiд центра поля. Потрiбно знайти

рiвняння траєкторiї, яке дозволяє частинцi пiд дiєю ґравiтацiї зiсков-

знути з точки rs в точку rf за найкоротший час (рис. 2.1).” Очевидно,

що для того щоб частинка досягнула кiнцевої точки необхiдно щоб

rf ≤ rs. Рiвняння такої траєкторiї у ньютонiвському ґравiтацiйному

полi отримане в роботах [4–6]:

dR

dφ
= ±R

√

CRsR3 +R − Rs

Rs − R
, (2.1)

де R = r/rg, Rs = rs/rg – це знерозмiренi вiдстанi, що вiдмiряються

вiд центру ґравiтацiйного поля, rg – це радiус тiла, яке створює поле, а

C є сталою величиною. Iнтеграл, який виникає при розв’язуванi цього

рiвняння є елiптичним. Проте, у граничному випадку, коли rs = ∞,

рiвняння розв’язується аналiтично [6].

Цiкаво є розглянути релятивiстську задачу про брахiстохрону у

сферично-симетричному ґравiтацiйному полi. Вперше така задача бу-
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rsr fr

grj

Рис. 2.1: У початковий момент часу частинка перебуває на вiдстанi rs вiд цен-

тру сферично-симетричного ґравiтацiйного поля, у будь-який iнший момент часу

частинка ковзає по брахiстохронi i має координати (r, φ).

ла розглянута у роботi [78]. У цiй працi знайдено рiвняння оптималь-

ної траєкторiї у однорiдному електричному i ґравiтацiйному полях для

частинки з релятивiстською масою m√
1−v2/c2

. Показано, що на вiдмiну

вiд класичного випадку цi рiвняння будуть мати рiзний вигляд. Проте,

ця задача була розглянута iз точки зору спецiальної теорiї вiдносно-

стi. Вперше рiвняння брахiстохрони, використовуючи закони загальної

теорiї вiдносностi, отримано у роботах [6,80]. А саме, у статтi [80] роз-

глянуто задачу про брахiстохрону з наступною метрикою:

(ds)2 =
(

1− rg
r

)

c2(dt)2 −
(

1 +
rg
r

)

[

(dr)2 − r2(dΩ)2
]

, (2.2)

де (dΩ)2 = (dθ)2+sin2 θ(dφ)2 є кутовою частиною квадрату iнтервалу,

c – це швидкiсть свiтла, rg = 2GM
c2 – це ґравiтацiйний радiус, G – це

ґравiтацiйна стала i M є масою тiла, яке створює ґравiтацiю. Це є
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метрика так званого ”майже плоского простору”. Її можна отримати з

метрики Шварцшiльда

(ds)2 =
(

1− rg
r

)

c2(dt)2 − (dr)2

1− rg
r

− r2(dΩ)2, (2.3)

обмежившись лiнiйними доданками по rg у просторовiй частинi ква-

драту iнтервалу. Рiвняння було отримано у випадку, коли в початко-

вий момент часу частинка знаходиться на великiй вiдстанi вiд центру

ґравiтацiйного поля i мiнiмiзувалося вiдносно лабораторного часу. У

випадку повної метрики (2.3) у статтi [6] рiвняння брахiстохрони отри-

мано для власного i лабораторного часу, але так само, як у роботi [80],

частинка починає рух з вiдстанi набагато бiльшої вiд rg. Цiкаво знайти

рiвняння оптимальної траєкторiї у метрицi Шварцшiльда в загально-

му випадку для довiльної початкової точки траєкторiї.

2.2 Рiвняння брахiстохрони щодо спостерiгачiв, якi

є вздовж траєкторiї

Знайдiмо рiвняння брахiстохрони у сферично-симетричному ґравiта-

цiйному полi, яке задається квадратом iнтервалу Шварцшiльда (2.3).

З мiркувань сферичної симетрiї задачу будемо розглядати в площинi,

для якої кут θ = π
2
. Тодi, квадрат iнтервалу запишеться наступним

чином:

(ds)2 = (1− rg
r
)c2(dt)2 − (dr)2

1− rg
r

− r2(dφ)2. (2.4)

При русi частинки у сталому ґравiтацiйному полi зберiгається її

енергiя, яка є часовою коварiантною компонентою чотири-вектора iм-

пульсу помноженого на швидкiсть свiтла [157]:

ǫ = p0c = mc2u0, (2.5)
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де m – це маса частинки, а u0 = dx0

ds є часовою компонентою чотири-

вектора швидкостi. Перепишемо dx0 у виглядi dx0 = g00dx
0 i пiдста-

вимо у (2.5):

ǫ =
mc2g00dx

0

√

g00(dx0)2 − dl2
=
mc2

√
g00

√

1− v2

c2

, (2.6)

де g00 є ”00” компонентою метричного тензора; (dl)2 = (dr)2

1− rg
r

+ r2(dφ)2 є

просторовою компонентою квадрату iнтервалу; v = dl√
g00dt

– це швид-

кiсть частинки, яку вимiряв нерухомий спостерiгач у данiй точцi тра-

єкторiї. Цей закон збереження енергiї можна переписати через швид-

кiсть V = dl
dt

, яку фiксує далекий спостерiгач:

ǫ =
mc2g00

√

g00 − V 2

c2

. (2.7)

Варто зауважити, що закон збереження енергiї можна вивести з

iнших мiркувань. Лаґранжiан частинки масою m у ґравiтацiйному по-

лi має вигляд:

L = −mcds
dt

= −mc2
√

g00 −
(

dl

cdt

)2

. (2.8)

Знаючи лаґранжiан, легко записати енергiю системи через швидкiсть,

яку фiксує спостерiгач у данiй точцi траєкторiї:

ǫ = v
∂L

∂v
− L, (2.9)

або через швидкiсть, яку фiксує вiддалений спостерiгач:

ǫ = V
∂L

∂V
− L. (2.10)

Таким чином, пiдставивши лаґранжiан (2.8) у вирази (2.9) i (2.10),

отримаємо закон збереження енергiї (2.6) i (2.7) вiдповiдно.

Для початку знайдiмо рiвняння брахiстохрони щодо нерухомих

спостерiгачiв, якi знаходяться вздовж траєкторiї. У цьому випадку бу-

демо користуватися виразом (2.6) для закону збереження енергiї.
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Нехай в початковий момент часу частинка знаходиться в точцi з

координатами (rs, 0) i з швидкiстю v=0. Тодi її енергiю можна записати

так:

ǫ = mc2
√

g00(rs), (2.11)

де g00(rs) – це ”00” компонента метричного тензора на вiдстанi rs вiд

ґравiтацiйного центру. У будь-якiй iншiй точцi (див. рис. 2.1) енергiя

частинки описується рiвнянням (2.6). Прирiвнявши рiвняння (2.6) до

рiвняння (2.11), отримаємо швидкiсть:

v = c

√

1− g00
g00(rs)

(2.12)

З iншого боку v = dl
dτ , де τ =

√
g00t – це час, який фiксує нерухомий

спостерiгач у данiй точцi траєкторiї. Звiдси:

dτ =

√

r2 + 1
1− rg

r

(

dr
dφ

)2

c
√

rg
r − rg

rs

√

1− rg
rs
dφ. (2.13)

Введемо позначення:

L(r) =

√

r2 + 1
1− rg

r

(

dr
dφ

)2

c
√

rg
r − rg

rs

√

1− rg
rs
.

Тому що L(r) явно не залежить вiд φ, то τ можна iнтерпретувати як

дiю, а L – як лаґранжiан, i скласти аналог гамiльтонiана

E =
∂L

∂ dr
dφ

dr

dφ
− L.

Тодi, отримаємо:

E =
1

c

√

1− rg
rs

rg
r − rg

rs











1
1− rg

r

(

dr
dφ

)2

√

r2 + 1
1− rg

r

(

dr
dφ

)2
−
√

r2 +
1

1− rg
r

(

dr

dφ

)2











. (2.14)



34

Помножимо лiву i праву частини цього рiвняння на

c

√

rg
r − rg

rs

1− rg
rs

(

r2 +
1

1− rg
r

(

dr

dφ

)2
)

,

i пiсля деяких спрощень отримаємо наступне рiвняння, яке є диферен-

цiйним рiвнянням брахiстохрони:

dr

dφ
= ±r

√

√

√

√

(

r2

c2E2

1− rg
rs

rg
r − rg

rs

− 1

)

(

1− rg
r

)

. (2.15)

Увiвши такi безрозмiрнi величини як R = r
rg

i Rs = rs
rg

i позначивши

сталу величину наступним чином C =
rg

2

c2E2 ми отримаємо остаточно

таке рiвняння для брахiстохрони:

dR

dφ
= ±R

√

C(Rs − 1)R3 +R −Rs

Rs −R

√

R − 1

R
. (2.16)

Це рiвняння при великих R прямує до рiвняння брахiстохрони в нью-

тонiвськiй механiцi (2.1).

Сталу C можна переписати через Rc, що шукається з умови мiнi-

муму
(

dR
dφ

)

Rc

= 0:

C =
Rs − Rc

(Rs − 1)Rc
3 , 1 < Rc < Rs.

Rc – це є вiдстань вiд початку координат до точки на траєкторiї, яка

знаходиться найближче до ґравiтацiйного радiусу. Для того щоб ча-

стинка досягнула кiнцевої точки ця вiдстань не може дорiвнювати оди-

ницi тому, що з фiзичних мiркувань частинка не може вибратися iз

ґравiтацiйного радiуса.

На завершення цього роздiлу знайдiмо рiвняння брахiстохрони,

коли початкова точка знаходиться на дуже великiй вiдстанi вiд центру

ґравiтацiйного поля (Rs ≫ 1). Подiбним чином, як в роботi [6], введемо
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нову змiнну u = 1
R
. Тодi рiвняння (2.16) перепишiмо у виглядi:

du

dφ
= ±

√

C(1− us) + usu2 − u3

u− us

√
1− u, (2.17)

де us = 1
Rs

. Звiдси видно, що при великих Rs рiвняння (2.17) прийме

вигляд:

du

dφ
= ±

√

C − u3

u

√
1− u. (2.18)

2.3 Розрахунок рiвняння брахiстохрони

Форму кривої будемо шукати так: задамо початкову точку Rs i точку

Rc. Оскiльки рiвняння (2.16) є симетричним вiдносно точки Rc будемо

мати:

φ(R) =

∫ R

Rc

1

R

√

Rs − R

(Rs − Rc)
R3

Rc
3 + R −Rs

√

R

R− 1
dR. (2.19)

У точцi Rc пiдiнтегральна функцiя має сингулярнiсть. Тому перепи-

шiмо наш вираз так:

φ(R) =

∫ Rc+δ

Rc

1

R

√

Rs − R

(Rs −Rc)
R3

Rc
3 + R −Rs

√

R

R− 1
dR = I1, (2.20)

φ(R) =

∫ R

Rc+η

1

R

√

Rs − R

(Rs −Rc)
R3

Rc
3 + R −Rs

√

R

R − 1
dR = I2. (2.21)

Тут Rc ≤ R ≤ Rs, а 0 ≤ δ ≤ η. Перший iнтеграл описує рiвняння

брахiстохрони в околi сингулярностi. Для iнтегралу I1 зробiмо замiну

змiнних (R = Rc + δ′). Враховуючи, що δ << R у виразi пiд коренем

для рiвняння (2.20) у чисельнику i знаменнику будемо зберiгати лiнiйнi

члени по δ′. Пiсля простих арифметичних перетворень отримаємо:

I1 ≈
1

√

(

3Rs

Rc
− 2
)

(

Rc
2 −Rc

)

∫ δ

0

√

Rs −Rc − δ′

δ′
dδ′. (2.22)
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Тепер, враховуючи, що Rs−Rc

δ′ ≫ 1 отримаємо:

I1 ≈
√
Rs − Rc

√

(

3Rs

Rc
− 2
)

(

Rc
2 −Rc

)

∫ δ

0

1√
δ′
dδ′

=

√
Rs −Rc

√

(

3Rs

Rc
− 2
)

(

Rc
2 − Rc

)

2
√
δ. (2.23)

Iнтеграл I2 рахуємо чисельним методом.

Межу η в (2.21), будемо шукати наступним чином. Запишемо ви-

раз з якого можна визначити полярний кут мiж точками Rc i Rs

α/2 =

∫ Rc+η

Rc

1

R

√

Rs − R

(Rs −Rc)
R3

Rc
3 + R −Rs

√

R

R − 1
dR+

∫ Rs

Rc+η

1

R

√

Rs −R

(Rs −Rc)
R3

Rc
3 +R −Rs

√

R

R − 1
dR

=

√
Rs −Rc

√

(

3Rs

Rc
− 2
)

(

Rc
2 − Rc

)

2
√
η

+

∫ Rs

Rc+η

1

R

√

Rs −R

(Rs −Rc)
R3

Rc
3 +R −Rs

√

R

R − 1
dR, (2.24)

де α – це кут, пiд яким брахiстохрону видно з початку координат. Тепер

η будемо змiнювати i дивитися як при цьому змiнюється результат.

Область значень η, для якої результат (значення α) не залежить вiд

η, можна використовувати для обчислення iнтегралу.

Кривi для початкової i кiнцевої точок, якi знаходяться на вiдстанi

трьох ґравiтацiйних радiусiв (Rs = Rf = 3) для рiзних значень поляр-

ного кута мiж напрямком на початкову i кiнцеву точку (α) зображенi

на рис.2.2 (з лiвого боку).



37

Рис. 2.2: Злiва зображено форми брахiстохрони в ґравiтацiйному полi Шварцшiль-

да, а праворуч – для ньютонiвського поля при фiксованому значенi Rs = Rf = 3

i для рiзних значень кутiв мiж початковою i кiнцевою точками траєкторiї. В ра-

мочцi вгорi, бiля кожного графiку траєкторiї, вказано вiдстань вiд початкової i

найнижчої точок траєкторiї до центру ґравiтацiйного поля, а також кут, пiд яким

брахiстохрону видно з початку координат.
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2.4 Рiвняння для часу руху по брахiстохронi

Отримаємо час руху частинки по брахiстохронi. У рiвняння (3.13) пiд-

ставимо рiвняння (3.16), враховуючи, що R = r
rg

, Rs =
rs
rg

i поставимо

T = τ c
rg

:

dT =

√

(Rs − Rc) (Rs − 1)

Rc
3

R2

√
Rs −R

√

(Rs − Rc)
R3

Rc
3 + R− Rs

×
√

R

R − 1
dR. (2.25)

Час стосовно далекого спостерiгача зв’язаний iз часом, який фi-

ксує нерухомий спостерiгач у будь-якiй точцi на кривiй, виразом:

dτ =
√
g00dt. (2.26)

Знерозмiримо цей час TΛ = t c
rg

i отримаємо:

dTΛ =

√

(Rs − Rc) (Rs − 1)

Rc
3

R2

√
Rs −R

√

(Rs − Rc)
R3

Rc
3 +R − Rs

× R

R− 1
dR. (2.27)

Пiдiнтегральнi функцiї у рiвняннях (2.25) i (2.27) мають сингу-

лярностi в точках Rc i Rs. Дослiдимо цi iнтеграли в околi цих точок.

Для цього розiб’ємо їх наступним чином:

dT(Λ) = I1 + I2 + I3, (2.28)

де

I1 =

∫ Rc+η1

Rc

...dR, I2 =

∫ Rs−η2

Rc+η1

...dR, I3 =

∫ Rs

Rs−η2

...dR.

Для iнтеґралу I1 зробiмо замiну змiнних R = Rc+ δ, а для I2 – замiну
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Рис. 2.3: Час, який фiксують спостерiгачi вздовж траєкторiї (T , нижня крива),

i час стосовно далекого спостерiгача (TΛ, верхня крива) руху по брахiстохронi

у сферично-симетричному ґравiтацiйному полi Шварцшiльда для Rs = Rf = 3

залежно вiд полярного кута мiж початковою й кiнцевою точками.

R = Rs−δ. Подiбним чином, як у попередньому роздiлi в пiдiнтеграль-

них функцiях, в знаменнику i чисельнику залишаємо лiнiйнi члени по

δ i отримаємо, що для T

I1 =

√
Rs − 1

√

(

3Rs

Rc
− 2
)

Rc√
Rc − 1

2
√
η1, I3 = Rs2

√
η2 (2.29)

i для TΛ

I1 =

√
Rs − 1

√

3Rs

Rc
− 2

√

Rc
3

Rc − 1
2
√
η1, I3 =

√

Rs
3

Rs − 1
2
√
η2. (2.30)

Iнтеграл I2 рахуємо чисельним методом.

Так само, як у попередньому роздiлi, шукаємо η для рiвняння

кривої i знаходимо η1 i η2. На рис. 2.3 зображено час, який фiксують

спостерiгачi вздовж траєкторiї (T ), i час стосовно далекого спостерiга-

ча (TΛ) для Rs = Rf = 3 залежно вiд полярного кута мiж початковою

i кiнцевою точками.
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2.5 Рiвняння брахiстохрони у однорiдному ґравiта-

цiйному полi

Iсторично склалося так, що рiвняння брахiстохрони у ньютонiвському

ґравiтацiйному полi вперше було отримано для однорiдного ґравiтацiй-

ного потенцiалу [1]. Розв’язок цiєї задачi є набагато простiшим, нiж у

неоднорiдному полi (2.16) [4]. Крива, яку брати Бернуллi та iншi отри-

мали у 1697 роцi, є циклоїдою. У нашому випадку так само можна

одержати рiвняння брахiстохрони у однорiдному полi.

sr

Рис. 2.4: У однорiдному ґравiтацiйному полi вiдхилення по x i y дуже малi, тому

наближено можна вважати, що r = rs − y, dφ = dx
r

.

Щоб спростити розв’язування задачi, перейдiмо у декартовi коор-

динати. Перепишiмо iнтервал Шварцшiльда через координати (x, y)

при малих вiдхиленнях по x i y (див. рис.2.4). Зв’язок полярних коор-

динат iз декартовими запишiмо так: r = rs − y, dr = −dy, dφ = dx
r
,

тодi квадрат iнтервалу перепишеться наступним чином:

(ds)2 =

(

1− rg
rs − y

)

c2 (dt)2 − 1

1− rg
rs−y

(dy)2 − (dx)2. (2.31)
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Розкладiмо компоненти метричного тензора за малими вiдхиленнями

по y й обмежимося лiнiйними членами. Запишiмо окремо g00 компо-

ненту метричного тензора i квадрат довжини в такому просторi:

g00 = 1− rg
rs

− rg
r2s
y, (2.32)

(dl)2 =
1− rg

rs
+

rg
r2s
y

(

1− rg
rs

)2 (dy)2 + (dx)2. (2.33)

Тепер, використовуючи закон збереження енергiї (2.6) з виразом

(2.32) для ”00” компоненти метричного тензора, отримаємо швидкiсть

руху частинки у однорiдному ґравiтацiйному полi

v = c

√

rg
rs2
y

1− rg
rs

. (2.34)

Тодi диференцiал власного часу запишеться:

dτ =
dl

v
= L(y)dx, (2.35)

де введено наступне позначення

L(y) =
1

c

√

1 +
1− rg

rs
+

rg

rs2
y

(1− rg
rs
)
2

(

dy
dx

)2

√

rg

rs2
y

1− rg
rs

. (2.36)

Подiбно до того, як це було зроблено у пiдроздiлi 2.2 для неоднорiдного

поля, функцiонал L(y) iнтерпретуємо як лаґранжiан i складемо аналог

гамiльтонiану

E =
∂L

∂ dy
dx

dy

dx
− L

=
1

c

√

1− rg
rs

rg
rs2
y











1− rg
rs
+

rg

rs2
y

(1− rg
rs
)
2

(

dy
dx

)2

√

1 +
1− rg

rs
+

rg

rs2
y

(1− rg
rs
)
2

(

dy
dx

)2
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−

√

√

√

√

√

1 +
1− rg

rs
+

rg
rs2
y

(

1− rg
rs

)2

(

dy

dx

)2









. (2.37)

Звiдси отримаємо рiвняння брахiстохрони у однорiдному сферично-

симетричному ґравiтацiйному полi:

dx

dy
= ±

√

y

C − y

√

1− rg
rs
+

rg
r2s
y

1− rg
rs

. (2.38)

Тут введено позначення C =
1− rg

rs

c2E2 rg

rs2

– це константа, яку знаходимо iз

умови екстремуму
(

dy
dx

)

ymin

= 0:

C = ymin,

де ymin – це найнижча точка на траєкторiї. Варто зазначити, що при

rs ≫ rg рiвняння (2.38) перетворюється на рiвняння брахiстохрони у

однорiдному ґравiтацiйному полi, яке отримали брати Бернуллi [1]:

dx

dy
= ±

√

y

C − y
. (2.39)

Розв’язок цього рiвняння є циклоїда (1.1).

Тепер знайдiмо рiвняння брахiстохрони у однорiдному полi, ви-

користовуючи результат рiвняння у неоднорiдному полi. Пiдставимо у

рiвняння (2.16), що R = Rs − Y , dR = −dY , dφ = dX
R

i отримаємо

dX

dY
= ±

√

Y

C(RS − Y )3 − Y

√

Rs − Y

Rs − Y − 1
,

де X = x
rg

, Y = y
rg

. Тепер пiд першим коренем залишiмо в чисельнику

i знаменнику лiнiйнi члени по Y , враховуючи, що C = Rs−Rc

Rc
3 = Ymax

Rc
3 , а

пiд другим коренем розкладiмо вираз у ряд по Y до лiнiйного члена:

dX

dY
= ±

√

Y

C − Y

√

R2
s −Rs + Y

Rs − 1
. (2.40)
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Тут ми перепозначили константу C = Rs
3

Rc
3Ymax. Це i є рiвняння бра-

хiстохрони у однорiдному ґравiтацiйному полi в безрозмiрних величи-

нах. Звiвши його до розмiрних величин, одержимо рiвняння (2.38).

2.6 Рiвняння брахiстохрони вiдносно далекого спо-

стерiгача

Знайдiмо вигляд брахiстохрони стосовно спостерiгача, який перебуває

на великiй вiдстанi вiд ґравiтацiйного поля. У даному випадку буде-

мо користуватися законом збереження енергiї, записаного через швид-

кiсть частинки V , вимiряну вiддаленим спостерiгачем (2.7). Врахову-

ючи, що у точцi rs швидкiсть частинки V = 0, знаходимо швидкiсть

частинки у будь-якiй iншiй точцi на траєкторiї:

V = c
√
g00

√

1− g00
g00(rs)

= c

√

1− rg
r

√

rg
r − rg

rs

1− rg
rs

. (2.41)

Тепер, за допомогою такого самого методу, який викладений у пiд-

роздiлi 2.2, одержуємо рiвняння брахiстохрони стосовно вiддаленого

спостерiгача:

dr

dφ
= ±r

√

r2

c2E2

1− rg
rs

rg
r − rg

rs

−
(

1− rg
r

)

(2.42)

або в знерозмiрених одиницях, якi ми ввели у пiдроздiлi 2.2 i з таким

самим позначенням для константи C =
rg

2

c2E2 :

dR

dφ
= ±R

√

R4(Rs − 1)C − (Rs − R)(R− 1)

R(Rs − R)
. (2.43)

Константу C перепишiмо через найнижчу точку на траєкторiї Rc

C =
(Rs −Rc)(Rc − 1)

(Rs − 1)Rc
4 , 1 < Rc < Rs.



44

Розв’язок рiвняння (2.43) шукаємо подiбно, як це описано у пiдроздiлi

2.3, враховуючи той факт, що пiдiнтегральна функцiя в точцi Rc має

сингулярнiсть. Це рiвняння в границi (R >> 1) прямує до рiвняння

брахiстохрони у ньютонiвському ґравiтацiйному полi (2.1).

На завершення знайдiмо вигляд рiвняння брахiстохрони для ви-

падку, коли початкова точка знаходиться на великiй вiдстанi (Rs ≫ 1)

вiд центру координат [6]. Для цього зробiмо замiну змiнних u = 1
R в

рiвняннi (2.43) i отримаємо

du

dφ
= ±

√

(1− us)C − u2(u− us)(1− u)

u− us
. (2.44)

Тепер спрямуємо Rs → ∞, тодi us → 0, i рiвняння брахiстохрони

прийме вигляд як в роботi [6]

du

dφ
= ±

√

C − u3(1− u)

u
. (2.45)

Так само, як у пiдроздiлi 2.4, отримуємо рiвняння для часу руху

по траєкторiї:

dT =

√

(Rs −Rc) (Rs − 1) (Rc − 1)

Rc
4

R2

√
Rs −R

×
√
R

√

(Rs − Rc) (Rc − 1) R4

Rc
4 − (Rs −R)(R− 1)

R

R− 1
dR. (2.46)

Розв’язок якого шукаємо чисельним методом, ураховуючи, що пiдiн-

тегральна функцiя в точках Rs i Rc має сингулярностi. Результати, що

стосуються цього роздiлу для початкової i кiнцевої точок, якi прийма-

ють значення Rs = Rf = 3, зображенi на рис. 2.5 (праворуч) i рис.

2.6.
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Рис. 2.5: Лiворуч зображенi брахiстохрони щодо спостерiгачiв, якi розмiщеннi

вздовж кривої, а праворуч – щодо вiддаленого спостерiгача.
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Рис. 2.6: Час подорожi частинки вздовж брахiстохрони щодо вiддаленого спосте-

рiгача в залежностi вiд кута мiж початковою i кiнцевою точками.

2.7 Висновки

Ми отримали диференцiальне рiвняння брахiстохрони щодо спостерi-

гачiв, якi є вздовж траєкторiї (2.16) у сферично-симетричному ґравi-

тацiйному полi, виходячи iз засад загальної теорiї вiдносностi. Також

iз цього результату розрахованi рiвняння (2.25), (2.27) для часу, який

необхiдно частинцi затратити для перемiщення по кривiй. У пiдроз-

дiлi 2.5 представлено диференцiальне рiвняння брахiстохрони (2.40) у

однорiдному полi. У попередньому пiдроздiлi обчисленi рiвняння бра-

хiстохрони (2.43) i часу (2.46) стосовно далекого спостерiгача.

Для крайових точок, якi є на вiдстанi Rs = Rf = 3, ми змiнювали
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кут мiж ними, а отриманi результати зображенi на рис. 2.2. На цьому

рисунку (лiворуч) зображенi форми кривих при рiзних кутах, а з пра-

вого боку показано вигляд кривих для ньютонiвського представлення

ґравiтацiйного поля при тих самих кутах. Видно, що при однакових

положеннях початкової i кiнцевої точок отриманi кривi у полi Швар-

цшiльда i Ньютона вiдрiзняються. У ньютонiвському випадку радiаль-

нi координати точок на траєкторiї мають меншi значення, нiж у полi

Шварцшiльда. Це зумовлено тим, що на вiдмiну вiд брахiстохрони,

яка реалiзується у ґравiтацiйному полi Ньютона (2.1), релятивiстська

(2.16) має множник (
√

R−1
R

).

Також видно, що у метрицi Шварцшiльда для двох фiксованих

точок iснує безлiч траєкторiй з рiзними значеннями найнижчої точки

Rc. Проте одна траєкторiя з максимальним значенням Rc буде вiдпо-

вiдати мiнiмуму часу. Iншими словами, при зменшеннi Rc кут α пере-

вищуватиме 180o (рис. 2.7), на вiдмiну вiд ньютонiвського випадку [4].

Ми бачимо, що чим ближче точка Rc до ґравiтацiйного радiусу, тим

бiльше виткiв навколо сфери з ґравiтацiйним радiусом матиме крива,

i при Rc, що прямує до одиницi – α прямує до нескiнченностi.

Час, який фiксує спостерiгач у данiй точцi траєкторiї (2.25), i час,

який фiксує вiддалений спостерiгач (2.27) для значень Rs = Rf = 3

залежно вiд полярного кута мiж цими точками зображено на рис. 2.3.

Отже, щоб знайти реальний час, потрiбно знерозмiрений час помно-

жити на rg
c . Значить, що чим бiльшi розмiри чорної дiри, то бiльше

часу потрiбно затратити тiлу, щоб перемiститися по брахiстохронi з

початкової точки в кiнцеву при фiксованих Rs = Rf i кутi мiж ними.

Тобто, точки на кривiй вiддалятимуться вiд початку координат про-

порцiйно до ґравiтацiйного радiусу (Rrg), i вiдповiдно вiдстань мiж

початковою i кiнцевою точками збiльшуватиметься. На рис. 2.8 зобра-
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Рис. 2.7: При зменшеннi Rc кут α перевищуватиме 180o.

жено власний час руху по брахiстохронi стосовно спостерiгачiв, якi

знаходяться уздовж траєкторiї. Приблизно пiсля α = 200o залежнiсть

часу вiд кута α можна вважати лiнiйною. Це зумовлено тим, що ча-

стинка рухається достатньо великий промiжок шляху майже по коло-

вiй траєкторiї, i через це її швидкiсть по цiй траєкторiї можна вважати

сталою.

Подiбно обчислено брахiстохрону щодо вiддаленого спостерiгача.

На рис. 2.5 зображенi кривi для початкової й кiнцевої точок, якi є

на вiдстанi трьох ґравiтацiйних радiусiв вiд центру координат (Rs =

Rf = 3) i при рiзному кутi мiж ними. Лiворуч зображенi траєкторiї, якi

фiксують спостерiгачi вздовж цих кривих (2.16), а праворуч брахiсто-

хрони вiдносно вiддаленого спостерiгача (2.43). Радiальнi координати

точок на траєкторiї стосовно вiддаленого спостерiгача мають бiльшi
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Рис. 2.8: Час, який фiксують спостерiгачi вздовж траєкторiї залежно вiд поляр-

ного кута мiж початковою i кiнцевою точками. Прослiдковується майже лiнiйна

залежнiсть власного часу вiд кута пiсля α = 200o.

значення (крiм крайових точок), нiж у першому випадку. Це зумов-

лено сповiльненням часу у ґравiтацiйному полi (червоне змiщення).

Також на рис. 2.6 зображено час подорожi частинки по брахiстохронi

залежно вiд кута мiж початковою й кiнцевою точками (α).
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Роздiл 3

Задача про брахiстохрону для двох

спiнiв 1/2 з анiзотропною

взаємодiєю Гайзенберґа

3.1 Вступ

Задача про квантову брахiстохрону формулюється наступним чином

[7,8,81–84]: який вигляд має гамiльтонiан квантової системи з обмеже-

ними енергетичними ресурсами, що здiйснює еволюцiю мiж фiксова-

ними початковим |ψi〉 i кiнцевим |ψf〉 станами за мiнiмально можли-

вий час? При моделюваннi еволюцiї фiзичної системи необхiдно задати

умову, яка фiксує енергетичнi ресурси цiєї системи тому, що реальнi

фiзичнi системи мають енергетичне обмеження. Для прикладу, макси-

мальна енергiя системи спiну 1/2, який знаходиться у магнiтному полi,

задається величиною цього поля. Найпростiша енергетична умова, яку

накладають на систему, є зафiксована рiзниця мiж найвищим i най-

нижчим енергетичними рiвнями:

∆E = 2ω, (3.1)

де ω є сталим i має розмiрнiсть енергiї. У цьому роздiлi ми будемо

розглядати систему подiбну до тої, яка розглянута у роботi [87], i тому

будемо користуватися енергетичною умовою з цiєї роботи:

Tr H2 − 2ω2 = 0. (3.2)
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Для дворiвневої квантової системи з енергетичними рiвнями ∆E
2 , −∆E

2

умови (3.1) i (3.2) збiгаються.

Задача про брахiстохрону знайшла широке застосування при до-

слiдженнi логiчних операцiй, якi здiйснюються на квантових системах.

Є важливим, щоб цi операцiї можна було здiйснювати за мiнiмально

можливий час. Наприклад, у роботi [87] було розв’язано задачу опти-

мальної еволюцiї для системи двох спiнiв 1/2, взаємодiя мiж якими

задається константами зв’зку Jii (i = x, y, z) i якi знаходяться у зовнi-

шньому магнiтному полi, яке спрямоване вздовж осi z. Також, автора-

ми було знайдено умови для оптимальної реалiзацiї таких квантових

логiчних елементiв як SWAP, що здiйснює обмiн станами мiж двома

кубiтами, квантове перетворення Фур’є i логiчний елемент, що здiй-

снює квантове заплутування двох спiнiв.

3.2 Гамiльтонiан двох взаємодiючих спiнiв

Ми розглядаємо систему двох спiнiв 1/2, взаємодiя мiж якими зада-

ється константами зв’язку Jii (i = x, y, z), Jjk (j 6= k = x, y). Також

ми вважаємо, що кожен спiн помiщений у зовнiшнє магнiтне поле, яке

спрямовано вздовж осi z. Iншими словами, гамiльтонiан даної системи

має вигляд:

H =
∑

i,j=x,y,z

Jijσ
1
i σ

2
j +

2
∑

α=1

hαzσ
α
z , (3.3)

де Jxz = Jzx = Jyz = Jzy = 0, σ1
i = σi ⊗ I , σ2

i = I ⊗ σi, σi є матриця-

ми Паулi, hαz – це величина, яка визначає взаємодiю спiну iз полем, а

параметр α вказує на номер спiну. Важливо зауважити, що цей гамiль-

тонiан не мiстить доданкiв з σ1
xσ

2
z , σ

1
zσ

2
x i σ1

yσ
2
z , σ

1
zσ

2
y, що дозволяє такiй

системi еволюцiонувати на двох пiдпросторах | ↑↑〉, | ↓↓〉 i | ↑↓〉, | ↓↑〉
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окремо. Тут стани | ↑〉 i | ↓〉 є власними станами оператора σz з вла-

сними значеннями 1 i −1 вiдповiдно. Це означає, що якщо початковий

стан знаходиться на одному з пiдпросторiв, то еволюцiя даної системи

буде вiдбуватися на даному пiдпросторi. Ця властивiсть дозволяє нам

переписати гамiльтонiан (3.3) у наступному виглядi H = HI + HII ,

де в базисi | ↑↑〉, | ↑↓〉, | ↓↑〉, | ↓↓〉, гамiльтонiани HI(II) записуються

наступним чином:

HI =

















h+ + Jzz 0 0 J−
Re − iJ+

Im

0 0 0 0

0 0 0 0

J−
Re + iJ+

Im 0 0 −h+ + Jzz

















,

HII =

















0 0 0 0

0 h− − Jzz J+
Re + iJ−

Im 0

0 J+
Re − iJ−

Im −h− − Jzz 0

0 0 0 0

















, (3.4)

де введенi наступнi позначення: h± = h1z ± h2z, J
±
Re = Jxx ± Jyy i

J±
Im = Jxy ± Jyx. Iз (3.4) легко бачити, що оператори HI i HII ко-

мутують мiж собою ([HI , HII] = 0). Вiдповiдно до того, гамiльтонiан

HI реалiзує еволюцiю системи на пiдпросторi з базисними векторами

| ↑↑〉, | ↓↓〉, а гамiльтонiан HII на пiдпросторi, що задається векторами

| ↑↓〉, | ↓↑〉.
Гамiльтонiан (3.3) має чотири власних значення: E+

I = Jzz + ωI ,

E−
I = Jzz −ωI , E+

II = −Jzz +ωII , E−
II = −Jzz −ωII , яким вiдповiдають

такi власнi вектори:

|ψ+
I 〉 =

1
√

2ωI(ωI − h+)

[(

J−
Re − iJ+

Im

)

| ↑↑〉+
(

ωI − h+
)

| ↓↓〉
]

,



53

|ψ−
I 〉 =

1
√

2ωI(ωI + h+)

[(

J−
Re − iJ+

Im

)

| ↑↑〉 −
(

ωI + h+
)

| ↓↓〉
]

,

|ψ+
II〉 =

1
√

2ωII(ωII − h−)

[(

J+
Re + iJ−

Im

)

| ↑↓〉+
(

ωII − h−
)

| ↓↑〉
]

,

|ψ−
II〉 =

1
√

2ωII(ωII + h−)

[(

J+
Re + iJ−

Im

)

| ↑↓〉 −
(

ωII + h−
)

| ↓↑〉
]

, (3.5)

де введено позначення:

ωI =

√

J−
Re

2
+ J+

Im
2
+ h+2, ωII =

√

J+
Re

2
+ J−

Im
2
+ h−2.

Гамiльтонiани HI i HII мають спiльну систему власних функцiй

(3.5). Гамiльтонiан HI має два власних значення E+
I , E−

I , яким вiдпо-

вiдають власнi функцiї |ψ+
I 〉, |ψ−

I 〉 i одне двократно вироджене власне

значення 0 з власними функцiями |ψ+
II〉 i |ψ−

II〉. Подiбну ситуацiю бу-

демо мати у випадку з HII . Цей оператор має два власнi значення

E+
II , E

−
II , яким вiдповiдають власнi функцiї |ψ+

II〉, |ψ−
II〉 i одне власне

значення 0 з власними функцiями |ψ+
I 〉 i |ψ−

I 〉.

3.3 Задача про брахiстохрону для двох взаємодiю-

чих спiнiв

Як було показано ранiше, гамiльтонiан (3.3) реалiзує квантову еволю-

цiю на двох пiдпросторах, що задаються векторами | ↑↑〉, | ↓↓〉 i | ↑↓〉,
| ↓↑〉 окремо. Це означає, що ми не можемо спостерiгати еволюцiї мiж

двома станами, якi належать до рiзних пiдпросторiв. Таким чином за-

дача про брахiстохрону для даної системи розбивається на задачу про

брахiстохрону на одному i другому пiдпросторi, а це означає, що опе-

ратор еволюцiї з гамiльтонiаном (3.3) можна представити у виглядi:

U(t) = e−iHt = e−iHIte−iHIIt = UIUII, (3.6)
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де UI задає еволюцiю на пiдпросторi | ↑↑〉, | ↓↓〉 i дiє як одиничний

оператор на пiдпростiр | ↑↓〉, | ↓↑〉, i навпаки оператор UII реалiзує

еволюцiю на пiдпросторi | ↑↓〉, | ↓↑〉 i дiє як одиничний оператор на

пiдпростiр | ↑↑〉, | ↓↓〉. Тут ми скористалися тим, що гамiльтонiани HI

i HII комутують мiж собою.

Енергетична умова (3.2) для гамiльтонiану (3.3) має вигляд:

ωI
2 + ωII

2 + 2Jzz
2 = ω2. (3.7)

Ця умова є нiчим iншим як фiксуванням суми квадратiв власних зна-

чень гамiльтонiану (3.3).

Розглянемо задачу про квантову брахiстохрону на пiдпросторах з

базисними станами | ↑↑〉, | ↓↓〉 i | ↑↓〉, | ↓↑〉 окремо.

3.3.1 Квантова еволюцiя на пiдпросторi | ↑↑〉,| ↓↓〉

Розглянемо задачу про квантову брахiстохрону системи двох спiнiв

1/2, яка описується гамiльтонiаном (3.3), на пiдпросторi, що задається

базисними векторами | ↑↑〉,| ↓↓〉. Гамiльтонiан (3.3) дiє на довiльний

стан з цього пiдпростору |ψ〉 = a| ↑↑〉+ b| ↓↓〉 наступним чином:

H|ψ〉 = HI |ψ〉.

Тут виконується умова нормування |a|2+|b|2 = 1. Таким чином при до-

слiдженнi квантової еволюцiї на цьому пiдпросторi будемо використо-

вувати гамiльтонiан HI з (3.4). Спростимо запис цього гамiльтонiану.

Для цього введемо наступнi оператори:

σI
x =

















0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

















, σI
y =

















0 0 0 −i
0 0 0 0

0 0 0 0

i 0 0 0

















,
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σI
z =

















1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

















, II =

















1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

















. (3.8)

Цi оператори задовiльняють властивостям матриць Паулi σx, σy, σz i

одиничної матрицi I на станах | ↑↑〉, | ↓↓〉, якщо цi стани перепозначити

наступним чином: | ↑↑〉 ≡ | ↑〉, | ↓↓〉 ≡ | ↓〉.
За допомогою операторiв (3.8) гамiльтонiанHI з (3.4) можна пред-

ставити у наступному виглядi:

HI = σ
I · hI + JzzI

I , (3.9)

де h
I = (J−

Re, J
+
Im, h

+). Цей гамiльтонiан має вигляд гамiльтонiану,

який описує спiн 1/2 у магнiтному полi, яке визначається вектором h
I .

Задача про брахiстохрону для спiну 1/2 у магнiтному полi є розгляну-

та в книжцi [84]. У нашому випадку ми не можемо використовувати

результати iз задачi про еволюцiю спiну 1/2 тому, що ми накладаємо

на систему iншу енергетичну умову (3.7), нiж у роботi [84], де автор

фiксує вiдстань мiж найвищим i найнижчим енергетичними рiвнями

системи.

Використовуючи (3.9), представимо оператор еволюцiї UI = e−iHIt

у виглядi:

UI =

(

I − II + cos(ωIt)I
I − i

ωI
sin(ωIt)σ

I · hI

)

AI , (3.10)

де

AI =

















e−iJzzt 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 e−iJzzt

















.
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При виведеннi (3.10) ми скористалися наступними властивостями опе-

раторiв (3.8):
(

σ
I · hI

)2n
= ωI

2nII i
(

σ
I · hI

)2n+1
= ωI

2n
σ

I · hI , де

n = 1, 2, 3, ... У матричному представленi оператор (3.10) має вигляд:

UI =





(cos (ωI t) −
i

ωI

sin (ωI t)h
+)e−iJzzt 0 0 −

i

ωI

sin (ωI t) (J
−

Re
− iJ+

Im
)e−iJzzt

0 1 0 0

0 0 1 0

−

i

ωI

sin (ωI t) (J
−

Re
+ iJ+

Im
)e−iJzzt 0 0 (cos (ωI t) +

i

ωI

sin (ωI t) h
+)e−iJzzt



 . (3.11)

Тепер можемо дослiдити квантову еволюцiю системи на даному

пiдпросторi. Будемо вважати, що в початковий момент часу система

перебуває у станi |ψi〉 = | ↑↑〉, а кiнцевий стан, який необхiдно дося-

гнути, має вигляд |ψf〉 = a| ↑↑〉 + b| ↓↓〉. Використовуючи матричне

представлення оператора еволюцiї UI (3.11), рiвняння |ψf〉 = UI|ψi〉
запишiмо наступним чином:

















a

0

0

b

















= e−iJzzt

















cos (ωIt)− i
ωI

sin (ωIt) h
+

0

0

− i
ωI

sin (ωIt) (J
−
Re + iJ+

Im)

















. (3.12)

Звiдси знайдiмо час, який необхiдно системi, щоб досягнути кiнцевого

стану. Для цього вiзьмемо модулi злiва i справа вiд четвертої компо-

ненти вектора стану у рiвняннi (3.12) i прирiвняємо їх

1

ωI
sin (ωIt)

√

J−
Re

2
+ J+

Im
2
= |b|. (3.13)

З цього рiвняння отримуємо час за який система еволюцiонує з поча-

ткового | ↑↑〉 до кiнцевого a| ↑↑〉+ b| ↓↓〉 станiв

t =
1

ωI
arcsin

(√

1 +
h+2

J−
Re

2
+ J+

Im
2 |b|
)

.

Пам’ятаючи, що енергiя системи обмежується умовою (3.7), знаходимо

параметри, при яких цей час буде мiнiмальним

ωII = Jzz = h+ = 0, ωI = ω. (3.14)
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Тодi вираз для мiнiмального часу буде мати вигляд:

τ =
1

ω
arcsin |b|. (3.15)

Для прикладу, мiнiмальний час еволюцiї мiж двома ортогональними

станами є наступним: τ = π
2ω

.

Умови (3.14) ще не забезпечують досягнення системою кiнцевого

стану тому, що ми не врахували фази параметра b. Для знаходження

решти необхiдних умов, якi дозволяють досягнути кiнцевого стану за

час (3.15), пiдставимо у рiвняння (3.12) умови (3.14), а замiсть часу t

мiнiмальний час з (3.15). Тодi, ми отримаємо наступне рiвняння:

− i

ω
|b|
(

J−
Re + iJ+

Im

)

= b,

з якого знаходимо iншi умови для оптимальної еволюцiї системи:

J−
Re = −ω Im b

|b| , J+
Im = ω

Re b

|b| ,

де b = Re b + i Im b. Пам’ятаючи, що ωII = 0, перепишемо цi умови у

наступному виглядi:

Jxx = −Jyy = −ω
2

Im b

|b| , Jxy = Jyx =
ω

2

Re b

|b| .

Таким чином всi необхiднi умови для забезпечення оптимальної ево-

люцiї на пiдпросторi, який задається векторами | ↑↑〉, | ↓↓〉, мають

вигляд:

Jxx = −Jyy = −ω
2

Im b

|b| , Jxy = Jyx =
ω

2

Re b

|b| ,

Jzz = 0, h1z = h2z = 0. (3.16)

Часто при дослiдженнi рiзних проблем, якi стосуються квантових

обчислень, виникає необхiднiсть створення максимально заплутаних
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станiв. Для прикладу, максимально заплутаний стан двох кубiтiв фi-

гурує в процедурi квантової телепортацiї [158]. Тому буде корисно зна-

йти умови, при яких наша система досягає максимально заплутаного

стану

|ψENT 〉 =
1√
2

(

| ↑↑〉+ eiφ| ↓↓〉
)

(3.17)

за мiнiмальний час. Тут φ ∈ [0, 2π]. Пiдставляючи наступне значення

b = 1√
2
eiφ у вирази (3.15) i (3.16), отримаємо мiнiмальний час еволюцiї

τ = π
4ω i оптимальнi умови

Jxx = −Jyy = −ω
2
sinφ, Jxy = Jyx =

ω

2
cosφ, Jzz = 0, h1z = h2z = 0

для досягнення системою стану (3.17).

Знайдiмо гамiльтонiан системи, який забезпечує оптимальну ево-

люцiю на пiдпросторi | ↑↑〉,| ↓↓〉. Для цього покладемо умови (3.16) у

вираз (3.3) i отримаємо такий гамiльтонiан

H =

















0 0 0 −iω b∗

|b|

0 0 0 0

0 0 0 0

iω b
|b| 0 0 0

















. (3.18)

Пiдпростiр | ↑↑〉, | ↓↓〉 є двовимiрний i його можна задати сфе-

рою Блоха, де базиснi стани будуть знаходитися на полюсах цiєї сфе-

ри (див. рис. 3.1). Будь-який чистий стан можна зобразити точкою

на сферi Блоха. Найкоротша вiдстань мiж двома станами |ψi〉 i |ψf〉
є дугою великого кола сфери (геодезична лiнiя). Оптимальний пере-

хiд з |ψi〉 в |ψf〉 забезпечується поворотом всiєї сфери навколо осi, яка

є ортогональною до геодезичної. Ця вiсь проходить через два стани
1√
2

[

| ↑↑〉+ i b
|b| | ↓↓〉

]

, 1√
2

[

| ↑↑〉 − i b
|b|| ↓↓〉

]

, якi є власними станами га-

мiльтонiану (3.18) з вiдповiдними власними значеннями ω i −ω. Всi

максимально заплутанi стани знаходяться на екваторi сфери.
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Рис. 3.1: Геометрiя пiдпростору, який задається станами | ↑↑〉, | ↓↓〉. Оптимальна

еволюцiя системи мiж станами | ↑↑〉 i |ψf 〉 вiдбувається вздовж дуги кола при

поворотi сфери навколо осi, що проходить через стани |ψ+
I 〉 i |ψ−

I 〉, якi є власними

станами оптимального гамiльтонiану.

3.3.2 Квантова еволюцiя на пiдпросторi | ↑↓〉, | ↓↑〉

У цьому пiдроздiлi ми розглянемо задачу про квантову брахiстохрону

для системи двох спiнiв 1/2, яка описується гамiльтонiаном (3.3), на

пiдпросторi, що задається базисними векторами | ↑↓〉, | ↓↑〉. Подiбно,

як у попередньому пiдроздiлi, гамiльтонiан (3.3) дiє на довiльний стан

з цього пiдпростору |ψ〉 = a| ↑↓〉+ b| ↓↑〉 наступним чином:

H|ψ〉 = HII |ψ〉.

Тому для дослiдження еволюцiї на цьому пiдпросторi будемо викори-

стовувати гамiльтонiан HII з (3.4). Перепишiмо цей гамiльтонiан за
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допомогою наступних операторiв:

σII
x =

















0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

















, σII
y =

















0 0 0 0

0 0 −i 0

0 i 0 0

0 0 0 0

















,

σII
z =

















0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 0

















, III =

















0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

















. (3.19)

Цi оператори задовiльняють властивостям матриць Паулi σx, σy, σz i

одиничної матрицi I на станах | ↑↓〉, | ↓↑〉. Отже,

HII = σ
II · hII − JzzI

II , (3.20)

де h
II = (J+

Re,−J−
Im, h

−). Оператор еволюцiї з цим гамiльтонiаном за-

пишеться у виглядi:

UII =

(

I − III + cos(ωIIt)I
II − i

ωII
sin(ωIIt)σ

II · hII

)

AII , (3.21)

де

AII =

















1 0 0 0

0 eiJzzt 0 0

0 0 eiJzzt 0

0 0 0 1

















.

Для представлення оператора еволюцiї UII у виглядi (3.21) ми викори-

стали наступнi властивостi операторiв (3.19):
(

σ
II · hII

)2n
= ωII

2nIII

i
(

σ
II · hII

)2n+1
= ωII

2n
σ

II · hII де n = 1, 2, 3, ... В матричному пред-

ставленi UII має такий вигляд:

UII =





1 0 0 0

0 (cos (ωII t)−
i

ωII

sin (ωII t) h
−)eiJzzt

−

i

ωII

sin (ωII t) (J
+

Re
+ iJ−

Im
)eiJzzt 0

0 −

i

ωII

sin (ωII t) (J
+

Re
− iJ−

Im
)eiJzzt (cos (ωII t) +

i

ωII

sin (ωII t) h
−)eiJzzt 0

0 0 0 1



 .(3.22)
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Тепер, користуючись матричним представленням (3.22) оператора

UII , дослiдимо квантову еволюцiю системи, яка в початковий момент

часу перебуває у станi |ψi〉 = | ↑↓〉, а кiнцевий стан задамо у виглядi

|ψf〉 = a| ↑↓〉 + b| ↓↑〉. Подiбно, як у попередньому випадку, предста-

вимо рiвняння |ψf〉 = UII |ψi〉 у формi:
















0

a

b

0

















= eiJzzt

















0

cos (ωIIt)− i
ωII

sin (ωIIt) h
−

− i
ωII

sin (ωIIt) (J
+
Re − iJ−

Im)

0

















. (3.23)

З третьої компоненти цього матричного рiвняння знаходимо час, який

система витрачає на досягнення кiнцевого стану:

t =
1

ωII
arcsin

(√

1 +
h−2

J+
Re

2
+ J−

Im
2 |b|
)

,

а користуючись енергетичною умовою (3.7) мiнiмiзуємо його. Як i у

попередньому випадку оптимальний час еволюцiї має вигляд (3.15),

тiльки тут параметр b буде характеризувати кiнцевий стан на пiдпро-

сторi | ↑↓〉, | ↓↑〉. Умови, якi забезпечують оптимальну еволюцiю на

цьому пiдпросторi, запишуться наступним чином:

Jxx = Jyy = −ω
2

Im b

|b| , Jxy = −Jyx = −ω
2

Re b

|b| ,

Jzz = 0, h1z = h2z = 0, (3.24)

На цьому пiдпросторi максимально заплутаний стан

|ψENT 〉 =
1√
2

(

| ↑↓〉+ eiφ| ↓↑〉
)

(3.25)

можна досягнути за мiнiмальний час τ = π
4ω

. Для цього на систему

потрiбно накласти наступнi умови:

Jxx = Jyy = −ω
2
sinφ, Jxy = −Jyx = −ω

2
cosφ, Jzz = 0, h1z = h2z = 0.
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Тут φ також приймає значення [0, 2π].

Гамiльтонiан, який забезпечує оптимальну еволюцiю на пiдпро-

сторi | ↑↓〉, | ↓↑〉, можна отримати, якщо умови (3.24) пiдставити у

вираз (3.3)

H =

















0 0 0 0

0 0 −iω b∗

|b| 0

0 iω b
|b| 0 0

0 0 0 0

















. (3.26)

Як i у попередньому випадку пiдпростiр | ↑↓〉, | ↓↑〉 можна задати

сферою Блоха (див. рис. 3.1). Тiльки на полюсах будуть базиснi стани,

якi задають цей пiдпростiр, а на екваторi максимально заплутанi ста-

ни (3.25). Вiсь, навколо якої вiдбувається оптимальна еволюцiя, буде

проходити через стани 1√
2

[

| ↑↓〉+ i b
|b|| ↓↑〉

]

, 1√
2

[

| ↑↓〉 − i b
|b| | ↓↑〉

]

, якi є

власними станами оптимального гамiльтонiану HII (3.26) з вiдповiд-

ними власними значеннями ω i −ω.

3.4 Квантовi логiчнi елементи

Роль квантового регiстру в квантових комп’ютерах виконує система

кубiтiв. Дiючи унiтарним перетворенням на вектор стану такої систе-

ми, ми виконуємо вiдповiдну логiчну операцiю i, таким чином, отри-

муємо бажаний вектор стану. Такi унiтарнi оператори ще називають

квантовими логiчними елементами. Цi логiчнi операцiї виконують роль

процесора для квантового комп’ютера. Квантовi логiчнi елементи є ба-

зовою частиною у квантовому алгоритмi, подiбно, як класичнi логiчнi

операцiї у класичних алгоритмах, i вiдрiзняються тим вiд останнiх, що

працюють з квантовими бiтами, якi пiдкоряються законам квантової

механiки.
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Найпростiшi квантовi логiчнi елементи є однокубiтовими. Вони

змiнюють стан тiльки одного кубiта з регiстру i залишають незмiнними

всi iншi кубiти. Для прикладу, унiверсальний однокубiтовий логiчний

оператор можна представити у наступному виглядi:

U = e−i( θ
2
σ·n+φI), (3.27)

де n = (nx, ny, nz) – це одиничний вектор, θ – це кут на який вiд-

бувається поворот навколо одиничного вектора, а φ – це фаза. Змi-

нюючи цi параметри, можна отримати будь-який однокубiтовий логi-

чний елемент. Для прикладу, покладаючи у вираз (3.27), що θ = π,

nx = nz =
1√
2
, ny = 0 i φ = π

2 отримаємо оператор Адамара:

H =
1√
2





1 1

1 −1



 . (3.28)

Дiя цього оператора на стани | ↑〉, | ↓〉 є наступною:

H| ↑〉 = 1√
2
(| ↑〉+ | ↓〉) , H| ↓〉 = 1√

2
(| ↑〉 − | ↓〉) . (3.29)

Наступними логiчними операторами є двокубiтовi унiтарнi опера-

тори, якi змiнюють стани певних двох кубiтiв i залишають незмiнними

всi iншi. У працi [159] було показано, що достатньо двох однокубiтових

та одного двокубiтового операторiв, щоб побудувати довiльний унi-

тарний оператор, що дiє на Гiльбертовому просторi n кубiтiв. Проте

для цього може бути необхiдним побудувати ланцюжок iз 4nn3 базо-

вих операторiв. Дальше буде показано, якi двокубiтнi квантовi логiчнi

елементи можна побудувати на системi двох спiнiв, яка описується га-

мiльтонiаном (3.3).
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3.4.1 Реалiзацiя квантових логiчних елементiв на двох вза-

ємодiючих спiнах

З оператора еволюцiї (3.6) разом з (3.11) i (3.22), який ми отримали

у попередньому пiдроздiлi, можна отримати деякi двокубiтнi квантовi

логiчнi елементи. Щоб отримати умови при яких можна реалiзувати

конкретний логiчнi елементи на системi, що описується гамiльтонiаном

(3.3), потрiбно записати i розв’язати наступне матричне рiвняння:

U(T ) = eiχUtarget, (3.30)

де Utarget – це логiчний елемент, який ми хочемо реалiзувати, T є часом,

за який генерується вiдповiдний елемент, χ – це фаза.

Розглянемо деякi логiчнi елементи, якi можна створити на систе-

мi, яка задається гамiльтонiаном (3.3). Для початку розглянемо логi-

чний елемент, який дозволяє заплутати два спiни на пiдпросторi | ↑↑〉,
| ↓↓〉:

UENT =

















cosφ 0 0 sinφ

0 1 0 0

0 0 1 0

− sinφ 0 0 cosφ

















, (3.31)

де φ ∈ [0, π]. Якщо подiяти цим оператором на стан | ↑↑〉, ми отримає-

мо стан, заплутанiсть якого залежить вiд φ: cosφ| ↑↑〉−sinφ| ↓↓〉. Щоб

отримати умови, при яких можна згенерувати оператор UENT , потрi-

бно (3.6) разом з (3.11), (3.22) i (3.31) пiдставити у рiвняння (3.30).

Тодi ми отримаємо систему рiвняннь:

(cos (ωIt)−
i

ωI
sin (ωIt) h

+)e−iJzzt = eiχ cosφ,

(cos (ωIt) +
i

ωI
sin (ωIt) h

+)e−iJzzt = eiχ cosφ,
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− i

ωI
sin (ωIt) (J

−
Re − iJ+

Im)e
−iJzzt = eiχ sinφ,

− i

ωI
sin (ωIt) (J

−
Re + iJ+

Im)e
−iJzzt = −eiχ sinφ,

(cos (ωIIt)−
i

ωII
sin (ωIIt) h

−)eiJzzt = eiχ,

(cos (ωIIt) +
i

ωII
sin (ωIIt) h

−)eiJzzt = eiχ,

− i

ωII
sin (ωIIt) (J

+
Re + iJ−

Im)e
iJzzt = 0,

− i

ωII
sin (ωIIt) (J

+
Re − iJ−

Im)e
iJzzt = 0.

Пам’ятаючи, що наша система обмежена енергетичною умовою (3.7) i,

що UENT потрiбно згенерувати за мiнiмальний час, ми приходимо до

такого розв’язку цiєї системи рiвнянь:

Jxx = Jyy = Jzz = 0, Jxy = Jyx = −ω
2
,

h1z = h2z = 0, t =
φ

ω
, χ = 2πp, (3.32)

де p довiльне цiле число. Порiвнюючи t = φ
ω з часом оптимальної

еволюцiї (3.15), ми бачимо, що цей час є також мiнiмальним часом

еволюцiї вздовж брахiстохрони на пiдпросторi | ↑↑〉, | ↓↓〉, а зв’язок

мiж параметрами φ i b є наступним φ = arcsin |b|. Iншими словами

умови з (3.32) дозволяють згенерувати логiчний оператор (3.31) за

мiнiмальний час.

Покладаючи у вираз (3.31), що φ = π
4

отримаємо унiтарний опе-

ратор, який дозволяє отримати наступнi Беллiвськi стани: |Φ+〉 =

1√
2
(| ↑↑〉+ | ↓↓〉) зi стану |ψI〉 = | ↓↓〉 i |Φ−〉 = 1√

2
(| ↑↑〉 − | ↓↓〉) зi стану

| ↑↑〉, за час t = π
4ω . Також, якщо в (3.31) покласти, що φ = π

2 , тодi ми
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отримаємо оператор, який дiє на базиснi стани наступним чином

UENT (
π

2
)| ↑↑〉 = −| ↓↓〉,

UENT (
π

2
)| ↓↓〉 = | ↑↑〉.

На вiдмiну вiд системи, яку розглядають у роботi [87], гамiльтонiан,

який описує нашу систему (3.3) додатково мiстить Jxy i Jyx констан-

ти взаємодiї, що дозволяє згенерувати UENT вздовж геодезичної на

пiдпросторi | ↑↑〉, | ↓↓〉.
Тепер знайдiмо умови для створення унiтарного оператора, який

буде заплутувати два спiни на пiдпросторi | ↑↓〉, | ↓↑〉. Цей оператор

можна створити з UENT i UNOT (UNOT =





0 1

1 0



) таким чином:

UENT = U 1
NOTUENTU

1
NOT =

















1 0 0 0

0 cosφ − sinφ 0

0 sinφ cosφ 0

0 0 0 1

















, (3.33)

де U 1
NOT = UNOT ⊗ I . Якщо оператор (3.33) подiє на стан | ↑↓〉, ми

отримаємо наступний заплутаний стан: cosφ| ↑↓〉+sinφ| ↓↑〉. Подiбно,

як у попередньому випадку, унiтарний оператор (3.6) прирiвнюємо до

(3.33) i, враховуючи (3.30), знаходимо оптимальнi умови, при яких

можна згенерувати це унiтарне перетворення i час його генерування:

Jxx = Jyy = Jzz = 0, Jxy = −Jyx = −ω
2
,

h1z = h2z = 0, t =
φ

ω
, χ = 2πp, (3.34)

де p довiльне цiле число. Як можна побачити, час за який генерується

UENT є мiнiмально можливим для нашої системи.
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Якщо покласти φ = π
4

у (3.33) i подiяти цим оператором на стан

| ↑↓〉 або | ↓↑〉, ми отримаємо максимально заплутаний Беллiвський

стан |Ψ+〉 = 1√
2
(| ↑↓〉+ | ↓↑〉) або стан, який описує ЕПР пару |Ψ−〉 =

1√
2
(| ↑↓〉 − | ↓↑〉) вiдповiдно. Як i у попередньому випадку, якщо покла-

сти в (3.33), φ = π
2
, тодi ми отримаємо оператор, який дiє на базиснi

стани наступним чином

UENT (
π

2
)| ↑↓〉 = | ↓↑〉,

UENT (
π

2
)| ↓↑〉 = −| ↑↓〉.

Наступним важливим двокубiтовим логiчним оператором, який

можна досягнути на нашiй системi, є SWAP

USWAP =

















1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1

















, (3.35)

який мiняє стани двох кубiтiв мiсцями. Роблячи подiбнi кроки, як для

попереднiх квантових логiчних елементiв, отримуємо наступнi умови:

Jxx = Jyy = Jzz = (−1)p
ω√
6
, Jxy = Jyx = 0,

h1z = h2z = 0, (3.36)

якi потрiбно накласти на нашу систему щоб приготувати оператор

(3.35). Тут χ = −π
4 (−1)p, де p – це довiльне цiле число. Цi умови

дозволяють приготувати USWAP за мiнiмальний час t =
√
6π
4ω . Iнши-

ми словами, оператор еволюцiї, який згенерований на нашiй системi з

параметрами (3.36), дозволяє провести еволюцiю мiж двома станами

| ↑↓〉, | ↓↑〉 за час t =
√
6π
4ω . Так само, як i у статтi [87], генерування опе-

ратора USWAP вiдбувається вздовж геодезичної на пiдпросторi, який

задається наступними векторами | ↑↓〉, | ↓↑〉.
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Подiбно, як i у попередньому випадку, отримаємо умови, при яких

можна згенерувати логiчний елемент, що дозволяє перевести стан | ↑↑〉
у стан | ↓↓〉 i навпаки:

USWAP = U 1
NOTUSWAPU

1
NOT =

















0 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

















. (3.37)

Такий логiчний оператор можна отримати, якщо на оператор еволюцiї

(3.6) накласти наступнi умови:

Jxx = −Jyy = −Jzz = (−1)p
ω√
6
, Jxy = Jyx = 0,

h1z = h2z = 0. (3.38)

Тут так само, як i для USWAP мiнiмальний час генерування USWAP є

t=
√
6π
4ω , а χ = −π

4 (−1)p, де p – довiльне цiле число. Генерування цього

унiтарного оператора вiдбувається вздовж геодезичної на пiдпросторi

| ↑↑〉, | ↓↓〉.
Як останнiй приклад логiчного оператора, який можна згенеру-

вати на системi (3.3), буде оператор iSWAP:

UiSWAP =

















1 0 0 0

0 0 i 0

0 i 0 0

0 0 0 1

















. (3.39)

Детальнiше про цей логiчний елемент можна прочитати у статтi [160],

де розглядається його реалiзацiя на системi двох спiнiв, взаємодiя мiж

якими описується за допомогою XY гамiльтонiану. Це унiтарне пере-

творення можна отримати з оператора еволюцiї (3.6), якщо накласти
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на нього наступнi умови:

Jxx = Jyy = −ω
2
, Jzz = Jxy = Jyx = 0,

h1z = h2z = 0. (3.40)

Час за який генерується цей оператор є мiнiмальним часом еволюцiї

t = π
2ω

, який можна досягнути на нашiй системi на пiдпросторi, що

задається векторами | ↑↓〉, | ↓↑〉. Цi умови зводять гамiльтонiан (3.3)

до гамiльтонiану, який запропонований у роботi [160].

Також розглянемо подiбний логiчний оператор, який дiє на пiд-

просторi | ↑↑〉, | ↓↓〉:

UiSWAP = U 1
NOTUiSWAPU

1
NOT =

















0 0 0 i

0 1 0 0

0 0 1 0

i 0 0 0

















. (3.41)

Умови, при яких можна згенерувати UiSWAP на нашiй системi, мають

вигляд:

Jxx = −Jyy = −ω
2
, Jzz = Jxy = Jyx = 0,

h1z = h2z = 0, (3.42)

а час генерування є наступним t = π
2ω .

Як для оператора UiSWAP , так i для оператора UiSWAP , фаза χ =

2πp, де p є довiльне цiле число.

3.5 Висновки

Ми розв’язали задачу про квантову брахiстохрону для системи двох

спiнiв 1/2, взаємодiя мiж якими задається наступними константами
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зв’язку: Jii (i = x, y, z), Jjk (j 6= k = x, y). Кожен спiн помiщений у

зовнiшнє магнiтне поле, яке спрямовано вздовж осi z. Варто вiдзна-

чити, що гамiльтонiан такої системи (3.3) не мiстить доданкiв з σx
1σ

z
2,

σz
1σ

x
2 i σy

1σ
z
2, σ

z
1σ

y
2 , що забороняє такiй системi еволюцiонувати з пiдпро-

стору, який задається базисними векторами | ↑↑〉, | ↓↓〉 у пiдпростiр з

базисними векторами | ↑↓〉, | ↓↑〉, i навпаки. Це нам дозволило розгля-

нути задачу про брахiстохрону на цих пiдпросторах окремо.

Отже, було отримано мiнiмальний час (3.15) i умови (3.16), (3.24)

для оптимальної еволюцiї на кожному з пiдпросторiв вiдповiдно. Та-

кож знайдено вигляд Гамiльтонiанiв (3.18) i (3.26), якi забезпечують

еволюцiю по брахiстохронi на пiдпросторах, що задаються векторами

| ↑↑〉, | ↓↓〉 i | ↑↓〉, | ↓↑〉 вiдповiдно. Цi пiдпростори є двовимiрним i їх

можна представити сферою Блоха (3.1). Найкоротший шлях перехо-

ду одного стану в iнший є дуга великого кола, яка з’єднує два стани

(геодезична на сферi). Для того, щоб забезпечити оптимальну еволю-

цiю потрiбно, щоб вiсь, яка з’єднує власнi стани системи знаходилась

у перпендикулярному положеннi до початкового i кiнцевого стану.

Подiбно до того, як було зроблено у роботi [87], нами було знайде-

но умови для реалiзацiї деяких квантових логiчних елементiв. Наша

квантова система є подiбна до тої, яка дослiджується у цiй роботi,

тiльки вiдрiзняється тим, що мiстить додатково Jxy i Jyx взаємодiю.

Авторами роботи [87] було отримано умови для оптимального генеру-

вання оператора SWAP, квантового перетворення Фур’є i оператора,

який заплутує два спiни на пiдпросторi | ↑↑〉, | ↓↓〉 (UENT ). Як видно

з їхньої роботи генерування логiчного елементу UENT не вiдбувається

за мiнiмальний час, який можна досягнути на цьому пiдпросторi. Ми

показали, що даний логiчний елемент можна згенерувати за мiнiмаль-

ний час, що забезпечується Jxy i Jyx взаємодiєю. Також ми розглянули
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унiтарне перетворення, яке заплутує два спiна на пiдпросторi | ↑↓〉,
| ↓↑〉. Генерування таких логiчних операторiв є важливим тому, що

вони дозволяють приготувати всi Беллiвськi стани.

Подiбно, як в роботi [87], нами було отримано умови для створення

квантового логiчного оператора SWAP, а також унiтарного перетворе-

ння SWAP , яке переводить стан | ↑↑〉 у стан | ↓↓〉, i навпаки. Останнi

квантовi логiчнi елементи, якi ми розглянули як такi, що можна ре-

алiзувати на нашiй системi це iSWAP i iSWAP . Цi елементи дiють

на базиснi стани подiбно до того, як попереднi елементи i, крiм того,

домножують отриманi стани на уявну одиницю.
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Роздiл 4

Приготування довiльного

квантового стану двох спiнiв 1/2 у

виглядi розкладу Шмiдта

4.1 Вступ

Для створення будiвельних блокiв квантового процесора (кубiтiв) не-

обхiднi системи, якi є добре захищенi вiд впливу середовища [105],

що необхiдно для забезпечення високого рiвня когеренцiї квантових

станiв, створених на цих системах. Також, є важливим щоб цi стани

можна було вимiряти з високою точнiстю. Для прикладу, такими вла-

стивостями володiє така система як атом фосфору, який знаходиться

в оточенi атомiв кремнiю. Зацiкавлення цiєю системою появилося пi-

сля виходу у свiт статтi [14], де розглядається реалiзацiя квантового

комп’ютера на ядрах атома фосфору.

Система атома фосфору в оточенi атомiв кремнiю має один ва-

лентний електрон i ядро зi спiном 1/2, що робить її двокубiтовою

системою (див. рис. 4.1). На сьогоднi для такої системи, при темпе-

ратурах ∼ 4 К, вдалося досягнути максимального часу когеренцiї для

спiну електрона близько 2 с [122], а для спiну ядра близько 180 с [124].

У випадку йонiзованого атома фосфору був досягнутий час когерен-

цiї спiну його ядра близько 39 хвилин при кiмнатнiй температурi i
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Рис. 4.1: Атом фосфору в оточенi атомiв кремнiю.

близько 3-ох годин при температурi 4, 2 К [15]. Це вдалося зробити за

рахунок додавання до системи домiшки бору, який служить акцепто-

ром i перетягує на себе валентний електрон фосфору. Така система є

добре iзольована вiд зовнiшнiх шумiв, типу впливу електричного поля

електродiв i т. iн.

Крiм досягнення достатньо великих часiв когеренцiї спiнiв ядра i

валентного електрона атома фосфору, також вдалося досягнути висо-

кої точностi зчитування iнформацiї про квантовий стан, який приго-

товлений на такiй системi. Для прикладу, у роботi [16] було проведено

вимiр стану спiну ядра атома фосфору з точнiстю 99, 8%, а в робо-

тi [121] показано, що точнiсть вимiру стану спiна електрона перевищує
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90%. Великий час когеренцiї i досягнення високої точностi зчитуван-

ня iнформацiї про квантовi стани, приготовлених на спiнах електрона i

ядра, дозволяють такiй системi бути будiвельним блоком для побудови

твердотiльних квантових комп’ютерiв.

Крiм атома фосфору у лiтературi розглядаються ще такi двоспi-

новi квантовi системи як атом бiсмуту [161] чи атом водню [162], якi

знаходяться в оточенi атомiв кремнiю. А саме, розглядається реалiза-

цiя квантових бiтiв на таких системах.

Також цiкаво знайти метод, який дозволив би досягнути довiльно-

го квантового стану на двокубiтових системах, якщо керування здiй-

снювати за допомогою магнiтного поля. Така задача, наскiльки нам

вiдомо, досi у лiтературi не розглядалася. Мабуть це можна пояснити

тим, що керувати спiновими системами за допомогою магнiтного поля

досить складно. Наприклад, поки що неможливо у випадку багатоспi-

нових системах окремо дiяти на кожен спiн своїм полем, або доволi

важко створити сильне постiйне магнiтне поле на достатньо короткий

промiжок часу. Зауважимо, що у лiтературi [163, 164] розглянуто ме-

тоди, якi дозволяють приготувати довiльний квантовий стан двох ку-

бiтiв без застосування магнiтного поля, але цi методи вимагають, щоб

квантова система взаємодiяла з додатковими допомiжними кубiтами.

4.2 Двокрокове приготування довiльного кванто-

вого стану двох спiнiв 1/2 у виглядi розкладу

Шмiдта

У цьому пiдроздiлi буде розглянуто метод, який дозволяє приготувати

довiльний квантовий стан двох спiнiв, взаємодiя мiж якими описується

iзотропним гамiльтонiаном Гайзенберґа. Цей метод складається з двох
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крокiв. Спочатку, за рахунок взаємодiї мiж спiнами, система еволю-

цiонує певний промiжок часу t1. Тодi, у момент часу t1, прикладаємо

окремо до кожного спiну iмпульсне магнiтне поле i отримаємо стан,

який залежить вiд часу взаємодiї мiж спiнами i параметрiв, якi за-

дають величини i напрямки магнiтних полiв. Розглянемо кожен крок

детально.

Крок I Будемо вважати, що взаємодiя мiж двома спiнами задає-

ться iзотропним гамiльтонiаном Гайзенберґа

HI =
A

4

(

∑

i=x,y,z

σ1
i σ

2
i + 1

)

, (4.1)

де A є величиною взаємодiї мiж спiнами, σ1
i = σi ⊗ 1, σ2

i = 1 ⊗ σi

i σi – це матрицi Паулi. Тут доданок A
4 зсуває початок вiдлiку для

енергетичних рiвнiв системи. Вiн є вибраний з мiркувань зручностi,

що дозволяє спростити подальшi обчислення. Ця система має один

трикратно вироджений енергетичний рiвень A
2 (триплет) з власними

станами

|T+〉 = | ↑↑〉, (4.2)

|T−〉 = | ↓↓〉, (4.3)

|T0〉 =
1√
2
(| ↑↓〉+ | ↓↑〉) , (4.4)

i рiвень з енергiєю −A
2
, який вiдповiдає синглетному становi системи

|S〉 = 1√
2
(| ↑↓〉 − | ↓↑〉) . (4.5)

Запишiмо оператор еволюцiї для такої системи

UI = e−iHIt = cos

(

A

2
t

)

− i
2

A
sin

(

A

2
t

)

HI . (4.6)

Тут ми використали той факт, що H2
I =

(

A
2

)2
. Ми будемо працювати

в одиницях, де ~ = 1, а це означає, що параметр взаємодiї A має
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розмiрнiсть частоти. Зауважимо, що гамiльтонiан (4.1) є частковим

випадком гамiльтонiану (3.3), який був розглянутий у попередньому

роздiлi.

Тепер, знаючи оператор еволюцiї (4.6), можна розглянути еволю-

цiю цiєї системи. Будемо вважати, що система знаходиться у початко-

вому станi, який має вигляд | ↑↓〉. Цей стан легко приготувати, тому

що вiн є власним станом системи двох спiнiв, якi знаходяться у сильно-

му магнiтному полi, яке спрямоване вздовж осi z. Зауважимо, що ми

не можемо вибрати початковий стан у виглядi | ↑↑〉 чи | ↓↓〉 тому, що

цi стани є власними станами гамiльтонiану (4.1). Таким чином, дiючи

оператором еволюцiї (4.6) на початковий стан системи протягом часу

t1, що вiдповiдає взаємодiї двох спiнiв протягом цього промiжку часу,

отримаємо стан

|ψI〉 = e−iHIt1| ↑↓〉 = cos

(

A

2
t1

)

| ↑↓〉+ sin

(

A

2
t1

)

e−iπ
2 | ↓↑〉. (4.7)

Крок II. Стан (4.7) визначається одним вiльним параметром t1, а

довiльний квантовий стан двох кубiтiв повинен визначатися шiстьма

дiйсними вiльними параметрами. Тому подiємо iндивiдуально на ко-

жен спiн у момент часу t1 iмпульсним магнiтним полем

HII = χ1σ
1 · n1δ(t− t1) + χ2σ

2 · n2δ(t− t1), (4.8)

де δ(t−t1) – це дельта-функцiя Дiрака, ni = (sin θi cosφi , sin θi sinφi , cos θi),
сферичнi кути φi i θi визначають напрямок магнiтного поля для першо-
го (i = 1) i другого (i = 2) спiнiв вiдповiдно. Дельта-функцiя дозволяє
нам знехтувати взаємодiєю мiж спiнами пiд час дiї поля. Справдi, роз-
глянемо, на достатньо короткому промiжку часу [t1, t1 + τ ], оператор
еволюцiї для системи двох взаємодiючих спiнiв, якi контролюються
магнiтним полем (4.8)

UII = exp



−i

∫ t1+τ

t1





A

4





∑

i=x,y,z

σ1
i σ

2
i + 1



 +
(

χ1σ
1 · n1 + χ2σ

2 · n2
)

δ(t − t1)



 dt
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= exp



−i





A

4





∑

i=x,y,z

σ1
i σ

2
i + 1



 τ + χ1σ
1 · n1 + χ2σ

2 · n2







.

Тепер, перiод τ спрямуємо до нуля τ → 0, тодi оператор еволюцiї UII

прийме вигляд:

UII = e−i(χ1σ
1·n1+χ2σ

2·n2)

=
(

cosχ1 − i sinχ1σ
1 · n1

) (

cosχ2 − i sinχ2σ
2 · n2

)

. (4.9)

При виведенi цього виразу ми скористалися фактом, що оператори

σ
1 · n1 i σ

2 · n2 комутують мiж собою, а
(

σ
i · ni

)2
= 1. Перший i

другий множники у виразi (4.9) описують квантову еволюцiю першого

i другого спiнiв пiд дiєю iмпульсного магнiтного поля вiдповiдно.

Остаточно, якщо оператором UII (4.9) подiяти на стан |ψI〉 (4.7),

то отримаємо наступний квантовий стан двох кубiтiв:

|ψ〉 = UII|ψI〉 = cos

(

A

2
t1

)

×
[

(cosχ1 − i sinχ1 cos θ1) | ↑〉+ sinχ1 sin θ1e
i(φ1−π

2 )| ↓〉
]

×
[

sinχ2 sin θ2e
−i(φ2+

π
2 )| ↑〉+ (cosχ2 + i sinχ2 cos θ2) | ↓〉

]

+sin

(

A

2
t1

)

e−iπ
2

×
[

sinχ1 sin θ1e
−i(φ1+

π
2 )| ↑〉+ (cosχ1 + i sinχ1 cos θ1) | ↓〉

]

×
[

(cosχ2 − i sinχ2 cos θ2) | ↑〉+ sinχ2 sin θ2e
i(φ2−π

2 )| ↓〉
]

. (4.10)

Цей стан визначається сiмома дiйсними параметрами, але насправдi

один параметр є довiльною фазою i може бути опущеним. Таким чи-

ном, стан (4.10) мiстить шiсть незалежних дiйсних параметрiв. Тобто

для кожного наперед заданого стану двох кубiтiв iснує свiй набiр iз

шести параметрiв.
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Бачимо, що стан (4.10) має вигляд розкладу Шмiдта

|ψ〉 =
∑

i=1,2

ci|αi〉|βi〉, (4.11)

де одночастинковi стани |αi〉 вiдносяться до першого спiну

|α1〉 = α| ↑〉+ α′| ↓〉, |α2〉 = e−iπ
4

(

−α′∗| ↑〉+ α∗| ↓〉
)

, (4.12)

а |βi〉 – до другого

|β1〉 = β| ↑〉+ β ′| ↓〉, |β2〉 = e−iπ
4

(

β ′∗| ↑〉 − β∗| ↓〉
)

. (4.13)

Тут ми ввели наступнi позначення:

c1 = cos

(

A

2
t1

)

, c2 = sin

(

A

2
t1

)

, (4.14)

α = cosχ1 − i sinχ1 cos θ1 = |α|e−iγ, α′ = sinχ1 sin θ1e
i(φ1−π

2 ), (4.15)

β = sinχ2 sin θ2e
−i(φ2+

π
2 ), β ′ = cosχ2 + i sinχ2 cos θ2 = |β ′|eiη,(4.16)

де

|α| =
√

cos2 χ1 + sin2 χ1 cos2 θ1, tgγ = tgχ1 cos θ1, (4.17)

|β ′| =
√

cos2 χ2 + sin2 χ2 cos2 θ2, tgη = tgχ2 cos θ2. (4.18)

Звернемо увагу на те, що вектори, якi вiдносяться до того самого спiну

є ортогональними мiж собою

〈αi|αj〉 = δij, 〈βi|βj〉 = δij, (4.19)

а умова нормування для стану (4.11) запишеться у виглядi

c1
2 + c2

2 = 1. (4.20)

Одночастинковi стани |α1〉 i |α2〉 (4.12) визначаються трьома дiй-

сними незалежними параметрами |α|, γ i φ1. Пам’ятаємо, що α i α′



79

пов’язанi мiж собою умовою |α|2 + |α′|2 = 1. Легко бачити, що незале-

жно вiд iнших параметрiв, параметр φ1 приймає будь-яке значення з

промiжку [0, 2π]. Покажемо, що параметри |α| i γ є незалежними мiж

собою. З другого рiвняння у (4.15) i (4.17) ми отримаємо

tgγ =

√

1− |α′|2
sin2 χ1

tgχ1. (4.21)

Для того щоб це рiвняння задовiльнялося необхiдно щоб sin2 χ1 ≥ |α′|2.
Iз (4.21) випливає, що γ приймає значення −∞ < tgγ < +∞ незале-

жно вiд |α′|. Це доводить, що цi параметри є незалежними мiж собою.

Подiбну ситуацiю будемо мати у випадку |β1〉 i |β2〉 (4.13), де також

всi три параметри |β|, η i φ2, якi визначають цi стани, є незалежними

мiж собою.

Приклад. Знайдiмо умови, якi дозволяють приготувати стан (4.4),

що є власним станом гамiльтонiану (4.1). Цей стан є цiкавим тим, що

вiн має максимальну заплутанiсть. Вiн є одним з Беллiвських станiв.

Щоб знайти умови, якi дозволяють створити його на нашiй системi,

прирiвняємо вираз (4.10) до стану (4.4), що приведе до наступного на-

бору параметрiв:

1. A > 0, t1 = π
2A

, θ1 = 0, θ2 = 0 i χ1 − χ2 =
π
4

чи

2. A < 0, t1 = π
2|A|, θ1 = 0, θ2 = 0 i χ1 − χ2 = −π

4 .

Якщо накласти цi умови на нашу систему, то з початкового стану | ↑↓〉
отримаємо стан (4.4). Тепер покроково розглянемо, якi процедури над

системою двох взаємодiючих спiнiв необхiдно зробити, щоб приготу-

вати цей стан.

Отже, спочатку дозволяємо двом спiнам провзаємодiяти мiж со-

бою протягом часу t1 = π
2|A| i таким чином iз початкового стану

| ↑↓〉 ми отримаємо наступний стан 1√
2
(| ↑↓〉 − i| ↓↑〉), якшо A > 0 або
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1√
2
(| ↑↓〉+ i| ↓↑〉) при A < 0. Тодi, на другому кроцi, у момент часу t1

до кожного спiну прикладаємо своє iмпульсне магнiтне поле, яке спря-

мовуємо вздовж осi z (θ1 = θ2 = 0). Рiзниця величин полiв повинна

бути наступною χ1−χ2 =
π
4 у разi, коли A > 0 або χ1−χ2 = −π

4 , коли

A < 0. Отриманий стан буде станом (4.4) з точнiстю до фази −π
4 для

A > 0 i π
4

для A < 0.

4.3 Приготування квантового стану двох спiнiв 1/2

на фiзичних системах

Сучасна експериментальна технiка, поки що, не дозволяє керувати ко-

жним спiном окремо за допомогою iмпульсного магнiтного поля, як

це описано на другому кроцi нашого методу у попередньому пiдроз-

дiлi. Тому ми пропонуємо розглянути простiшу версiю цього методу,

яка є застосовною до такої фiзичної системи як атом, що мiстить ядро

зi спiном I = 1/2 i один валентний електрон (спiн S = 1/2). Варто

зауважити, що магнiтнi поля, якi на даний час використовують для

контролю спiну електрону є порядку мТл [165]. Iншими словами, ве-

личина взаємодiї мiж спiном електрону i магнiтним полем є порядку

величини надтонкої структури A у таких атомах. Таким чином, ми

не можемо знехтувати взаємодiєю мiж спiнами пiд час дiї магнiтно-

го поля на систему. Це означає, що перший i другий крок iз методу,

який описаний у пiдроздiлi 4.2, об’єднуються у один, а магнiтне поле

буде спiльне для спiнiв ядра i електрону. Гамiльтонiан, який описує та-

ку систему буде мiстити компоненту, яка описує взаємодiю системи iз

зовнiшнiм полем, а також доданок, який задає взаємодiю мiж спiнами

ядра i валентного електрону

H = γeBS · n− γnBI · n+ AS · I, (4.22)
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деB – це напруженiсть магнiтного поля, n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)

задає напрямок цього поля, θ i φ є сферичними кутами, γe (γn) є гiро-

магнiтним спiввiдношенням електрона (ядра). Гамiльтонiан (4.22) не

дозволяє нам приготувати довiльного квантового стану двох спiнiв, то-

му що вiн не мiстить достатньої кiлькостi параметрiв. Зауважимо, що

ми не беремо до уваги ефектiв, якi руйнували б структуру п-подiбного

iмпульсу магнiтного поля.

Скориставшись тим, що взаємодiя мiж спiнами ядра i електрона є

iзотропною, легко записуємо гамiльтонiан (4.22) у базисi |++〉, |+−〉,
| −+〉, | − −〉

H =











γeB
2 − γnB

2 + A
4 0 0 0

0 γeB
2 + γnB

2 − A
4

A
2 0

0 A
2 −γeB

2 − γnB
2 − A

4 0

0 0 0 −γeB
2 + γnB

2 + A
4











,

(4.23)

що нам дозволяє легко почислити його власнi значення

E1 =
γeB

2
− γnB

2
+
A

4
,

E2 =
1

2

√

(γeB + γnB)2 +A2 − A

4
,

E3 = −1

2

√

(γeB + γnB)2 +A2 − A

4
,

E4 = −γeB
2

+
γnB

2
+
A

4
, (4.24)

якi вiдповiдають наступним власним функцiям

|ψ1〉 = |++〉,

|ψ2〉 = cos
η

2
|+−〉+ sin

η

2
| −+〉,
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|ψ3〉 = − sin
η

2
|+−〉+ cos

η

2
| −+〉,

|ψ4〉 = | − −〉. (4.25)

Тут стани

|+〉 = cos
θ

2
| ↑〉+ sin

θ

2
eiφ| ↓〉,

|−〉 = − sin
θ

2
| ↑〉+ cos

θ

2
eiφ| ↓〉

є власними станами оператора проекцiї спiну 1/2 на напрямок n з вiд-

повiдними власними значеннями 1/2 i −1/2, а tgη = A
γeB+γnB

, де η є

кутом мiж напрямком зовнiшнього магнiтного поля i вiссю навколо,

якої вiдбувається прецесiя квантового стану системи [166]. Лiвий (пра-

вий) кет вектор задає стан спiну електрона (ядра).

Для того, щоб спростити розрахунок оператора еволюцiї, початко-

вий стан задамо у виглядi |+−〉, а магнiтне поле спрямуємо вздовж осi

z. Такий стан можна створити, якщо помiстити нашу систему у силь-

не магнiтне поле (B ≫ A), яке спрямоване вздовж напрямку n. Тодi

власнi вектори i власнi значення такої системи запишуться у виглядi

|++〉 : γeB

2
− γnB

2
+
A

4
,

|+−〉 : γeB

2
+
γnB

2
− A

4
,

| −+〉 : −γeB
2

− γnB

2
− A

4
,

| − −〉 : −γeB
2

+
γnB

2
+
A

4
. (4.26)

Це тому що cos η
2 ≃ 1 i sin η

2 ≃ 0 [16,120,167]. Технологiя, яка базується

на спiн-електронному резонансi дозволяє легко приготувати фактори-

зований початковий стан |+−〉 подiбно, як це зроблено у статтi [16]. У
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наступному пiдроздiлi ми детальнiше опишемо створення початкового

стану для системи атома фосфору в оточенi атомiв кремнiю.

Розрахуємо оператор еволюцiї з гамiльтонiаном (4.22), пам’ятаю-

чи, що магнiтне поле спрямоване вздовж осi z. Для того перепишiмо

цей гамiльтонiан у наступному виглядi

H = Hxy +Hzz +H+, (4.27)

де

Hxy = ω− (Sz − Iz) +A (SxIx + SyIy) , (4.28)

Hzz = ASzIz, (4.29)

H+ = ω+ (Sz + Iz) . (4.30)

Тут введено позначення ω− = γeBz+γnBz

2 i ω+ = γeBz−γnBz

2 . Ми записа-

ли цей гамiльтонiан у такому виглядi, тому що оператори Hxy, H+ i

Hzz комутують мiж собою, що є зручним для розрахунку оператора

еволюцiї. Варто зазначити, що у базисi | ↑↑〉, | ↑↓〉, | ↓↑〉, | ↓↓〉 цей га-

мiльтонiан буде мати вигляд (4.23), тiльки замiсть B буде Bz. Беручи

до уваги все вище сказане, запишiмо оператор еволюцiї з гамiльтонiа-

ном (4.27)

U(t) = e−iHxyte−iHzzte−iH+t, (4.31)

де

e−iHxyt = 1 + (cos (Ωt)− 1)

(

1

2
− 2SzIz

)

− i
sin (Ωt)

Ω
Hxy, (4.32)

e−iHzzt = cos

(

A

4
t

)

− i
4 sin

(

A
4 t
)

A
Hzz, (4.33)

e−iH+t = 1 + (cos (ω+t)− 1)

(

1

2
+ 2SzIz

)

− i
sin (ω+t)

ω+
H+. (4.34)
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Тут використанi наступнi властивостi операторiв (4.28), (4.29) i (4.30):

H2n
xy = Ω2n

(

1

2
− 2SzIz

)

, H2n+1
xy = Ω2nHxy, H2

zz =

(

A

4

)2

,

H2n
+ = ω2n

+

(

1

2
+ 2SzIz

)

, H2n+1
+ = ω2n

+ H+,

де Ω =

√

ω−2 +
(

A
2

)2
i n = 1, 2, 3, . . . У базисi | ↑↑〉, | ↑↓〉, | ↓↑〉 i | ↓↓〉,

оператор еволюцiї U(t) можна записати наступним чином:

U(t) = U1U2, (4.35)

де

U1 =

















e−i(ω++
A
4 )t 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 ei(ω+−A
4 )t

















, (4.36)

U2 =











1 0 0 0

0
(

cos (Ωt)− iω−

Ω sin (Ωt)
)

ei
A

4
t −i A

2Ω sin (Ωt) ei
A

4
t 0

0 −i A
2Ω sin (Ωt) ei

A

4
t

(

cos (Ωt) + iω−

Ω sin (Ωt)
)

ei
A

4
t 0

0 0 0 1











.(4.37)

Використовуючи вираз (4.31) разом з виразами (4.32)–(4.34), отри-

маємо стан, який можна досягнути пiд час еволюцiї системи протягом

промiжку часу t, якщо в початковий момент часу остання перебувала

в станi |+−〉

|ψ〉 = U(t)|+−〉 = e−iω+te−iA
4
teiπ cos

θ

2
sin

θ

2
| ↑↑〉

+ei
A
4
teiφ

[

cos2
θ

2
cos (Ωt) + i

(

A

2Ω
sin2

θ

2
− ω−

Ω
cos2

θ

2

)

sin (Ωt)

]

| ↑↓〉

+ei
A
4
teiφeiπ

[

sin2
θ

2
cos (Ωt) + i

(

A

2Ω
cos2

θ

2
+
ω−
Ω

sin2
θ

2

)

sin (Ωt)

]

| ↓↑〉

+eiω+te−iA
4
te2iφ cos

θ

2
sin

θ

2
| ↓↓〉. (4.38)
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Звiдси легко бачити, що при θ = 0 ми можемо досягнути довiльний

квантовий стан на пiдпросторi, який задається векторами | ↑↓〉, | ↓↑〉

|ψ〉 =
(

cos (Ωt)− i
ω−
Ω

sin (Ωt)
)

| ↑↓〉+ A

2Ω
sin (Ωt) e−iπ

2 | ↓↑〉. (4.39)

Iншими словами, цей стан може бути досягнутий, якщо розпочати ево-

люцiю зi стану | ↑↓〉.
Тепер знайдiмо умови, при яких можна досягнути максимально

заплутаного стану

|ψENT〉 =
1√
2

(

| ↑↓〉+ eiχ| ↓↑〉
)

, (4.40)

де χ є довiльною фазою. Цi умови отримуються, якщо прирiвняти

вирази (4.39) i (4.40) мiж собою. Вони мають наступний вигляд

cotχ = − ω−
√

Ω2 − 2ω2
−
, tg2 (Ωt) =

Ω2

Ω2 − 2ω2
−
. (4.41)

Тут перша умова визначає параметр χ, а друга множник 1/
√
2 у станi

(4.40). З першого рiвняння у (4.41) знаходимо величину магнiтного

поля

Bz =
A cosχ

γe + γn
, (4.42)

яке необхiдно прикласти до системи, щоб досягнути максимально за-

плутаного стану (4.40) за промiжок часу

t =
2

A
√

1 + cos2 χ
arctg

√

1 + 2 cot2 χ, (4.43)

який визначаємо з другого рiвняння у (4.41).

4.4 Приготування квантового стану на системi ато-

ма фосфору в оточеннi атомiв кремнiю

Спiнова система атома фосфору в оточенi атомiв кремнiю складає-

ться зi спiну ядра I = 1/2 i спiну валентного електрону. Це завдяки
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тому, що чотири електрони п’ятивалентного атома фосфору створю-

ють ковалентнi зв’язки з електронами чотирьох атомiв кремнiю так,

як це показано на рис. 4.1. Тому таку систему можна розглядати як

двокубiтову, для якої взаємодiя мiж спiнами ядра i електрона (над-

тонка структура) є порядку A = 117.53 МГц [168], а взаємодiя спiнiв

ядра i електрона з магнiтним полем є пропорцiйна до гiромагнiтних

спiввiдношень останнiх: γn = 17.23 МГц Тл−1 [169] i γe = 27.97 ГГц

Тл−1. Великий час когеренцiї [15, 122, 124] i висока точнiсть зчитува-

ння iнформацiї про квантовi стани цiєї системи [16, 121] дозволяє нам

успiшно керувати нею [120].

Знайдiмо, для прикладу, умови, при яких можна приготувати стан

|T0〉 (4.4), який є власним станом нашої системи. Цей стан належить до

пiдпростору, який задається векторами | ↑↓〉, | ↓↑〉, а це означає, як ми

показали у попередньому пiдроздiлi 4.3, що початковий стан потрiбно

вибрати у виглядi | ↑↓〉. Бiльше того, стан |T0〉 є максимально заплута-

ним, тому умови для його приготування отримуємо, якщо у рiвняння

(4.42) i (4.43) покладемо, що χ = 0 i A = 117.53 МГц. Тодi отримаємо

Bz = A
γe+γn

≃ 4.2 мТл, t = π√
2A

≃ 19 нс. Отже, щоб досягнути стан

|T0〉, необхiдно нашу систему, яка знаходиться в станi | ↑↓〉 помiстити

у магнiтне поле величиною Bz ≃ 4.2 мТл на час t ≃ 19 нс. Перiод часу,

протягом якого вiдбувається еволюцiя, є набагато коротший, нiж час

когеренцiї, що рiвний 2 с для спiну електрона в атомi фосфору [122].

Еволюцiя такої системи буде вiдбуватися на пiдпросторi, який зада-

ється векторами | ↑↓〉, | ↓↑〉. Такий пiдпростiр можна зобразити за

допомогою сфери Блоха (рис. 4.2). Тодi еволюцiя стану системи буде

вiдбуватися навколо осi, яка лежить мiж початковим i кiнцевим стана-

ми пiд кутом η = π/4 до осi z. Варто зазначити, що короткоперiодичнi

iмпульси магнiтного поля широко використовуються в рiзних областях
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науки [170–172].

Рис. 4.2: Еволюцiя системи (червона дуга кола) мiж станами | ↑↓〉 i |T0〉 вiдбуває-

ться тодi, коли вiсь, навколо якої стан прецесує, лежить пiд кутом η = π/4 до осi

z, а це досягається при величинi магнiтного поля Bz =
A

γe+γn
≃ 4.2 мТл.

У попередньому пiдроздiлi було згадано, що початковий стан | ↑↓〉
є власним станом системи двох спiнiв, помiщеної у сильне магнiтне

поле B ≫ A, яке спрямоване вздовж осi z (4.26). Енергетичнi рiвнi

двоспiнової системи атома фосфору в оточенi атомiв кремнiю, якi зна-

ходиться у сильному магнiтному полi зображенi на рис. 4.3. Приклад

створення стану | ↑↓〉 за допомогою спiн-електронного резонансу мо-

жна знайти у роботi [16]. Вимiрювання стану на такiй системi прово-

диться на двох частотах νe1 ≈ γeB − A/2 i νe2 ≈ γeB + A/2. Частота

νe1 вiдповiдає переходу мiж станами | ↓↓〉 i | ↑↓〉, а частота νe2 – мiж

станами | ↓↑〉 i | ↑↑〉. Наприклад, якщо система перебуває у станi | ↓↓〉,
то її можна перевести у стан | ↑↓〉, використовуючи електромагнiтний

iмпульс iз частотою νe1.

На завершення обчислимо точнiсть, iз якою можна отримати кван-
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Рис. 4.3: Енергетичнi рiвнi двоспiнової системи атома фосфору в оточенi атомiв

кремнiю, яка знаходиться у сильному магнiтному полi Bz ≫ A.

товий логiчний елемент, що дозволяє отримати стан |T0〉, дiючи на стан

| ↑↓〉. Цi обчислення можуть бути корисними для експериментальної

реалiзацiї вищезгаданої схеми. Отже, точнiсть отримання логiчного

елементу W на квантовiй системi, що має N енергетичних рiвнiв за-

дається наступною функцiєю [173]

F (U(t)) =
1

N
Re(Tr[W+U(t)]). (4.44)

Оператор W отримується, якщо на оператор еволюцiї (4.31) накласти

наступнi умови: Bz =
A

γe+γn
i t = π√

2A
. Використовуючи (4.35) разом з

(4.36) i (4.37), запишiмо W у матричному представленi:

W =

















e−i π

2
√
2
( γe−γn
γe+γn

+ 1

2) 0 0 0

0 − i√
2
ei

π

4
√
2 − i√

2
ei

π

4
√
2 0

0 − i√
2
ei

π

4
√
2

i√
2
ei

π

4
√
2 0

0 0 0 ei
π

2
√
2
(γe−γn
γe+γn

− 1

2)

















. (4.45)

Тепер, якщо (4.35) разом iз (4.45) пiдставити у (4.44), i пам’ятаючи,
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Рис. 4.4: Точнiсть отримання квантового логiчного елементу W (4.45) iз оператора

еволюцiї U(t).

що N = 4, отримаємо вираз, який показує, з якою точнiстю можна

досягнути оператор W iз оператора еволюцiї U(t)

F (U(t)) =
1

2
cos

(

A

4
t− π

4
√
2

)

×
(

cos

(

γe − γn
γe + γn

(

At

2
− π

2
√
2

))

+ sin

(

A√
2
t

))

. (4.46)

Як видно з рис. 4.4 точнiсть отримання логiчного елементу W прямує

до одиницi зi збiльшенням t. На мовi постулату про вимiрювання це

означає, що чим U(t) є ближчий до W , тим бiльша iмовiрнiсть пiд час

вимiрювання отримати стан |T0〉.
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4.5 Висновки

У цьому роздiлi представлено двокроковий метод, який дозволяє при-

готувати довiльний квантовий стан двох кубiтiв. На першому кроцi

квантова система двох спiнiв, взаємодiя мiж якими описується iзотро-

пним гамiльтонiаном Гайзенберґа, еволюцiонує зi стану | ↑↓〉 протягом

перiоду часу t1. Важливо зазначити, що у випадку, якщо початковий

стан має вигляд | ↑↑〉 i | ↓↓〉 еволюцiя не буде вiдбуватися, тому що цi

стани є власними станами системи. На другому кроцi у момент часу

t1 iндивiдуально до кожного спiну ми прикладаємо iмпульсне магнiтне

поле (4.8). Отриманий стан (4.10) природнiм чином постає у виглядi

розкладу Шмiдта (4.11) i задається шiстьма незалежними параметра-

ми, а саме: перiодом еволюцiї t1 i величинами, що задають магнiтнi по-

ля для першого i другого спiну. Для кожного конкретного стану двох

кубiтiв iснує визначений набiр цих параметрiв. Сучасна експеримен-

тальна технiка не дозволяє iндивiдуально керувати кожним спiном за

допомогою iмпульсного магнiтного поля. Ми сподiваємося, що запро-

понований метод можна буде реалiзувати у майбутньому. Проте, нами

було запропоновано простiшу версiю цього методу, яка на даний час є

застосовною до фiзичних систем. Сучаснi технологiї дозволяють кон-

тролювати еволюцiю спiнiв, використовуючи магнiтне поле так, щоб

енергiя взаємодiї поля зi спiном Bγs була порядку 103 МГц (де γs –

це гiромагнiтне спiввiдношення для спiну) (для прикладу, див. [165]),

що є порядку величини взаємодiї мiж спiнами у системi атома, який

складається iз ядра зi спiном I = 1/2 i одного валентного електрона.

Тому ми розглянули еволюцiю такої системи, помiщеної у зовнiшнє ма-

гнiтне поле, що спрямоване вздовж визначеного напрямку. Еволюцiя

даної системи буде визначатися чотирма параметрами, такими як: пе-
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рiод еволюцiї, величина магнiтного поля i двома кутами, якi задають

напрямок поля. Через недостатню кiлькiсть параметрiв цей пiдхiд не

дозволяє приготувати довiльного квантового стану двох спiнiв. Проте

вiн дозволяє створити довiльний квантовий стан на пiдпросторi, який

задається векторами | ↑↓〉, | ↓↑〉 (4.39).

Також було знайдено умови для створення стану |T0〉 (4.4) на си-

стемi атому 31P, який знаходиться в оточенi атомiв кремнiю. Ми пока-

зали, що такий стан можна досягнути iз початкового стану | ↑↓〉, якщо

помiстити цю систему на 19 нс у зовнiшнє магнiтне поле величиною

4.2 мТл i спрямувати його вздовж осi z.
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Роздiл 5

Квантова еволюцiя на торi для двох

спiнiв з iзотропною взаємодiєю

Гайзенберґа

5.1 Вступ

Вiдомо, що квантова механiка може формулюватися мовою геометрiї

[174–176]. Ця iдея не є якоюсь надзвичайною чи новою. Геометричнi

методи успiшно застосовуються до розгляду еволюцiї квантових си-

стем. Для прикладу, використовуючи симетричнi властивостi просто-

ру квантових станiв, була розв’язана задача про квантову брахiстохро-

ну [8].

Щоб зрозумiти як вiдбувається динамiка квантової системи, кори-

сно дослiдити многовид, на якому вiдбувається ця еволюцiя. Часто це

дозволяє спростити картину еволюцiї квантової системи. Iнформацiя

про геометрiю такого многовиду дозволяє знайти оптимальний шлях

еволюцiї. Для прикладу, повний простiр дворiвневої системи (кубiта)

можна представити за допомогою сфери Блоха. Тодi еволюцiя мiж

двома станами вiдбувається вздовж кривої мiж двома точками на цiй

сферi (для прикладу, див. [84,177]). Найкоротший шлях буде вiдповiд-

ати дузi великого кола, яке проходить через цi двi точки, що дозволяє

легко отримати умови, якi потрiбно накласти на систему щоб забезпе-
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чити її еволюцiю за мiнiмальний час.

Нiде у лiтературi не описана геометрiя многовиду, на якому вiдбу-

вається квантова еволюцiя стану двох взаємодiючих спiнiв, що знахо-

дяться у магнiтному полi. У попереднiх роздiлах була описана реалi-

зацiя певних квантових обчислень на системi двох взаємодiючих спiнiв

у магнiтному полi. Цiкаво i важливо є дослiдити геометрiю многовиду,

на якому вiдбувається еволюцiя такої системи.

5.2 Квантова еволюцiя двох спiнiв

Розглянемо систему двох спiнiв з iзотропною взаємодiєю Гайзенбер-

ґа, що знаходиться у магнiтному полi, яке спрямоване вздовж осi z.

Гамiльтонiан цiєї системи є наступним

H = Hint +Hmf , (5.1)

де

Hint = J

(

∑

i=x,y,z

σ1
i σ

2
i + 1

)

, (5.2)

Hmf = hz
(

σ1
z + σ2

z

)

. (5.3)

Тут σ1
i = σi ⊗ 1, σ2

i = 1 ⊗ σi, σi є матрицями Паулi, J задає вели-

чину взаємодiї мiж спiнами, яка для конкретної системи є постiйною

величиною i не змiнюється пiд час еволюцiї, hz є пропорцiйним до ве-

личини магнiтного поля. Важливо зауважити, що гамiльтонiан Hint

комутує з гамiльтонiаном Hmf . Гамiльтонiан (5.1) є частковим випад-

ком гамiльтонiану (3.3) розглянутого у роздiлi 3, тому скористаємося

результатами отриманими у цьому роздiлi. Гамiльтонiан (5.1) має чо-

тири власнi значення 2 (J + hz), 2 (J − hz), 2J , −2J , що вiдповiдають
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таким власним векторам

| ↑↑〉, (5.4)

| ↓↓〉, (5.5)

1√
2
(| ↑↓〉+ | ↓↑〉) , (5.6)

1√
2
(| ↑↓〉 − | ↓↑〉) . (5.7)

Варто зауважити, що Hint має тричi вироджений енергетичний рiвень

2J з власними векторами (5.4)-(5.6) (триплет) i енергетичний рiвень

−2J з власним вектором (5.7) (синглет). Взаємодiя магнiтного поля iз

цiєю системою знiмає виродження з рiвня 2J .

Враховуючи, що Hint i Hmf комутують мiж собою, оператор ево-

люцiї представимо у виглядi

U(t) = e−iJHintte−ihzσ
1
zte−ihzσ

2
z t, (5.8)

де

e−iJHintt = cos (2Jt)− i

2J
sin (2Jt)Hint. (5.9)

Тут ми використали факт, що H2
int = (2J)2. Ми покладаємо ~ = 1. Це

означає, що гамiльтонiан вимiрюється в одиницях частоти. У базисi,

що задається векторами | ↑↑〉, | ↑↓〉, | ↓↑〉 i | ↓↓〉, оператор еволюцiї

U(t) має вигляд

U(t) =

















e−i2(hz+J)t 0 0 0

0 cos (2Jt) −i sin (2Jt) 0

0 −i sin (2Jt) cos (2Jt) 0

0 0 0 ei2(hz−J)t

















. (5.10)

Розглянемо еволюцiю системи (5.1), якщо початковий стан має

вигляд |ψi〉 = ai| ↑↑〉+ bi| ↑↓〉+ ci| ↓↑〉+ di| ↓↓〉, з умовою нормування
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|ai|2 + |bi|2 + |ci|2 + |di|2 = 1. Дiя оператора еволюцiї (5.8) на цей стан

є наступною

|ψ (θ, φ)〉 = U(t)|ψi〉 = aie
−i(φ+θ)| ↑↑〉+ (bi cos θ − ici sin θ) | ↑↓〉

+(−ibi sin θ + ci cos θ) | ↓↑〉+ die
i(φ−θ)| ↓↓〉, (5.11)

де

θ = 2Jt, φ = 2hzt. (5.12)

Зауважимо, що цей стан визначається двома дiйсними параметрами θ i

φ. Довiльний квантовий стан двох кубiтiв задається шiстьма дiйсними

параметрами. Таким чином, така еволюцiя не дозволяє досягнути до-

вiльного стану на цiй системi. Також легко бачити з (5.11), що наступнi

рiвностi задовiльняються

|ψ(θ + π, φ)〉 = −|ψ(θ, φ)〉, (5.13)

|ψ(θ, φ+ 2π)〉 = |ψ(θ, φ)〉. (5.14)

Отже, цей стан, з точнiстю до фази, є перiодичним з перiодом π по θ i

перiодом 2π по φ. Це означає, що параметри θ i φ належать до областi

значень θ ∈ [0, π] i φ ∈ [0, 2π] вiдповiдно. У наступному пiдроздiлi

для того, щоб дослiдити властивостi многовиду, на якому вiдбувається

еволюцiя системи, розрахуємо його метрику.

5.3 Метрика многовиду двох взаємодiючих спiнiв

у магнiтному полi

Вiдстань ds мiж двома близько розташованими чистими квантовими

станами |ψ(ξα)〉 i |ψ(ξα + dξα)〉 задається виразом [84, 177, 178]

ds2 = gαβdξ
αdξβ, (5.15)
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де ξα – це набiр дiйсних параметрiв, якi визначають стан |ψ(ξα)〉. Ком-

поненти метричного тензора gαβ можна знайти iз формули:

gαβ = γ2Re (〈ψα|ψβ〉 − 〈ψα|ψ〉〈ψ|ψβ〉) , (5.16)

де

|ψα〉 =
∂

∂ξα
|ψ〉. (5.17)

Цю метрику можна вивести користуючись означеннями вiдстанi мiж

квантовими станами (для прикладу, див. [84]). Справдi, записавши

квадрат вiдстанi Фубiнi-Студi мiж двома близькими квантовими ста-

нами

ds2 = γ2
(

1− |〈ψ(ξα)|ψ(ξα + dξα)〉|2
)

(5.18)

i розклавши |ψ(ξα+dξα)〉 в ряд Тейлора з точнiстю до другого порядку

за dξα, отримаємо вираз для квадрату вiдстанi (5.15).

Для прикладу, вiдстань мiж двома близько розташованими ста-

нами на просторi системи спiну 1/2 має вигляд [84, 177]

ds2 =
γ2

4

(

(dθ)2 + sin2 θ(dφ)2
)

. (5.19)

Кути θ i φ вiдiграють роль параметрiв ξα. Варто зазначити, що тут

метричний тензор описує метрику сфери радiуса γ/2. При γ = 2 сфера

називається сферою Блоха.

Розрахуємо метрику многовиду, який визначається станом (5.11).

Як вже було зауважено, цей стан задається двома дiйсними параме-

трами θ i φ. Тому розрахуємо наступнi похiднi

|ψθ〉 = −iaie−i(φ+θ)| ↑↑〉+ (−bi sin θ − ici cos θ) | ↑↓〉

+(−ibi cos θ − ci sin θ) | ↓↑〉 − idie
i(φ−θ)| ↓↓〉,

|ψφ〉 = −iaie−i(φ+θ)| ↑↑〉+ idie
i(φ−θ)| ↓↓〉. (5.20)
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Використовуючи цi результати, отримаємо наступнi скалярнi добутки

〈ψ|ψθ〉 = −i [1− B] , 〈ψ|ψφ〉 = −iD,

〈ψθ|ψθ〉 = 1, 〈ψφ|ψφ〉 = A, 〈ψφ|ψθ〉 = D, (5.21)

де

A = |ai|2 + |di|2, B = |bi − ci|2, D = |ai|2 − |di|2. (5.22)

Тепер, пiдставляючи вираз (5.21) у вираз (5.16), отримаємо квадрат

вiдстанi мiж двома близько розташованих станами

ds2 = γ2
[

B (2− B) (dθ)2 +
(

A−D2
)

(dφ)2 + 2DBdθdφ
]

. (5.23)

Легко показати, що наступна замiна

φ = φ′ − kθ′, θ = θ′ (5.24)

переводить метрику у дiагональну форму

ds2 = γ2

[

B
(

2A− 2D2 − BA
)

A−D2
(dθ′)2 +

(

A−D2
)

(dφ′)2
]

, (5.25)

де k = DB
A−D2 . У такому разi стан (5.11), переписаний через параметр

φ′, має вигляд

|ψ (θ, φ′)〉 = aie
−i(φ′+(1−k)θ′)| ↑↑〉+ (bi cos θ

′ − ici sin θ
′) | ↑↓〉

+(−ibi sin θ′ + ci cos θ
′) | ↓↑〉+ die

i(φ′−(1+k)θ′)| ↓↓〉. (5.26)

Цей стан задовiльняє наступнi перiодичнi умови:

|ψ(θ′ + π, φ′ + kπ)〉 = −|ψ(θ′, φ′)〉, (5.27)

|ψ(θ′, φ′ + 2π)〉 = |ψ(θ′, φ′)〉 (5.28)



98

Необхiдно зауважити, що компоненти метричного тензора gθ′θ′ i gφ′φ′

є додатнiми величинами i не залежать вiд параметрiв θ′ i φ′. Дiйсно,

пiдставляючи позначення (5.22) у вираз (5.25), отримаємо, що

B
(

2A− 2D2 −BA
)

= (|ai|2 + |di|2)|b2i − c2i |2 + 8|ai|2|di|2|bi − ci|2 ≥ 0,

A−D2 = |ai|2(1− |ai|2) + |di|2(1− |di|2) + 2|ai|2|di|2 ≥ 0. (5.29)

Таким чином, незалежнiсть компонент метричного тензора вiд пара-

метрiв θ i φ означає, що метрика є плоскою. Також враховуючи, що

цi параметри є перiодичнi робимо висновок, що вираз (5.24) або (5.25)

задає метрику тора. Давайте дослiдимо заплутанiсть станiв, якi нале-

жать до цього многовиду.

5.4 Заплутанiсть квантових станiв на торi

Забезпечення рiзних алгоритмiв для квантових обчислень вимагає при-

готування максимально заплутаних станiв. Для прикладу, для реалiза-

цiя найпростiшої схеми квантової телепортацiї одного кубiту необхiдно

створити ЕПР пару [158]. Тому корисно буде дослiдити заплутанiсть

станiв, якi належать до многовиду, що визначається метрикою (5.24).

Рiвень заплутаностi двох спiнiв можна визначити за допомогою

узгодженостi [179], [180]

C = 2|ad− bc|, (5.30)

де параметри a, b, c i d визначаються виразом a| ↑↑〉+ b| ↑↓〉+ c| ↓↑〉
+ d| ↓↓〉. Використовуючи це означення, отримаємо узгодженiсть для

стану (5.11)

C = 2

∣

∣

∣

∣

aidie
−i2θ −

(

bici cos 2θ −
i

2

(

b2i + c2i
)

sin 2θ

)∣

∣

∣

∣

. (5.31)
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Легко бачити, що заплутанiсть стану (5.11) залежить тiльки вiд па-

раметра θ, що пропорцiйний до величини взаємодiї мiж спiнами. Це

означає, що для кожного фiксованого значення θ iснують лiнiї на то-

рi, якi мiстять всi стани iз тiєю самою заплутанiстю. Користуючись

виразом (5.24) або (5.25), якi ми отримали у попередньому пiдроздiлi,

отримуємо, що цi лiнiї є колами iз радiусом

R = γ
√

A−D2. (5.32)

Застосуємо вище отриманi результати для випадку коли початко-

вий стан системи має вигляд

|ψi〉 = |+−〉, (5.33)

де |+〉 = cos χ
2 | ↑〉 + sin χ

2e
iη| ↓〉, |−〉 = − sin χ

2 | ↑〉 + cos χ
2e

iη| ↓〉 є вла-

сними станами оператора проекцiї спiну 1/2 на напрямок n iз дода-

тнiм i вiд’ємним власними значеннями вiдповiдно. Вектор n можна

представити за допомогою сферичних координат наступним чином

n = (sinχ cos η, sinχ sin η, cosχ), де χ ∈ [0, π] i η ∈ [0, 2π] є поляр-

ним i азимутальним кутами вiдповiдно. Стан (5.33) є власним станом

системи двох спiнiв помiщених у магнiтне поле, яке спрямоване вздовж

осi n. Пiдставляючи параметри, якi задають стан (5.33) у вираз (5.24)

отримаємо, що у цьому випадку еволюцiя вiдбувається на многовидi,

який є тором iз метрикою

ds2 = γ2
(

(dθ)2 +
1

2
sin2 χ(dφ)2

)

. (5.34)

З формули (5.31) отримуємо залежнiсть заплутаностi вiд параметру θ

на цьому многовидi

C = | sin 2θ|. (5.35)
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Легко бачити, що умова θ = π
4

вiдповiдає максимально заплутаному

становi

|ψENT (φ)〉 = − cos
χ

2
sin

χ

2
e−i(φ+π

4 )| ↑↑〉+ 1√
2

(

cos2
χ

2
+ i sin2

χ

2

)

eiη| ↑↓〉

+
1√
2

(

i cos2
χ

2
+ sin2

χ

2

)

ei(η+π)| ↓↑〉+ cos
χ

2
sin

χ

2
ei2ηei(φ−

π
4 )| ↓↓〉. (5.36)

Iншими словами цей стан може бути отриманий iз початкового стану

(5.33) за час π
8J . Для прикладу, розглянемо випадок коли χ = 0, що

вiдповiдає наступному початковому стану | ↑↓〉. Тодi, за перiод часу
π
8J

отримаємо наступний максимально заплутаний стан

|ψENT 〉 =
1√
2
| ↑↓〉 − i√

2
| ↓↑〉. (5.37)

В цьому випадку еволюцiя буде вiдбуватися на многовидi, який є колом

iз радiусом γ.

Варто зазначити, що якщо початковий стан складається iз супер-

позицiї станiв (5.4)-(5.6), то тодi еволюцiя буде вiдбуватися на много-

видi, який є колом радiуса (5.32). Всi стани, якi належать до цього мно-

говиду мають одну i ту саму заплутанiсть, величина якої визначається

параметрами, що визначають початковий стан. Цей факт завдячує то-

му, що початковий стан є власним станом частини гамiльтонiану, що

описує взаємодiю (5.2) мiж спiнами. Тому еволюцiя буде вiдбуватися,

тiльки, пiд дiєю магнiтного поля, яке на заплутанiсть системи нiяк не

впливає. Це тому, що унiтарнi перетворення, якi дiють окремо на ко-

жен спiн, не змiнюють заплутаностi. Розглянемо приклад. Нехай поча-

тковий стан є наступним 1
2 (| ↑↑〉+ | ↑↓〉+ | ↓↑〉+ | ↓↓〉), тодi еволюцiя

буде вiдбуватися на колi радiуса γ√
2
, на якому всi стани є незаплутанi.

У випадку коли початковий стан має вигляд 1
2(| ↑↑〉+ | ↑↓〉+ | ↓↑〉), тодi

система еволюцiонує на колi радiуса γ
√
3
4

з заплутанiстю станiв C = 1
2
.
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На закiнчення цього роздiлу варто зауважити, що у випадку, коли

початковий стан системи має вигляд | + +〉 або | − −〉, тодi еволюцiя

вiдбувається на многовидi, який є колом iз радiусом γ√
2
sinχ. Також,

легко переконатися, що всi стани, якi належать до цього многовиду є

незаплутаними. Це пояснюється тим, що у даному випадку початковий

стан є власним станом частини гамiльтонiану системи, яка задає взає-

модiю мiж спiнами. Це означає, що еволюцiя системи буде вiдбуватися

завдяки магнiтному полю.

5.5 Висновки

Ми розглянули систему двох спiнiв, взаємодiя мiж якими описується

iзотропним гамiльтонiаном Гайзенберґа. Було дослiджено квантову ево-

люцiю цiєї системи у зовнiшньому магнiтному полi, яке спрямоване

вздовж осi z. Також показано, що еволюцiя визначається двома па-

раметрами, а саме, часом i величиною магнiтного поля. Ця еволюцiя

є перiодичною вiдносно цих параметрiв. Це означає, що вона вiдбува-

ється на деякому двовимiрному многовидi, який є замкнутий. Нами

було отримано метрику цього многовиду i показано, що вона описує

тор. На закiнчення ми порахували заплутанiсть станiв, якi лежать на

ньому. Також знайдено кривi постiйної заплутаностi. Цi кривi є ко-

лами iз радiусом (5.32), який залежить вiд параметрiв початкового

стану системи. Отриманi результати ми застосували до випадку, коли

початковий стан системи (5.33) є факторизованим i є одним iз власних

станiв системи двох спiнiв у магнiтному полi, яке спрямоване вздовж

визначеного напрямку. Також було знайдено умови, якi дозволяють

досягнути максимально заплутаного стану (5.36) на даному многови-

дi.
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Важливо зазначити, що коли початковий стан складається iз су-

перпозицiї власних станiв (5.4)-(5.6), якi вiдповiдають тричi виродже-

ному рiвню iзотропного гамiльтонiану Гайзенберґа (5.2), тодi еволюцiя

вiдбувається на многовидi, який є колом. Всi стани, якi належать до

цього многовиду мають ту саму заплутанiсть. У цьому випадку еволю-

цiя буде забезпечуватися магнiтним полем, яке не змiнює заплутаностi

системи. Це тому, що унiтарнi оператори, якi окремо дiють на кожен

спiн, не змiнюють заплутаностi системи.
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Роздiл 6

Задача про брахiстохрону для

довiльного спiну у магнiтному полi

6.1 Вступ

Багаторiвневi квантовi системи є бiльш ефективнiшi для проведен-

ня квантових обчислень, нiж дворiвневi кубiти, тому що на них мо-

жна записати бiльше iнформацiї. В залежностi вiд кiлькостi енерге-

тичних рiвнiв, якi має система, їх називають кутрiтом, який скла-

дається з трьох рiвнiв, кукуадом, що має чотири рiвнi. У загально-

му випадку система, яка має d рiвнiв, називається кудiтом. Фiзичнi

властивостi цих систем забезпечують кращу реалiзацiю квантових об-

числень [144–146] i квантової криптографiї [142, 147]. Для прикладу,

протокол для квантової криптографiї створений на системi кудiтiв є

краще захищений вiд ”пiдслуховування”, нiж протокол, створений на

системi кубiтiв [140–143]. Реалiзацiя квантового комп’ютера на систе-

мi кутрiтiв, якi створенi на спiнах йонiв атомiв, керованих магнiтним

полем є описана у роботi [148].

Для реалiзацiї кудiтiв часто використовують спiни електронiв або

ядер атомiв. Наприклад, як вже було згадано у роздiлi 4 i показа-

но у роботi [15], що кубiт можна приготувати на ядрi йонiзованого

атома фосфору. Керування такими системами можна здiйснювати за

допомогою магнiтних полiв (наприклад, див. [84]). Наприклад, зада-
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ча оптимальної еволюцiї системи спiну 1/2 у магнiтному полi була

розглянута у статтi [86]. Еволюцiю такої системи можна зобразити на

сферi Блоха рис. 3.1, яка мiстить всi можливi стани системи спiну 1/2,

а стани, якi лежать на дiаметрально протилежних точках є ортого-

нальними мiж собою. Задачу про брахiстохрону для системи спiну 1,

який знаходиться у магнiтному полi, розглянуто у працi [9], де вважа-

лося, що у початковий момент часу система знаходиться в одному з

власних станiв z-компоненти оператора спiну. У цiй роботi було зна-

йдено оптимальний гамiльтонiан i час еволюцiї спiну, але нiде не було

описано таку еволюцiю з геометричної точки зору. Також немає ро-

бiт, де було б дослiджено многовиди, на яких вiдбувається еволюцiя

системи спiну 1 у магнiтному полi. Проте, було розглянуто многовиди

так званих атомних когерентних станiв, якi отримуються поворотом

власного стану z-компоненти оператора моменту кiлькостi руху з най-

меншим власним значенням навколо осi, яка знаходиться в площинi

xy, [137, 138]

|ψ−s〉 = e−iθ(Sx cosφ+Sy sinφ)| − s〉, (6.1)

де θ, φ – це кути у сферичнiй системi координат, Sα – це компоненти

оператора моменту кiлькостi руху. Варто зазначити, що у випадку си-

стеми спiну s такий стан можна досягнути за допомогою дiї магнiтного

поля на власний стан z-компоненти оператора спiну, який вiдповiдає

найменшому власному значенню. Стан (6.1) знаходиться на многовидi,

який є сферою радiуса γ
√

s
2

i визначається параметрами θ i φ [137,138].

Параметр γ вибирається з мiркувань зручностi i в багатьох задачах йо-

го часто ставлять рiвним 1,
√
2 або 2. Цiкаво розглянути метрику мно-

говиду, який можна отримати подiбним чином, як у випадку зi станом

(6.1), де початковий стан є будь-яким власним станом z-компоненти
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оператора моменту кiлькостi руху. Iнформацiя про вигляд таких мно-

говидiв є корисною для дослiдження еволюцiї спiну s у магнiтному

полi.

6.2 Обертовi многовиди спiну 1/2 i спiну 1

Поворот квантового стану системи спiну s |ψi〉 на кут χ навколо деякої

осi, що спрямована вздовж одиничного вектора n, можна реалiзувати

наступним чином:

|ψf〉 = e−iχS·n|ψi〉, (6.2)

де S є оператором спiну величиною s. У сферичнiй системi коорди-

нат вектор n має вигляд n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ), де θ i φ є

полярним i азимутальним кутами вiдповiдно. Ми працюємо в системi

одиниць вимiру, де ~ = 1. Це означає, що енергiя вимiрюється в оди-

ницях частоти. Розглянемо поворот для спiну 1/2. Оператор спiну 1/2

задається матрицями Паулi σ наступним чином S = 1
2σ. Повертаючи

власнi стани σz на кут θ навколо осi y i на кут φ навколо осi z можна

досягнути довiльного квантового стану системи спiну 1/2 σz

|ψ+〉 = e−iφ
2
σze−i θ

2
σy | ↑〉 =





cos θ
2e

−iφ
2

sin θ
2e

iφ
2



 , (6.3)

|ψ−〉 = e−iφ
2
σze−i θ

2
σy | ↓〉 =





− sin θ
2
e−iφ

2

cos θ
2e

iφ
2



 . (6.4)

Тут ми скористалися наступним представленням оператора повороту

e−i θ
2
σα = cos

θ

2
− i sin

θ

2
σα,

де α = x, y, z. Варто зазначити, що стани (6.3) i (6.4) є власними стана-

ми оператора σ ·n з власними значеннями 1 i −1 вiдповiдно. Змiнюючи
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параметри θ i φ у виразi (6.3) чи (6.4), в наступних iнтервалах θ ∈ [0, π]

i φ ∈ [0, 2π] можна досягнути довiльного стану спiну 1/2. Iншими сло-

вами цi iнтервали покривають весь простiр станiв цiєї системи.

Розглянемо такi самi повороти для спiну 1. У матричному пред-

ставленi компоненти оператора спiну 1 мають вигляд

Sx =
1√
2











0 1 0

1 0 1

0 1 0











, Sy =
i√
2











0 −1 0

1 0 −1

0 1 0











,

Sz =











1 0 0

0 0 0

0 0 −1











. (6.5)

Оператор повороту спiну 1 навколо вектора n можна представити у

виглядi [9]

e−iχS·n = 1− (S · n)2 2 sin2 χ
2
− iS · n sinχ. (6.6)

Оператор S·n має три власнi значення 1, 0, −1, що вiдповiдають вiдпо-

вiдним власним векторам |ψ1〉, |ψ0〉, |ψ−1〉. Довiльний квантовий стан

трирiвневої системи можна представити у виглядi лiнiйної комбiнацiї

цих векторiв. Очевидно, що рiвняння (6.6) виконується. Легко бачити,

що для параметру λ, який може приймати лише три значення 1, 0 i

−1, виконується рiвнiсть

eλx = (1− λ)(1 + λ) +
1

2
λ(λ+ 1)ex +

1

2
λ(λ− 1)e−x. (6.7)

Тодi скориставшись цiєю рiвнiстю для оператора повороту спiну 1,

отримаємо рiвняння (6.6). У загальному випадку, коли параметр λ мо-

же приймати n значень, а саме, λ1, λ2, ..., λn, є справедливий наступний
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розклад

eλx =

n
∑

m=1

n
∏

k 6=m=1

λ− λk
λm − λk

eλmx. (6.8)

Тепер, користуючись рiвнiстю (6.6), можна записати оператори,

якi здiйснюють повороти квантового стану спiну 1 навколо осей x, y i

z, у виглядi

e−iθSα = 1− Sα
22 sin2

θ

2
− iSα sin θ, (6.9)

де α = x, y, z. Власнi стани оператора Sz, що вiдповiдають власним

значенням 1, 0, −1, позначимо наступним чином |1〉, |0〉, | − 1〉 вiдпо-

вiдно. Цi стани грають роль базисних векторiв. Подiбно, як у випадку

системи спiну 1/2, розглянемо повороти цих векторiв на кути θ i φ

навколо осей y i z вiдповiдно. Скориставшись представленням (6.9),

отримаємо

|ψ1〉 = e−iφSze−iθSy |1〉 =











1
2 (1 + cos θ) e−iφ

1√
2
sin θ

1
2
(1− cos θ) eiφ











, (6.10)

|ψ0〉 = e−iφSze−iθSy |0〉 =











− 1√
2
sin θe−iφ

cos θ

1√
2
sin θeiφ











, (6.11)

|ψ−1〉 = e−iφSze−iθSy| − 1〉 =











1
2 (1− cos θ) e−iφ

− 1√
2
sin θ

1
2
(1 + cos θ) eiφ











. (6.12)

Варто зазначити, що цi стани є власними станами оператора S · n з

вiдповiдними власними значеннями 1, 0 i −1. Легко бачити, що стани

|ψ1〉 i |ψ−1〉 лежать на одному обертовому многовидi, а стан |ψ0〉 на-

лежить до iншого обертового многовиду. Щоб охопити весь многовид,
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який задається станами |ψ1〉 i |ψ−1〉 є необхiдним щоб параметри θ i φ

пробiгали значення в iнтервалах θ ∈ [0, π] i φ ∈ [0, 2π]. У випадку мно-

говиду, що визначається станом |ψ0〉 бачимо, що вiн двiчi охоплюється

при змiнi параметрiв θ i φ в цих iнтервалах. Це тому, що з точнiстю

до фази наступнi замiни θ → π − θ i φ → φ + π переводять стан |ψ0〉
в самого себе. У цей самий час цi замiни дозволяють перевести стан

|ψ1〉 в стан |ψ−1〉. Проте, не iснує такого типу замiн щоб перевести

стан з одного многовиду на iнший. Це означає, що цi многовиди не

перетинаються мiж собою.

На вiдмiну вiд випадку системи спiну 1/2, де обертовий многовид

збiгається з двовимiрним квантовим простором станiв, нi один з мно-

говидiв, що задаються станами (6.10)-(6.12) не збiгається з простором

станiв системи спiну 1. Це тому, що кiлькiсть параметрiв, яка визначає

кожен многовид є недостатньою для задання простору станiв спiну 1,

який має задаватися чотирма дiйсними параметрами. Варто зазначи-

ти, що лiнiйна комбiнацiя станiв, що лежать на одному з многовидiв,

не належить до цього многовиду. Цей факт означає, що обертовий

многовид не володiє властивостями простору.

6.3 Метрики обертових многовидiв спiну 1/2 i спi-

ну 1

Знайдiмо метрику обертових многовидiв, якi задаються станами (6.10)-

(6.12), отриманих для спiну s = 1. Цi стани також визначаються дво-

ма дiйсними параметрами θ i φ. Як було зазначено у попередньому

пiдроздiлi, власнi стани (6.10), (6.12) лежать на одному i тому само-

му многовидi, а стан (6.11) на iншому. Таким чином, для того щоб

отримати метрику цих многовидiв, достатньо розглянути стани (6.10)
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i (6.11). Отже, знайдiмо похiднi вiд цих станiв по параметрах θ i φ

|ψ1 θ〉 =











−1
2 sin θe

−iφ

1√
2
cos θ

1
2 sin θe

iφ











, |ψ1 φ〉 =











− i
2 (1 + cos θ) e−iφ

0

i
2
(1− cos θ) eiφ











,

|ψ0 θ〉 =











− 1√
2
cos θe−iφ

− sin θ

1√
2
cos θeiφ











, |ψ0 φ〉 =











i√
2
sin θe−iφ

0

i√
2
sin θeiφ











. (6.13)

Тепер, користуючись цими виразами, отримаємо наступнi скалярнi до-

бутки

〈ψ1|ψ1 θ〉 = 0, 〈ψ1 θ|ψ1 θ〉 =
1

2
,

〈ψ1|ψ1 φ〉 = −i cos θ, 〈ψ1 φ|ψ1 φ〉 =
1

2

(

1 + cos2 θ
)

,

〈ψ1 θ|ψ1 φ〉 =
i

2
sin θ,

〈ψ0|ψ0 θ〉 = 0, 〈ψ0 θ|ψ0 θ〉 = 1,

〈ψ0|ψ0 φ〉 = 0, 〈ψ0 φ|ψ0 φ〉 = sin2 θ,

〈ψ0 θ|ψ0 φ〉 = 0. (6.14)

Пiдставляючи цi добутки в означення компонент метричного тензора

(5.16), отримаємо квадрат вiдстанi мiж двома близькими станами на

обертових многовидах для системи спiну 1

ds21 =
γ2

2

(

(dθ)2 + sin2 θ(dφ)2
)

, (6.15)

ds20 = γ2
(

(dθ)2 + sin2 θ(dφ)2
)

, (6.16)

де iндекс бiля ds задає власний стан, який лежить на даному многови-

дi. Легко бачити, що вираз (6.15) задає метрику сфери радiуса γ/
√
2. З
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властивостей станiв (6.10), (6.12) випливає, що ортогональнi стани ле-

жать на дiаметрально протилежних точках цiєї сфери. У випадку дру-

гого многовиду маємо iншу ситуацiю. Як було згадано ранiше, замiни

θ → π− θ i φ→ φ+π переводять стан |ψ0〉 з точнiстю до фази в само-

го себе. Такий многовид називається елiптичною геометрiєю. Також,

важливо зазначити, що ортогональнi стани на многовидi (6.16) роздi-

ленi кутом π/2. Дiйсно, скалярний добуток станiв |ψ0〉 ≡ |ψ0(θ, φ)〉 i

|ψ′
0〉 ≡ |ψ(θ′, φ′)〉, якi належать до цього многовиду має вигляд

〈ψ0|ψ′
0〉 = sin θ sin θ′ cos(φ− φ′) + cos θ cos θ′. (6.17)

З друго боку це дорiвнює скалярному добутковi двох одиничних ве-

кторiв n i n′, якi визначаються наборами сферичних кутiв θ, φ i θ′, φ′

вiдповiдно. Цей добуток перетворюється в нуль, коли кут мiж векто-

рами є рiвним π/2, що й треба було довести.

6.4 Задача про брахiстохрону для спiну 1 у магнi-

тному полi

У цьому пiдроздiлi ми розглянемо задачу брахiстохрони на оберто-

вих многовидах, якi задаються виразами (6.15), (6.16), якi отриманi

для спiну 1. Гамiльтонiан, який може забезпечити еволюцiю на таких

многовидах є гамiльтонiаном спiну 1, який знаходиться у зовнiшньому

магнiтному полi, що спрямоване вздовж одиничного вектора n
′

H = ωS · n′, (6.18)

де ω – пропорцiйне до напруженостi магнiтного поля i вимiрюється в

одиницях частоти, n′ задається двома сферичними кутами θ′ i φ′. Нага-

даємо, що ми працюємо в системi одиниць, де ~ = 1. Цей гамiльтонiан
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має три власнi значення ω, 0 i −ω, що вiдповiдають наступним власним

векторам (6.10)-(6.12), де кути θ i φ потрiбно замiнити на θ′ i φ′ вiдпо-

вiдно. Гамiльтонiан (6.18) мiстить тiльки два вiльнi параметри, а саме,

два кути θ′ i φ′. Довiльний стан спiну 1 задається чотирма дiйсними

параметрами. Таким чином, ми не можемо досягнути довiльного ста-

ну на цiй системi, використовуючи оператор еволюцiї з гамiльтонiаном

(6.18).

Задачу квантової брахiстохрони для спiну 1, який знаходиться у

магнiтному полi дослiджено у роботi [9]. Автори розглядають насту-

пну проблему: ”як потрiбно спрямувати магнiтне поле з фiксованою

величиною ω, щоб еволюцiя вiд заданого початкового |ψi〉 до заданого

кiнцевого |ψf〉 станiв пройшла за найкоротший час?” У цiй роботi за-

дачу дослiджено стандартним способом. А саме, було отримано умови,

при яких вiдбувається оптимальна еволюцiя, дiючи оператором еволю-

цiї на початковий стан i прирiвнюючи його до заданого кiнцевого. Ми

розв’язали цю задачу, виходячи з геометричних властивостей оберто-

вих многовидiв спiну 1. Розглянемо цю проблему детальнiше.

Використовуючи рiвняння (6.7), оператор еволюцiї з гамiльтонiа-

ном (6.18) прийме форму

e−iHt = 1− (S · n′)
2
2 sin2

ωt

2
− iS · n′ sinωt. (6.19)

Тепер, використовуючи цей оператор, ми можемо розглянути квантову

еволюцiю цiєї системи, коли початковий стан є одним з власних станi

оператора Sz |1〉, |0〉 i | − 1〉 [9]

|ψ1(t)〉 = e−iHt|1〉

=











1−
(

1 + cos2 θ′
)

sin2 ωt
2
− i cos θ′ sinωt

−
(√

2 cos θ′ sin θ′ sin2 ωt
2 + i√

2
sin θ′ sinωt

)

eiφ
′

− sin2 θ′ sin2 ωt
2 e

i2φ′











, (6.20)
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|ψ0(t)〉 = e−iHt|0〉

=











− 1√
2

(

2 cos θ′ sin θ′ sin2 ωt
2 + i sin θ′ sinωt

)

e−iφ′

1− 2 sin2 θ′ sin2 ωt
2

1√
2

(

2 cos θ′ sin θ′ sin2 ωt
2 − i sin θ′ sinωt

)

eiφ
′











, (6.21)

|ψ−1(t)〉 = e−iHt| − 1〉

=











− sin2 θ′ sin2 ωt
2 e

−i2φ′

(√
2 cos θ′ sin θ′ sin2 ωt

2 − i√
2
sin θ′ sinωt

)

e−iφ′

1−
(

1 + cos2 θ′
)

sin2 ωt
2 + i cos θ′ sinωt











. (6.22)

Легко бачити, що цi стани з точнiстю до фази є власним станами (6.10)-

(6.12)

|ψ1(t)〉 = eiβ|ψ1〉, (6.23)

|ψ0(t)〉 = |ψ0〉, (6.24)

|ψ−1(t)〉 = e−iβ|ψ−1〉, (6.25)

де

β = 2φ′ − φ+ (2k + 1)π,

k є довiльним цiлим числом. Тут ми ввели наступнi позначення:

φ = φ′ − arctg
cos ωt

2

cos θ′ sin ωt
2

,

sin
θ

2
= sin θ′ sin

ωt

2
. (6.26)

Звiдси видно, що якщо початковий стан належить до одного з много-

видiв, тодi квантова еволюцiя цiєї системи вiдбувається на цьому мно-

говидi. Iншими словами, як ми згадували ранiше, гамiльтонiан (6.18)
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реалiзує еволюцiю на двох многовидах окремо i не переводить стан з

одного многовиду на iнший. Для прикладу, ми не можемо досягнути

стану |0〉, розпочинаючи еволюцiю зi стану |1〉.

Рис. 6.1: Визначення шляху s, який система спiну у магнiтному полi подолала пiд

час еволюцiї мiж початковим |ψi〉 i кiнцевим |ψf 〉 станами. Одиничний вектор n’

вказує напрямок магнiтного поля.

Час еволюцiї системи мiж початковим |ψi〉 i кiнцевим |ψf〉 станами

визначається виразом

t =
s

v
, (6.27)

де s є шляхом, який система подолала пiд час еволюцiї мiж визначе-

ними станами, v є швидкiстю, з якою система еволюцiонує.

Використовуючи отриманi результати дослiдимо задачу брахiсто-

хрони окремо на многовидах, якi задаються виразами (6.15) i (6.16).

Спочатку розглянемо оптимальну еволюцiю на многовидi, який визна-

чається виразом (6.15). Нехай початковий i кiнцевий стани, якi нале-
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жать до цього многовиду мають вигляд |ψi〉 = |1〉,

|ψf〉 =











1
2 (1 + cos θf) e

−iφf

1√
2
sin θf

1
2 (1− cos θf) e

iφf











. (6.28)

Кiнцевий стан можна досягнути при умовi, що кут мiж магнiтним по-

лем i цим станом є таким самим, як кут мiж полем i початковим станом

рис. 6.1. Тодi квантова еволюцiя буде вiдбуватися по дузi кола s нав-

коло вектора n
′, який задає напрямок магнiтного поля. З аналiзу рис.

6.1 випливає, що

s = αr. (6.29)

Легко бачити, що r = R sin θ′. Для визначення кута α знайдiмо дов-

жину прямої, яка з’єднує початковий i кiнцевий стани (хорда кола, на

якому знаходиться дуга s). З одного боку вона рiвна 2r sin α
2
, а з iншо-

го боку, користуючись тим, що початковий i кiнцевий стани роздiленi

кутом θf , рiвна 2R sin
θf
2 . Прирiвнюючи цi два вирази знаходимо, що

α = 2 arcsin
sin

θf
2

sin θ′ . Пiдставляючи знайденi вирази для r i α у вираз

(6.29), отримаємо довжину шляху, яку долає система пiд час еволюцiї

на многовидi (6.15)

s = 2R sin θ′ arcsin
sin

θf
2

sin θ′
, (6.30)

де R = γ√
2

– це радiус многовиду.

Тепер знайдiмо швидкiсть еволюцiї мiж початковим i кiнцевим

станами. Швидкiсть еволюцiї задається формулою Анандана-Ахаронова

[181]

v = γ

√

〈ψ(t)| (∆H)2 |ψ(t)〉. (6.31)



115

Цю формулу можна отримати з наступних мiркувань. Миттєву швид-

кiсть еволюцiї квантового стану можна записати так

v = lim
∆t→0

∆s

∆t
=
ds

dt
,

де ∆s є вiдстанню мiж двома близькими квантовими станами (для

прикладу, див. [84]). Так як для двох близько розташованих станiв всi

вiдстанi збiгаються, то можна написати

∆s = d (|ψ(t)〉, |ψ(t+∆t)〉) = γ
√

1− |〈ψ(t)|ψ(t +∆t)〉|2.

Розклавши |ψ(t+∆t)〉 в ряд Тейлора з точнiстю до (∆t)2 i зробивши

вiдповiднi обчислення, отримаємо вираз для швидкостi еволюцiї (6.31).

Щоб знайти швидкiсть еволюцiї на многовидi, що описується ви-

разом (6.15), стан (6.20) i гамiльтонiан (6.18) пiдставимо у вираз (6.31),

отримаємо

v = γ

√

〈ψ1(t)| (∆H)2 |ψ1(t)〉 = γ

√

〈1| (∆H)2 |1〉 = ωR sin θ′. (6.32)

Тут ми скористалися тим, що |ψ1(t)〉 = e−iHt|1〉. Тепер, пiдставляючи

вирази для довжини пройденого шляху (6.30) i швидкостi еволюцiї

(6.32) у рiвняння (6.27), отримаємо час еволюцiї мiж початковим |ψi〉 =
|1〉 i кiнцевим (6.28) станами

t =
2

ω
arcsin

sin
θf
2

sin θ′
. (6.33)

Звiдси видно, що мiнiмальний час еволюцiї досягається коли θ′ = π
2

tmin =
θf
ω
. (6.34)

Ця умова також вiдповiдає мiнiмальнiй довжинi пройденого шляху

smin = γθf/
√
2 i максимальнiй швидкостi еволюцiї vmax = γω/

√
2.

Оптимальна еволюцiя вiдбувається по дузi великого кола, яка з’єд-

нує два стани на нашому многовидi (геодезична лiнiя). Для прикладу,
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у випадку коли θf = π, що вiдповiдає еволюцiї мiж двома ортого-

нальними станами, мiнiмальний шлях i мiнiмальний час мають вигляд

smin = γπ/
√
2 i tmin = π/ω. З всього вище сказаного можна зробити

висновок, що оптимальна еволюцiя вiдбувається тодi, коли напрямок

магнiтного поля є перпендикулярним до початкового i кiнцевого ста-

нiв. Це означає, що одиничний вектор, який задає напрямок магнiтного

поля можна записати у виглядi n′
opt = (− sinφf , cosφf , 0), а гамiльто-

нiан, який забезпечує оптимальну еволюцiю приймає вигляд

Hopt = ωS · n′
opt. (6.35)

Подiбну ситуацiю маємо у випадку iз многовидом, що описується

виразом (6.16). Розглянемо еволюцiю мiж станами |ψi〉 = |0〉 i

|ψf〉 =











− 1√
2
sin θfe

−iφf

cos θf
1√
2
sin θfe

iφf











.

Подiбно, як у попередньому випадку, отримаємо, що довжина пройде-

ного шляху i швидкiсть еволюцiї для даного многовиду визначається

формулами (6.30) i (6.32) вiдповiдно. Тiльки тут радiус многовиду рiв-

ний R = γ. Легко бачити, що час еволюцiї визначається рiвнянням

(6.33). У цьому випадку еволюцiя по брахiстохронi також вiдповiдає

перпендикулярнiй орiєнтацiї магнiтного поля вiдносно початкового i

кiнцевого станiв. Отже, час оптимальної еволюцiї також визначається

рiвнянням (6.34), а гамiльтонiан, який забезпечує таку еволюцiю, за-

дається виразом (6.35). Варто зазначити, що на вiдмiну вiд еволюцiї

на многовидi з m = ±1, мiнiмальний час еволюцiї мiж двома ортого-

нальними станами на даному многовидi є наступним π/2ω. Це тому,

що, як вже було зазначено ранiше, на цьому многовидi ортогональнi

стани є роздiленi кутом π/2.
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6.5 Узагальнення для довiльного спiну

Проблему, яку ми розглянули у попереднiх пiдроздiлах для системи

спiну 1, можна узагальнити для системи довiльного спiну. А саме,

розглянемо таку проблему: яка геометрiя обертових многовидiв, що

визначають положення всiх станiв, якi можна досягнути поворотами

власних станiв оператора проекцiї спiну s на напрямок n? Власний

стан оператора S ·n, що вiдповiдає власному значенню m можна пред-

ставити у виглядi

|ψm〉 = e−iφSze−iθSy |m〉, (6.36)

де S є оператором спiну s, n – це одиничний вектор, який визначається

сферичними кутами θ i φ, |m〉 є власним станом оператора Sz з власним

значенням m. Тут власнi стани Sz вiдiграють роль базисних векторiв.

Як видно, стан (6.36) визначається двома дiйсними параметрами θ i

φ. Доволi тяжко записати у явнiй формi власнi стани оператора S · n
для спiну 3/2 i провести конкретнi математичнi дiї з цими станами

щоб почислити їх метрику. Тому, щоб спростити подальшi обчислен-

ня будемо використовувати представлення власних станiв оператора

проекцiї спiну s на напрямок n у виглядi (6.36).

Щоб отримати метрику многовиду, який визначається станом (6.36),

спочатку знайдiмо похiднi по θ i φ

|ψm θ〉 = e−iφSz (−iSy) e
−iθSy |m〉,

|ψm φ〉 = (−iSz) e
−iφSze−iθSy|m〉, (6.37)

i запишемо наступнi скалярнi добутки

〈ψm|ψm θ〉 = −i〈m|Sy|m〉, (6.38)

〈ψm θ|ψm θ〉 = 〈m|Sy
2|m〉, (6.39)
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〈ψm|ψm φ〉 = −i〈m|eiθSySze
−iθSy |m〉, (6.40)

〈ψm φ|ψm φ〉 = 〈m|eiθSySz
2e−iθSy |m〉, (6.41)

〈ψm θ|ψm φ〉 = 〈m|eiθSySySze
−iθSy |m〉. (6.42)

Для того щоб почислити цi добутки нагадаємо, що

Sx =
S+ + S−

2
, Sy =

S+ − S−

2i
, (6.43)

де S+ i S− задовiльняють наступнi властивостi

S+|m〉 =
√

s(s+ 1)−m(m+ 1)|m + 1〉,

S−|m〉 =
√

s(s+ 1)−m(m− 1)|m− 1〉. (6.44)

Також використаємо формулу Бакера-Кембела-Гаусдорфа для насту-

пних операторiв

eiθSySze
−iθSy = Sz cos θ − Sx sin θ,

eiθSySz
2e−iθSy = eiθSySze

−iθSyeiθSySze
−iθSy =

(

eiθSySze
−iθSy

)2

= Sx
2 sin2 θ + Sz

2 cos2 θ − (SxSz + SzSx) cos θ sin θ.

Тепер, зробивши певнi обчислення, отримаємо

〈ψm|ψm θ〉 = 0, 〈ψm θ|ψm θ〉 =
1

2

(

s+ s2 −m2
)

〈ψm|ψm φ〉 = −im cos θ,

〈ψm φ|ψm φ〉 =
1

2

(

s+ s2 −m2
)

sin2 θ +m2 cos2 θ,

〈ψm θ|ψm φ〉 = i
m

2
sin θ. (6.45)

Нарештi, пiдставляючи цi скалярнi добутки в означення для компо-

нент метричного тензора (5.16), отримаємо

gθθ =
γ2

2

(

s+ s2 −m2
)

, gφφ =
γ2

2

(

s+ s2 −m2
)

sin2 θ,
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gθφ = 0. (6.46)

Таким чином, многовид, який задається станом (6.36), визначається

наступним виразом

ds2m =
γ2

2

(

s+ s2 −m2
) (

(dθ)2 + sin2 θ(dφ)2
)

. (6.47)

Як ми можемо бачити цей многовид має метрику сфери радiуса

R =
γ√
2

√

s+ s2 −m2. (6.48)

У вступi до цього роздiлу було зауважено, що у роботах [137, 138]

знайдено метрику многовиду, який задається станом (6.1), для яко-

го m = −s. На вiдмiну вiд цих робiт наш результат дозволяє записати

метрику для будь-якого значення m.

З аналiзу (6.47) випливає, що для цiлого спiну iснує s+1 обертовий

многовид, а для пiвцiлого s + 1/2. Для прикладу, у випадку спiну

3/2 будемо мати два многовиди, один iз радiусом γ
√
3/2, а другий iз

радiусом γ
√
7/2, якi вiдповiдають власним значенням m = ±3/2 i m =

±1/2 вiдповiдно. Такий самий результат отримаємо, використовуючи

явну форму власних станiв оператора S · n для спiну 3/2.

На завершення цього пiдроздiлу розглянемо еволюцiю на оберто-

вих многовидах для системи спiну s. Гамiльтонiан, який забезпечує

таку еволюцiю є гамiльтонiаном системи спiну s у магнiтному полi.

Цей гамiльтонiан має вигляд (6.18), де S є оператором спiну s. Покла-

дiмо початковий i кiнцевий стани у виглядi

|ψi〉 = |m〉, |ψf〉 = e−iφfSze−iθfSy |m〉.

Зробивши такi самi кроки, як для спiну 1, отримаємо, що довжина

шляху, який система долає у магнiтному полi вiд початкового до кiнце-

вого стану визначається виразом (6.30), де радiус многовиду задається
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формулою (6.48). Швидкiсть еволюцiї визначаємо iз формули (6.31),

де H – це гамiльтонiан спiну s у магнiтному полi. Використовуючи

вирази (6.43) i (6.44), отримаємо, що швидкiсть еволюцiї на оберто-

вому многовидi залежить вiд радiуса цього многовиду i вiд напрямку

магнiтного поля наступним чином

v = γ

√

〈ψm(t)| (∆H)2 |ψm(t)〉 = γ

√

〈m| (∆H)2 |m〉

= ωR sin θ′. (6.49)

Таким чином, бачимо, що так само як у випадку спiну 1, час еволюцiї

визначається формулою (6.33) i не залежить вiд радiусу многовиду, а

визначається кутом мiж початковим i кiнцевим станом та напрямком

магнiтного поля. Оптимальна еволюцiя вiдбувається, коли напрямок

магнiтного поля є перпендикулярним вiдносно початкового i кiнцевого

станiв. Найкоротший шлях є дугою великого кола, яка з’єднує поча-

тковий i кiнцевий стани на многовидi, i його довжина визначається за

формулою

smin = θfR = θf
γ√
2

√

s+ s2 −m2, (6.50)

а максимальна швидкiсть еволюцiї за формулою

vmax = ωR = ω
γ√
2

√

s+ s2 −m2. (6.51)

Подiливши smin на vmax, отримаємо, що мiнiмальний час еволюцiї ви-

значається з виразу (6.34). Зауважимо, що гамiльтонiан, який забез-

печує цю еволюцiю має вигляд (6.35), де S є оператором спiну s.

6.6 Висновки

Повороти власного стану оператора Sz iз власним значенням m, спо-

чатку на кут θ навколо осi y, а потiм на кут φ навколо осi z, дозволяє
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отримати власний стан оператора проекцiї спiну s на напрямок n(θ, φ)

з тим самим власним значенням. Цей стан лежить на деякому много-

видi, який називається обертовим многовидом, що характеризується

двома дiйсними параметрами θ i φ. Для спiну 1/2 iснує один обер-

товий многовид, який збiгається з двовимiрним квантовим простором

цiєї системи. У загальному випадку iснує s + 1 многовид для цiлого

спiну i s+ 1/2 многовид для пiвцiлого спiну. Також варто зауважити,

що обертовi многовиди для довiльного спiну (виключаючи спiн 1/2)

не збiгаються з квантовим простором цiєї системи, тому що кiлькiсть

параметрiв, якими характеризується цi многовиди, не є достатня щоб

задати квантовий простiр спiну s. Простiр такої системи визначається

4s дiйсними параметрами. Варто зауважити, що обертовi многовиди

для спiну бiльшого за 1/2 не мають властивостей лiнiйних просторi.

Лiнiйна комбiнацiя будь-яких двох станiв, якi лежать на одному з цих

многовидiв не належить до останнього.

Показано, що для спiну 1 iснує два обертовi многовиди, якi вiдпо-

вiдають власним значенням m = ±1 i m = 0 оператора S ·n. Метрика

многовиду з m = ±1 є метрикою сфери радiусу γ/
√
2. Ортогональнi

стани лежать на дiаметрально протилежних точках цiєї сфери. Ме-

трика iншого многовиду (з m = 0) є метрикою сфери радiусу γ. Бу-

ло показано, що останнiй многовид володiє властивостями елiптичної

геометрiї, тому що на дiаметрально протилежних точках цiєї сфери

з точнiстю до фази знаходиться один i той самий стан. Ортогональ-

нi стани на цьому многовидi роздiленi кутом π/2. Цi результати були

узагальненi для довiльного спiну s. Отримано, що в загальному ме-

трика обертового многовиду, що вiдповiдає власному значенню m є

метрикою сфери iз радiусом, який залежить вiд величини спiну s i вiд

величини проекцiї спiну m (6.48). У працях [137, 138] було отримано
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метрику обертового многовиду з m = −s. Результат отриманий нами є

набагато ширший i дозволяє записати метрику многовиду з довiльним

значенням m.

На завершення ми розглянули квантову еволюцiю для системи

спiну 1 у магнiтному полi на обертових многовидах i розв’язали зада-

чу квантової брахiстохрони, використовуючи геометричнi властивостi

цих многовидiв. Було показано, що оптимальна еволюцiя вiдбувається,

коли магнiтне поле має перпендикулярну орiєнтацiю вiдносно початко-

вого i кiнцевого станiв. Гамiльтонiан, який забезпечує цю еволюцiю має

вигляд (6.35). Найкоротший шлях, який з’єднує два фiксованi стани

на обертовому многовидi, є дуга великого кола (геодезична лiнiя). Мi-

нiмальний час еволюцiї прямо пропорцiйний до кута, який роздiляє

початковий i кiнцевий стани i обернено пропорцiйний до величини ма-

гнiтного поля (6.34). Ми отримали подiбнi результати у загальному

випадку для спiну s у магнiтному полi. А саме, що мiнiмальний час

еволюцiї мiж двома станами на будь-якому обертовому многовидi зада-

ється рiвнянням (6.34). Гамiльтонiан, який забезпечує таку еволюцiю

має такий самий вигляд, як для спiну 1 (6.35), тiльки тут оператор S є

оператором спiну s. Зауважимо, що гамiльтонiан спiну s у магнiтному

полi не має достатньої кiлькостi параметрiв (не враховуючи випадок

спiну 1/2), щоб забезпечити еволюцiю мiж двома довiльними стана-

ми. Таким чином, цей факт не дозволяє розглянути задачу квантової

брахiстохрони на всьому гiльбертовому просторi, а саме, знайти опти-

мальну еволюцiю спiну s мiж двома довiльними його станами.
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ВИСНОВКИ

Метою дисертацiйної роботи було дослiдження оптимальної ево-

люцiї класичних i квантових систем.

У роботi розв’язано такi основнi завдання:

1. Розв’язано задачу про брахiстохрону для частинки, яка рухає-

ться у сферично-симетричному ґравiтацiйному полi, що опису-

ється метрикою Шварцшiльда. Зокрема, розраховано рiвняння

оптимальної траєкторiї вiдносно нерухомих спостерiгачiв, якi зна-

ходяться вздовж траєкторiї, а також знайдено рiвняння такої тра-

єкторiї вiдносно вiддаленого спостерiгача. Подiбно до того, як бу-

ло зроблено у випадку ньютонiвського поля, було знайдено рiв-

няння брахiстохрони у однорiдному ґравiтацiйному полi Швар-

цшiльда. Показано, що на великих вiдстанях вiд гравiтацiйного

центру отриманi рiвняння перетворюються у рiвняння, якi ранi-

ше були отриманi для ньютонiвського представлення поля. Також

було знайдено час руху по брахiстохронi. Як приклад, для рiзних

положень початкової i кiнцевої точок було побудовано форми тра-

єкторiй i знайдено часи, якi необхiдно частинцi затратити при русi

по них.

2. Розглянуто задачу про брахiстохрону для системи двох спiнiв з

анiзотропним гамiльтонiаном Гайзенберґа без xz i xy компонент

взаємодiї. Отримано умови для її оптимальної еволюцiї у магнi-

тному полi, яке спрямовано вздовж осi z. Показано, що така ево-
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люцiя вiдбувається окремо на двох пiдпросторах, якi задаються

базисними векторами | ↑↑〉, | ↓↓〉 i | ↑↓〉, | ↓↑〉 вiдповiдно. Також

показано, що на такiй системi можна побудувати квантовi логiчнi

елементи, якi заплутують два спiни на одному i другому пiдпро-

сторi, квантовий логiчний елемент, який обмiнює стани мiж двома

спiнами (SWAP ) i подiбний до останнього логiчний елемент, який

отриманий стан домножує на уявну одиницю (iSWAP ). Розрахо-

вано умови для оптимальної реалiзацiї цих операторiв.

3. Вперше отримано двокроковий метод, який дозволяє приготува-

ти довiльний квантовий стан на системi двох спiнiв, взаємодiя

мiж якими описується iзотропною моделлю Гайзенберґа. Розгля-

нуто спрощену версiю цього методу, яка є застосовною до такої

фiзичної системи як атом зi спiном ядра 1/2 i одним валентним

електроном. Показано, що простiша версiя методу не дозволяє до-

сягнути довiльного квантового стану двох спiнiв, проте дозволяє

приготувати будь-який стан на пiдпросторi, що задається векто-

рами | ↑↓〉, | ↓↑〉. Знайдено умови для створення довiльного ма-

ксимально заплутаного стану на цьому пiдпросторi. Як приклад,

розглянуто приготування стану на системi атома фосфору в ото-

ченi атомiв кремнiю.

4. Вперше показано, що еволюцiя двоспiнової системи, що описує-

ться iзотропним гамiльтонiаном Гайзенберґа, яка знаходиться у

магнiтному полi, вiдбувається на многовидi, який є тором. До-

слiджено заплутанiсть станiв, якi належать до цього многовиду.

Також на цьому многовидi знайдено лiнiї, що мiстять стани iз

однаковою заплутанiстю, а також умови, якi дозволяють систе-

мi еволюцiонувати вздовж них. Отримано умови, якi дозволяють
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досягнути максимально заплутаного стану, коли початковий стан

системи є факторизованим.

5. Розраховано метрику многовиду, який мiстить стани, що досяга-

ються пiд час поворотiв власного стану оператора проекцiї до-

вiльного спiну на визначений напрямок. Показано, що такий мно-

говид є сферою iз радiусом, який залежить вiд параметрiв, що

задають початковий стан спiну, а саме, вiд величини спiну i вели-

чини його проекцiї. Вперше розглянуто задачу брахiстохрони на

такому многовидi. Показано, що гамiльтонiан, який задає еволю-

цiю стану на даному многовидi є гамiльтонiаном довiльного спiну

у магнiтному полi. Доведено, що еволюцiя буде вiдбуватися за

мiнiмально можливий час у випадку, коли поле буде спрямовано

перпендикулярно до початкового i кiнцевого станiв, а траєкторiя,

що вiдповiдає цiй еволюцiї буде дугою великого кола, що з’єднує

два стани на сферi.
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