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Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ñèñòåìàòè÷íîìó âèâ÷åííþ êâàíòîâèõ òà êëà-

ñè÷íèõ (çîêðåìà åëåêòðîìàãíiòíèõ) ñèñòåì ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íå-

êîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò.

Ç ìåòîþ âiäíîâëåííÿ iíâàðiàíòíîñòi âiäíîñíî ïîâîðîòiâ (Ëîðåíö�

iíâàðiàíòíîñòi) çàïðîïîíîâàíî äâi íîâi íåêîìóòàòèâíi àëãåáðè (íåðå-

ëÿòèâiñòñüêó òà ðåëÿòèâiñòñüêó) çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäè-

íàò. Ïîêàçàíî, ùî ó ïðîñòîði ç òàêèìè àëãåáðàìè ïðèñóòíÿ ìiíiìàëüíà

äîâæèíà, çíàéäåíî ¨¨ çíà÷åííÿ. Äëÿ ðåëÿòèâiñòñüêî¨ àëãåáðè çàïðîïî-

íîâàíî ìåòîä ïîáóäîâè íåêîìóòàòèâíèõ ôóíêöié ÿê çàìiíó çiðêîâîìó

äîáóòêó Ìîÿëè, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó ïðîñòîði ç êàíîíi÷íîþ íåêî-

ìóòàòèâíiñòþ. Äîñëiäæåíî ìàòåìàòè÷íi âëàñòèâîñòi äîáóòêó ââåäåíèõ

íåêîìóòàòèâíèõ ôóíêöié.

Ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò òî÷íî ðîçâ'ÿ-

çàíî ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð, çíàéäåíî ñïåêòð i õâèëüîâi ôóíêöi¨ çàäà-

÷i. Ïîêàçàíî, ùî ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü çíiìà¹ âèðîäæåííÿ ðiâíiâ
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ñòîñîâíî ñóìè (2n + l) ãîëîâíîãî òà îðáiòàëüíîãî êâàíòîâèõ ÷èñåë.

Ïðè äåÿêèõ, äîñòàòíüî âåëèêèõ, çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà íåêîìóòàòèâíî-

ñòi îñíîâíèé ñòàí âèÿâëÿ¹òüñÿ äâîêðàòíî âèðîäæåíèé.

Ó ðàìêàõ òåîði¨ çáóðåíü äîñëiäæåíî ñïåêòð àòîìà âîäíþ ó ïðîñòî-

ði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò. Ïîêàçàíî, ùî äëÿ ðiâíiâ

ç l 6= 0 ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü çíiìà¹ âèðîäæåííÿ ïî îðáiòàëüíîìó

êâàíòîâîìó ÷èñëó. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîïðàâîê äî s�ðiâíiâ ðîçâèíó-

òî ìîäèôiêîâàíó òåîðiþ çáóðåíü. Ïåðøi ïîïðàâêè äî s�ðiâíiâ àòîìà

âîäíþ âíàñëiäîê ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi âèÿâèëèñÿ ëîãàðèôìi÷íî

çàëåæíèìè âiä ïàðàìåòðà ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi.

Íà îñíîâi îòðèìàíèõ çíà÷åíü äëÿ ïîïðàâîê äî ñïåêòðó àòîìà âî-

äíþ òà ðåçóëüòàòiâ åêñïåðèìåíòàëüíîãî âèìiðþâàííÿ ÷àñòîòè äâîôî-

òîííîãî 2s − 1s ïåðåõîäó â àòîìi âîäíþ çíàéäåíî âåðõíþ ìåæó ïà-

ðàìåòðà ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi. Îòðèìàíå îáìåæåííÿ ïîðiâíÿíî

ç àíàëîãi÷íèìè îáìåæåííÿìè, çíàéäåíèìè äëÿ ïàðàìåòðà êàíîíi÷íî¨

íåêîìóòàòèâíîñòi.

Äîñëiäæåíî ÷àñîâó åâîëþöiþ êâàíòîâî¨ ÷àñòèíêè â îáåðíåíî êâà-

äðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi. Ïîêàçàíî, ùî êâàíòîâîìåõàíi÷íå ñåðåäí¹ 〈r2〉

åâîëþöiîíó¹ ÿê êâàäðàòè÷íèé ïîëiíîì ïî ÷àñó. Íà îñíîâi îòðèìàíèõ

âèðàçiâ çíàéäåíî óìîâè ïàäiííÿ ÷àñòèíêè íà ïðèòÿãàëüíèé öåíòð. Äî-

áðå âiäîìî, ùî ïðèòÿãàëüíèé îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë íå äî-

ïóñêà¹ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ, îäíàê ïîêàçàíî, ùî iñíóþòü êâàçiñòàöiî-

íàðíi ñòàíè. Òàêi ñòàíè åâîëþöiîíóþòü çi ñòàëèì ó ÷àñi 〈r2〉, òîáòî

íå ïàäàþòü íà öåíòð i íå âiääàëÿþòüñÿ âiä íüîãî. Íàâåäåíî ïðèêëàä

òàêîãî êâàçiñòàöiîíàðíîãî ñòàíó.

Ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó êâàíòîâîãî îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîãî ïî-

òåíöiàëó ïðèñóòíÿ ìåæà ïàäiííÿ � ÷àñòèíêà ïðèíöèïîâî íå ìîæå âïà-

ñòè íà ïðèòÿãàëüíèé îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë äëÿ êîíñòàíò
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âçà¹ìîäi¨, ìåíøèõ çà äåÿêå êðèòè÷íå çíà÷åííÿ.

Îòðèìàíi âèðàçè äëÿ åâîëþöi¨ êâàíòîâî¨ ÷àñòèíêè çàñòîñîâàíî

äëÿ îïèñó åêñïåðèìåíòó ç ïàäiííÿì íåéòðàëüíèõ àòîìiâ ëiòiþ íà ïðè-

òÿãàëüíèé îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë, ñòâîðåíèé òîíêîþ çàðÿ-

äæåíîþ íèòêîþ. Îäíàê ïðè ïàðàìåòðàõ ïðîâåäåíîãî åêñïåðèìåíòó âè-

ìiðÿòè êâàíòîâó ìåæó ïàäiííÿ ¹ ñêëàäíî. Òîìó íàìè áóëî çàïðîïîíî-

âàíî äåÿêi ìîäèôiêàöi¨ åêñïåðèìåíòó, ÿêi á ìîãëè ïîëåãøèòè ñïîñòå-

ðåæåííÿ êâàíòîâî¨ ìåæi ïàäiííÿ åêñïåðèìåíòàëüíî.

Ðîçãëÿíóòî îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë ó ïðîñòîðàõ ç ðiçíè-

ìè âàðiàíòàìè àëãåáð çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò. Ïîêà-

çàíî, ùî ïîòåíöiàëüíà, à îòæå i ïîâíà, åíåðãiÿ ÷àñòèíêè â îáåðíåíî

êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ

îáìåæåíà çíèçó. Ç iíøî¨ ñòîðîíè, âèêîðèñòîâóþ÷è âàðiàöiéíèé ìåòîä,

çíàéäåíî âåðõíþ ìåæó äëÿ åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó. Òàêèì ÷èíîì, ïî-

êàçàíî, ùî äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åíü êîíñòàíòè âçà¹ìîäi¨, äëÿ

îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöiàëó ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòà-

òèâíiñòþ âèíèêàþòü çâ'ÿçàíi ñòàíè çàìiñòü ïàäiííÿ ÷àñòèíêè íà ïðè-

òÿãàëüíèé öåíòð.

Òàêîæ ïîáóäîâàíî òåîðiþ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ïðîñòîði çi

ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò. Çíàéäåíî òåíçîð òàêîãî íåêî-

ìóòàòèâíîãî ïîëÿ, ëàãðàíæiàí òà äiþ. Ïîáóäîâàíà äiÿ ¹ Ëîðåíö�iíâà-

ðiàíòíîþ òà C−, P−, T − iíâàðiàíòíîþ. Êðiì òîãî îòðèìàíà äiÿ ¹ ií-

âàðiàíòíîþ âiäíîñíî äåÿêèõ êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü, âèãëÿä ÿêèõ

çíàéäåíî ç óìîâè êàëiáðóâàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨.

Ìàþ÷è êàëiáðóâàëüíi ïåðåòâîðåííÿ, çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Íüîòåð çíà-

éäåíî ìîäèôiêîâàíèé çàêîí çáåðåæåííÿ åëåêòðè÷íîãî ñòðóìó. Âàðiþ-

þ÷è äiþ, îòðèìàíî òî÷íi ðiâíÿííÿ ïîëÿ. Öi ðiâíÿííÿ ¹ íåëiíiéíèìè òà

ìiñòÿòü ïîõiäíi âñiõ ïîðÿäêiâ, àëå òèì íå ìåíøå ¹ òî÷íèìè.
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Â ðàìêàõ ïîáóäîâàíî¨ åëåêòðîäèíàìiêè ðîçãëÿíóòî äåÿêi åëåêòðî-

ìàãíiòíi ñèñòåìè. Ïîêàçàíî, ùî ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü êîîðäèíàò

íå âïëèâà¹ íà åëåêòðîñòàòè÷íå ïîëå îäíîãî òî÷êîâîãî çàðÿäó. Àëå òèì

íå ìåíøå, âíàñëiäîê íåëiíiéíîñòi òåîði¨, åëåêòðîñòàòè÷íå ïîëå òî÷êî-

âîãî çàðÿäó âçà¹ìîäi¹ ç çîâíiøíiì ìàãíiòíèì ïîëåì. Òàêà âçà¹ìîäiÿ

ïðèâîäèòü äî àíiçîòðîïíîãî åêðàíóâàííÿ çàðÿäó ìàãíiòíèì ïîëåì. Òà-

êîæ ïðèñóòíié i çâîðîòíié åôåêò � åëåêòðè÷íå ïîëå òî÷êîâîãî çàðÿäó

çìåíøó¹ ìàãíiòíå ïîëå ïîáëèçó çàðÿäó.

Íåëiíiéíiñòü åëåêòðîäèíàìiêè ïðèçâîäèòü äî âçà¹ìîäi¨ äâîõ ïëî-

ñêèõ õâèëü. Äëÿ ðîçãëÿäó öi¹¨ çàäà÷i íàìè áóëî óçàãàëüíåíî äîáðå

âiäîìèé ç êëàñè÷íî¨ ìåõàíiêè ìåòîä Áîãîëþáîâà�Êðèëîâà íà òåîðiþ

ïîëÿ. Àíàëiç â ðàìêàõ öüîãî ìåòîäó ïîêàçó¹, ùî îêðiì î÷iêóâàíî¨ ãåíå-

ðàöi¨ âèùèõ ãàðìîíiê, ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü ìîäèôiêó¹ õâèëüîâèé

âåêòîð äåÿêèõ êîìïîíåíò âçà¹ìîäiþ÷èõ õâèëü.

Íåçâàæàþ÷è íà ñêëàäíiñòü îòðèìàíèõ ðiâíÿíü, íàì âäàëîñÿ çíà-

éòè òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ïðî ïîøèðåííÿ åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi ó

ïîñòiéíîìó åëåêòðè÷íîìó òà ìàãíiòíîìó ïîëÿõ. Çîâíiøíi ïîëÿ çìiíþ-

þòü äèñïåðñiéíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ïëîñêî¨ õâèëi, àëå íå ïðîäóêóþòü

âèùèõ ãàðìîíiê i äâîïðîìåíåçàëîìëåííÿ. Öiêàâî, ùî â öié çàäà÷i, õâè-

ëÿ íå ìîäèôiêó¹ çîâíiøíå ïîñòiéíå ïîëå, ÿê öå ìà¹ ìiñöå ó âèïàäêó

òî÷êîâîãî çàðÿäó â ïîñòiéíîìó ïîëi.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íåêîìóòàòèâíiñòü, àòîì âîäíþ, ãàðìîíi÷íèé îñöè-

ëÿòîð, îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë, ïàäiííÿ íà ïðèòÿãàëüíèé

öåíòð, íåêîìóòàòèâíà òåîðiÿ ïîëÿ, íåëiíiéíà åëåêòðîäèíàìiêà.
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Vasyuta V.M. Quantum systems in space with spin noncommutativity of

coordinates. � Manuscript copyright.
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Franko National University of Lviv, Lviv, 2017.

The work is devoted to the systematic investigation of quantum and

classical (in particular electromagnetic) systems in space with spin nonco-

mmutativity of coordinates.

To restore rotational invariance (Lorentz�invariance) we propose two

new algebras (nonrelativistic and relativistic) with spin noncommutativity

of coordinates. It is shown, that in space with these algebras the minimal

length is present. Its value is found for both versions of noncommutative

algebras. For a relativistic algebra we propose a scheme of constructing a

noncommutative function. This scheme is an alternate way to the Moyal

star product, which is widely used in space with canonical noncommutativi-

ty. Also mathematical properties of a product of such functions are investi-

gated.

In space with spin noncommutativity of coordinates a harmonic osci-

llator is solved exactly, a spectrum and wave functions of the problem

are found. It is shown, that spin noncommutativity breaks degeneracy of

energy levels relatively to a sum (2n+ l) of principal and orbital quantum

7
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numbers. For some, su�ciently large, values of a parameter of noncommutati-

vity a ground state is twice degenerated.

Within the perturbation theory a spectrum of the Hydrogen atom in

space with spin noncommutativity of coordinates is studied. It is shown,

that for levels with l 6= 0 spin noncommutativity breaks degeneracy of

energy levels relatively to orbital quantum number. To �nd corrections

to s�levels a modi�ed perturbation theory is developed. First non�zero

corrections to energy of s�levels due to spin noncommutativity depends

logarithmically upon the parameter of spin noncommutativity.

Using obtained results for corrections to the spectrum of the Hydrogen

atom and results of experimental measurements of the frequency of the

two-photon 2s− 1s transition in Hydrogen atom an upper estimation for

the parameter of spin noncommutativity was established. The estimation

is compared with analogous restrictions, that were found for a parameter

of canonical noncommutativity.

Time evolution of a quantum particle in an attractive inverse square

potential is investigated. It is found, that quantum mechanical average

〈r2〉 evolves as quadratic polynomial with time. Based on obtained results

conditions of falling into the attractive potential are found. It is well known,

that an attractive inverse square potential does not produce stationary

states, but we show, that some quasi�stationary states exists. Such states

evolve with 〈r2〉 being constant in time, namely they neither fall into the

center nor escape from it. An example of such a quasi�stationary state is

given.

It is shown, that in quantum case a limit of falling exists � a particle

cannot fall into an attractive inverse square potential for coupling constants

smaller than some critical value.

Obtained results for an evolution of a quantum particle in an inverse
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square potential are applied for description of the experiment, where neutral

Lithium atoms fall into an inverse square potential, created by a thin

charged wire. However for parameters of the experiment it is hard to

measure the quantum limit of falling. Therefore we propose several modi�-

cations of the experiment, which may help in observing the quantum limit

of falling experimentally.

An attractive inverse square potential is considered in space with di-

�erent versions of spin noncommutative algebra. It is shown, that potential,

and as conclusion total, energy of a particle in an inverse square potential in

space with spin noncommutativity is bounded from below. From the other

hand, using the variational method, an upper estimation for a ground state

energy is found. Thereby it is shown, that for su�ciently large coupling

constants, in an attractive inverse square potential instead of falling of a

particle into the center bound states appear.

Also a theory of electromagnetic �eld in space with spin noncommu-

tativity of coordinates is built. Tensor of the electromagnetic �eld, the

Lagrange function and action are found. The constructed action is Lorentz�

and C−, P−, T − invariant. Moreover it is invariant relatively to some

gauge transformations, which were found from the condition of gauge

invariance of covariant derivative. From the expression for gauge transfor-

mation, using the Noether method a modi�ed conservation law of electri-

cal current is found. From the least action principle exact �eld equations

are received. These equations are nonlinear and contain derivatives of all

orders, nevertheless they are exact.

Within the considered electrodynamics several electromagnetic systems

are considered. It is shown, that spin noncommutativity does not a�ect an

electrostatic �eld of a single point charge. Nevertheless, because of nonli-

nearity of considered theory, the electrostatic �eld of the point charge
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interacts with an external magnetic �eld. Such an interaction leads to ani-

sotropic screening of the charge by magnetic �eld. Also an opposite e�ect

is present � the electric �eld of the point charge e�ectively decreases a

strength of the magnetic �eld in the vicinity of the charge.

Nonlinearity of the electrodynamics leads to interaction of two plane

waves. To consider the problem we generalized the well�known from classi-

cal mechanics Bogolyubov�Krylow method on �eld theory. A considerati-

on within this method shows, that besides generation of the higher harmoni-

cs, spin noncommutativity modi�es a wave vector of some components of

the interacting waves.

Despite the complexity of obtained �eld equations, we �nd an exact

solution of a problem of a plane wave propagation in constant electric and

magnetic �elds. External �elds only change a dispersion law, but do not

produce higher harmonics and birefringence. It is interesting, that in this

problem, the wave does not modify external �elds, how it is in the case of

a point charge in an external magnetic �eld.

Key words: noncommutativity, Hydrogen atom, harmonic oscillator,

inverse square potential, falling into an attractive center, noncommutative

�eld theory, nonlinear electrodynamics.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Íàïðèêiíöi ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ ìàéæå îäíî-

÷àñíî â òåîðiÿõ ñóïåðñòðóí [1,2] òà êâàíòîâî¨ ãðàâiòàöi¨ [3,4] ç'ÿâèëàñÿ

iäåÿ íåêîìóòàòèâíîñòi îïåðàòîðiâ êîîðäèíàò íà ìàëèõ (ïëàíêiâñüêèõ)

ìàñøòàáàõ. Ñòðóííà àðãóìåíòàöiÿ ãiïîòåçè íåêîìóòàòèâíîñòi êîîðäè-

íàò âèêëèêàëà iíòåíñèâíi äîñëiäæåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ ôiçè÷íèõ ñèñòåì

â íåêîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði. Âæå â ïåðøi ðîêè ïiñëÿ âèùåçãàäàíèõ

ïóáëiêàöié áóëî äîñëiäæåíî ðÿä çàäà÷ ç êëàñè÷íî¨ [5, 6] òà êâàíòîâî¨

ìåõàíiêè [7�10], åëåêòðîäèíàìiêè [8, 11, 12], òåîði¨ ïîëÿ [13�16], òîùî.

Òàêi äîñëiäæåííÿ ïðîâîäÿòüñÿ é íàäàëi, íàïðèêëàä [17�23].

Òàêîæ âàæëèâîþ ïðèêëàäíîþ çàäà÷åþ ¹ ïîøóê åôåêòèâíèõ íå-

êîìóòàòèâíèõ ìîäåëåé äëÿ ðiçíîìàíiòíèõ ÿâèù ó ïðîñòîði ç êîìóòà-

òèâíèìè êîîðäèíàòàìè. Òàê, íàïðèêëàä, áóëî çíàéäåíî çâ'ÿçîê íåêî-

ìóòàòèâíî¨ òåîði¨ ïîëÿ ç òåîði¹þ åíiîíiâ [24], òåîði¹þ êàëiáðóâàëüíîãî

ïîëÿ [25,26], ÿäåðíèìè ìîäåëÿìè [27,28].

Îäíàê øèðîêîäîñëiäæóâàíà àëãåáðà ç êàíîíi÷íîþ íåêîìóòàòèâíi-

ñòþ [1] âîëîäi¹ ðÿäîì ïðîáëåì ÿê ôóíäàìåíòàëüíîãî òàê i òåõíi÷íîãî

õàðàêòåðó. Íàéáiëüøîþ ç ïðîáëåì ¹ ïîðóøåííÿ iíâàðiàíòíîñòi âiäíî-

ñíî ïîâîðîòiâ ñèñòåìè êîîðäèíàò (Ëîðåíö�iíâàðiàíòíîñòi äëÿ ðåëÿòè-

âiñòñüêîãî âèïàäêó) äàíî¨ àëãåáðè òà, ÿê íàñëiäîê, áóäü�ÿêèõ ôiçè÷íèõ

òåîðié, ïîáóäîâàíèõ ó âiäïîâiäíîìó ïðîñòîði. Êðiì òîãî êàíîíi÷íà íå-

êîìóòàòèâíiñòü âåäå äî íåëîêàëüíîñòi, à òàêîæ ïîðóøó¹ ìiêðîïðè÷èí-
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íiñòü, ñòâîðþþ÷è êîðåëÿöiþ ìiæ çíà÷åííÿìè ïîëiâ â òî÷êàõ, ðîçäi-

ëåíèõ ïðîñòîðîâîïîäiáíèì iíòåðâàëîì. Äî òåõíi÷íèõ ïðîáëåì ìîæíà

âiäíåñòè, íàïðèêëàä, ïðîáëåìó âïîðÿäêóâàííÿ.

Òîìó îñòàííiì ÷àñîì ïî÷èíàþòü ç'ÿâëÿòèñÿ âñå áiëüøå àëüòåð-

íàòèâíèõ äî êàíîíi÷íî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi àëãåáð, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ

íàìàãàþòüñÿ âèðiøèòè îäíó ÷è áiëüøå âèùåçãàäàíèõ ïðîáëåì, ñåðåä

ÿêèõ íàéáiëüøà óâàãó ïðèäiëÿ¹òüñÿ âiäíîâëåííþ iíâàðiàíòíîñòi âiäíî-

ñíî ïîâîðîòiâ [3, 29�31].

Îäíèì ç òàêèõ íàïðÿìiâ ¹ òàê çâàíi àëãåáðè çi ñïiíîâîþ íåêîìó-

òàòèâíiñòþ êîîðäèíàò, äå ââîäÿòüñÿ íåêîìóòàòèâíi êîîðäèíàòè øëÿ-

õîì "çìiøóâàííÿ" çâè÷àéíèõ êîîðäèíàò ç îïåðàòîðàìè ñïiíó [32�34].

Â öüîìó êîíòåêñòi îñîáëèâî öiêàâèì ¹ ïèòàííÿ ïðî äîñëiäæåííÿ âïëè-

âó ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi êîîðäèíàò íà âiäîìi çàäà÷i òà ñèñòåìè, à

òàêîæ ïîðiâíÿííÿ åôåêòiâ ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi ç àíàëîãi÷íèìè

åôåêòàìè, ñïðè÷èíåíèìè êàíîíi÷íîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ.

Êðiì òîãî ôóíäàìåíòàëüíèì ïèòàííÿì ¹ ñïîñiá ïîáóäîâè çàäà÷i

â íåêîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði. Äîáðå âiäîìî, ùî ïðè ïîáóäîâi ãàìiëü-

òîíiàíà êâàíòîâîìåõàíi÷íî¨ çàäà÷i ÷è ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà äåÿêîãî ïî-

ëÿ ç íåîáõiäíiñòþ âèíèêà¹ ïðîáëåìà âïîðÿäêóâàííÿ íåêîìóòàòèâíèõ

îïåðàòîðiâ êîîðäèíàò. Â ïðîñòîði ç êàíîíi÷íîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ öÿ

ïðîáëåìà òðàäèöiéíî âèðiøó¹òüñÿ àáî ïðîñòîþ çàìiíîþ êîìóòàòèâíèõ

êîîðäèíàò íà íåêîìóòàòèâíi (äëÿ ïðèêëàäó [8]), àáî ââåäåííÿì çiðêî-

âîãî äîáóòêó Ìîÿëè (äëÿ ïðèêëàäó [13, 16]). Ïåâíi âàðiàíòè ñïiíîâî¨

íåêîìóòàòèâíîñòi äîçâîëÿþòü âèðiøèòè öþ ïðîáëåìó â äåùî iíøèé

ñïîñiá.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìà-

ìè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà ó Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíi-

âåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà òà âiäïîâiäíî äî äåðæáþäæåòíèõ òåì
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Ôô-110Ô "Íîâi åôåêòè ó êâàíòîâèõ ðiäèíàõ i ãàçàõ òà ñèñòåìàõ ç äå-

ôîðìîâàíîþ àëãåáðîþ Ãàéçåíáåð à" (2013�2014 ðð., íîìåð äåðæðå¹-

ñòðàöi¨ 0112U001275), Ôô-30Ô "Êëàñè÷íi i êâàíòîâi ñèñòåìè ç íåñòàí-

äàðòíèìè êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè i ñòàòèñòèêàìè" (2016�2017

ð., íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0116U001539) òà ïðîåêòó ÄÔÔÄ Ô64 "Êëà-

ñè÷íi òà êâàíòîâi ñèñòåìè çà ìåæàìè ñòàíäàðòíèõ ïiäõîäiâ" (2015-16

ð., íîìåðè äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0115U004838, 0116U005055).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ãîëîâíîþ ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè ¹ çíàõîäæåííÿ âïëèâó ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi êîîðäèíàò íà

ïîâåäiíêó êâàíòîâèõ òà êëàñè÷íèõ ñèñòåì, ïîáóäîâà íîâèõ àëãåáð çi

ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò, â ðàìêàõ ÿêèõ ñïðîùó¹òüñÿ äî-

ñëiäæåííÿ ôiçè÷íèõ ñèñòåì, âñòàíîâëåííÿ âåðõíüî¨ ìåæi äëÿ ïàðàìå-

òðà íåêîìóòàòèâíîñòi, äîñëiäæåííÿ âïëèâó ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi

íà ñèíãóëÿðíi ïîòåíöiàëè.

Äëÿ äîñÿãíåííÿ ìåòè ðîáîòè ïîñòàâëåíî íàñòóïíi çàäà÷i: çíàéòè

ñïåêòð åíåðãi¨ ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà òà àòîìà âîäíþ ó ïðîñòîði çi

ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò, äîñëiäèòè ìîæëèâiñòü ïàäiííÿ

êâàíòîâî¨ ÷àñòèíêè íà ïðèòÿãàëüíèé öåíòð îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîãî

ïîòåíöiàëó ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò, ïîáó-

äóâàòè íîâi àëãåáðè çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ, âñòàíîâèòè âåðõíþ

îöiíêó ïàðàìåòðà ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi âèõîäÿ÷è çi ñó÷àñíèõ âè-

ìiðþâàíü.

Çíà÷íà ÷àñòèíà ðîáîòè ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ åëåêòðîìàãíi-

òíîãî ïîëÿ â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ. Çàâäàííÿì öi¹¨

÷àñòèíè ðîáîòè ¹ çíàõîäæåííÿ ðiâíÿíü ïîëÿ â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íå-

êîìóòàòèâíiñòþ, äîñëiäæåííÿ ¨õ ñòðóêòóðè òà ¨õ ðîçâ'ÿçîê äëÿ ïåâíèõ

çàäà÷.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ êâàíòîâi òà êëàñè÷íi ñèñòåìè ó ïðîñòîði
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çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò. Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹

âëàñòèâîñòi òà ïîâåäiíêà ôiçè÷íèõ ñèñòåì ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íå-

êîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò. Ìåòîäàìè äîñëiäæåííÿ ¹ ìåòîäè òåîði¨

çáóðåíü, ìåòîä ïðåäñòàâëåííÿ íåêîìóòàòèâíèõ êîîðäèíàò ÷åðåç îïå-

ðàòîðè, ùî çàäîâiëüíÿþòü àëãåáðó Ãàéçåíáåðãà, ìåòîä Íüîòåð, ìåòîä

Áîãîëþáîâà�Êðèëîâà.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi ïîäàíî êîðîòêó iñòîðiþ iäå¨ íåêîìóòàòèâíî-

ñòi êîîðäèíàò âçàãàëi òà ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi çîêðåìà, ìîòèâàöiþ

äîñëiäæåííÿ ñèñòåì â íåêîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði, à òàêîæ âèñâiòëåíî

ñó÷àñíèé ñòàí äàíî¨ ïðîáëåìè.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi çàïðîïîíîâàíî äâi íîâi àëãåáðè çi ñïiíîâîþ

íåêîìóòàòèâíiñòþ. Ïåðøà ç íèõ, íåðåëÿòèâiñòñüêà, áóäó¹òüñÿ øëÿõîì

çñóâó êîìóòàòèâíèõ êîîðäèíàò íà òðèâèìiðíèé àíàëîã âåêòîðà Ïàóëi�

Ëþáàíñüêîãî. Iíøà, ðåëÿòèâiñòñüêà, îòðèìó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ äîäà-

âàííÿ äî êîîðäèíàò ÷îòèðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü

Äiðàêà. Äëÿ îáîõ àëãåáð çíàéäåíî çíà÷åííÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè. Äëÿ

ðåëÿòèâiñòñüêî¨ àëãåáðè çàïðîïîíîâàíî âiäîáðàæåííÿ ç ïðîñòîðó êîìó-

òàòèâíèõ ôóíêöié â ïðîñòið íåêîìóòàòèâíèõ, äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi

òàêîãî âiäîáðàæåííÿ.

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî âïëèâ ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíî-

ñòi íà òàêi äîáðå âèâ÷åíi êâàíòîâi ñèñòåìè ÿê ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð

òà àòîì âîäíþ. Òî÷íî ðîçâ'ÿçàíî ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð â ïðîñòîði

çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò. Òàêîæ ïðîàíàëiçîâàíî ïî-

ïðàâêè äî ñïåêòðà àòîìà âîäíþ ñïðè÷èíåíi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíi-

ñòþ. Äëÿ îòðèìàííÿ êîðåêòíîãî çíà÷åííÿ ïîïðàâîê äî s�ðiâíiâ áóëî

ðîçðîáëåíî ìîäèôiêîâàíó òåîðiþ çáóðåíü. Íà îñíîâi îòðèìàíèõ òåîðå-

òè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ òà äàíèõ åêñïåðèìåíòàëüíèõ âèìiðþâàíü ÷àñòîòè

äâîôîòîííîãî 2s− 1s ïåðåõîäó â àòîìi âîäíþ çíàéäåíî âåðõíþ îöiíêó
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ïàðàìåòðà íåêîìóòàòèâíîñòi.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ÷àñîâó åâîëþöiþ êâàíòîâî¨

÷àñòèíêè â îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi. Îòðèìàíi ðåçóëüòà-

òè ïîðiâíÿíî ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè ïàäiííÿ íåéòðàëüíèõ àòîìiâ ëi-

òiþ íà òîíêó çàðÿäæåíó íèòêó. Ïîêàçàíî iñíóâàííÿ êâàíòîâî¨ ãðàíèöi

ïàäiííÿ: êâàíòîâà ÷àñòèíêà íå ïàäàòèìå íà îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé

ïîòåíöiàë, ÿêùî êîíñòàíòà âçà¹ìîäi¨ (â åêñïåðèìåíòi ç àòîìàìè ëiòiþ

� çàðÿä íèòêè) ìåíøà, íiæ äåÿêå ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ. Çàïðîïîíîâà-

íî ìåòîäè äëÿ ïîëåãøåííÿ ñïîñòåðåæåííÿ êâàíòîâî¨ ãðàíèöi ïàäiííÿ

åêñïåðèìåíòàëüíî. Ïîêàçàíî, ùî ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâ-

íiñòþ êîîðäèíàò îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ, i

÷àñòèíêà íå ïàäà¹ íà öåíòð, à íàòîìiñòü óòâîðþþòüñÿ ñòàöiîíàðíi ðiâ-

íi. Îöiíåíî çíà÷åííÿ åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó äëÿ ÷àñòèíêè â îáåðíåíî

êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi äëÿ ðiçíèõ âàðiàíòiâ àëãåáð çi ñïiíîâîþ íå-

êîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî äiþ äëÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ

ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò. Çíàéäåíî êàëi-

áðóâàëüíi ïåðåòâîðåííÿ äëÿ òàêîãî ïîëÿ. Îòðèìàíî ìîäèôiêîâàíèé

çàêîí çáåðåæåííÿ ñòðóìó. Çíàéäåíî òî÷íi ó âñiõ ïîðÿäêàõ ðîçêëàäó ïî

ïàðàìåòðó ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi ðiâíÿííÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïî-

ëÿ, ÿêi ¹ íåëiíiéíèìè. Òàêîæ ðîçãëÿíóòî ðÿä åëåêòðîìàãíiòíèõ ñèñòåì

ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò. Çîêðåìà, òî÷íî

ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî ïîøèðåííÿ ïëîñêî¨ õâèëi â ïîñòiéíîìó ìàãíi-

òíîìó òà åëåêòðè÷íîìó ïîëÿõ. Â ðàìêàõ òåîði¨ çáóðåíü ðîçãëÿíóòî

ïîòåíöiàë åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ òî÷êîâîãî çàðÿäó, ïîìiùåíîãî â ìàãíiòíå

ïîëå òà çàäà÷ó ïðî âçà¹ìîäiþ äâîõ ïëîñêèõ õâèëü. Ðåçóëüòàòè, îòðèìà-

íi â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ ïîðiâíÿíî ç àíàëîãi÷íèìè

ðåçóëüòàòàìè äëÿ ïðîñòîðó ç êàíîíi÷íîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ.
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Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà çàâåðøó¹òüñÿÂèñíîâêàìè òàÑïèñêîì âè-

êîðèñòàíèõ äæåðåë.

Íàóêîâà íîâèçíà îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöiéíié

ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî äâà íîâèõ òèïè àëãåáð çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâ-

íiñòþ. Âïåðøå çíàéäåíî âèðàç äëÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè ó âiäïîâiäíèõ

íåêîìóòàòèâíèõ ïðîñòîðàõ. Çàïðîïîíîâàíî íîâèé àëüòåðíàòèâíèé äî

çiðêîâîãî äîáóòêó Ìîÿëè ñïîñiá ïîáóäîâè íåêîìóòàòèâíèõ ôóíêöié.

Òàêîæ â ðîáîòi âïåðøå òî÷íî ðîçâ'ÿçàíî êâàíòîâèé ïðîñòîðîâèé îñöè-

ëÿòîð òà âïåðøå â ðàìêàõ òåîði¨ çáóðåíü ðîçãëÿíóòî àòîì âîäíþ â

ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò.

Âïåðøå äîñëiäæåíî ÷àñîâó åâîëþöiþ êâàíòîâî¨ ÷àñòèíêè â îáåð-

íåíî êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi. Âïåðøå ïîêàçàíî íàÿâíiñòü êâàíòî-

âî¨ ãðàíèöi ïàäiííÿ äëÿ îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöiàëó, à ñàìå �

êâàíòîâà ÷àñòèíêà íå ïàäà¹ íà ïðèòÿãàëüíèé öåíòð, ÿêùî êîíñòàíòà

âçà¹ìîäi¨ ìåíøà çà ïåâíå ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ. Âïåðøå ðîçãëÿíóòî îáåð-

íåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ

êîîðäèíàò i ïîêàçàíî, ùî â òàêîìó ïðîñòîði ÷àñòèíêà çàìiñòü ïàäiííÿ

íà öåíòð óòâîðþâàòèìå çâ'ÿçàíi ñòàíè.

Âïåðøå ç ïåðøîïðèíöèïiâ ïîáóäîâàíî êëàñè÷íó åëåêòðîäèíàìiêó

â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò. Çíàéäåíî òî÷íi

ðiâíÿííÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó âñiõ ïîðÿäêàõ ðîçêëàäó ïî ïàðà-

ìåòðó íåêîìóòàòèâíîñòi.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè,

îòðèìàíi ó ðîáîòi, ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîêðàùåííÿ âåðõíüî¨

îöiíêè ïàðàìåòðà íåêîìóòàòèâíîñòi øëÿõîì ¨õ ïîðiâíÿííÿ ç äàíèìè

åêñïåðèìåíòàëüíèõ âèìiðþâàíü. Âèðàçè äëÿ ÷àñó òà óìîâè ïàäiííÿ ÷à-

ñòèíêè íà îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë ïîëåãøàòü ïðîåêòóâàííÿ

åêñïåðèìåíòó äëÿ ñïîñòåðåæåííÿ êâàíòîâèõ åôåêòiâ ïàäiííÿ íà öåíòð.
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Çàïðîïîíîâàíèé ó ðîáîòi ìåòîä ïîáóäîâè åëåêòðîäèíàìiêè â ïðîñòîði

çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ äà¹ ìîæëèâiñòü ïîáóäîâè òåîði¨ äîâiëü-

íîãî ïîëÿ â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò òà çíà-

õîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ òî÷íèõ ðiâíÿíü ïîëÿ, ÿêi ìîæíà âèêîðèñòàòè

äëÿ ïîøóêó íåòðèâiàëüíèõ íåïåðòóðáàòèâíèõ ïîëüîâèõ êîíôiãóðàöié

(iíñòàíòîíiâ, ñêiðìiîíiâ, òîùî). Êðiì òîãî, íàÿâíiñòü òî÷íèõ ðiâíÿíü

åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ âiä-

êðèâà¹ øèðîêi ìîæëèâîñòi äëÿ äîñëiäæåííÿ âèñîêîåíåðãåòè÷íèõ ïðî-

öåñiâ (âèïðîìiíþâàííÿ àòîìà â ñèëüíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi ìàãíåòàðiâ,

ÿâèùå äèñïåðñi¨ âèñîêîåíåðãåòè÷íèõ ãàììà�ïðîìåíiâ ó âàêóóìi, òîùî)

òà çíàõîäæåííÿ âåðõíüî¨ îöiíêè ïàðàìåòðà íåêîìóòàòèâíîñòi.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ïîñòàíîâêó çàâäàíü äîñëiäæåí-

íÿ çäiéñíèâ íàóêîâèé êåðiâíèê ðîáîòè ïðîô. Â.Ì. Òêà÷óê. Âñi âèêëà-

äåíi â äèñåðòàöi¨ îðèãiíàëüíi ðåçóëüòàòè îòðèìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî

àáî ïðè éîãî áåçïîñåðåäíié ó÷àñòi. Ó ðîáîòàõ, âèêîíàíèõ çi ñïiâàâòî-

ðîì � íàóêîâèì êåðiâíèêîì, çäîáóâà÷åâi íàëåæèòü:

• çíàõîäæåííÿ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà ó ïðî-

ñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò [35]; ðîçðàõóíîê

ïîïðàâîê äî ñïåêòðó àòîìà âîäíþ ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêî-

ìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò [36]; ðîçðàõóíîê ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè ó

ïðîñòîði ç âiäïîâiäíîþ àëãåáðîþ.

• çíàõîäæåííÿ óìîâ ïàäiííÿ íà ïðèòÿãàëüíèé îáåðíåíî êâàäðàòè-

÷íèé ïîòåíöiàë òà ðîçðàõóíîê ÷àñó ïàäiííÿ [37].

• çíàõîäæåííÿ âåðõíüî¨ òà íèæíüî¨ îöiíêè åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó

÷àñòèíêè â îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi ó ïðîñòîði ç ði-

çíèìè àëãåáðàìè çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò [38].
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• çíàõîäæåííÿ äi¨ äëÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ïðîñòîði çi ñïi-

íîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò, çíàõîäæåííÿ êàëiáðóâàëüíèõ

ïåðåòâîðåíü, çíàõîäæåííÿ ðiâíÿíü ðóõó òà ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ äëÿ íà-

ñòóïíèõ ñèñòåì: ïîëå òî÷êîâîãî çàðÿäó â ìàãíiòíîìó ïîëi, âçà¹-

ìîäiÿ äâîõ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü, äèñïåðñiÿ åëåêòðîìàãíiòíî¨

õâèëi â çîâíiøíüîìó åëåêòðè÷íîìó òà ìàãíiòíîìó ïîëÿõ [39].

Ðåçóëüòàòè ñòàòåé, ¨õ iíòåðïðåòàöiþ òà çàñòîñîâíiñòü âèêîðèñòà-

íèõ ïiäõîäiâ ñïiâàâòîðè îáãîâîðþâàëè íà ïàðèòåòíèõ çàñàäàõ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü, ùî

âêëþ÷åíi äî äèñåðòàöi¨, çäîáóâà÷ ïðåäñòàâëÿâ îñîáèñòî íà òàêèõ êîí-

ôåðåíöiÿõ òà ñåìiíàðàõ:

• Ìiæíàðîäíà êîíôåðåíöiÿ ñòóäåíòiâ i ìîëîäèõ íàóêîâöiâ ç òåîðå-

òè÷íî¨ òà åêñïåðèìåíòàëüíî¨ ôiçèêè "Åâðèêà�2013" (Ëüâiâ, 2013)

[40];

• International Conference "Quantum Groups and Quantum Integrable

Systems" (Êè¨â, 2013) [41];

• Week of Doctoral Students 2013 (Prague, 2013);

• V Young Scientists Conference "Problems of Theoretical Physics"

(Êè¨â, 2013) [42];

• Trans�European School of High Energy Physics (Áàñiâêà, Ëüâiâñüêà

îáë., 2014) [43];

• 14�òà Âñåóêðà¨íñüêà øêîëà�ñåìiíàð òà Êîíêóðñ ìîëîäèõ â÷åíèõ

çi ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè òà òåîði¨ êîíäåíñîâàíî¨ ðå÷îâèíè (Ëüâiâ,

2014) [44];

• Ðiçäâÿíi äèñêóñi¨ 2015 (Ëüâiâ, 2015) [45];
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• 15�òà Âñåóêðà¨íñüêà øêîëà�ñåìiíàð òà Êîíêóðñ ìîëîäèõ â÷åíèõ

çi ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè òà òåîði¨ êîíäåíñîâàíî¨ ðå÷îâèíè (Ëüâiâ,

2015) [46];

• XXXV Max Born Symposium "The Planck Scale II" (Wroclaw, 2015)

[47];

• Workshop on Current Problems in Physics: Zielona G�ora - Lviv (Zi-

elona G�ora, 2015) [48];

• Ðiçäâÿíi äèñêóñi¨ 2016 (Ëüâiâ, 2016) [49];

• Çâiòíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñè-

òåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà çà 2015 ðiê (Ëüâiâ, 2016);

• Workshop on Current Problems in Physics: Zielona G�ora - Lviv (Lviv,

2016) [50].

• Çâiòíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñè-

òåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà çà 2016 ðiê (Ëüâiâ, 2017);

• Ðiçäâÿíi äèñêóñi¨ 2017 (Ëüâiâ, 2017) [51];

• 17�òà Âñåóêðà¨íñüêà øêîëà�ñåìiíàð òà Êîíêóðñ ìîëîäèõ â÷åíèõ

çi ñòàòèñòè÷íî¨ ôiçèêè òà òåîði¨ êîíäåíñîâàíî¨ ðå÷îâèíè (Ëüâiâ,

2017) [52];

Ïîäàíi ó ðîáîòi ðåçóëüòàòè áóëè ïðåäñòàâëåíi íà íàóêîâèõ ñåìiíà-

ðàõ ó Âðîöëàâñüêîìó óíiâåðñèòåòi òà óíiâåðñèòåòi Ç¹ëüîíî¨ Ãóðè, íåî-

äíîðàçîâî îáãîâîðþâàëè íà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ êàôåäðè òåîðåòè÷íî¨

ôiçèêè Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà, à

òàêîæ áóëè àïðîáîâàíi ïiä ÷àñ íàóêîâèõ ñòàæóâàíü çà êîðäîíîì.
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Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêîâàíi ó ï'ÿ-

òè æóðíàëüíèõ ñòàòòÿõ [35�39], ìàòåðiàëàõ êîíôåðåíöi¨ [43] òà 14 òåçàõ

êîíôåðåíöié [40�42,44�50,52].
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Ðîçäië 1

ÎÃËßÄ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

Ãiïîòåçà, ùî îïåðàòîðè êîîðäèíàò íà ìàëèõ âiäñòàíÿõ íå êîìóòó-

þòü, âïåðøå ç'ÿâèëàñÿ â ðîáîòàõ Ñíàéäåðà [53,54] ÿê ñïðîáà óíèêíåííÿ

óëüòðàôiîëåòîâèõ ðîçáiæíîñòåé â êâàíòîâié òåîði¨ ïîëÿ, õî÷à äåùî ðà-

íiøå íåêîìóòàòèâíiñòü ÿê ìàòåìàòè÷íèé òðþê âèêîðèñòàâ Ïåéåðñ äëÿ

ðîçãëÿäó çàðÿäæåíî¨ ÷àñòèíêè â ñèëüíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi [55].

Îäíàê iäåÿ íåêîìóòàòèâíîñòi êîîðäèíàò ÿê ôóíäàìåíòàëüíî¨ âëà-

ñòèâîñòi ïðîñòîðó�÷àñó äîâãèé ÷àñ íå ðîçâèâàëàñÿ, i ëèøå íà êiíåöü

1970�èõ ðîêiâ áóëî ñôîðìóëüîâàíî îñíîâè íåêîìóòàòèâíî¨ ãåîìåòði¨,

ÿê âèêëþ÷íî ìàòåìàòè÷íî¨ òåîði¨.

Iíòåðåñ ó ôiçèöi äî íåêîìóòàòèâíîñòi âiäíîâèâñÿ ç ïóáëiêàöi¹þ

[1], äå áóëî ïîêàçàíî, ùî ïðè íàÿâíîñòi çîâíiøíüîãî B�ïîëÿ Íàâ'¹�

Øâàðöà, êîîðäèíàòè íà D�áðàíi ñòàþòü íåêîìóòàòèâíèìè ç êîìóòà-

òîðîì

[Xi, Xj] = iθij (1.1)

ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

θij =
1

T

(
[ĝ + B̂/T ]−1

)(a)
ij
, (1.2)

äå ĝ òà B̂ � ìàòðèöi ìåòðè÷íîãî òåíçîðà öiëüîâîãî (target) ïðîñòî-

ðó òà íàïðóæåíîñòi ïîëÿ Íàâ'¹�Øâàðöà âiäïîâiäíî, T � íàïðóæå-

ííÿ (tension) áðàíè, à iíäåêñ (a) ïîçíà÷à¹ àíòèñèìåòðè÷íó ÷àñòèíó

ìàòðèöi. ßêùî ìàãíiòíå ïîëå ïîñòiéíå, òî (1.2) òåæ ïîñòiéíà (ðîçãëÿ-

äà¹òüñÿ ðóõ â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði, äå ìåòðè÷íèé òåíçîð â äåêàðòî-
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âié ñèñòåìi êîîðäèíàò ñòàëèé). Íåêîìóòàòèâíiñòü (1.1) çi ñòàëîþ ïðà-

âîþ ÷àñòèíîþ êîîðäèíàòíîãî êîìóòàòîðà íàçèâàþòü êàíîíi÷íîþ íå-

êîìóòàòèâíiñòþ. Òàêîæ, êàíîíi÷íà íåêîìóòàòèâíiñòü êîîðäèíàò ç'ÿâ-

ëÿ¹òüñÿ ïðè ïåâíîìó âàðiàíòi êîìïàêòèôiêàöi¨ IKKT (ç ïåðøèõ ëi-

òåð àâòîðiâ Iøiáàøi�Êàâà¨�Êiòàçàâà�Öó÷iÿ, Ishibashi�Kawai�Kitazawa�

Tsuchiya) M-òåîði¨ [2].

Öiêàâî, ùî çà äîïîìîãîþ íåêîìóòàòèâíîñòi êîîðäèíàò â êîìóòà-

òèâíi òåîði¨ ìîæíà âêëþ÷èòè ïîíÿòòÿ òàê çâàíî¨ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè,

ÿêà ç íåîáõiäíiñòþ âèíèêà¹ ïðè êâàíòîâîìó ðîçãëÿäi ãðàâiòàöiéíîãî

ïîëÿ [3,4]. Ùîïðàâäà, â äàíèõ ðîáîòàõ àâòîðè ðîçãëÿäàþòü íåêîìóòà-

òèâíiñòü òèïó

[Xµ, Xν] = iQ̂µν, (1.3)

äå Q̂ âæå ¹ òåíçîðîì, ÿêèé âiäïîâiäíèì ÷èíîì ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ïðè ïå-

ðåòâîðåííi êîîðäèíàò òà âîëîäi¹ ïåâíèìè êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøå-

ííÿìè ç iíøèìè îïåðàòîðàìè äèíàìi÷íèõ âåëè÷èí. Îäíàê ÷åðåç ôåíî-

ìåíîëîãi÷íó ïðè÷èíó ââåäåííÿ íåêîìóòàòèâíiñòü (1.3) íàáàãàòî ìåíøå

äîñëiäæó¹òüñÿ, íiæ êàíîíi÷íà íåêîìóòàòèâíiñòü (1.1).

Íåêîìóòàòèâíiñòü ó êâàíòîâié ìåõàíiöi ïðèðîäíî ââîäÿòü, äåôîð-

ìóþ÷è êîìóòàòîðè îïåðàòîðiâ äèíàìi÷íèõ âåëè÷èí. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî

îïåðàòîðè iìïóëüñó íå ìîäèôiêîâóþòüñÿ âiäíîñíî ¨õíüîãî çâè÷íîãî

çíà÷åííÿ

Pi = pi = −i~ ∂

∂xi
, (1.4)

ìîæíà çàïèñàòè ïîâíó àëãåáðó êàíîíi÷íî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi ó íàñòó-
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ïíîìó âèãëÿäi

[Xi, Xj] = iθij, (1.5)

[Xi, Pj] = i~δij, (1.6)

[Pi, Pj] = 0, (1.7)

äå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà, θij � ñòàëà ìàòðèöÿ, òóò i âñþäè âåëèêèìè

ëiòåðàìè (X, P , òîùî) ïîçíà÷àþòüñÿ îïåðàòîðè äèíàìi÷íèõ âåëè÷èí,

ùî çàäîâiëüíÿþòü äåôîðìîâàíó àëãåáðó.

Îñíîâíîþ ïðîáëåìîþ êàíîíi÷íî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi (1.5)�(1.7) çi

ñòàëîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ êîîðäèíàòíîãî êîìóòàòîðà ¹ ¨¨ íåiíâàðiàí-

òíiñòü âiäíîñíî ïîâîðîòiâ ñèñòåìè êîîðäèíàò, à, ÿê íàñëiäîê, iñíóâàííÿ

âèäiëåíîãî â êîîðäèíàòíîìó ïðîñòîði íàïðÿìêó.

Iíâàðiàíòíîñòi âiäíîñíî ïîâîðîòiâ â íåêîìóòàòèâíèõ àëãåáðàõ ìî-

æíà äîñÿãíóòè, âèêîðèñòîâóþ÷è â ïðàâié ÷àñòèíi êîîðäèíàòíîãî êî-

ìóòàòîðà (1.1) ñêëàäíiøi, íiæ êîíñòàíòà, êîíñòðóêöi¨. Çîêðåìà, ïðè

âèêîðèñòàííi ãåíåðàòîðiâ ïîâîðîòiâ îòðèìó¹ìî àëãåáðó Ñíàéäåðà

[Xµ, Xν] = il2Lµν, (1.8)

äå Lµν � ãåíåðàòîðè ïîâîðîòiâ Ëîðåíöà, l � ìàëèé ïàðàìåòð [53,54].

Ïðè çàìiíi â (1.1) êîíñòàíò θµν íà êîìóòóþ÷i ìiæ ñîáîþ îïåðàòîðè

Q̂µν (1.3), ÿêi ïåðåòâîðþþòüñÿ ÿê êîìïîíåíòè òåíçîðà i ðàçîì ç Xµ ¹

êîîðäèíàòàìè ðîçøèðåíîãî ðåëÿòèâiñòñüêîãî 10�âèìiðíîãî ïðîñòîðó,

îòðèìó¹ìî òàê çâàíó DFR�àëãåáðó (àáðåâiàòóðà ñêëàäåíà ç ïåðøèõ

ëiòåð ïðiçâèù àâòîðiâ: Doplicher, Fredenhagen, Roberts) [3, 4].

Çàáåçïå÷èòè iíâàðiàíòíiñòü âiäíîñíî ïîâîðîòiâ â íåêîìóòàòèâíèõ

àëãåáðàõ ìîæíà òàêîæ, ñêîíñòðóþâàâøè θij ç âåêòîðiâ êîîðäèíàò, ÿêi

îïèñóþòü ðóõ ÷àñòèíêè ó âíóòðiøíüîìó ïðîñòîði. Òàêà àëãåáðà, â ïðè-
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ïóùåííi, ùî âíóòðiøíi êîîðäèíàòè ¹ êîîðäèíàòàìè êâàíòîâîãî ãàðìî-

íi÷íîãî îñöèëÿòîðà áóëà çàïðîïîíîâàíà â [31].

Ïîäàëüøi âåðñi¨ àëãåáð ç íåêîìóòàòèâíèìè êîîðäèíàòàìè ñòîñóþ-

òüñÿ äîäàâàííÿ êîîðäèíàòíî¨ çàëåæíîñòi â ïðàâó ÷àñòèíó êîìóòàòîðà

(1.5), íàïðèêëàä ÿê â [30]:

[Xi, Xj] = iθωij(X), (1.9)

[Xi, Pj] = i~δij, (1.10)

[Pi, Pj] = 0, (1.11)

äå ωij âæå ¹ ôóíêöi¹þ X.

Â ëiòåðàòóði äîñëiäæåíî äåêiëüêà ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ íåêîìóòà-

òèâíîñòi (1.9). Íàéî÷åâèäíiøèé âàðiàíò � öå íåêîìóòàòèâíiñòü òè-

ïó àëãåáðè Ëi, ÿêà îòðèìó¹òüñÿ òàêîæ â ìîäåëÿõ íå÷iòêîãî ïðîñòîðó

(fuzzy space) [56]

[Xi, Xj] = iCk
ijXk, (1.12)

äå Ck
ij � äåÿêi êîíñòàíòè.

Iñíóþòü ðîáîòè, â ÿêèõ áóëî äîñëiäæåíî ïåâíi, ñêëàäíiøi i çàãàëü-

íiøi, íiæ (1.12), íåêîìóòàòèâíi êîîðäèíàòè. Íàïðèêëàä â [57] áóëî ðîç-

ãëÿíóòî àòîì âîäíþ ó ïðîñòîði ç êîîðäèíàòíèì êîìóòàòîðîì

[Xi, Xj] = iεkijXkf(X2), (1.13)

äå f(X2) � äåÿêà ôóíêöiÿ êâàäðàòà ðàäióñ�âåêòîðà.

Îäíàê òàêi àëãåáðè, â ÿêèõ ïðèñóòíÿ çàëåæíiñòü ïðàâî¨ ÷àñòèíè

êîîðäèíàòíîãî êîìóòàòîðà ωij(X) âiä êîîðäèíàò, âîëîäiþòü äîäàòêî-

âîþ ïðîáëåìîþ � âîíè ïåðåñòàþòü áóòè òðàíñëÿöiéíî�iíâàðiàíòíèìè.

Ðàçîì ç òèì ìîæíà ïîáóäóâàòè äîñòàòíüî øèðîêèé êëàñ àëãåáð ç

òàê çâàíîþ ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò (â àíãëîìîâíié ëiòå-
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ðàòóði ùå íåìà¹ óñòàëåíîãî îçíà÷åííÿ, òîìó ìîæíà çóñòðiòè äâà: spin

noncommutativity, noncommutativity due to spin), â ÿêèõ ïðàâà ÷àñòèíà

êîîðäèíàòíîãî êîìóòàòîðà ìà¹ âèãëÿä äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ñïiíîâèõ îïåðà-

òîðiâ òà îïåðàòîðiâ iìïóëüñó. Çà ïîáóäîâîþ òàêi àëãåáðè ¹ iíâàðiàí-

òíèìè âiäíîñíî ïîâîðîòiâ (Ëîðåíö�iíâàðiàíòíèìè â ðåëÿòèâiñòñüêîìó

âèïàäêó). Êðiì òîãî, âîíè òàêîæ âîëîäiþòü ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ òà

¹ òðàíñëÿöiéíî�iíâàðiàíòíèìè.

Âïåðøå àëãåáðó çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ áóëî çàïðîïîíîâà-

íî â [32] ÿê òðþê äëÿ âðàõóâàííÿ äèïîëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ â áîçå�êîíäåíñàòi.

Çàïðîïîíîâàíà àëãåáðà ìà¹ âèãëÿä

[Xi, Xj] = iθ2εijksk, (1.14)

[Xi, Pj] = i~δij, (1.15)

[Pi, Pj] = 0, (1.16)

[si, sj] = i~εijksk, (1.17)

[Xi, sj] = iθεijksk, (1.18)

äå θ � ïàðàìåòð ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi, εijk � îäèíè÷íèé ïîâíiñòþ

àíòèñèìåòðè÷íèé òåíçîð, sk � k�òà êîìïîíåíòà îïåðàòîðà ñïiíó. Òàêà

àëãåáðà îòðèìó¹òüñÿ äîäàâàííÿì äî êîìóòàòèâíèõ êîîðäèíàò îïåðà-

òîðà ñïiíó òà âiäñóòíîñòi ìîäèôiêàöi¨ îïåðàòîðà iìïóëüñó

Xi = xi + θsi, (1.19)

Pi = pi = −i~ ∂

∂xi
. (1.20)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî îñêiëüêè îïåðàòîð ñïiíó ¹ âåêòîðîì (âçàãàëi êàæó÷è

ïñåâäîâåêòîðîì), òî çàïðîïîíîâàíà àëãåáðà ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî

ïîâîðîòiâ.
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Â öié æ ðîáîòi [32] ðîçãëÿíóòî ñóïåðñèìåòðè÷íå ðîçøèðåííÿ ãàð-

ìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà â ïðîñòîði ç àëãåáðîþ (1.14)�(1.18) i îòðèìàíî

òî÷íó õâèëüîâó ôóíêöiþ îñíîâíîãî ñòàíó òàêîãî îñöèëÿòîðà. Ïîêàçà-

íî, ùî îñíîâíèé ñòàí îñöèëÿòîðà ¹ áåçìåæíîêðàòíî âèðîäæåíèé ñòî-

ñîâíî äåÿêîãî íàáîðó êâàíòîâèõ ÷èñåë, ÿêi âèíèêàþòü â çàäà÷i. Êðiì

òîãî, â îñíîâíîìó ñòàíi ñïîíòàííî ïîðóøåíà ñèìåòðiÿ âiäíîñíî ïîâî-

ðîòiâ ñèñòåìè. Áóëî çðîáëåíî ïåðåäáà÷åííÿ ïðî iñíóâàííÿ íîâî¨ ôàçè

â ñèñòåìàõ ç äîìiíóþ÷îþ äèïîëü-äèïîëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ (íàïðèêëàä

áîçå�êîíäåíñàò 52Cr), ÿêi ìîæóòü áóòè çìîäåëüîâàíi òàêèì ãàìiëüòî-

íiàíîì.

Àëãåáðà (1.14)�(1.18) äîñëiäæóâàëàñÿ ùå ó êiëüêîõ ðîáîòàõ, çîêðå-

ìà, â [58] áóëî ðîçãëÿíóòî ðîçñiÿííÿ ÷àñòèíêè íà ìàãíiòíîìó ïîëi áåç-

ìåæíî äîâãîãî i òîíêîãî ñîëåíî¨äà (åôåêò Ààðîíîâà�Áîìà) ó âiäïî-

âiäíîìó ïðîñòîði, ïîêàçàíî êàëiáðóâàëüíó iíâàðiàíòíiñòü âiäïîâiäíîãî

ïîëÿ â ëiíiéíîìó íàáëèæåíi ïî θ, â öüîìó æ íàáëèæåííi ðîçâ'ÿçà-

íî âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ Ïàóëi. Ïîêàçàíî, ùî ãîëîâíèé âêëàä âiä íåêî-

ìóòàòèâíîñòi íàñëiäó¹òüñÿ âiä êîìóòàòèâíî¨ çàäà÷i, òîáòî òîïîëîãi÷íi

âëàñòèâîñòi íå äåôîðìóþòüñÿ, õî÷à ïîëå íà ìàëèõ âiäñòàíÿõ (r ∼ θ) i

âîëîäi¹ ñèëüíîþ àñèìåòði¹þ.

Çà äîïîìîãîþ äàíî¨ àëãåáðè (ç òî÷íiñòþ äî çàìiíè θ → iθ) ìîæíà

ïîÿñíèòè òðèïëåòíèé êóïåðiâñüêèé ìåõàíiçì ñïàðþâàííÿ, çíàéäåíèé â

äåÿêèõ åêçîòè÷íèõ íàäïðîâiäíèêàõ (UPt3, Sr2RbO4): äëÿ áóäü�ÿêîãî

íåíóëüîâîãî θ iñíóþòü òðèïëåòè ç íèæ÷îþ åíåðãi¹þ, íiæ â ñèíãëåòíèõ

ñòàíàõ [59].

Àëãåáðà çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ (1.14)�(1.18) òàêîæ âèíè-

êà¹ ïðè êâàíòóâàííi êâàçiêëàñè÷íî¨ íåêîìóòàòèâíî¨ ìîäåëi Áåðåçiíà�

Ìàðèíîâà äëÿ ñïiíó 1/2 [34].

Àëãåáðó çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ (1.14)�(1.18) ìîæíà óçà-
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ãàëüíèòè äîäàâàííÿì iìïóëüñíî¨ ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi [33]

[Xi, Xj] = iθ2εijksk, (1.21)

[Pi, Pj] = iκ2εijksk, (1.22)

[Xi, Pj] = i(δij + κθεijksk), (1.23)

[si, sj] = i~εijksk, (1.24)

[Xi, sj] = iθεijksk, (1.25)

[Pi, sj] = iκεijksk. (1.26)

Ïðåäñòàâëåííÿ òàêî¨ àëãåáðè ëåãêî îòðèìó¹òüñÿ ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi

Xi = xi + θsi, (1.27)

Pi = pi + κsi. (1.28)

Ó ïðîñòîði ç òàêîþ àëãåáðîþ ó [33] áóëî òî÷íî çíàéäåíî îñíîâ-

íèé ñòàí ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ðîçøèðåííÿ òðèâèìiðíîãî ãàðìîíi÷íîãî

îñöèëÿòîðà.

Òàêîæ áóëî ïðîàíàëiçîâàíî â ðàìêàõ òåîði¨ çáóðåíü ðóõ êâàíòîâî¨

÷àñòèíêè (ÿê íåðåëÿòèâiñòñüêî¨ òàê i ðåëÿòèâiñòñüêî¨) â îäíîðiäíîìó

ìàãíiòíîìó ïîëi â (2+1)�âèìiðíîìó ïðîñòîði ç íåêîìóòàòèâíîþ àëãå-

áðîþ (1.21)�(1.26) [60]. Ïðîàíàëiçîâàíî âèïàäîê ìàëèõ ïàðàìåòðiâ ñïi-

íîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi (θ òà κ) òà âèïàäîê, êîëè õî÷à á îäèí ïàðàìåòð

íåêîìóòàòèâíîñòi ¹ âåëèêèì. Êîëè ïàðàìåòðè íåêîìóòàòèâíîñòi ¹ ìà-

ëèìè, òî ñïåêòð î÷iêóâàíî íàãàäó¹ ñïåêòð êîìóòàòèâíî¨ çàäà÷i Ëàíäàó.

Ïîïðàâêè äî ñïåêòðó ¹ ïðîïîðöiéíèìè äî ìàãíiòíîãî êâàíòîâîãî ÷è-

ñëà. Ó âèïàäêó âåëèêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ íåêîìóòàòèâíîñòi öi ïàðà-

ìåòðè âèçíà÷àþòü åíåðãåòè÷íèé ìàñøòàá çàäà÷i: åíåðãiÿ êâàäðàòè÷íî
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çàëåæèòü âiä íèõ. Òàêîæ åíåðãåòè÷íi ðiâíi êâàäðàòè÷íî çàëåæàòü âiä

ìàãíiòíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà.

Äëÿ òàêî¨ æ (2+1)�âèìiðíî¨ àëãåáðè (1.21)�(1.26) çíàéäåíî ïî-

ïðàâêè äî ñïåêòðó ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà ñïðè÷èíåíi òàêîþ ñïiíî-

âîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ [61]. Ïîêàçàíî, ùî âåäó÷èé âêëàä âiä íåêîìó-

òàòèâíîñòi ¹ êâàäðàòè÷íèì ïî ïàðàìåòðàõ íåêîìóòàòèâíîñòi i çíiìà¹

âèðîäæåííÿ îñöèëÿòîðíèõ ðiâíiâ ïî îðáiòàëüíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó.

Â öié ðîáîòi òàêîæ ïîêàçàíî, ùî çàäà÷à ïðî îñöèëÿòîð Äiðàêà äëÿ

òàêî¨ àëãåáðè çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i Ëàíäàó â öüîìó æ ïðîñòîði.

Áóëà ïîáóäîâàíà òàêîæ äåùî iíøà ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü [34]

iç ââåäåííÿì íàñòóïíèõ êîîðäèíàò òà iìïóëüñiâ

Xµ = xµ + θW µ, (1.29)

P µ = pµ = i~
∂

∂xµ
, (1.30)

äå W µ = (1/2)εµνρσσνρpσ � ïñåâäîâåêòîð Ïàóëi-Ëþáàíñüêîãî, σνρ =

i[γν, γρ]/2. Âiäïîâiäíà àëãåáðà ìà¹ âèãëÿä

[Xµ, Xν] = iθ~εµνρσσρσ − iθ2εµνρσWρPσ, (1.31)

[Xµ, P ν] = −i~gµν, (1.32)

[P µ, P ν] = 0, (1.33)

[Xµ, γν] = −iθ
2
εµνρσPργσ, (1.34)

[P µ, γν] = 0. (1.35)

Îäíi¹þ ç ãîëîâíèõ ïåðåâàã äàíî¨ àëãåáðè ¹ ¨¨ ðåëÿòèâiñòñüêà iíâàðiàí-

òíiñòü.

Â [62] äëÿ òàêî¨ àëãåáðè ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ Äiðàêà, ïîêàçàíî



35

iñíóâàííÿ çàêîíó çáåðåæåííÿ ìîäèôiêîâàíîãî ñòðóìó

Jµ = ψ∂µψ + eθψγ5 (∂νA
νγµ − ∂νAµγν)ψ +O(θ2), (1.36)

äå ψ = ψγ0 � äiðàêiâñüêè ñïðÿæåíèé áiñïiíîð, γ5 = iγ0γ1γ2γ3, Aµ �

çîâíiøí¹ åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå. Â [62] òàêîæ ïîêàçàíî, ùî äëÿ åëå-

êòðîíà â ïîñòiéíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi (çàäà÷à Ëàíäàó) íåêîìóòàòèâ-

íiñòü çíiìà¹ âèðîäæåííÿ çáóäæåíèõ ðiâíiâ â äðóãîìó ïîðÿäêó òåî-

ði¨ çáóðåíü ïî ïàðàìåòðó íåêîìóòàòèâíîñòi. Íåçâàæàþ÷è íà ëîðåíö-

iíâàðiàíòíiñòü (1.31)�(1.35), ìîæíà ïîêàçàòè, ùî â ïðîñòîði ç öi¹þ

àëãåáðîþ êâàíòîâîïîëüîâi ñïîñòåðåæóâàíi â ðiçíèõ òî÷êàõ ïðîñòîðó�

÷àñó, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ïðîñòîðîâîïîäiáíèì iíòåðâàëîì, â çàãàëüíîìó íå

êîìóòóþòü, òîáòî äàíà àëãåáðà ïîðóøó¹ ìiêðîïðè÷èííiñòü [63]

Ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü (1.31)�(1.35) åôåêòèâíî âèíèêà¹ ó íèç-

öi êâàçiêëàñè÷íèõ ìîäåëåé ÷àñòèíîê çi ñïiíîì. Â ðîáîòàõ [64, 65] áóëî

ðîçãëÿíóòî ðóõ êâàçiêëàñè÷íîãî åëåêòðîíà ó âèêðèâëåíîìó ïðîñòîði

òà îòðèìàíî êîîðäèíàòè, äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæó¹òüñÿ êîìóòàöiéíå ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (1.31).

Êîîðäèíàòíèé êîìóòàòîð (1.31) ç'ÿâëÿ¹òüñÿ òàêîæ i ïðè êàíî-

íi÷íîìó êâàíòóâàííi òâiñòîðiâ [66]. Ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü (1.31)�

(1.35) îòðèìó¹òüñÿ òàêîæ ïðè ðîçãëÿäi ÷àñòèíîê çi ñïiíîì â (2+1)�

âèìiðíîìó ïðîñòîði (åíiîíiâ) [67,68].

Ïiäñóìîâóþ÷è ñêàçàíå, çàçíà÷èìî, ùî iäåÿ ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâ-

íîñòi êîîðäèíàò ¹ äîñòàòíüî íîâîþ, áàãàòî çàäà÷ çàëèøà¹òüñÿ íåðî-

çâ'ÿçàíèìè. Âçàãàëi íå äîñëiäæåíî òåîðiþ ïîëÿ ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ

íåêîìóòàòèâíiñòþ. Öèì ïèòàííÿì ïðèñâÿ÷åíi íàñòóïíi ðîçäiëè äèñåð-

òàöiéíî¨ ðîáîòè.
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Ðîçäië 2

ÄÅÔÎÐÌÎÂÀÍI ÀËÃÅÁÐÈ ÇI

ÑÏIÍÎÂÎÞ ÍÅÊÎÌÓÒÀ-

ÒÈÂÍIÑÒÞ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ

2.1 Âñòóï

Â ëiòåðàòóði äîñëiäæóþòüñÿ â îñíîâíîìó äâà òèïè àëãåáð çi ñïiíîâîþ

íåêîìóòàòèâíiñòþ. Äëÿ ïåðøîãî òèïó çà äîïîìîãîþ çñóâó íà îïåðàòîð

ñïiíó áóäóþòüñÿ íåêîìóòàòèâíi ñïiíîâî�çìiùåíi êîîðäèíàòè ó âèãëÿ-

äi (1.27) [32]. Âiäïîâiäíà àëãåáðà îïåðàòîðiâ äèíàìi÷íèõ âåëè÷èí ìà¹

âèãëÿä (1.14)�(1.18).

Iíøó àëãåáðó çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ áóäóþòü çñóâàþ÷è êî-

ìóòàòèâíi êîîðäèíàòè íà âåêòîð Ïàóëi�Ëþáàíñüêîãî (1.29) [34]. Âiäïî-

âiäíà àëãåáðà ìà¹ âèãëÿä (1.31)�(1.35). Àëãåáðè òàêîãî òèïó íàçèâàòè-

ìåìî ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ GKdS çà ïåðøèìè ëiòåðàìè ïðiçâèù

¨¨ àâòîðiâ: Ãîìåç (Gomes), Êóïðiÿíîâ (Kupriyanov) i äà Ñiëüâà (da Si-

lva).

Îáèäâà òèïè àëãåáð ¹ iíâàðiàíòíèìè âiäíîñíî ïîâîðîòiâ (ïðîñòî-

ðîâèõ ïîâîðîòiâ i áóñòiâ â ðåëÿòèâiñòñüêîìó âèïàäêó) òà òðàíñëÿöiéíî

iíâàðiàíòíèìè. ßê áóäå ïîêàçàíî â öüîìó ðîçäiëi, ïðè òàêèõ àëãåáðàõ

ó ïðîñòîði âèíèêà¹ ìiíiìàëüíà äîâæèíà.

Â äàíîìó ðîçäiëi çàïðîïîíîâàíî äâi íîâi àëãåáðè çi ñïiíîâîþ íå-
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êîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò: íåðåëÿòèâiñòñüêèé âàðiàíò àëãåáðè GKdS

(ïiäðîçäië 2.2) òà ðåëÿòèâiñòñüêó àëãåáðó ç íåêîìóòàòèâíèìè ñïiíîâî�

çìiùåíèìè êîîðäèíàòàìè (ïiäðîçäië 2.3). Öi àëãåáðè ¹ îáåðòîâî� òà

òðàíñëÿöiéíî�iíâàðiàíòíèìè òà ìàþòü ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ. Òàêîæ

äîäà¹ öiííîñòi îáèäâîì çàïðîïîíîâàíèì àëãåáðàì iñíóâàííÿ òî÷íî-

ðîçâ'ÿçóâàíèõ çàäà÷ ó ïðîñòîðàõ ç öèìè àëãåáðàìè.

Çàçâè÷àé ïîáóäîâà íåêîìóòàòèâíèõ ôóíêöié (ôóíêöié íåêîìóòà-

òèâíèõ êîîðäèíàò) âiäáóâà¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ çiðêîâîãî äîáóòêó Ìîÿ-

ëè. Öå çóìîâëåíî íàÿâíiñòþ äîäàíêiâ ç iìïóëüñàìè (ïîõiäíèìè) â ïðåä-

ñòàâëåííi íåêîìóòàòèâíèõ êîîðäèíàò ÷åðåç îïåðàòîðè íåäåôîðìîâàíî¨

àëãåáðè Ãàéçåíáåðãà. Òàêèé äîáóòîê äîçâîëÿ¹ ïîñòàâèòè ó âiäïîâiä-

íiñòü äîáóòêó ôóíêöié ÷èñëî, à íå äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð. Îäíàê

ó âèïàäêó ñïiíîâî-çìiùåíèõ êîîðäèíàò ëåãêî ðåàëiçóâàòè iíøèé øëÿõ

ïîáóäîâè íåêîìóòàòèâíèõ ôóíêöié. Â ïàðàãðàôi 2.3.2 ïîáóäîâàíî òà-

êå âiäîáðàæåííÿ ç ïðîñòîðó êîìóòàòèâíèõ ôóíêöié â ïðîñòið ôóíêöié

íåêîìóòàòèâíèõ êîîðäèíàò. Â òàêîìó ïiäõîäi êîæíié ôóíêöi¨ ó êîìó-

òàòèâíîìó ïðîñòîði âiäïîâiäà¹ äåÿêà ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ ó ïðîñòîði çi

ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò. Â öüîìó æ ïàðàãðàôi ðîçãëÿ-

íóòî äåÿêi âëàñòèâîñòi òàêèõ ìàòðè÷íèõ íåêîìóòàòèâíèõ ôóíêöié.

2.2 Íåðåëÿòèâiñòñüêà ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü Ãî-

ìåçà�Êóïðiÿíîâà�äà Ñiëüâè

2.2.1 Aëãåáðà

Ïîáóäó¹ìî íåðåëÿòèâiñòñüêèé âàðiàíò àëãåáðè [34]. Äëÿ öüîãî ââåäåìî

òðèâèìiðíèé àíàëîã âåêòîðà Ïàóëi-Ëþáàíñüêîãî:

Wi =
1

4
εijkσjpk =

1

4
[σ × p]i , (2.1)
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äå σj � ìàòðèöi Ïàóëi. Òîäi íåêîìóòàòèâíi êîîðäèíàòè òà iìïóëüñè

çàïèøåìî ó âèãëÿäi

R = r+ θW = r+
θ

4
[σ × p] = r+

θ

2~
[s× p], (2.2)

P = p, (2.3)

äå r, p ¹ åëåìåíòàìè íåäåôîðìîâàíî¨ àëãåáðè Ãàéçåíáåðãà.

Çàóâàæèìî, ùî âèðàç (2.2) ¹ ñïiíîâèì àíàëîãîì òàê çâàíîãî çñóâó

Áîïïà (Bopp shift), àëå ÷åðåç íåêîìóòàòèâíiñòü ñïiíîâèõ ìíîæíèêiâ

áiëÿ iìïóëüñiâ (íà âiäìiíó âiä çâè÷àéíîãî âèïàäêó ÷èñëîâèõ êîíñòàíò

â (1.5)�(1.7)) àëãåáðà ç êîîðäèíàòàìè (2.2) ìiñòèòü ùå äîäàíîê ïðî-

ïîðöiéíèé äî êâàäðàòà ïàðàìåòðà íåêîìóòàòèâíîñòi:

[Xi, Xj] = iθεijksk + i
θ2

4~
εijkPk(s,P), (2.4)

[Xi, Pj] = i~δij, (2.5)

[Pi, Pj] = 0. (2.6)

Äëÿ ïîâíîòè àëãåáðè äîïîâíèìî ¨¨ êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåí-

íÿìè äëÿ ñïiíiâ

[si, sj] = i~εijksk, (2.7)

[Xi, sj] = i
θ

2
(Pjsi − δij(s,P)). (2.8)

Âàæëèâîþ ðèñîþ öi¹¨ àëãåáðè ¹ òå, ùî íåêîìóòàòèâíi êîîðäèíàòè

çàëèøàþòüñÿ âåêòîðàìè, òîáòî iñíó¹ iíâàðiàíòíiñòü âiäíîñíî ïîâîðîòiâ

ñèñòåìè êîîðäèíàò, ÿêà ïîðóøó¹òüñÿ äëÿ êàíîíi÷íî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi

(1.5)�(1.7).
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2.2.2 Ìiíiìàëüíà äîâæèíà

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè ïiäíåñåìî (2.2) äî êâàäðàòó

R2 = r2 +
θ

~
(r, [s× p]) +

θ2p2

8
= r2 − θ

~
(s,L) +

θ2p2

8
. (2.9)

Çíàéäåìî âëàñíi çíà÷åííÿ öüîãî îïåðàòîðà. Âiäîêðåìèìî ðàäiàëü-

íó òà êóòîâi çìiííi

Ψ(r, θ, ϕ) = R(r)Ωj,l,m(θ, ϕ),

äå Ωj,l,m(θ, ϕ) � ñôåðè÷íèé ñïiíîð, R(r) � ðàäiàëüíà ÷àñòèíà õâèëüî-

âî¨ ôóíêöi¨. Âiäîêðåìèâøè çìiííi i ñêîðèñòàâøèñü îïåðàòîðíîþ òîòî-

æíiñòþ

2(s,L) = J2 − L2 − S2,

äå J = L+ s � ïîâíèé ìîìåíò iìïóëüñó, îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ íà ðàäi-

àëüíó ñêëàäîâó(
r2 +

θ2p2

8
− ~

2
θ (j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1))

)
R(r) =

= λ2R(r),

(2.10)

ùî ¹ ðiâíÿííÿì ïðîñòîðîâîãî ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà. Êâàíòîâi ÷è-

ñëà ïðîáiãàþòü çíà÷åííÿ

l = 0, 1, 2, ...; j = |l ± 1/2|. (2.11)

Âëàñíèìè çíà÷åííÿìè òàêî¨ çàäà÷i ¹

λ2 =
~|θ|√

2

(
2n+ l +

3

2

)
− ~

2
θ (j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1)) , (2.12)

äå êâàíòîâå ÷èñëî n = 0, 1, 2, ....

Ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ λ2min = (3/2
√

2)~|θ| äîñÿãà¹òüñÿ ïðè íàáî-

ði êâàíòîâèõ ÷èñåë n = 0, j = 1/2, l = 0 äëÿ θ > 0 i λ2min =

((5− 2
√

2)/2
√

2)~|θ| ïðè n = 0, j = 1/2, l = 1 äëÿ θ < 0. À îñêiëüêè
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ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè íå ìîæå áóòè ìåíøèì,

íiæ íàéìåíøå âëàñíå çíà÷åííÿ öüîãî îïåðàòîðà, òî äëÿ äîâiëüíîãî

ñòàíó ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü√
〈R2〉 ≥ λmin, (2.13)

òîìó â ïðîñòîði ç àëãåáðîþ (2.4)�(2.8) iñíó¹ ìiíiìàëüíà äîâæèíà â ñåíñi

λmin =
√

min 〈R2〉. (2.14)

Çàóâàæèìî, ùî ðiçíà ìiíiìàëüíà äîâæèíà â çàëåæíîñòi âiä çíà-

êó θ çóìîâëåíà òèì ôàêòîì, ùî âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà 2 (s,L)

íàáóâàþòü âñiõ öiëèõ çíà÷åíü çà âèíÿòêîì −1 (â îäèíèöÿõ ~2). Öåé

ôàêò ìîæíà ïîêàçàòè, ïåðåïèñàâøè äîäàíîê ñïií-îðáiòàëüíî¨ âçà¹ìî-

äi¨ ç âðàõóâàííÿì çàëåæíîñòi ìiæ êâàíòîâèìè ÷èñëàìè j = |l ± 1/2|:

j = 1/2 äëÿ l = 0 òà j = l + σ, σ = ±1/2 äëÿ l 6= 0.

ßâíó àñèìåòðiþ λ2 ìîæíà ïîêàçàòè, ïåðåïèñàâøè (2.12) ÷åðåç

êâàíòîâi ÷èñëà n, j, σ:

λ2l=0 =
~|θ|√

2

(
2n+

3

2

)
, (2.15)

λ2l 6=0 =
~|θ|√

2

(
2n+ l +

3

2

)
− ~θσ

(
l +

1

2

)
+

~θ
4
, (2.16)

òóò ìè ïîêëàëè s(s+ 1) = 3/4.

Âëàñíi ôóíêöi¨ (2.9) ìàþòü âèãëÿä Ψ(r, ϕ, θ) = Rn,l(r)Ωl,j,m(ϕ, θ),

äå Ωl,j,m(ϕ, θ) � ñôåðè÷íèé ñïiíîð [69, �24], à ðàäiàëüíà ÷àñòèíà äî-

ðiâíþ¹

Rn,l(r) = (−1)n
(
m|θ|
~

)3/4
√

2n!

Γ(n+ l + 3/2)
ρle−ρ

2/2Ll+1/2
n (ρ2), (2.17)

äå ρ = r
√
m|θ|/~, à Ll+1/2

n (ρ2) � óçàãàëüíåíi ïîëiíîìè Ëàãåððà.
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2.3 Ðåëÿòèâiñòñüêi íåêîìóòàòèâíi ñïiíîâî�çìiùåíi

êîîðäèíàòè

2.3.1 Àëãåáðà

Ïðÿìå ðåëÿòèâiñòñüêå óçàãàëüíåííÿ àëãåáðè ñïiíîâî-çìiùåíèõ êîîð-

äèíàò (1.14)�(1.18) ìîæíà ïîáóäóâàòè çàìiíèâøè ìàòðèöi Ïàóëi (ÿêi

ãåíåðóþòü àëãåáðó Êëiôôîðäà C`(3)) íà γ-ìàòðèöi Äiðàêà (C`(1, 3))

â ïðåäñòàâëåííi (1.19). Îòðèìàíi íåêîìóòàòèâíi îïåðàòîðè êîîðäèíàò

ñòàþòü ìàòðèöÿìè i ðiâíi êîìóòàòèâíèì êîîðäèíàòàì çìiùåíèì íà âiä-

ïîâiäíi ìàòðèöi γµ

Xµ = xµ + iθγµ, (2.18)

äå óÿâíà îäèíèöÿ äîäàíà äëÿ åðìiòîâîñòi ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò, θ �

ïàðàìåòð ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi.

Ïîñòóëþþ÷è, ùî iìïóëüñè â íåêîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði ¹ òàêèìè

ñàìèìè ÿê i â êîìóòàòèâíîìó âèïàäêó

P µ = pµ = i∂µ, (2.19)

ëåãêî çàïèñàòè ïîâíó çàìêíåíó àëãåáðó îïåðàòîðiâ äèíàìi÷íèõ âåëè-

÷èí, ÿêà ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä

[Xµ, Xν] = 2iθ2σµν, (2.20)

[
Xµ, σαβ

]
= 2θ(γαηµβ − γβηµα), (2.21)

[Xµ, P ν] = −iηµν, (2.22)

[P µ, P ν] = 0, (2.23)

[
P µ, σαβ

]
= 0, (2.24)

[σαβ, σγδ] = i (ηαγσβδ − ηβγσαδ − ηαδσβγ + ηβδσαγ) , (2.25)
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äå σαβ = i[γα, γβ]/2.

Çàóâàæèìî, ùî ÿê σµν, òàê i Lµν ¹ ãåíåðàòîðàìè ñïåöiàëüíî¨ îð-

òîãîíàëüíî¨ ãðóïè SO(1, 3) îäíàê â ðiçíèõ ïðåäñòàâëåííÿõ. Â òàêîìó

êîíòåêñòi êîîðäèíàòíèé êîìóòàòîð (2.20) ñïiâïàäà¹ ç êîîðäèíàòíèì

êîìóòàòîðîì â àëãåáði Ñíàéäåðà (1.8). Îäíàê â çàãàëüíîìó, îñêiëüêè

ñïiíîâi ìàòðèöi σ êîìóòóþòü ç p, òî ïîâíà àëãåáðà (2.20)�(2.25) âiäði-

çíÿ¹òüñÿ âiä àëãåáðè Ñíàéäåðà. Ïðèíöèïîâó âiäìiííiñòü âèäíî âæå ç

òîãî ôàêòó, ùî çàïðîïîíîâàíà àëãåáðà, íà âiäìiíó âiä àëãåáðè Ñíàé-

äåðà, ¹ ëiíiéíîþ.

Ç iíøî¨ òî÷êè çîðó, çñóâ êîîðäèíàò â ïðåäñòàâëåííi (2.18) íàãà-

äó¹ âèãëÿä êîîðäèíàò ñóïåðïðîñòîðó Xµ = xµ + iξσµξ, äå ξ � ñïiíîðè

Ìàéîðàíè, σµ = (1, σi) (äëÿ ïðèêëàäó [70�72]). Àëå íà ïðîòèâàãó äî

ñóïåðïðîñòîðó, çàïðîïîíîâàíà àëãåáðà íå ïîòðåáó¹ ââåäåííÿ äîäàòêî-

âèõ ãðàññìàíîâèõ çìiííèõ.

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî â àëãåáði (2.20)�(2.25) ïðèñóòíÿ ìiíiìàëüíà

äîâæèíà. Ñïðàâäi, îñêiëüêè

R̂2 = r2 + 2iθ(γ, r) + 3θ2, (2.26)

òî âëàñíi çíà÷åííÿ R̂2 ðiâíi

R2 = (r ± θ)2 + 2θ2 ≥ λ2min, (2.27)

äå ìiíiìàëüíà äîâæèíà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê i â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi

ìiíiìàëüíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì (2.14) i äîðiâíþ¹

λmin =
√

2θ. (2.28)

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî òàêå ñàìå çíà÷åííÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè îòðèìó-

¹ìî i ó âèïàäêó íåðåëÿòèâiñòñüêîãî àíàëîãó (1.14)�(1.18).
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2.3.2 Îïåðàöi¨ ç ôóíêöiÿìè íåêîìóòàòèâíèõ ñïiíîâî-çìiùåíèõ

êîîðäèíàò

Äëÿ ïîáóäîâè áóäü-ÿêî¨ òåîði¨ â íåêîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði (ïðîñòîði

ç íåêîìóòàòèâíèìè êîîðäèíàòàìè) ïåðø çà âñå íåîáõiäíî çíàéòè ïðà-

âèëî ïîáóäîâè íåêîìóòàòèâíîãî âiäïîâiäíèêà äåÿêî¨ çàäàíî¨ ôóíêöi¨

êîìóòàòèâíèõ çìiííèõ f(x), x = (x1, x2, ..., xn). Ç íåîáõiäíiñòþ ïðè

òàêîìó ïåðåõîäi äî íåêîìóòàòèâíîãî ïðîñòîðó âèíèêàòèìå ïðîáëåìà

âïîðÿäêóâàííÿ íåêîìóòàòèâíèõ êîîðäèíàò. Çàçâè÷àé â òàêîìó âèïàä-

êó îáèðàþòü âïîðÿäêóâàííÿ çà Âåéëåì

f → f̃ =

∫
dnk eikµX

µ

Fk, (2.29)

äå Fk = 1/(2π)n
∫
dnxeikxf(x) ¹ Ôóð'¹�êîìïîíåíòîþ ôóíêöi¨ f(x), ií-

òåãðóâàííÿ ïî õâèëüîâîìó âåêòîðó âiäáóâà¹òüñÿ âiä −∞ äî ∞.

Ó âèïàäêó íåêîìóòàòèâíèõ êîîðäèíàò (2.18) îòðèìó¹ìî

f̃(x) =

∫
d4k ei(kX)Fk = T̂

∫
d4kei(kx)Fk = T̂ f(x), (2.30)

äå T̂ = eiθ(γ∂), à äâà ðåëÿòèâiñòñüêèõ âåêòîðè â äóæêàõ (AB) = ηµνAµBν

òóò i âñþäè â ðîáîòi ïîçíà÷àþòü (3+1)�âèìiðíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê.

Îòæå ìè ìîæåìî ìàòðè÷íó ôóíêöiþ f̃(x) = T̂ f(x) àñîöiþâàòè ç íåêî-

ìóòàòèâíèì åêâiâàëåíòîì êîìóòàòèâíî¨ ôóíêöi¨ f(x). Îïåðàòîð T̂ âiä-

îáðàæà¹ ãëàäêó ôóíêöiþ f(x) ∈ C∞ â ïðîñòið íåêîìóòàòèâíèõ ôóí-

êöié C∞ ⊗ C`(1, 3). Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ôàêòè÷íî íåêîìóòàòèâíà

ôóíêöiÿ f̃(x) ðiâíà äi¨ îïåðàòîðà ñïiíîâî¨ òðàíñëÿöi¨ T̂ = eiθ(γ∂) íà

êîìóòàòèâíó ôóíêöiþ f(x).

Çðîçóìiëî, ùî âëàñòèâîñòi äîáóòêó äâîõ òàêèõ ôóíêöié âiäðiçíÿ-

òèìåòüñÿ âiä âëàñòèâîñòåé çiðêîâîãî äîáóòêó Ìîÿëè. Çîêðåìà, ìîæíà

ïîêàçàòè, ùî T̂ f T̂ f 6= T̂ (fg) (ùî ïîâèííî ïåðåòâîðþâàòèñÿ ó ðiâíiñòü

äëÿ ìîÿëiâñüêîãî äîáóòêó), àëå òèì íå ìåíøå, çàïðîïîíîâàíèé äîáó-
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òîê òåæ âîëîäi¹ íåîáõiäíèìè ìàòåìàòè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè, çîêðåìà

àñîöiàòèâíiñòþ.

Ïðîàíàëiçó¹ìî âïîðÿäêóâàííÿ äiðàêiâñüêèõ γ�ìàòðèöü ó âèðàçi

T̂ f(x). Äiÿ îïåðàòîðà T̂ = eiθ(γ∂) íà f(x) åêâiâàëåíòíà íàñòóïíîìó

ðîçêëàäó â ðÿä Òåéëîðà

f̃ = eiθ(γ∂)f(x) =
∞∑
n=0

inθn

n!
(γ∂)nf(x) =

=
∞∑
n=0

(iθ)n

n!
f (n)µ1µ2...µn

γµ1γµ2 · ... · γµn,
(2.31)

äå (n) ïîçíà÷à¹ ïîðÿäîê ïîõiäíî¨ âiä f(x). Îñêiëüêè çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨

ïîðÿäêó n íå çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó äèôåðåíöiþâàííÿ, òî ìíîæíèêè

ç ôiêñîâàíîþ êiëüêiñòþ ïîõiäíèõ ïî êîæíié ç êîîðäèíàò ðiâíi ñèìå-

òðèçîâàíîìó äîáóòêó âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü Äiðàêà. Öåé âèðàç ðiâíèé

ðîçêëàäó â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöi¨ f(x + iθγ) ïî θ, äå êîæåí äîäàíîê

ñêëàäà¹òüñÿ ç âñiõ ñèìåòðèçîâàíèõ ïåðåñòàíîâîê γ�ìàòðèöü. Íàïðè-

êëàä, ó âèïàäêó n = 3, µ1 = x, µ2 = x, µ3 = y âiäïîâiäíèé äîäàíîê â

ðîçêëàäi çàïèñó¹òüñÿ

(iθ)3

3!
f
′′′

xxy · (2γxγxγy + 2γxγyγx + 2γyγxγx).

Ç iíøîãî áîêó, âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæíiñòü (γ∂)2 = −∂2 = −∂2t +

∂2x + ∂2y + ∂2z ìîæíà ïåðåïèñàòè T̂ â íàñòóïíîìó âèãëÿäi

T̂ = eiθ(γ∂) = C̃ + iθ(γ∂̃), (2.32)

äå C̃ = cos(θ
√
−∂2), ∂̃µ = sinc(θ

√
−∂2)∂µ, sinc(x) = sin(x)/x. Öå ïðåä-

ñòàâëåííÿ ¹ êîðèñíèì ó âèâåäåííi äåÿêèõ âëàñòèâîñòåé íåêîìóòàòèâ-

íèõ ôóíêöié òà îïåðàöié íàä íèìè.

Ïåðø çà âñå, âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä â ðÿä Òåéëîðà îïåðàòîðà T̂
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ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çàäîâîëüíÿþòüñÿ íàñòóïíi ïðèðîäíi âëàñòèâîñòi

1̃ = 1, (2.33)

T̂ xµ = xµ + iθγµ = Xµ. (2.34)

Çíàéäåìî âèðàç äëÿ äîáóòêó äâîõ íåêîìóòàòèâíèõ ôóíêöié f̃ i g̃.

Éîãî ìîæíà çàïèñàòè ó íàñòóïíié ôîðìi[
C̃ + iθ(γ∂̃)

]
f ·
[
C̃ + iθ(γ∂̃)

]
g =

= C̃fC̃g − θ2(γ∂̃)f(γ∂̃)g + iθ
(

(γ∂̃)fC̃g + C̃f(γ∂̃)g
)
.

(2.35)

Âèêîðèñòîâóþ÷è äîáðå âiäîìó òîòîæíiñòü

(γA)(γB) = (AB)− iσµνAµBν, (2.36)

îòðèìà¹ìî ïðàâó ÷àñòèíó (2.35) ó âèãëÿäi

C̃fC̃g − θ2∂̃µf∂̃µg + iθ
(

(γ∂̃)fC̃g + C̃f(γ∂̃)g
)

+ iθ2σµν ∂̃µf∂̃νg.

Äîâåäåìî íàñòóïíó îïåðàòîðíó òîòîæíiñòü

C̃fC̃g − θ2∂̃µf∂̃µg = C̃(fg). (2.37)

Ñïðàâäi, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ââåäåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïå-

ðàòîðiâ, ìîæíà çàïèñàòè

C̃fC̃g =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

θ2n

(2n)!

θ2m

(2m)!
∂2nf∂2mg = |n+m = k| =

=
∞∑
k=0

k∑
m=0

θ2k

(2k − 2m)!(2m)!
∂2k−2mf∂2mg

(2.38)

òà

−θ2∂̃µf∂̃µg = −
∞∑
n=0

∞∑
m=0

θ2n+2

(2n+ 1)!

θ2m

(2m+ 1)!
∂2n∂µf∂

2m∂µg =

= |n+m = k| =

= −
∞∑
k=0

k∑
m=0

θ2k+2

(2k − 2m+ 1)!(2m+ 1)!
∂2k−2m∂µf∂

2m∂µg.

(2.39)
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Ç iíøîãî áîêó, ðîçêëàäåìî â ðÿä ïðàâó ÷àñòèíó îïåðàòîðíî¨ òîòî-

æíîñòi (2.37). Ðîçêëàä ìà¹ âèãëÿä

C̃(fg) =
∞∑
n=0

θ2n

(2n)!
∂2n(fg) =

∞∑
n=0

θ2n

(2n)!
×

×

{
n∑
k=0

C2k
2n∂

2n−2kf∂2kg −
n∑
k=0

C2k+1
2n ∂2k∂µf∂

2n−2k−2∂µg

}
,

(2.40)

äå Ck
n = (n!)/(k!(n− k)!) � êiëüêiñòü êîìáiíàöié ç n ïî k. Âðàõîâóþ÷è

âèðàç äëÿ ÷èñëà êîìáiíàöié, îòðèìó¹ìî

C̃(fg) =
∞∑
n=0

n∑
k=0

θ2n

(2n− 2k)!(2k)!
∂2kf∂2n−2kg−

−
∞∑
n=1

n−1∑
k=0

θ2n

(2n− 2k − 1)!(2k + 1)!
∂2k∂µf∂

2n−2k−2∂µg.

(2.41)

Ïåðøèé äîäàíîê ó öüîìó âèðàçi ç òî÷íiñòþ äî ïåðåïîçíà÷åííÿ ií-

äåêñiâ ïiäñóìîâóâàííÿ ñïiâïàäà¹ ç (2.38). Äëÿ òîãî, ùîá ïîêàçàòè, ùî

äðóãèé äîäàíîê â (2.41) ñïiâïàäà¹ ç âèðàçîì (2.39) íåîáõiäíî ïåðåéòè

äî íîâîãî iíäåêñó ïiäñóìîâóâàííÿ n = m + 1. Îòæå, ìè äîâåëè iñòèí-

íiñòü òîòîæíîñòi (2.37).

Òàêèì ñàìèì ìåòîäîì ìîæíà äîâåñòè, ùå îäíó îïåðàòîðíó òîòî-

æíiñòü

∂̃µfC̃g + C̃f ∂̃µg = ∂̃µ(fg). (2.42)

Òàêèì ÷èíîì ç (2.35), âðàõîâóþ÷è âèðàç (2.36) òà òîòîæíîñòi (2.37)

i (2.42), ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñïðàâåäëèâèì ¹ íàñòóïíèé âèðàç äëÿ ìíî-

æåííÿ äâîõ íåêîìóòàòèâíèõ ôóíêöié

T̂ (f)T̂ (g) = T̂ (fg) + iθ2σµν ∂̃µf∂̃νg. (2.43)

Öåé âèðàç ïîêàçó¹ çâ'ÿçîê ìiæ äîáóòêîì äâîõ íåêîìóòàòèâíèõ ôóíêöié

T̂ (f)T̂ (g) i íåêîìóòàòèâíèì âiäïîâiäíèêîì êîìóòàòèâíîãî äîáóòêó öèõ



47

ôóíêöié. Ïðÿìèìè îá÷èñëåííÿìè ìîæíà ïîêàçàòè, ùî òàêèé äîáóòîê

íåêîìóòàòèâíèõ ôóíêöié ¹ àñîöiàòèâíèì

f̃(g̃h̃) = (f̃ g̃)h̃. (2.44)

Ç (2.43), âíàñëiäîê àíòèñèìåòði¨ ìàòðèöü σµν ñòîñîâíî ïåðåñòàíîâ-

êè iíäåêñiâ, âèïëèâà¹, ùî

(f̃)n = T̂ (fn). (2.45)

Äiþ T̂ íà ñêëàäåíó ôóíêöiþ ϕ(f(x)) ìîæíà îòðèìàòè òàêèì ñàìèì

÷èíîì. Äiþ÷è îïåðàòîðîì T̂ íà ðîçêëàä ϕ(f(x)) â ðÿä ïî ñòåïåíÿõ

f(x) i âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü (2.45) îòðèìó¹ìî

T̂ϕ(f) = ϕ(T̂ f). (2.46)

Îñêiëüêè îïåðàòîð T̂ êîìóòó¹ ç ïîõiäíèìè, òî ëåãêî ïðîâåñòè äè-

ôåðåíöiþâàííÿ íåêîìóòàòèâíî¨ ôóíêöi¨

∂µf̃ = ∂µT̂ (f(x)) = T̂ (∂µf(x)). (2.47)

Äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨ ¹ äåùî ñêëàäíiøèì

∂ρf̃(ϕ) = T̂

(
∂f

∂ϕ
∂ρϕ

)
=

= T̂

(
∂f

∂ϕ

)
T̂ (∂ρϕ)− iθ2σµν

(
∂µ
∂f

∂ϕ

)
(∂ν∂ρϕ)

(2.48)

àáî

∂ρf̃(ϕ) = T̂

(
∂ρϕ

∂f

∂ϕ

)
=

= T̂ (∂ρϕ) T̂

(
∂f

∂ϕ

)
+ iθ2σµν

(
∂µ
∂f

∂ϕ

)
(∂ν∂ρϕ) .

(2.49)

Â ðîçäiëi 5 ìè ïîáóäó¹ìî äiþ äëÿ íåêîìóòàòèâíîãî åëåêòðîìàãíi-

òíîãî ïîëÿ. Äiÿ ïîâèííà áóòè ñêàëÿðîì. Òîìó îçíà÷èìî iíòåãðóâàí-

íÿ íåêîìóòàòèâíî¨ ôóíêöi¨ f̃ ç äîäàòêîâèì âçÿòòÿì ñëiäó âiä ïiäií-

òåãðàëüíîãî âèðàçó ó âèãëÿäi (1/4)
∫
dx Sp{f̃}. Äîäàòêîâî íàêëàäà-

òèìåìî íà ïîëüîâi ôóíêöi¨ ïiä iíòåãðàëîì óìîâó ôiçè÷íîñòi � ñàìi



48

ôóíêöi¨ òà âñi ¨õíi ïîõiäíi ïîâèííi äîñòàòíüî øâèäêî ïðÿìóâàòè äî

íóëÿ íà ãðàíèöÿõ îáëàñòi iíòåãðóâàííÿ, çàáåçïå÷óþ÷è çáiæíiñòü ií-

òåãðàëà. Iíòåãðóâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ â îáëàñòi D ⊂ R(1, 3), iíôiíiòíié

ó ïðîñòîðîâî�ïîäiáíèõ íàïðÿìàõ òà îáìåæåíié äâîìà ïîâåðõíÿìè ó

÷àñîâî�ïîäiáíèõ íàïðÿìàõ.

Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî äëÿ iíòåãðàëó âiä îäíi¹¨ íåêîìóòàòèâíî¨ ôóí-

êöi¨ f̃(x) = T̂ f(x)

1

4

∫
dx Sp{f̃} =

1

4

∫
dx Sp{C̃f + iθ(γ∂̃)f}.

Çàøïóðîâóâàííÿ äðóãîãî äîäàíêó äàñòü íóëü â ñèëó áåçøïóðîâîñòi

ìàòðèöü Äiðàêà. Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà C̃ òà ïðèïóñêàþ-

÷è ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü ïiäiíòåãðàëüíèõ âèðàçiâ, çàïèøåìî íàñòóïíó

ðiâíiñòü

1

4

∫
D

dx Sp{f̃} =
∞∑
n=0

θ2n

(2n)!

∫
D

dx ∂2nf =

=

∫
D

dx f +
∞∑
n=1

θ2n

(2n)!

∫
∂D

dSα∂
α(∂2n−2f)

äå dSα � åëåìåíò iíòåãðóâàííÿ ïî ãiïåðïîâåðõíi D. ßêùî âèìàãàòè

ðiâíîñòi íóëþ ñàìîãî ïîëÿ i âñiõ éîãî ïîõiäíèõ íà íåñêií÷åííî äàëåêié

ïðîñòîðîâî�ïîäiáíié ÷àñòèíi ãðàíèöi òà çàôiêñóâàòè çíà÷åííÿ ïîëÿ i

âñiõ ïîõiäíèõ íà ÷àñîâî�ïîäiáíèõ ÷àñòèíàõ ãðàíèöi D, òî îòðèìó¹ìî

1

4

∫
dx Sp{f̃} =

∫
dx f + I1, (2.50)

äå I1 � äåÿêà ôóíêöiÿ çíà÷åíü ïîëÿ i éîãî ïîõiäíèõ íà ãðàíèöi. Îñêiëü-

êè òàêå iíòåãðóâàííÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ äëÿ ïîáóäîâè äi¨ äëÿ ïîëÿ ç ïîäàëü-

øîþ âàðiàöi¹þ, òî äîäàíêîì I1 ìîæíà çíåõòóâàòè, áî âàðiàöiÿ öi¹¨ ôóí-

êöi¨ ðiâíà íóëþ.

Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàë âiä äîáóòêó äâîõ íåêîìóòàòèâíèõ ôóíêöié
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f̃ g̃. Âðàõîâóþ÷è (2.43), (2.50) òà Sp(σµν) = 0 ìà¹ìî

1

4

∫
dx Sp{f̃ g̃} =

1

4

∫
dx Sp{T̂ (fg) + iθ2σµν ∂̃µf∂̃νg} =

=

∫
dxfg + I2,

(2.51)

äå I2 ¹ ôóíêöi¹þ çíà÷åíü ïîëÿ i éîãî ïîõiäíèõ íà ãðàíèöi îáëàñòi,

òîáòî iíòåãðàë âiä äîáóòêó äâîõ íåêîìóòàòèâíèõ ôóíêöié ç òî÷íiñòþ

äî êîíñòàíòè ¹ òåæ òàêèé ñàìèé ÿê i ó êîìóòàòèâíîìó âèïàäêó

Â òàêèé ñàìèé ñïîñiá ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ðåëåâàíòíèé äëÿ äi¨ äëÿ

ïîëÿ âïëèâ ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi íà iíòåãðàë âiä äîáóòêó òðüîõ

ôóíêöié âiäñóòíié. I ëèøå iíòåãðàë äîáóòêó ÷îòèðüîõ íåêîìóòàòèâíèõ

ôóíêöié çìiíþ¹òüñÿ âíàñëiäîê íåêîìóòàòèâíîñòi. Âèêîðèñòîâóþ÷è äî-

áðå âiäîìó ðiâíiñòü

Sp{σµνσαβ} = ηµαηνβ − ηµβηνα, (2.52)

ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

1

4

∫
dx Sp{f̃ g̃h̃j̃} 6=

∫
dxfghj, (2.53)

òîáòî âêëàä âiä ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi â äiþ ïðèñóòíié ëèøå äëÿ

äîäàíêiâ ç äîáóòêîì ÿê ìiíiìóì ÷îòèðüîõ ïîëüîâèõ çìiííèõ.

2.4 Âèñíîâêè

Â äàíîìó ðîçäiëi ìè ïîáóäóâàëè äâi íîâi àëãåáðè çi ñïiíîâîþ íåêîìó-

òàòèâíiñòþ êîîðäèíàò. Ïåðøîþ ç íèõ ¹ íåðåëÿòèâiñòñüêèé àíàëîã íå-

êîìóòàòèâíî¨ Ëîðåíö�êîâàðiàíòíî¨ àëãåáðè [34] iç çìiøóâàííÿì êîîð-

äèíàòíèõ òà ñïiíîâèõ çìiííèõ. Â ëiíiéíîìó íàáëèæåííi ïî ïàðàìåòðó

íåêîìóòàòèâíîñòi êîîðäèíàòíèé êîìóòàòîð äëÿ íàøî¨ àëãåáðè ñïiâïà-

äà¹ ç íåðåëÿòèâiñòñüêîþ ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ, çàïðîïîíîâàíîþ

â [32].
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Äëÿ äîñëiäæóâàíî¨ àëãåáðè çíàéäåíî ìiíiìàëüíó äîâæèíó
√
〈R2〉 ≥

λmin, ÿêà â çàëåæíîñòi âiä çíàêó θ ðiâíà

λmin =

(
3

2
√

2
~|θ|
)1/2

, θ > 0;

λmin =

(
5− 2

√
2

2
√

2
~|θ|

)1/2

, θ < 0.

Òàêîæ íàìè áóëî ïîáóäîâàíî íîâó Ëîðåíö�iíâàðiàíòíó íåêîìóòà-

òèâíó àëãåáðó (2.20)�(2.25). Â äàíié àëãåáði íåêîìóòàòèâíi îïåðàòîðè

êîîðäèíàò áóäóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ çñóâó êîìóòàòèâíèõ êîîðäèíàò íà

ãàììà�ìàòðèöi Äiðàêà. Ìè ïîêàçàëè, ùî êîæíié êîìóòàòèâíié ôóí-

êöi¨ f(x) âiäïîâiäà¹ íåêîìóòàòèâíèé àíàëîã T̂ f(x) â ïðîñòîði çi ñïi-

íîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò. Öåé âiäïîâiäíèê îòðèìó¹òüñÿ ç

äi¨ îïåðàòîðà òðàíñëÿöi¨ T̂ = eiθ(γµ∂
µ) íà êîìóòàòèâíó ôóíêöiþ. Òà-

êîæ áóëî ðîçãëÿíóòî äîáóòîê òàêèõ íåêîìóòàòèâíèõ ôóíêöié. Òàêà

ïîáóäîâà íåêîìóòàòèâíèõ ôóíêöié ¹ àëüòåðíàòèâíîþ äî òðàäèöiéíîãî

ââåäåííÿ ôóíêöié çà äîïîìîãîþ çiðêîâîãî äîáóòêó Ìîÿëè. Îäíàê äî-

áóòîê òàêèõ íåêîìóòàòèâíèõ ôóíêöié âîëîäi¹ íåîáõiäíèìè ìàòåìàòè-

÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè, çîêðåìà âií ¹ àñîöiàòèâíèì. Çàâåðøó¹òüñÿ ðîç-

äië äîñëiäæåííÿì ìàòåìàòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé òàêèõ íåêîìóòàòèâíèõ

ôóíêöié, à ñàìå: äîáóòêó êiëüêîõ ôóíêöié, äèôåðåíöiþâàííÿ íåêîìó-

òàòèâíî¨ ôóíêöi¨, äèôåðåíöiþâàííÿ ñêëàäåíî¨ ôóíêöi¨, iíòåãðóâàííÿ

ôóíêöi¨.
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Ðîçäië 3

ÃÀÐÌÎÍI×ÍÈÉ ÎÑÖÈËßÒÎÐ ÒÀ

ÀÒÎÌ ÂÎÄÍÞ Ó ÏÐÎÑÒÎÐI ÇI

ÑÏIÍÎÂÎÞ ÍÅÊÎÌÓÒÀ-

ÒÈÂÍIÑÒÞ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ

3.1 Âñòóï

Â äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî âïëèâ ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi íà äâi

äîáðå âiäîìi êâàíòîâi çàäà÷i, à ñàìå ãàðìîíi÷íèé ïðîñòîðîâèé îñöèëÿ-

òîð i àòîì âîäíþ. Öi çàäà÷i ¹ òî÷íîðîçâ'ÿçóâàíèìè êâàíòîâîìåõàíi÷íè-

ìè çàäà÷àìè, ñïåêòð i âëàñíi ñòàíè ÿêèõ äîáðå âiäîìi. Â îáîõ ñèñòåìàõ

¹ âèïàäêîâå âèðîäæåííÿ åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ (â ãàðìîíi÷íîìó îñöèëÿ-

òîði ïî ñóìi 2n+ l, à â àòîìi âîäíþ ïî îðáiòàëüíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó

l). Òîìó öi çàäà÷i, âðàõîâóþ÷è âñåái÷íèé àíàëiç i ïðîñòîòó ðîçâ'ÿç-

êiâ ¨õíiõ àíàëîãiâ â êîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði, ìîæóòü áóòè ñâî¹ðiäíîþ

ëàáîðàòîði¹þ äëÿ äîñëiäæåííÿ âïëèâó íåêîìóòàòèâíîñòi íà ôiçè÷íi

ñèñòåìè.

Ç iíøî¨ ñòîðîíè öi çàäà÷i ìàþòü âåëèêå ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ. Ãàð-

ìîíi÷íèé îñöèëÿòîð ¹ âàæëèâîþ ìîäåëëþ, ÿêîþ íàáëèæåíî îïèñóþòü

áàãàòî ôiçè÷íèõ åôåêòiâ. Àòîì âîäíþ ¹ ðåàëüíîþ ôiçè÷íîþ ñèñòåìîþ

ç âèìiðÿíèìè ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ õàðàêòåðèñòèêàìè.

Ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð â ïðîñòîði ç àëãåáðîþ (1.14)�(1.18) òî÷íî
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íå ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ. Ïîïðàâêè äî åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó ãàðìîíi÷íîãî

îñöèëÿòîðà â (2+1)�âèìiðíîìó ïðîñòîði ç ñïiíîâî-çìiùåíèìè êîîðäè-

íàòàìè çíàéäåíî â [61]. Â [32] ðîçãëÿíóòî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê äåÿêîãî

ñóïåðñèìåòðè÷íîãî ðîçøèðåííÿ ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà â ïðîñòîði ç

àëãåáðîþ (1.14)�(1.18). Ïîêàçàíî ñïîíòàííå ïîðóøåííÿ ñèìåòði¨ îñíîâ-

íîãî ñòàíó.

Â ïiäðîçäiëi 3.2 öüîãî ðîçäiëó ìè çíàéäåìî òà ïðîàíàëiçó¹ìî òî-

÷íèé ðîçâ'ÿçîê ãàðìîíi÷íîãî ïðîñòîðîâîãî îñöèëÿòîðà â ïðîñòîði çi

ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ GKdS (2.4)�(2.8).

Àòîì âîäíþ òåæ äîñëiäæóâàâñÿ â íåêîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði. Òàê

â ðîáîòi [73] ïîêàçàíî, ùî â ïðîñòîði ç êàíîíi÷íîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ

(1.5)�(1.7) ïîïðàâêè äî ãàìiëüòîíiàíà, ñïðè÷èíåíi íåêîìóòàòèâíiñòþ,

ìàþòü âèãëÿä

∆H =
e2

4~
θkLk
r3

, (3.1)

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ θij = 1/2εijkθ
k, à Lk = εklmx

lpm � âåêòîð ìî-

ìåíòó iìïóëüñó.

Àòîì âîäíþ â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ äîñëiäæó-

âàâñÿ â [74]. Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìèé ðåçóëüòàò (3.1) òà ïîçíà÷èâøè

θk = θsk, áóëî çíàéäåíî ïîïðàâêó äî ãàìiëüòîíiàíà àòîìà âîäíþ ó

âèãëÿäi

∆H =
e2θ

4~
skLk
r3

(3.2)

â ïðîñòîði ç ïðåäñòàâëåííÿì äëÿ îïåðàòîðiâ êîîðäèíàòè ó âèãëÿäiXi =

xi − θεijkpjsk/4~, ùî âiäïîâiäà¹ íåêîìóòàòèâíié àëãåáði (2.4)�(2.8).

Â ïiäðîçäiëi 3.3 çíàéäåíî ïîïðàâêè äî ñïåêòðó àòîìà âîäíþ, ñïðè-

÷èíåíi íåêîìóòàòèâíiñòþ (1.14)�(1.18). Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîïðàâîê äî

ðiâíiâ ç l 6= 0 áóëî âèêîðèñòàíî çâè÷àéíó òåîðiþ çáóðåíü çà ïàðàìå-

òðîì íåêîìóòàòèâíîñòi θ, ÿêà âèÿâèëàñÿ íåçàñòîñîâíîþ äëÿ s-ðiâíiâ.
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïîïðàâêè äî ðiâíiâ ç l = 0 ðîçâèíåíî ìîäèôiêîâàíó

òåîðiþ çáóðåíü.

Çàâåðøó¹òüñÿ äàíèé ðîçäië, ïîðiâíÿííÿì îòðèìàíèõ âèðàçiâ äëÿ

ïîïðàâîê äî ñïåêòðó àòîìà âîäíþ i ðåçóëüòàòiâ åêñïåðèìåíòàëüíèõ

âèìiðþâàíü ÷àñòîòè äâîôîòîííîãî 2s − 1s ïåðåõîäó â àòîìi âîäíþ.

Ç öüîãî ïîðiâíÿííÿ çíàéäåíî âåðõíþ ìåæó äëÿ ÷èñåëüíîãî çíà÷åííÿ

ïàðàìåòðà íåêîìóòàòèâíîñòi θ.

3.2 Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà ó

ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ

Íà âiäìiíó âiä (1.14)�(1.18) â àëãåáði (2.4)�(2.8) ïðîñòîðîâèé ãàðìîíi-

÷íèé îñöèëÿòîð ¹ òî÷íîðîçâ'ÿçóâàíîþ çàäà÷åþ.

Çàçâè÷àé ïîñòóëþ¹òüñÿ, ùî ãàìiëüòîíiàí çàäà÷i â ïðîñòîði ç äå-

ôîðìîâàíèìè êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè (â òîìó ÷èñëi â íå-

êîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði) çàïèñóþòü çàìiíîþ çâè÷àéíèõ äèíàìi÷íèõ

çìiííèõ íà ¨õíi äåôîðìîâàíi (íåêîìóòàòèâíi) àíàëîãè. Â òàêîìó ïiä-

õîäi ãàìiëüòîíiàí íåêîìóòàòèâíîãî îñöèëÿòîðà çàïèñó¹òüñÿ

H =
P 2

2m
+
mω2R2

2
=

p2

2m
γ2 +

mω2r2

2
− mω2θ

2~
(s,L), (3.3)

γ2 = 1 +
m2ω2θ2

8
. (3.4)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ãàìiëüòîíiàí (3.3) ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëîâèõ êî-

åôiöi¹íòiâ ñïiâïàäà¹ ç îïåðàòîðîì êâàäðàòó íåêîìóòàòèâíîãî ðàäióñ-

âåêòîðà (2.9), òîìó ðiâíÿííÿØðåäiíãåðà äëÿ ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà

ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè òàêèì ñàìèì ñïîñîáîì ÿê i ðiâíÿííÿ íà âëàñíi çíà÷å-

ííÿ îïåðàòîðà (2.9), ÿêå áóëî ðîçâ'ÿçàíî â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi. Òîìó
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ñïåêòð ïðîñòîðîâîãî îñöèëÿòîðà äîðiâíþ¹

En,l,j = ~ωγ(2n+ l + 3/2)− ~mω2θ

4
(j(j + 1)− l(l + 1)− 3/4), (3.5)

äå âiäïîâiäíi êâàíòîâi ÷èñëà ïðîáiãàþòü ìîæëèâi çíà÷åííÿ

n, l = 0, 1, 2, ..., j = |l ± 1/2|.

Ç (3.5) ëåãêî áà÷èòè, ùî ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü çíiìà¹ âèðî-

äæåííÿ çà êâàíòîâèìè ÷èñëàìè j òà l. Ïðîòå, ÿê áóäå ïîêàçàíî äàëi,

äëÿ ïåâíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà íåêîìóòàòèâíîñòi mω|θ| > 1 ìîæëèâå

âèïàäêîâå âèðîäæåííÿ ðiâíiâ.

Îñíîâíèé ñòàí ïðè θ > 0 âiäïîâiäà¹ êâàíòîâèì ÷èñëàì n = 0,

l = 0, j = 1/2, à åíåðãiÿ îñíîâíîãî ñòàíó ðiâíà

E0 =
3

2
~ωγ =

3

2
~ω
√

1 +
m2ω2θ2

8
. (3.6)

Ïðè θ < 0 êàðòèíà ñòà¹ äåùî ñêëàäíiøîþ � íàáið êâàíòîâèõ

÷èñåë, ÿêi ðåàëiçîâóþòü îñíîâíèé ñòàí, çàëåæèòü âiä ÷àñòîòè: iñíó¹

êðèòè÷íà ÷àñòîòà ωcr = 2
√

2/m|θ|, íèæ÷å ÿêî¨ îñíîâíèé ñòàí ðåàëiçî-

âó¹òüñÿ íàáîðîì êâàíòîâèõ ÷èñåë n = 0, l = 0, j = 1/2 ç åíåðãi¹þ

E
(1)
0 = E0, âèùå êðèòè÷íî¨ ÷àñòîòè îñíîâíèé ñòàí ðåàëiçîâó¹òüñÿ íà-

áîðîì n = 0, l = 1, j = 1/2 ç åíåðãi¹þ

E
(2)
0 =

5

2
~ω
√

1 +
m2ω2θ2

8
− ~mω2|θ|

2
, (3.7)

äëÿ êðèòè÷íî¨ ÷àñòîòè, çíà÷åííÿ ÿêî¨ øóêà¹ìî ç óìîâè

E
(1)
0 (mωcr|θ|) = E

(2)
0 (mωcr|θ|), (3.8)

îñíîâíèé ñòàí ¹ äâîêðàòíî âèðîäæåíèì ç åíåðãi¹þ

Ecr
0 =

3
√

2

2
~ωcr =

6~
m|θ|

. (3.9)
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Â êîìóòàòèâíié ãðàíèöi (θ → 0) êðèòè÷íà ÷àñòîòà ωcr òà âiäïîâiäíà

åíåðãiÿ Ecr
0 ñòàþòü áåçìåæíèìè, à òîìó íåôiçè÷íèìè.

Çàëåæíiñòü åíåðãi¨ íàéíèæ÷èõ åíåðãåòè÷íèõ ðiâíiâ âiä mω|θ| çî-

áðàæåíî íà Ðèñ.3.1. ßê âèäíî ç ãðàôiêà, ïðè äåÿêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñòîòè

åíåðãiÿ ÷àñòèíêè ïðè ðiçíèõ íàáîðàõ êâàíòîâèõ ÷èñåë ñïðàâäi ñïiâïà-

äà¹.

Ðèñ. 3.1: Çàëåæíiñòü åíåðãi¨ ðiâíiâ âiä mω|θ| äëÿ äåÿêèõ íàáîðiâ êâàíòîâèõ ÷èñåë

ïðè θ < 0.

Âëàñíi ôóíêöi¨ ãàìiëüòîíiàíà (3.3) äîðiâíþþòü

Ψ(r, ϕ, θ) = Rn,l(r)Ωl,j,m(ϕ, θ),

äå êóòîâà ÷àñòèíà ¹ âiäïîâiäíèì ñôåðè÷íèì ñïiíîðîì, à ðàäiàëüíà ìà¹
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âèãëÿä

Rn,l(r) = (−1)n
(mω

~
γ
)3/4√ 2n!

Γ(n+ l + 3/2)
ρle−ρ

2/2Ll+1/2
n (ρ2), (3.10)

äå ρ = r
√
mωγ/~.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî â êîìóòàòèâíié ãðàíèöi ïðè ñïðÿìóâàííi θ → 0

(γ → 1) âèðàç (3.5) ïåðåõîäèòü ó ôîðìóëó äëÿ åíåðãi¨ íåäåôîðìîâàíî-

ãî îñöèëÿòîðà.

Ïðè âåëèêèõ ÷àñòîòàõ îñöèëÿòîðà ÷è âåëèêèõ ìàñàõ ÷àñòèíêè

(mω � 1/|θ|, γ ≈ 8−1/4mω|θ|) åíåðãiÿ îñöèëÿòîðà ðiâíà

E =
1

2
mω2λ2, (3.11)

òîáòî ôîðìàëüíî ñïiâïàäà¹ ç êëàñè÷íèì âèðàçîì äëÿ åíåðãi¨ ãàðìîíi-

÷íîãî îñöèëÿòîðà ç ðiçíèöåþ, ùî λ2 êâàíòó¹òüñÿ çãiäíî ç (2.15). Åíåð-

ãiÿ îñíîâíîãî ñòàíó ïðè öüîìó ïîâ'ÿçàíà ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ ñïiâ-

âiäíîøåííÿì

E0 =
1

2
mω2λ2min. (3.12)

3.3 Ïîïðàâêè äî ñïåêòðà àòîìà âîäíþ, ñïðè÷èíåíi

ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ

3.3.1 Òåîðiÿ çáóðåíü äëÿ ðiâíiâ ç l 6= 0

Îïåðàòîð Ãàìiëüòîíà àòîìà âîäíþ â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòà-

òèâíiñòþ (1.14)�(1.18) îòðèìó¹ìî çàìiíèâøè êîìóòàòèâíi êîîðäèíàòè

íà íåêîìóòàòèâíi (1.27)

H =
P 2

2m
− e2

R
, (3.13)

äå R =
√
r2 + 2θ(r, s) + 3~2θ2/4.
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Ïåðø çà âñå çàóâàæèìî, ùî íåêîìóòàòèâíèé êóëîíiâñüêèé ïîòåí-

öiàë â (3.13) ¹ íåñèíãóëÿðíèì. Ñïðàâäi, âëàñíi çíà÷åííÿ çíàìåííèêà

ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ îáìåæåíi çíèçó

R =

√
r2 ± ~θr +

3

4
~2θ2 =

√(
r ± ~θ

2

)2

+
~2θ2

2
≥ ~θ√

2
,

i íiêîëè íå íàáóâàþòü íóëüîâîãî çíà÷åííÿ.

Ðîçêëàäàþ÷è â (3.13) ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ â ðÿä Òåéëîðà çà ïà-

ðàìåòðîì íåêîìóòàòèâíîñòi θ òà, çáåðiãàþ÷è ëèøå ïåðøèõ äâà ÷ëåíè

ðîçêëàäó, îòðèìà¹ìî ãàìiëüòîíiàí ó âèãëÿäi

H2 =
p2r
2m
− e2

r
+
L2 + 2mθe2(n, s)

2mr2
+

9~2θ2e2

32r3
, (3.14)

äå p2r = −(~2/r)(∂2/∂r2)r � ðàäiàëüíà ÷àñòèíà êâàäðàòó iìïóëüñó â

ñôåðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ, L2 � êâàäðàò ìîìåíòó iìïóëüñó, n = r/r.

Ãàìiëüòîíiàí (3.14) äîçâîëÿ¹ ðîçäiëåííÿ ðàäiàëüíèõ i êóòîâèõ çìií-

íèõ. Ñïðàâäi, çíàéøîâøè âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà L2 + 2mθe2(n, s),

îòðèìà¹ìî ðàäiàëüíå ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñïåêòðó

öüîãî îïåðàòîðà çàóâàæèìî, ùî

[
Ji, L

2 + 2mθe2(n, s)
]

= 0, (3.15)

[
J2, L2 + 2mθe2(n, s)

]
= 0, (3.16)

äå J = L + S � âåêòîð�îïåðàòîð ïîâíîãî ìîìåíòó. Òîáòî ÿê ïîâíèé

íàáið îïåðàòîðiâ äëÿ îïèñó êóòîâîãî ðóõó ÷àñòèíêè ìîæåìî îáðàòè

îïåðàòîðè êâàäðàòó J2 òà ïðîåêöi¨ íà âèáðàíó âiñü ïîâíîãî ìîìåíòó

Jz ç âiäïîâiäíèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè j(j+1) òàm, à êóòîâó ÷àñòèíó

õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ âèáðàòè ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ âëàñíèõ ôóíêöié öèõ

îïåðàòîðiâ, òîáòî ñôåðè÷íèõ ñïiíîðiâ Ωjlm. Òîìó äëÿ çàäàíèõ j(j + 1)

òà m êóòîâà ÷àñòèíà õâèëüîâèõ ôóíêöié çàïèñó¹òüñÿ ó íàñòóïíîìó
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âèãëÿäi

Ajm(ϑ, ϕ) = C−Ωj,j−1/2,m + C+Ωj,j+1/2,m. (3.17)

Âðàõîâóþ÷è äiþ îïåðàòîðà (n, s) íà ñôåðè÷íi ñïiíîðè [69]

(n, s)Ωj,j−1/2,m =
i~
2

Ωj,j+1/2,m, (3.18)

(n, s)Ωj,j+1/2,m = −i~
2

Ωj,j−1/2,m, (3.19)

çíàéäåìî âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà L2 + 2mθe2(n, s) ÿê ðîçâ'ÿçêè íà-

ñòóïíîãî ðiâíÿííÿ∣∣∣∣∣∣ ~
2
(
j − 1

2

) (
j + 1

2

)
− λ ime2~θ

−ime2~θ ~2
(
j + 1

2

) (
j + 3

2

)
− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.20)

Ðîçâ'ÿçêàìè öüîãî ðiâíÿííÿ ¹

λ± = ~2
(j +

1

2

)2

±

√(
j +

1

2

)2

+m2e4θ2/~2

 . (3.21)

Ìàþ÷è çíà÷åííÿ λ±, ìîæíà ïåðåïèñàòè íàáëèæåíèé ãàìiëüòîíiàí

(3.14) ó âèãëÿäi

H2 =
p2r
2m
− e2

r
+

λ±
2mr2

+
9~2θ2e2

32r3
. (3.22)

Ïðåäñòàâèìî öåé ãàìiëüòîíiàí ó âèãëÿäi ñóìè H2 = H0 + V , äå

H0 =
p2r
2m
− e2

r
+

λ±
2mr2

(3.23)

ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ òî÷íî, à äîäàíîê V = 9~2θ2e2/32r3 ðîçãëÿäàòèìåìî ÿê

çáóðåííÿ.

Ðîçâ'ÿçîê ðàäiàëüíîãî ðiâíÿííÿØðåäiíãåðà äëÿ ãàìiëüòîíiàíà (3.23)

çàïèñó¹òüñÿ

En,s± = − RH

(n+ s±)2
, (3.24)

Rn,s± = ρs±e−ρ/2F (−n, 2s± + 2, ρ), (3.25)
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äå RH � ñòàëà Ðiäáåðãà, F (−n, 2s + 2, ρ) = 1F1(−n; 2s + 2; ρ) � âè-

ðîäæåíà ãiïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêöiÿ [75], ρ = 2
√
−2mEn,s±r. Ãîëîâíå

êâàíòîâå ÷èñëî íàáóâà¹ çíà÷åíü n = 1, 2, ..., à s± ¹ äîäàòíiì ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ

~2s±(s± + 1) = λ±. (3.26)

ßê âèäíî âæå ç (3.21), ãîëîâíi ïîïðàâêè äî ñïåêòðó ¹ äðóãîãî

ïîðÿäêó ïî θ. Ç òî÷íiñòþ äî θ2 ìà¹ìî

s± = j ± 1

2
± ~2θ2

a2(2j + 1)(2j + 1± 1)
, (3.27)

E0
nj = − RH(

n+ j ± 1
2

)2 ± 2~2θ2RH

a2(2j + 1)(2j + 1± 1)
(
n+ j ± 1

2

)3 , (3.28)

äå a = ~2/me2 � ðàäióñ Áîðà.

Ñåðåäí¹ âiä îïåðàòîðà çáóðåííÿ V íà âëàñíèõ ôóíêöiÿõ (3.25)

äîðiâíþ¹

〈V 〉 =

〈
9~2θ2e2

32r3

〉
=

9~2θ2RH

32a2(n+ s±)3s±(s± + 1) (s± + 1/2)
. (3.29)

Òàêèì ÷èíîì, ïîïðàâêè äî åíåðãi¨ ðiâíiâ àòîìà âîäíþ ç l 6= 0 â

ïðîñòîði ç àëãåáðîþ (1.14)�(1.18) âiäíîñíî êîìóòàòèâíî¨ çàäà÷i ¹ íà-

ñòóïíèìè

∆Enj =
~2θ2RH

a2(2j + 1± 1)
(
n+ j ± 1

2

)3×
×
(

9

4(2j ± 1) (2j ± 1 + 2)
± 2

2j + 1

)
.

(3.30)

ßê âèäíî ç (3.27) ïðè j = 1/2 êâàíòîâå ÷èñëî s−, ùî âiäïîâiäà¹

λ− i ñòàíàì ç l = 0, ¹ ïðîïîðöiéíèì θ2, ùî îçíà÷à¹, ùî ïîïðàâêà (3.29)

äî ñïåêòðó ¹ ïîðÿäêó 1, à çâè÷àéíà òåîðiÿ çáóðåíü ¹ íåçàñòîñîâíîþ â

öüîìó âèïàäêó.
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3.3.2 Ìîäèôiêîâàíà òåîðiÿ çáóðåíü äëÿ s�ðiâíiâ

Äëÿ îòðèìàííÿ ïîïðàâîê äî åíåðãi¨ s�ðiâíiâ ñêîðèñòà¹ìîñÿ ìîäèôiêî-

âàíîþ òåîði¹þ çáóðåíü, iäåÿ ÿêî¨ çàïðîïîíîâàíà â [76, 77]. Äëÿ öüîãî

çàïèøåìî ãàìiëüòîíiàí (3.13) ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi

H =
p2r
2m

+
L2 + 2mθe2(n, s)

2mr2
− e2

r
+ V, (3.31)

äå îïåðàòîð çáóðåííÿ

V = − e2√
r2 + 3

4~2θ2 + 2θr(n, s)
+
e2

r
− θe2(n, s)

r2
. (3.32)

ßê âèäíî ç âèðàçiâ (3.31) òà (3.32), ìè äîäàëè i âiäíÿëè òó ñàìó âåëè-

÷èíó θe2(n, s)/r2, ÿêà äîçâîëÿ¹ îäðàçó æ îòðèìàòè ïðàâèëüíó êóòîâó

÷àñòèíó õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ â ïåðøîìó ïîðÿäêó ðîçêëàäó ïî θ. Âðàõî-

âóþ÷è âiäîìó òîòîæíiñòü

f(c+ (b,σ)) =
1

2
(f(c+ b) + f(c− b)) +

(b,σ)

2b
(f(c+ b)− f(c− b)),

ïåðåïèøåìî îïåðàòîð çáóðåííÿ (3.32) ó âèãëÿäi

V = −e
2

2
[S+ + S−]− e2

2
(n,σ) [S+ − S−] +

e2

r
− ~θe2(n,σ)

2r2
, (3.33)

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ S± = 1/
√
r2 + 3~2θ2/4± ~θr.

Â ðàìêàõ òåîði¨ çáóðåíü øóêàòèìåìî ïåðøi ïîïðàâêè äî åíåðãié

s�ðiâíiâ ÿê ñåðåäíi îïåðàòîðà çáóðåííÿ (3.33) íà íàñòóïíèõ õâèëüîâèõ

ôóíêöiÿõ s�ðiâíiâ

ψns = Bn exp
(
−αnr

2

)
L1
n−1(αnr)A1/2,m(ϑ, ϕ), (3.34)

äå ñòàëà íîðìóâàííÿ Bn = 2/
√
n5a3, αn = 2/na, L1

n(x) � ïîëiíîìè

Ëàãåððà

L1
n(x) =

n∑
i=0

(−1)i

i!
Cn−i
n+1x

i,
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à êóòîâà ÷àñòèíà õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ âèãëÿä

A1/2,m(ϑ, ϕ) =
1√

1 + ~2θ2
4a2

(
Ω1/2,0,m − i

~θ
2a

Ω1/2,1,m

)
. (3.35)

Çàóâàæèìî, ùî (3.34) ç òî÷íiñòþ äî ïåðøîãî ïîðÿäêó ïî θ ¹ âëàñíîþ

ôóíêöi¹þ ãàìiëüòîíiàíà (3.14). Öüîãî íàáëèæåííÿ äîñòàòíüî äëÿ òîãî,

ùîá îòðèìàòè ïåðøi ïîïðàâêè äî åíåðãi¨ s�ðiâíiâ.

Óñåðåäíèìî (3.33) ïî êóòîâèõ çìiííèõ

V ∗ =
〈
A1/2,m

∣∣V ∣∣A1/2,m

〉
=

= −e
2

2
[S+ + S−] +

e2

2
κθ [S+ − S−] +

e2

r
+

~2θ2e2

4ar2
+O(θ3).

(3.36)

Ðîçðàõóíîê ñåðåäíüîãî âiä (3.36) íà ôóíêöiÿõ (3.34) íåïåðòóðáà-

òèâíèìè ìåòîäàìè çäiéñíèòè íå âäà¹òüñÿ. Òîìó äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîïðà-

âîê ðîçêëàäåìî S± â ðÿä Òåéëîðà. Âiäìiííiñòü â îá÷èñëåííi ïîïðàâîê

çàïðîïîíîâàíèì ìåòîäîì âiä çâè÷àéíî¨ òåîði¨ çáóðåíü ïîëÿãà¹ â òîìó,

ùî ðîçêëàä â ðÿä Òåéëîðà ïðîâîäèòüñÿ íå â îêîëi òî÷êè ñèëîâîãî öåí-

òðó, à â îêîëi çìiùåíî¨ âiäíîñíî ñèëîâîãî öåíòðó òî÷öi, ÿê íàïðèêëàä

ó [77]. Êðèòåði¹ì âèáîðó çìiùåíî¨ òî÷êè ¹ äîäàòíiñòü çíàìåííèêiâ ÷ëå-

íiâ ðîçêëàäó, ùî çàáåçïå÷ó¹ âiäñóòíiñòü ðîçáiæíîñòåé. Íàñïðàâäi òàêèõ

òî÷îê ¹ áàãàòî, àëå ç òåõíi÷íèõ ìiðêóâàíü çðó÷íî ïîçáóòèñÿ iððàöiî-

íàëüíîñòåé i âèäiëèòè â S± ïîâíèé êâàäðàò:

S± =
1√

(r +
√

3θ/2)2 ± θr −
√

3θ2r

i ðîçêëàäàòè âèðàç â ðÿä Òåéëîðà â îêîëi (r +
√
3
2 θ)

2

S± =
1

r +
√

3θ/2
+
∞∑
k=1

(2k − 1)!!

2kk!

θk(
√

3∓ 1)krk

(r +
√

3θ/2)2k+1
. (3.37)

ßê áóäå âèäíî äàëi, äëÿ âèäiëåííÿ ïåðøèõ ïîïðàâîê (ïðèíàéìíi äëÿ

s�ðiâíiâ) íåîáõiäíî çáåðiãàòè âñi ÷ëåíè ðîçêëàäó. Òàêèì ÷èíîì ñåðåäí¹
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âiä îïåðàòîðà çáóðåííÿ çàïèñó¹òüñÿ

〈V 〉ns = −e
2

2
B2
n

n−1∑
p=0

n−1∑
q=0

An(p, q)α
p+q
n

∞∫
0

dre−αnrr2+p+q
[

2

r +
√

3θ/2
−

−2

r
+
∞∑
k=1

θkQ+
k r

k

(r +
√

3θ/2)2k+1
+
∞∑
k=1

θk+1Q−k r
k

(r +
√

3θ/2)2k+1
− ~2θ2

2ar2

]
,

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ

An(i, j) =
(−1)i+j

i!j!
Cn−1−i
n Cn−1−j

n ,

Q±k =
(2k − 1)!!

2kk!

[
(
√

3 + 1)k ± (
√

3− 1)k
]
.

Iíòåãðàëè, ÿêi âèíèêàþòü ïðè ðîçðàõóíêó, ìîæíà îá÷èñëèòè íà-

ñòóïíèì ÷èíîì

∞∫
0

dr
r2+k+ie−αr

(r + β)2k+1
=

(−1)k+i

(2k)!

∂2k

∂β2k

∂2+k+i

∂α2+k+i

∞∫
0

dr
e−αr

r + β
=

=
(−1)k+i+1

(2k)!

∂2k

∂β2k

∂2+k+i

∂α2+k+i
eαβEi(−αβ),

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ β =
√

3θ/2, à Ei(−αβ) � iíòåãðàëüíà ïîêàçíè-

êîâà ôóíêöiÿ [75].

Ïiñëÿ äèôåðåíöiþâàííÿ îòðèìà¹ìî

Ik(i) = θk
∞∫
0

dr
r2+k+ie−αr

(r + β)2k+1
= (−1)k+iθk

[
2+k+i∑
j=0

Cj
2+k+i

α2k−j

(2k − j)!
×

×

(
−β2+k+i−jeαβEi(−αβ) +

2+k+i−j∑
l=1

(−1)l(l − 1)!β2+k+i−j−lα−l

)
+

+
k−2−i∑
l=1

(−1)l
(l − 1)!(2k − l)!

(2k)!(k − 2− i− l)!
αk−2−i−lβ−l

]
.
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Äîñëiäèìî îòðèìàíèé âèðàç äëÿ ðiçíèõ k (ïîðÿäîê ðîçêëàäó â

ðÿä S±). Âèäiëèìî ïåðøi ïîïðàâêè ïî θ ç âðàõóâàííÿì ðîçêëàäó iíòå-

ãðàëüíî¨ ïîêàçíèêîâî¨ ôóíêöi¨ â ðÿä [75]

Ei(x) = γ + ln |x|+
∞∑
n=1

xn

nn!
,

äå γ = 0.57721... � ñòàëà Åéëåðà.

Ïðè k = 0

I0(i) =

∞∫
0

dr
ri+2e−αr

r + β
= (−1)i+1βi+2eαβEi(−αβ) +

+
i+2∑
l=1

(−1)i+2−l(l − 1)!βi+2−lα−l,

ùî ñïiâïàäà¹ ç òàáëè÷íèì çíà÷åííÿì iíòåãðàëà [78], ÿê i ïîâèííî áóòè.

Îñòàòî÷íî

I0(i) =
(i+ 1)!

αi+2
−
√

3θ

2αi+1
i! +

3θ2

4αi
(1− δi0)(i− 1)!−

−δi0θ2
(
γ + ln

(√
3

2
αθ

))
+O(θ3).

Âèðàçè äëÿ k = 1 òà k = 2 ¹ íàñòóïíèìè

I1(i) =
θ

αi+1

2∑
j=0

(−1)jCj
3+i

(2 + i− j)!
(2− j)!

+

(
γ +

5

6
+ ln

(√
3

2
αθ

))
×

×3
√

3

2
θ2δi,0 −

√
3θ2

2αi
(1− δi,0)

2∑
j=0

(−1)jCj
3+i

(1 + i− j)!
(2− j)!

+O(θ3),

I2(i) = θ2

[
δi,0

(
γ − 25

12
+ ln

(√
3

2
αθ

))
+

+
1− δi,0
αi

4∑
j=0

(−1)jCj
4+i

(3 + i− j)!
(4− j)!

]
+O(θ3).
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Äëÿ k > 2 äîäàíêè ïðîïîðöiéíi äî θ2 ìîæóòü áóòè îòðèìàíi ëèøå

ç îñòàííüî¨ ñóìè ïðè óìîâi i = 0, l = k − 2

Ik>0(i) = δi,0θ
22k−2(k − 3)!(k + 2)!

3k/2−1(2k)!
+O(θ3).

Ïîãðóïó¹ìî äîäàíêè â (3.38) çà ñòåïåíÿìè θ ç âðàõóâàííÿì çäié-

ñíåíîãî àíàëiçó äëÿ Ik(i). Áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì ìîæíà ïåðåâi-

ðèòè, ùî êîåôiöi¹íòè áiëÿ θ0 i θ1 ðiâíi 0. Òîäi

〈V 〉ns = −e
2

2
~2θ2B2

n

n−1∑
p=0

n−1∑
q=0

An(p, q)

[
10δp+q,0 ln

√
3~θ
na

+

+δp+q,0P0 + (1− δp+q,0)P1(p+ q)] +
~2θ2

a2n3
RH ,

äå P0 òà Pi(j) ¹ ÷èñëàìè i âèçíà÷àþòüñÿ ç íàñòóïíèõ ôîðìóë

P0 = 10γ +
9

4
+
∞∑
k=3

Q+
k

(k − 3)!(k + 2)!

(2k)!bk−2
= 10.022...

P1(i) =
3

2
(i− 1)! + 3

4∑
j=0

(−1)jCj
4+i

(3 + i− j)!
(4− j)!

+

+
2∑
j=0

(−1)jCj
3+i

(1 + i− j)!
(2− j)!

(i− j − 1).

Çíà÷åííÿ P1(i) äëÿ ïåðøèõ i ¹ íàñòóïíèìè (òî÷íî):

P1(1) = 3.5, P1(2) = 2.5, P1(3) = 3.0,

P1(4) = 3.0, P1(5) = 12, P1(6) = 180.

Ç îòðèìàíîãî âèðàçó âèäíî, ùî ïîïðàâêè ïðîïîðöiéíi äî θ2 ln θ

ÿê i äîäàíêè ïîðÿäêó θ2 çi âñiõ ÷ëåíiâ ðîçêëàäó â ðÿä Òåéëîðà (k > 2)

âèíèêàþòü ëèøå äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié, â ÿêèõ ïîëiíîìè Ëàãåððà â
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ðàäiàëüíié ÷àñòèíi ìiñòÿòü äîäàíêè ç r0 (öå âèïëèâà¹ ç íàÿâíîñòi ìíî-

æíèêà δp+q,0). Òàêà óìîâà âèêîíó¹òüñÿ ëèøå äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié

s�ðiâíiâ.

Òàêèì ÷èíîì ñåðåäí¹ âiä îïåðàòîðà çáóðåííÿ íà s�ñòàíàõ ðiâíå

〈V 〉ns = −10RH
~2θ2

a2n3

(
ln

~θ
a

+D(n)

)
+

~2θ2

a2n3
RH . (3.38)

Îñòàòî÷íî ïîïðàâêè äî s�ðiâíiâ êîìóòàòèâíîãî àòîìà âîäíþ, ñïðè-

÷èíåíi íåêîìóòàòèâíiñòþ, ç âðàõóâàííÿì ïîïðàâîê (3.27) ðiâíi

∆Ens = −10RH
~2θ2

a2n3

(
ln

~θ
a

+D(n)

)
, (3.39)

äå ââåäåíi ÷èñëà D(n) äîðiâíþþòü

D(1) = 1.552..., D(2) = 1.146..., D(3) = 0.911...,

D(4) = 0.746..., D(5) = 0.620..., D(6) = 0.516....

Íàñàìêiíåöü çàóâàæèìî, ùî äðóãèé i âèùi ïîðÿäêè òåîði¨ çáóðåíü

äàäóòü ïîïðàâêè ïîðÿäêó θ4.

3.4 Îöiíêà âåðõíüî¨ ìåæi ïàðàìåòðà íåêîìóòàòèâ-

íîñòi

Çíàéäåìî âåðõíþ ìåæó ïàðàìåòðà íåêîìóòàòèâíîñòi θ, âèêîðèñòîâó-

þ÷è îòðèìàíi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè. Åíåðãiÿ ïåðåõîäó ìiæ ðiâíÿìè

2s− 1s àòîìà âîäíþ âèìiðÿíà ç òî÷íiñòþ äî ∆f = 11 Ãö [79]

f2s−1s = (2 466 061 413 187 018± 11) Ãö. (3.40)

ßê áóëî ïîêàçàíî â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, ñïiíîâà íåêîìóòàòèâ-

íiñòü (1.14)�(1.18) çìiùó¹ åíåðãåòè÷íi ðiâíi àòîìà âîäíþ íà âåëè÷èíó

(3.39). Ðiçíèöÿ ìiæ 2s òà 1s ðiâíÿìè ïðè öüîìó çìiíþ¹òüñÿ íà âåëè÷èíó

δE2s−1s ≈
35

4

~2θ2RH

a2
ln

[
C
~θ
a

]
, (3.41)
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äå (C − 5) < 10−3.

Àëå îñêiëüêè åêñïåðèìåíòàëüíi ðåçóëüòàòè äîáðå ïîÿñíþþòüñÿ â

ðàìêàõ êîìóòàòèâíî¨ êâàíòîâî¨ òåîði¨, òî çìiíà åíåðãi¨ ïåðåõîäó (3.41)

÷åðåç ñïiíîâó íåêîìóòàòèâíiñòü (1.14)�(1.18) íå ìîæå áóòè áiëüøîþ,

íiæ ïîõèáêà åêñïåðèìåíòó δE2s−1s ≤ 11 Ãö. Çâiäñè îòðèìó¹ìî äëÿ ïà-

ðàìåòðà íåêîìóòàòèâíîñòi îöiíêó

~θ ≤ 2.5 · 10−19 ì. (3.42)

Çàóâàæèìî, ùî â ñåðåäîâèùi, äå âçà¹ìîäiÿ ìiæ ÷àñòèíêàìè ìîæå

áóòè åôåêòèâíî âðàõîâàíà íåêîìóòàòèâíiñòþ, ìîæëèâi áiëüøi çíà÷åí-

íÿ ïàðàìåòðà íåêîìóòàòèâíîñòi. Òàê íàïðèêëàä, äëÿ áîçå-êîíäåíñàòó

àòîìiâ 52Cr îòðèìàíî çíà÷åííÿ ~θ ∼ 10−11 ñì [7].

Çíàéäåíå îáìåæåííÿ äëÿ ïàðàìåòðà íåêîìóòàòèâíîñòi äîñëiäæó-

âàíî¨ àëãåáðè (3.42) ¹ ïðèáëèçíî òàêèìè æ ÿê i îáìåæåííÿ, çíàéäåíi

äëÿ íåêîìóòàòèâíîñòi êàíîíi÷íîãî òèïó. Íàïðèêëàä ó [80] âñòàíîâëå-

íî âåðõíþ ìåæó äëÿ ïàðàìåòðà íåêîìóòàòèâíîñòi êàíîíi÷íîãî òèïó íà

ðiâíi ~
√
〈θ2〉 ≤ 7.7 · 10−36 ì2. Ó [81] çíàéäåíî âåðõíþ ìåæó ïàðàìåòðà

êàíîíi÷íî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi íà ðiâíi ~θ ≤ 5.6 · 10−15 ì2.

3.5 Âèñíîâêè

Ó äàíîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî âïëèâ ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi íà ãàð-

ìîíi÷íèé îñöèëÿòîð òà àòîì âîäíþ.

Â ðàìêàõ àëãåáðè (2.4)�(2.8) òî÷íî ðîçâ'ÿçàíî òðèâèìiðíèé ãàð-

ìîíi÷íèé îñöèëÿòîð. Ïîêàçàíî, ùî íåêîìóòàòèâíiñòü çíiìà¹ âèðîäæå-

ííÿ çà îðáiòàëüíèì l (âiðíiøå ñóìîþ 2n + l) òà ñïiíîâèì êâàíòîâèìè

÷èñëàìè. Ïðè ïåâíèõ, äîñòàòíüî âåëèêèõ, çíà÷åííÿõ mω|θ| äåÿêi ðiâíi

¹ âèïàäêîâî âèðîäæåíèìè, çîêðåìà äëÿ θ < 0 i mω|θ| =
√

8 îñíîâíèé
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ðiâåíü ¹ äâîêðàòíî âèðîäæåíèì. Â àñèìïòîòèöi mω � 1/|θ| åíåðãiÿ

îñíîâíîãî ðiâíÿ E0 = mω2λ2min/2.

Òàêîæ ïðîàíàëiçîâàíî àòîì âîäíþ ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìó-

òàòèâíiñòþ êîîðäèíàò (1.14)�(1.18). Ïîêàçàíî, ùî â ïðîñòîði ç äàíîþ

àëãåáðîþ êóëîíiâñüêèé ïîòåíöiàë ¹ íåñèíãóëÿðíèé â r = 0. Âñòàíîâëå-

íî, ùî êâàäðàò ìîìåíòó iìïóëüñó íå êîìóòó¹ ç ãàìiëüòîíiàíîì, à òîìó

éîãî âëàñíi çíà÷åííÿ íå ìîæóòü âõîäèòè äî ïîâíîãî íàáîðó êâàíòîâèõ

÷èñåë, ÿêi îïèñóþòü ñòàí. Íàòîìiñòü çàïðîïîíîâàíî õàðàêòåðèçóâàòè

ñòàíè çíà÷åííÿìè êâàäðàòó ïîâíîãî ìîìåíòó i éîãî ïðîåêöi¨ íà âèáðà-

íó âiñü.

Çíàéäåíî ïîïðàâêè äî ñïåêòðó åíåðãié àòîìà âîäíþ. Ïîïðàâêè äî

åíåðãi¨ ðiâíiâ ç l 6= 0 ðiâíi (3.30) i ¹ ïðîïîðöiéíèìè äî θ2. Äëÿ çíà-

õîäæåííÿ ïîïðàâîê äî åíåðãi¨ s�ðiâíiâ áóëî ðîçðîáëåíî ìîäèôiêîâàíó

òåîðiþ çáóðåíü, çãiäíî ç ÿêîþ ðîçêëàä â ðÿä êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó

ïðîâîäèâñÿ íå â îêîëi òî÷êè r = 0, à â îêîëi çìiùåíî¨ âiäíîñíî ñèëîâî-

ãî öåíòðó òî÷êè, ùî äîçâîëèëî âèäiëèòè ïîïðàâêè äî ñïåêòðó s�ðiâíiâ

(3.39), ÿêi âèÿâèëèñÿ ïðîïîðöiéíèìè äî θ2 ln θ.

Âèõîäÿ÷è ç ïîõèáêè âèìiðþâàííÿ ÷àñòîòè ïåðåõîäó ìiæ ðiâíÿìè

2s�1s àòîìà âîäíþ âñòàíîâëåíî âåðõíþ ìåæó äëÿ ïàðàìåòðà íåêîìó-

òàòèâíîñòi ~θ < 2.5 · 10−19 ì.
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Ðîçäië 4

ÐÓÕ ×ÀÑÒÈÍÊÈ Â ÎÁÅÐÍÅÍÎ

ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎÌÓ ÏÎÒÅÍÖIÀËI

Â ÊÎÌÓÒÀÒÈÂÍÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐI

ÒÀ Ó ÏÐÎÑÒÎÐI ÇI ÑÏIÍÎÂÎÞ

ÍÅÊÎÌÓÒÀÒÈÂÍIÑÒÞ

4.1 Âñòóï

Ïðèòÿãàëüíèé îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë âèâ÷àâñÿ â ëiòåðàòó-

ði ç ðiçíèõ òî÷îê çîðó i â ðiçíèõ ïiäõîäàõ. Òàêèé iíòåðåñ âèêëèêàíèé

öiêàâèìè âëàñòèâîñòÿìè öüîãî ïîòåíöiàëó. Öå ïåðø çà âñå âiäñóòíiñòü

ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ äëÿ ïðèòÿãàëüíîãî 1/r2 ïîòåíöiàëó: åíåðãiÿ ÷à-

ñòèíêè â òàêîìó ïîòåíöiàëi íåîáìåæåíà çíèçó [82�84]. Õî÷à ôîðìàëüíî

i ìîæíà çíàéòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà(
p2

2m
− γ

r2

)
ψE = EψE (4.1)

ó âèãëÿäi ôóíêöié Áåññåëÿ Zν(kr), äå ν =
√

1/4 + l2z/~2 − 2mγ/~2, k =√
2mE/~2 [82], îäíàê âiäïîâiäíi ôóíêöi¨, äîñòàòíüî øâèäêî ñïàäàþ÷è

íà áåçìåæíîñòi äëÿ çàáåçïå÷åííÿ iíòåãðîâíîñòi, â îêîëi íóëÿ âîëîäiþòü

àñèìïòîòèêîþ ψE ∼ Ars++Brs−, äå s± = −1/2±
√

1/4− 2mγ/~2, à òî-

ìó ¹ íåàíàëiòè÷íèìè â òàê çâàíîìó ðåæèìi ñèëüíîãî çâ'ÿçêó γ > Γc =

~2/8m. Íåàíàëiòè÷íà ïîâåäiíêà ôóíêöi¨ ψE ìîæå áóòè îòîòîæíåíà ç
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êëàñè÷íèì ïàäiííÿì íà öåíòð [83]. Êðiì òîãî, ãàìiëüòîíiàí â (4.1) ¹

íååðìiòîâèì [84], îñêiëüêè ÿê ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, âiäïîâiäíi iíäåêñè

äåôåêòó öüîãî ãàìiëüòîíiàíà íå ðiâíi.

Îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë äîñëiäæóâàâñÿ â ëiòåðàòóði ç

ðiçíèõ òî÷îê çîðó. Iíòåðåñ äî íüîãî âèêëèêàíèé òàêîæ ðåàëiçàöi¹þ òà-

êîãî ïîòåíöiàëó â ðiçíèõ ïî ñâî¨é ïðèðîäi ñèñòåìàõ, çîêðåìà òàêèõ

ÿê áîçîííi ñèñòåìè â åôåêòi �ôiìîâà [85], íåéòðàëüíèé àòîì â åëå-

êòðè÷íîìó ïîëi òîíêî¨ íèòêè [86�89], àòîì ç ìàãíiòíèì ìîìåíòîì â

ìàãíiòíîìó ïîëi äîâãîãî ñîëåíî¨äà [90], ðå÷îâèíà ïîáëèçó ãîðèçîíòó

÷îðíî¨ äiðè [91�95], åëåêòðîí ïîáëèçó áiïîëÿðíî¨ ìîëåêóëè [96�99].

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî çâ'ÿçàíi ñòàíè ìîæóòü âèíèêàòè äëÿ âiäïîâiä-

íî âèáðàíîãî ñàìîñïðÿæåíîãî ðîçøèðåííÿ ãàìiëüòîíiàíà â (4.1) [100�

102]. Òàê ñàìî çâ'ÿçàíi ñòàíè ìîæóòü âèíèêàòè äëÿ âiäïîâiäíèì ÷è-

íîì ðåãóëÿðèçîâàíîãî ïîòåíöiàëó −1/r2 [102�108]. Öiêàâî, ùî îáåð-

íåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë íàòóðàëüíèì ÷èíîì ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ â

ïðîñòîði ç ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ [109,110] i â íåêîìóòàòèâíîìó ïðî-

ñòîði [111]. Ñïiëüíîþ ðèñîþ âñiõ íàçâàíèõ ïiäõîäiâ ¹ íàÿâíiñòü äîäàòêî-

âîãî ïàðàìåòðà ðîçìiðíîñòi äîâæèíè, ÿêèé íå ¹ ïàðàìåòðîì ÷èñòîãî

îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöiàëó.

Â ïðîñòîði ç óçàãàëüíåíèì ïðèíöèïîì íåâèçíà÷åíîñòi −γ/R2 ðå-

ãóëÿðèçó¹òüñÿ i çàìiñòü ïàäiííÿ ÷àñòèíêè íà öåíòð â ïîòåíöiàëi ç'ÿâ-

ëÿþòüñÿ ñòàöiîíàðíi ðiâíi [109,112].

Ðîçâ'ÿçîê êëàñè÷íî¨ ïðîáëåìè ïðî ðóõ ÷àñòèíêè â ïîòåíöiàëi 1/r2

âiäîìèé ùå ç XVIII ñòîëiòòÿ [113]. Òðàåêòîði¹þ ÷àñòèíêè ¹ îäíà ç òðüîõ

ìîæëèâèõ ñïiðàëåé Êîòåñà. ×àñòèíêà ìîæå àáî âïàñòè íà ïðèòÿãóþ-

÷èé öåíòð, àáî æ âiääàëèòèñÿ âiä öåíòðó â çàëåæíîñòi âiä ïî÷àòêîâèõ

ïàðàìåòðiâ.

Ìåòîþ äàíîãî ðîçäiëó ¹ ðîçãëÿíóòè åâîëþöiþ êâàíòîâî¨ ÷àñòèíêè
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â îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi. Õî÷à êâàíòîâà çàäà÷à ïðî ðóõ

â ïîòåíöiàëi −1/r2 âèâ÷àëàñÿ äîâãèé ÷àñ (íàïðèêëàä [83]), îäíàê ÷à-

ñîâà åâîëþöiÿ êâàíòîâîãî ñòàíó â òàêîìó ïîòåíöiàëi íå ðîçãëÿäàëàñÿ.

Â ïiäðîçäiëi 4.2 ìè ðîçãëÿíåìî åâîëþöiþ ñåðåäíüîãî
〈
r2
〉
â îáåðíåíî

êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi. Òàêîæ â öüîìó ïiäðîçäiëi áóäå ïîêàçàíî

íàÿâíiñòü êâàíòîâî¨ ãðàíèöi ïàäiííÿ � êâàíòîâà ÷àñòèíêà ïðèíöèïî-

âî íå ìîæå âïàñòè íà ïðèòÿãàëüíèé öåíòð, ÿêùî êîíñòàíòà çâ'ÿçêó

ìåíøà, íiæ ïåâíå êðèòè÷íå çíà÷åííÿ. Â ïiäðîçäiëi 4.3 îòðèìàíi òåî-

ðåòè÷íi ðîçðàõóíêè áóäå ïîðiâíÿíî ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè âèìiðþâà-

ííÿìè ïàäiííÿ àòîìiâ ëiòiþ íà çàðÿäæåíó íèòêó [89]. Â ïiäðîçäiëi 4.4

ìè çàïðîïîíó¹ìî ìîäèôiêàöi¨ ðîçãëÿäóâàíîãî åêñïåðèìåíòó, ÿêi äîïî-

ìîæóòü âèÿâèòè êâàíòîâó ãðàíèöþ ïàäiííÿ åêñïåðèìåíòàëüíî.

Â äàíîìó ðîçäiëi òàêîæ ðîçãëÿíóòî âïëèâ ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíî-

ñòi íà ïîâåäiíêó ÷àñòèíêè â îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi. Òàê â

ïiäðîçäiëi 4.5 ðîçãëÿíóòî îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë ó ïðîñòîði

ç àëãåáðîþ (1.14)�(1.18). Çíàéäåíî âèðàç äëÿ ãàìiëüòîíiàíà ÷àñòèíêè

â îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìó-

òàòèâíiñòþ. Â ïàðàãðàôi 4.5.1 ïîêàçàíî, ùî åôåêòèâíà ïîòåíöiàëüíà

åíåðãiÿ i ïîâíà åíåðãiÿ ÷àñòèíêè â òàêîìó ïîòåíöiàëi îáìåæåíi çíèçó.

Â ïàðàãðàôi 4.5.2 çà äîïîìîãîþ âàðiàöiéíîãî ìåòîäó çíàéäåíî âåðõíþ

îöiíêó åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó.

Òàêi ñàìi ðîçðàõóíêè ïðîâåäåíî äëÿ àëãåáðè (2.4)�(2.8) ó ïiäðîç-

äiëi 4.6. Ïîêàçàíî, ùî öÿ àëãåáðà òåæ âåäå äî ðåãóëÿðèçàöi¨ îáåðíåíî

êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöiàëó, i çàìiñòü ïàäiííÿ íà ïðèòÿãàëüíèé öåíòð ó

ïîòåíöiàëi âèíèêàþòü çâ'ÿçàíi ñòàíè.

Ðîçäië çàâåðøó¹òüñÿ âèñíîâêàìè.
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4.2 Åâîëþöiÿ êâàíòîâî¨ ÷àñòèíêè â îáåðíåíî êâà-

äðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi

4.2.1 Âèïàäîê äîâiëüíî¨ âèìiðíîñòi ïðîñòîðó

Ðîçðàõóíîê ÷àñîâî¨ åâîëþöi¨ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ïiä äi¹þ ãàìiëüòîíiàíà

ç äèñêðåòíèì ñïåêòðîì ìîæíà ëåãêî ïðîâåñòè ðîçêëàäàþ÷è õâèëüîâó

ôóíêöiþ ïî âëàñíèõ ñòàíàõ öüîãî ãàìiëüòîíiàíà. Äiþ÷è íà öåé ðîç-

êëàä îïåðàòîðîì åâîëþöi¨ îòðèìó¹ìî çàêîí çìiíè õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨

ç ÷àñîì. Îäíàê ó âèïàäêó ïðèòÿãàëüíîãî îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîãî ïî-

òåíöiàëó, â ÿêîãî íåìà¹ ñòàöiîíàðíèõ ðiâíiâ, òàêà ñõåìà íå ìîæå áóòè

çàñòîñîâàíîþ.

Iíøèé øëÿõ ðîçðàõóíêó åâîëþöi¨ ïîëÿãà¹ â ðîçêëàäi îïåðàòîðà

åâîëþöi¨ â ðÿä Òåéëîðà ïî ÷àñîâi. Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ ÷àñiâ òàêèé

ðÿä çáiãà¹òüñÿ. Ïðîòå äëÿ îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöiàëó âèíè-

êà¹ äîäàòêîâà ïðîáëåìà, ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç ñèíãóëÿðíiñòþ ãàìiëüòîíiàíà.

Ñèíãóëÿðíiñòü ãàìiëüòîíiàíà, â òàêîìó ïåðòóðáàòèâíîìó ïiäõîäi ñïðè-

÷èíÿ¹ íàÿâíiñòü â õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ äîäàíêiâ, ÿêi ¹ íåñêií÷åííèìè â

òî÷öi ñèëîâîãî öåíòðó. Ñïðàâäi, ÿêùî, íàïðèêëàä, ïî÷àòêîâà õâèëüîâà

ôóíêöiÿ â îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò ìà¹ àñèìïòîòèêó rs, òîäi n-èé ÷ëåí

ðîçêëàäó â ðÿäi ïîâîäèòü ñåáå ÿê rs/r2n i ¹ ñèíãóëÿðíèì ïðè n > s/2.

Òîìó çðîçóìiëî, ùî ðîçêëàä â ðÿä Òåéëîðà íå ìîæíà ïðîâîäèòè äëÿ

îïåðàòîðà åâîëþöi¨ ñèíãóëÿðíîãî ãàìiëüòîíiàíà.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âèùåîïèñàíèõ òðóäíîùåé ìîæíà óíèêíóòè, ÿêùî

àíàëiçóâàòè ëèøå îïåðàòîðíi ñåðåäíi. ×àñîâó åâîëþöiþ îïåðàòîðíèõ

ñåðåäíiõ ìîæíà çíàéòè ç ðiâíÿíü Ãàéçåíáåðãà. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

ðóõó äëÿ
〈
r2
〉
. Òàêå ñåðåäí¹ âiäîáðàæà¹ ïðîñòîðîâèé ðîçïîäië õâèëüî-

âî¨ ôóíêöi¨, à ñàìå � ìåíøi
〈
r2
〉
âiäïîâiäàþòü êîìïàêòíiøié ëîêàëi-

çàöi¨ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ i íàâïàêè. Êðèòåði¹ì òîãî, ùî ÷àñòèíêà âïàëà
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íà öåíòð íà òàêié ìîâi ¹ ðiâíiñòü
〈
r2
〉

= 0.

Ïåðøà ïîõiäíà ïî ÷àñó âiä
〈
r2
〉
ðiâíà

d

dt

〈
r2
〉

= − i
~

〈[
r2,

p2

2m
+ V

]〉
=
〈rp+ pr〉

m
. (4.2)

Äðóãà ïîõiäíà çàïèñó¹òüñÿ

d2

dt2
〈
r2
〉

=
4

m

〈
p2

2m
− 1

2
r∇V

〉
. (4.3)

ßêùî ðîçãëÿäàòè ïîòåíöiàë V , ÿêèé ¹ ñòåïåíåâîþ ôóíêöi¹þ ðàäióñ-

âåêòîðà r, òî îòðèìàíó ñèñòåìó ðiâíÿíü ìîæíà çàìêíóòè ëèøå â òðüîõ

âèïàäêàõ � V = 0, V = kr2 òà V = −γ/r2. Ó âèïàäêó V = −γ/r2 çíà-

éäåìî

d2

dt2
〈
r2
〉

=
4

m
〈H〉 . (4.4)

Îñêiëüêè åíåðãiÿ (ãàìiëüòîíiàí) ¹ iíòåãðàëîì ðóõó, òî ðîçâ'ÿçîê

ðiâíÿííÿ (4.4) ìîæíà îäðàçó æ çíàéòè â íàñòóïíîìó âèãëÿäi〈
r2
〉

=
〈
r2
〉
0

+
〈rp+ pr〉0

m
t+

2 〈H〉
m

t2, (4.5)

äå äóæêè 〈...〉0 ïîçíà÷àþòü îïåðàòîðíi ñåðåäíi â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò

÷àñó t = 0.

Ïðîòÿãîì âñüîãî ðîçäiëó, ïðàöþþ÷è ç ñåðåäíiìè âiä îïåðàòîðiâ,

áóäåìî íåÿâíî ïðèïóñêàòè, ùî õâèëüîâi ôóíêöi¨, íà ÿêèõ øóêà¹òüñÿ

ñåðåäí¹, çàäîâiëüíÿþòü íåîáõiäíi ãðàíè÷íi óìîâè, íàëåæàòü äî îáëà-

ñòi âèçíà÷åííÿ âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ i æîäíèõ ïðîáëåì ç åðìiòîâi-

ñòþ ñèíãóëÿðíèõ îïåðàòîðiâ íå âèíèêà¹. Öi óìîâè ç î÷åâèäíiñòþ âè-

êîíóþòüñÿ, ÿêùî õâèëüîâà ôóíêöiÿ äîñòàòíüî øâèäêî ñïàäà¹ íà áåç-

ìåæíîñòi, à â îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò ïîâîäèòü ñåáå ÿê |ψ|2 ∼ rα, äå

α > 2−D, D ¹ âèìiðíiñòþ ïðîñòîðó. Òàêà àñèìïòîòèêà õâèëüîâî¨ ôóí-

êöi¨ çàáåçïå÷ó¹ ñêií÷åííiñòü âñiõ ñåðåäíiõ, ÿêi âèíèêàþòü â ðiâíÿííÿõ

(4.2)�(4.5), à ãîëîâíå
〈
1/r2

〉
.
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Ðiâíÿííÿ ðóõó äëÿ
〈
r2
〉
(4.5) ôîðìàëüíî ñïiâïàäà¹ ç âiäïîâiäíèì

êëàñè÷íèì ðiâíÿííÿì, â ÿêîìó ñåðåäíi âiä îïåðàòîðiâ çàìiíåíi êëàñè-

÷íèìè àíàëîãàìè. Ðîçâ'ÿçîê öèõ êëàñè÷íèõ ðiâíÿíü ðóõó ìîæíà çàïè-

ñàòè â íàñòóïíîìó âèãëÿäi

r2 = r20 + 2r0ṙ0t+
2E

m
t2. (4.6)

Òàêà âiäïîâiäíiñòü ìiæ êëàñè÷íèìè i êâàíòîâèìè ðiâíÿííÿìè ðóõó äëÿ

äîñëiäæóâàíîãî ïîòåíöiàëó âiäîáðàæà¹ äîáðå âiäîìó òåîðåìó Åðåíôå-

ñòà.

Ç (4.5) âèïëèâà¹, ùî äîëÿ ÷àñòèíêè çàëåæèòü âiä çíà÷åíü ñåðåäíiõ〈
r2
〉
0
, 〈rp+ pr〉0 i 〈H〉. Ó âèïàäêó 〈H〉 < 0 ÷àñòèíêà îáîâ'ÿçêîâî âïàäå

íà öåíòð.

Äëÿ 〈H〉 > 0 ÷àñòèíêà ìîæå àáî âïàñòè íà öåíòð àáî âiääàëèòè-

ñÿ âiä íüîãî. Ïàäiííÿ ìîæëèâå ó âèïàäêó 〈rp+ pr〉0 < 0 i
〈
r2
〉
0
≤

〈rp+ pr〉20 /8m |〈H〉|. Íåðiâíiñòü 〈rp+ pr〉0 < 0 âiäïîâiäà¹ êëàñè÷íî-

ìó âèïàäêó ṙ0 < 0, òîáòî ñèòóàöi¨ êîëè ðàäiàëüíà ïðîåêöiÿ ïî÷àòêîâî¨

øâèäêîñòi íàïðÿìëåíà íà ïðèòÿãóâàëüíèé öåíòð.

Àíàëîãi÷íà ñèòóàöiÿ ìà¹ ìiñöå i ó âèïàäêó 〈H〉 = 0. Öiêàâî, ùî

ïðè 〈H〉 = 0 i 〈rp+ pr〉0 = 0 ÷àñòèíêà ðóõà¹òüñÿ ç ïîñòiéíèì ñåðåäíiì〈
r2
〉
. Çàëåæíiñòü

〈
r2
〉
âiä ÷àñó çîáðàæåíà íà Ðèñ. 4.1.

Ó âèïàäêó, êîëè ÷àñòèíêà ïàäà¹ íà öåíòð, ìîæíà çíàéòè ÷àñ ïà-

äiííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (4.5) i ïîêëàäàþ÷è â íié
〈
r2
〉

= 0.

4.2.2 Äâîâèìiðíèé âèïàäîê

Â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi ìè ïîðiâíÿ¹ìî âèêëàäåíi äàëi òåîðåòè÷íi ðîç-

ðàõóíêè ç âèìiðþâàííÿìè ðóõó íåéòðàëüíèõ àòîìiâ â åëåêòðè÷íîìó

ïîëi òîíêî¨ íèòêè [89] (áóäåìî íàçèâàòè öi åêñïåðèìåíòè àáðåâiàòóðîþ
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Ðèñ. 4.1: Åâîëþöiÿ 〈r2〉 äëÿ ðiçíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ïîâíà ëiíiÿ (ñóöiëüíà i ïóí-

êòèðíà) âiäîáðàæà¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü ðóõó äëÿ 〈r2〉, àëå äiéñíèé ðóõ ÷àñòèíêè

âiäïîâiäà¹ ëèøå ñóöiëüíié ÷àñòèíi. ×àñîâèé ìàñøòàá t0 âèçíà÷à¹òüñÿ â íàñòóïíèé

ñïîñiá. ßêùî 〈H〉 6= 0, òîäi t0 =
√
m 〈r2〉0 /2 |〈H〉| i ε = 〈rp+ pr〉0 /

√
2m |〈H〉| 〈r2〉0.

Ó âèïàäêó 〈H〉 = 0 ìîæíà ïîêëàñòè t0 = m 〈r2〉0 / |〈rp+ ptr〉0|. ßêùî 〈H〉 i
〈rp+ pr〉0 ðiâíi íóëþ, òî ÷àñòèíêà åâîëþöiîíó¹ ç ïîñòiéíèì 〈r2〉, i â öüîìó âè-

ïàäêó ÷àñîâèé ìàñøòàá ìîæíà îáðàòè äîâiëüíèì.

DUS, îòðèìàíîþ ç ïåðøèõ áóêâ ïðiçâèù àâòîðiâ: Äåíøëàã�Óìøàóñ�

Øìiäìà¹ð, Denschlag�Umshaus�Schmiedmayer).

Ãàìiëüòîíiàí ÷àñòèíêè (àòîìiâ ëiòiþ) â öüîìó åêñïåðèìåíòi ìà¹

íàñòóïíèé âèãëÿä

H =
p2x + p2y + p2z

2m
− γ

x2 + y2
. (4.7)
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Äàíèé ãàìiëüòîíiàí ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ñóìó äâîõ äîäàíêiâ

H = Hxy +Hz,

äå Hxy = (p2x + p2y)/2m − γ/r2, Hz = p2z/2m. ßê íàñëiäîê, õâèëüîâà

ôóíêöiÿ ôàêòîðèçó¹òüñÿ

Ψ(x, y, z) = Aeikzzψ(x, y) (4.8)

i ïî÷àòêîâî òðèâèìiðíà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî äâîâèìiðíî¨. Òîìó, íàäàëi

äâîâèìiðíèé âèïàäîê ðîçãëÿíåìî äåòàëüíiøå.

Ïðîàíàëiçó¹ìî ñåðåäí¹ 〈rp+ pr〉0. Îñêiëüêè øóêà¹òüñÿ ñåðåäí¹

âiä åðìiòîâîãî îïåðàòîðà, òî âîíî ç íåîáõiäíiñòþ ¹ äiéñíèì.

Ç iíøî¨ ñòîðîíè íàêëàäåìî äîäàòêîâî íà õâèëüîâó ôóíêöiþ, ïî

ÿêié âåäåòüñÿ óñåðåäíåííÿ, óìîâó äiéñíîñòi: ψ∗(r) = ψ(r). Òîäi, âðàõî-

âóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ îïåðàòîðiâ iìïóëüñó p = −i~∇, ïåðåïèøåìî

øóêàíå ñåðåäí¹ ó âèãëÿäi

〈rp+ pr〉0 = −i~
∫
drψ(r) (r∇+∇r)ψ(r). (4.9)

Áà÷èìî, ùî ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç â (4.9) ¹ äiéñíèì, à âåñü âèðàç ñïðà-

âà óÿâíèé. Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî ñèòóàöiþ, êîëè ç îäíi¹¨ ÷àñòèíè ðiâíÿ-

ííÿ ìà¹ìî äiéñíó âåëè÷èíó, à ç iíøî¨ óÿâíó. Öå ìîæëèâî òiëüêè ó

âèïàäêó, êîëè âèðàçè ç îáèäâîõ ñòîðií ðiâíÿííÿ ðiâíi íóëþ, à òîìó

〈rp+ pr〉0 = 0 (4.10)

ÿêùî ðàäiàëüíà ÷àñòèíà õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ äiéñíà.

Â òàêîìó âèïàäêó ç âðàõóâàííÿì óìîâè (4.10), ìîæíà îòðèìàòè ç

(4.5) âèðàç äëÿ ÷àñó ïàäiííÿ ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi

tf =

√
−m 〈r

2〉0
2 〈H〉

. (4.11)
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ßêùî óìîâà (4.10) çàäîâiëüíÿ¹òüñÿ, òî ÷àñòèíêà ïàäà¹ íà öåíòð òiëüêè

ïðè âiä'¹ìíié åíåðãi¨ 〈H〉 < 0. ßêùî õâèëüîâà ôóíêöiÿ ïðîïîðöiéíà

äî rs ïîáëèçó öåíòðó ç s < 1/2, òî 〈H〉 ôîðìàëüíî ¹ íåñêií÷åííèì, áî

âiäïîâiäíèé ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ¹ ñèíãóëÿðíèì. Â öüîìó âèïàäêó

÷àñ ïàäiííÿ ìîæíà ââàæàòè íóëüîâèì. Îäíàê òàêi ñòàíè âèìàãàþòü

áåçìåæíî âåëèêî¨ åíåðãi¨ äëÿ ñòâîðåííÿ, òîìó ¹ íåôiçè÷íèìè. Ç iíøî¨

ñòîðîíè, äëÿ äîäàòíiõ åíåðãié 〈H〉 > 0 ÷àñ ïàäiííÿ tf ¹ óÿâíèì, à

÷àñòèíêà íå ìîæå âïàñòè íà öåíòð.

Öiêàâî çàóâàæèòè, ùî ÷àñòèíêà ç íóëüîâîþ åíåðãi¹þ áóäå áåçìå-

æíî äîâãî çíàõîäèòèñÿ íà òié ñàìié âiäñòàíi âiä öåíòðó
〈
r2
〉

=
〈
r2
〉
0
,

ÿê öå âèäíî ç âèðàçó (4.5). Â öüîìó âèïàäêó, ÷àñ ïàäiííÿ ôîðìàëüíî

ðiâíèé íåñêií÷åííîñòi. Òîáòî, õî÷à îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë

íå äîïóñêà¹ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ, iñíóþòü êâàçiñòàöiîíàðíi ñòàíè, â òî-

ìó ñåíñi, ùî ÷àñòèíêà, ùî çàäà¹òüñÿ òàêèì ñòàíîì, íå ïàäà¹ íà öåíòð

i íå âòiêà¹ ç íüîãî.

Íàâåäåìî ïðèêëàä òàêîãî êâàçiñòàöiîíàðíîãî ñòàíó. Éîãî ìîæíà

øóêàòè çîêðåìà â íàñòóïíîìó âèãëÿäi

ψs =

√
2βs+1

Γ(s+ 1)
rs exp

(
−1

2
βr2
)
, (4.12)

äå Γ(s) � ãàììà�ôóíêöiÿ Åéëåðà. Åíåðãiÿ ÷àñòèíêè ðiâíà íóëþ 〈H〉 =

0 ïðè s = 2mγ/3~2 i âiäïîâiäíà õâèëüîâà ôóíêöiÿ ¹ êâàçiñòàöiîíàðíèì

ñòàíîì.

ßê áóëî ñêàçàíî, êëàñè÷íèé âèðàç äëÿ ÷àñó ïàäiííÿ ìîæå áóòè

îòðèìàíèé ç êâàíòîâîãî (4.11) çàìiíîþ îïåðàòîðíèõ ñåðåäíiõ ¨õíiìè

êëàñè÷íèìè àíàëîãàìè. Îäíàê ïðèíöèïîâà âiäìiííiñòü ìiæ êëàñè÷íîþ

òà êâàíòîâîþ åâîëþöiÿìè ïîëÿãà¹ â äîïóñòèìèõ çíà÷åííÿõ êëàñè÷íèõ

âåëè÷èí i âiäïîâiäíèõ êâàíòîâîìåõàíi÷íèõ ñåðåäíiõ. Öiêàâèé êâàíòî-

âèé åôåêò ìà¹ ìiñöå êîëè êîíñòàíòà çâ'ÿçêó γ ¹ ìåíøîþ, íiæ ïåâíå
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êðèòè÷íå çíà÷åííÿ γc: γ ≤ γc. Êëàñè÷íà ÷àñòèíêà ìîæå âïàñòè íà

öåíòð äëÿ ÿêèõ çàâãîäíî ìàëèõ çíà÷åíü γ. Äëÿ ïðèêëàäó, ÿê òiëüêè

ïîêëàñòè ṙ = 0 i L = 0, òî åíåðãiÿ E ñòà¹ âiä'¹ìíîþ i ÷àñòèíêà ç

íåîáõiäíiñòþ ïàäà¹ íà öåíòð.

Â êâàíòîâié ìåõàíiöi ñèòóàöiÿ ¹ iíøîþ, i ÿê òiëüêè êîíñòàíòà çâ'ÿç-

êó γ ≤ γc ÷àñòèíêà ïðèíöèïîâî íå ìîæå âïàñòè íà ïðèòÿãàëüíèé

öåíòð. Òàêà êâàíòîâà ãðàíèöÿ ïàäiííÿ ìà¹ ìiñöå òîìó, ùî äëÿ äîñòà-

òíüî ìàëèõ γ åíåðãiÿ ÷àñòèíêè íå ìîæå áóòè âiä'¹ìíîþ. Àäæå ëîêàëi-

çàöiÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ÷àñòèíêè â îáëàñòi ìàëèõ ðîçìiðiâ ñïðè÷èíÿ¹,

çãiäíî ç ïðèíöèïîì íåâèçíà÷åíîñòi Ãàéçåíáåðãà, âåëèêi çíà÷åííÿ iì-

ïóëüñó, à îòæå i êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨, ÿêà ¹ ñòðîãî äîäàòíà.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ γc äåòàëüíî ðîçãëÿíåìî

ñåðåäí¹ âiä ãàìiëüòîíiàíà. Äëÿ ïðîñòîòè, âiçüìåìî õâèëüîâó ôóíêöiþ

ó âèãëÿäi ψ = R(r)eilzϕ/
√

2π, äå ðàäiàëüíà ÷àñòèíà R(r) ¹ äîâiëüíîþ

êâàäðàòè÷íî iíòåãðîâíîþ äèôåðåíöiéîâíîþ ôóíêöi¹þ, à êóòîâà ÷àñòè-

íà ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ îïåðàòîðà îðáiòàëüíîãî ìîìåíòó, ÿêà âiäïîâiä-

à¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ lz. Â öüîìó âèïàäêó ñåðåäí¹ âiä ãàìiëüòîíiàíà

〈H〉 ìîæíà ïåðåïèñàòè â íàñòóïíîìó âèãëÿäi

〈H〉 =

〈
p2r
〉

2m
+

[
~2

2m

(
l2z +

1

4

)
− γ
]〈

1

r2

〉
, (4.13)

äå pr = −(i~/
√
r)∂r
√
r � ðàäiàëüíà ñêëàäîâà îïåðàòîðà iìïóëüñó â ïî-

ëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ. Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó ïàäiííÿ 〈H〉 < 0, îòðè-

ìà¹ìî

γ > γc =

〈
p2r
〉

2m 〈1/r2〉
+

~2

2m

(
l2z +

1

4

)
. (4.14)

Ç (4.14) âèïëèâà¹, ùî min γc = Γc = ~2/8m. Çàóâàæèìî, ùî Γc

ñïiâïàäà¹ ç ãðàíèöåþ ðåæèìó ñèëüíîãî çâ'ÿçêó. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ

áóäü�ÿêî¨ çàäàíî¨ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ êðèòè÷íå çíà÷åííÿ γc ìîæíà çíà-
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éòè ç âèðàçó (4.14). Íàïðèêëàä, äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ψs (4.12) (ïiäií-

òåãðàëüíèé âèðàç íåñèíãóëÿðíèé ïðè s ≥ 1/2) îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé

âèðàç äëÿ ñåðåäíüîãî âiä ãàìiëüòîíiàíà

〈H〉 =
s+ 1

〈r2〉0

(
~2

2m
− γ

s

)
. (4.15)

À äëÿ êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ γc ìà¹ìî

γc =
s~2

2m
= 4sΓc. (4.16)

Äîäàìî äåùî ïðî ìåæi çàñòîñîâíîñòi íàøî¨ òåîði¨. Õî÷à ìè é ðîç-

ãëÿäà¹ìî íåðåãóëÿðèçîâàíèé îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë, òà òèì

íå ìåíøå íàøi ðåçóëüòàòè çàëèøàþòüñÿ çàñòîñîâíèìè òàêîæ i ó âè-

ïàäêó ðåãóëÿðèçîâàíîãî ïîòåíöiàëó, ÿêùî öiêàâèòèñÿ åâîëþöi¹þ âiä

ïîëîæåííÿ
〈
r2
〉

= r21 äî
〈
r2
〉

= r22, äå r
2
1, r

2
2 � a, a � äåÿêèé ðåãóëÿðè-

çàöiéíèé ïàðàìåòð.

Êðiì òîãî, ïàäiííÿ íà ïðèòÿãàëüíèé öåíòð ñêií÷åííèõ ðîçìiðiâ

òåæ ìîæå áóòè îïèñàíå îòðèìàíèìè ðiâíÿííÿìè. Â öüîìó âèïàäêó ãî-

ëîâíà âiäìiííiñòü âiä òî÷êîâîãî ñèëîâîãî öåíòðó ïîëÿãà¹ â óìîâi ïîäi¨

ïàäiííÿ: ÷àñòèíêà ïàäà¹ íà öåíòð, ÿêùî
〈
r2
〉
0

= a, äå a � ðàäióñ ïðè-

òÿãàëüíîãî öåíòðó.

4.3 Íåéòðàëüíi àòîìè â ïîëi òîíêî¨ çàðÿäæåíî¨ íè-

òêè

Ïàäiííÿ íà îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë áóëî åêñïåðèìåíòàëüíî

ðåàëiçîâàíî â åêñïåðèìåíòi DUS äëÿ óëüòðàõîëîäíèõ àòîìiâ ëiòiþ â

ïîëi òîíêî¨ çàðÿäæåíî¨ íèòêè [89]. Â öüîìó åêñïåðèìåíòi íåéòðàëüíi

àòîìè ëiòiþ ç ïîëÿðèçîâàíiñòþ αLi = 24.3 �A
3
ðóõàëèñÿ â öèëiíäðè÷íié

êàìåði ç äîâæèíîþ l = 0.1 ì. Íèòêà, ðàäióñîì r1 = 0.7 ìêì ðîçìiùåíà

êîàêñiàëüíî ç êàìåðîþ.
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Ðàäióñ çîâíiøíüîãî öèëiíäðà êàìåðè íå âêàçàíèé â ðîáîòàõ, îäíàê

éîãî çíà÷åííÿ ìîæíà ëåãêî îòðèìàòè çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

ìiæ çàðÿäîì íèòêè i íàïðóãîþ íà íié (çîâíiøíié öèëiíäð çàçåìëåíèé):

çàðÿä q = 640 · 10−12 Êë/ì âiäïîâiäà¹ íàïðóçi U = 100 Â. Âèêîðè-

ñòîâóþ÷è âèðàç äëÿ ¹ìíîñòi öèëiíäðè÷íîãî êîíäåíñàòîðà, îòðèìà¹ìî

ðàäióñ êàìåðè ðiâíèé r2 = 4.2 ìì. Â öüîìó åêñïåðèìåíòi ïiäòðèìó-

âàâñÿ òèñê íà ðiâíi p = 6 · 10−10 ìì.ðò.ñò. Îñêiëüêè òèñê ¹ äîñòàòíüî

ìàëèé, òî ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ïiä ÷àñ ïàäiííÿ íà íèòêó, àòîìè ëiòiþ

íå ðîçñiþþòüñÿ îäèí íà îäíîìó.

Íåéòðàëüíi àòîìè ëiòiþ ïîëÿðèçóþòüñÿ åëåêòðè÷íèì ïîëåì íè-

òêè i íàáóâàþòü åëåêòðè÷íîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòó ε0αE . Ãàìiëüòîíi-

àí òàêîãî iíäóêîâàíîãî åëåêòðè÷íîãî äèïîëÿ â åëåêòðè÷íîìó ïîëi E

çàïèñó¹òüñÿ

H =
p2

2m
− ε0αE2

2
=

p2

2m
− γ

r2
, (4.17)

äå γ = αq2/8π2ε0.

Äëÿ ïîðiâíÿííÿ îòðèìàíèõ òåîðåòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ ç åêñïåðè-

ìåíòàëüíèìè âèìiðþâàííÿìè ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó N àòîìiâ ëiòiþ â

åëåêòðè÷íîìó ïîëi íèòêè. Íåõàé àòîìè îïèñóþòüñÿ õâèëüîâîþ ôóí-

êöi¹þ ïåâíîãî òèïó, íàïðèêëàä (4.12), i β � ïàðàìåòð öi¹¨ õâèëüî-

âî¨ ôóíêöi¨, ÿêèé âiäîáðàæà¹ ïðîñòîðîâèé ðîçïîäië àòîìiâ. Ó âèïàäêó

õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ (4.12) ìà¹ìî β = (s + 1)/
〈
r2
〉
0
. Îòæå, ðiçíi β âiä-

ïîâiäàþòü ðiçíèì âiäñòàíÿì äî öåíòðà. Íàñïðàâäi, ìè ïðåäñòàâëÿ¹ìî

ñèñòåìó N àòîìiâ ëiòiþ ÿê ñòàòèñòè÷íèé àíñàìáëü õâèëüîâèõ ôóíêöié

ç ðiçíèìè β (àáî ðiâíîñèëüíî
〈
r2
〉
0
).

ßê áóëî çàçíà÷åíî â [89], òèïîâèé ðîçïîäië ãóñòèíè àòîìiâ â ìàãíiòî-

îïòè÷íié ïàñòöi ç ìàëîþ ãóñòèíîþ àòîìiâ (âêëþ÷àþ÷è ïàñòêó â åêñïå-

ðèìåíòi DUS) ¹ ãàóñîâèé. Òîìó ìîæíà çàïèñàòè íîðìîâàíèé ðîçïîäië
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ãóñòèíè àòîìiâ ëiòiþ â êàìåði ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi

ρ(ξ) = 2N
ξ

r̄2
exp

(
−ξ2/r̄2

)
, (4.18)

äå ξ =
√
〈r2〉0 � "âiäñòàíü" ÷àñòèíêè âiä ïðèòÿãàëüíîãî öåíòðó, à

r̄2 = N−1
∫∞
0 dξξ2ρ(ξ) ïîçíà÷à¹ ñòàòèñòè÷íå óñåðåäíåííÿ

〈
r2
〉
0
.

Äëÿ äîâiëüíî¨ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ñåðåäí¹ âiä ãàìiëüòîíiàíà 〈H〉

ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi 〈H〉 = K/
〈
r2
〉
, äå K � äåÿêà êîíñòàíòà,

ÿêà ìîæå áóòè çíàéäåíà äëÿ êîæíîãî çàäàíîãî ñòàíó. Äëÿ õâèëüîâî¨

ôóíêöi¨ (4.12) ç âèðàçó (4.15) çíàõîäèìî K = (s + 1)(~2/2m − γ/s).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òàêå ïîçíà÷åííÿ, ìîæíà ïåðåïèñàòè âèðàç (4.11) â

íàñòóïíîìó âèãëÿäi

tf =

√
− m

2K
ξ2, (4.19)

òóò tf � ÷àñ, çà ÿêèé ÷àñòèíêà ç
√
〈r2〉0 = ξ âïàäå íà ïðèòÿãàëüíèé

öåíòð.

Öåé âèðàç ìîæíà ïðîiíòåðïðåòóâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì. Çà ïðîìi-

æîê ÷àñó âiä t = 0 äî t = tf âñi àòîìè ç
〈
r2
〉
0
≤ ξ2(tf) =

√
−2K/mtf

âïàäóòü íà öåíòð. ×èñëî àòîìiâ, ùî âïàäóòü çà ÷àñ t ìîæíà çíàéòè ó

íàñòóïíîìó âèãëÿäi

N(t) =

r(t)∫
0

dξρ(ξ) = N
(

1− e−t/τ
)
, (4.20)

äå ÷àñ æèòòÿ àòîìiâ ó ïàñòöi ðiâíèé

τ =

√
− m

2K
r̄2. (4.21)

Îòðèìàíèé åêñïîíåíöiéíèé çàêîí ðîçïàäó ïîâíiñòþ âiäïîâiäà¹ ðåçóëü-

òàòàì åêñïåðèìåíòó DUS. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ÷àñ æèòòÿ àòîìiâ (4.19)

ñïiâïàäà¹ ç ÷àñîì (4.21), ÿêùî êâàíòîâîìåõàíi÷íå ñåðåäí¹
〈
r2
〉
0
çàìi-

íèòè ñòàòèñòè÷íèì ñåðåäíiì r̄2.
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Îöiíèìî ÷àñ æèòòÿ àòîìiâ â êàìåði åêñïåðèìåíòó DUS, âèêîðè-

ñòîâóþ÷è âèðàç (4.21). Ïðèïóñòèìî, ùî õâèëüîâà ôóíêöiÿ àòîìiâ ëiòiþ

ìà¹ âèãëÿä (4.12) ç s = 1/2. Ïîêëàäàþ÷è r̄2 = r22, îòðèìà¹ìî ÷àñ æèò-

òÿ τ ∼ 7 ñ. Òàêèé ðåçóëüòàò óçãîäæó¹òüñÿ ç îöiíêîþ çðîáëåíîþ â [89],

äå áóëî âèìiðÿíî ÷àñ æèòòÿ àòîìiâ íà ðiâíi 10 ñ.

Òî÷íà õâèëüîâà ôóíêöiÿ àòîìiâ ëiòiþ ¹ íåâiäîìà. Äëÿ òîãî, ùîá

îá÷èñëèòè äîñòîâiðíå çíà÷åííÿ êðèòè÷íîãî çàðÿäó qc, ÿêèé íåîáõiäíèé

äëÿ ïàäiííÿ êâàíòîâî¨ ÷àñòèíêè âèêîðèñòà¹ìî âèðàç Γc. Â òàêîìó âè-

ïàäêó îòðèìó¹ìî

qc =

√
~2π2ε0
mα

. (4.22)

Â êëàñè÷íié ãðàíèöi (~ → 0) êðèòè÷íèé çàðÿä ðiâíèé íóëþ qc = 0,

ãðàíèöÿ ïàäiííÿ âiäñóòíÿ, ÿê i ïîâèííî áóòè.

Êðèòè÷íèé çàðÿä íèòêè â åêñïåðèìåíòi DUS, äëÿ ÿêî¨ àòîìè ëiòiþ

(ç ïîëÿðèçîâàíiñòþ αLi = 24.3 �A
3
) íå ïàäàþòü íà öåíòð, ¹ ïðèáëèçíî

q = 1.8 · 10−12 Êë/ì. Öåé çàðÿä âiäïîâiäà¹ íàïðóçi Uc = 0.29 Â. Òàêà

íàïðóãà ¹ çàíàäòî ìàëîþ äëÿ ñïîñòåðåæåííÿ íà îðèãiíàëüíié óñòàíîâöi

åêñïåðèìåíòó DUS.

4.4 Ìîæëèâîñòi ïîêðàùåííÿ åêñïåðèìåíòó ç ïàäi-

ííÿì íåéòðàëüíèõ àòîìiâ íà çàðÿäæåíó íèòêó

Ìåòà äàíîãî ïiäðîçäiëó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá çàïðîïîíóâàòè êiëüêà ìî-

äèôiêàöié åêñïåðèìåíòó DUS äëÿ çáiëüøåííÿ êðèòè÷íî¨ íàïðóãè Uc i

òèì ñàìèì ïîëåãøåííÿ åêñïåðèìåíòàëüíîãî ñïîñòåðåæåííÿ êâàíòîâî¨

ãðàíèöi ïàäiííÿ.

Ïåðøà ïðîïîçèöiÿ ïîëÿãà¹ ó âèêîðèñòàííi ëåãøèõ àòîìiâ ç ìåí-

øèì çíà÷åííÿì ïîëÿðèçîâàíîñòi, ÿê öå âèïëèâà¹ ç âèðàçó äëÿ qc (4.22).
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Òàê, äëÿ àòîìiâ âîäíþ (αH = 0.667 �A
3
), à êðèòè÷íèé çàðÿä i íàïðóãà

â êàìåði åêñïåðèìåíòó ðiâíi qc = 30 · 10−12 Êë/ì, Uc = 4.6 Â âiäïîâiä-

íî. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ àòîìiâ âîäíþ êâàíòîâà ãðàíèöÿ ïàäiííÿ ¹ â 16

ðàçiâ áiëüøà, íiæ â àòîìiâ ëiòiþ. Ìàéæå òàêi ñàìi êðèòè÷íi çíà÷åííÿ

îòðèìóþòüñÿ äëÿ àòîìiâ 3He: qc = 31 · 10−12 Êë/ì, Uc = 4.8 Â.

Iíøà iäåÿ ïîëÿãà¹ â çìiíi ðîçìiðiâ êàìåðè. Öÿ ïðîïîçèöiÿ ìîòè-

âîâàíà çâ'ÿçêîì ìiæ çàðÿäîì i íàïðóãîþ êîíäåíñàòîðà U = q/C =

q ln(r2/r1)/2πε0, äå C � ¹ìíiñòü. Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòàííÿ êîíäåí-

ñàòîðà ç áiëüøèì r2 i ìåíøèì r1 äîçâîëÿ¹ ïðàöþâàòè ç áiëüøîþ íàïðó-

ãîþ. Òàê ÿêùî ìà¹ìî êîíäåíñàòîð ç r′2 = λ2r2, r
′
1 = λ1r1, òî çíà÷åííÿ

êðèòè÷íî¨ íàïðóãè ðiâíå

U ′c = Uc
ln λ2r2

λ1r1

ln r2
r1

= Uc

(
1 +

ln λ2
λ1

ln r2
r1

)
.

Äëÿ åêñïåðèìåíòó DUS ìà¹ìî ln r2/r1 ≈ 8.67, òîìó êðèòè÷íà íà-

ïðóãà U ′c ≈ 1.26Uc äëÿ λ2/λ1 = 10 (r2 = 4.2 ñì, r1 = 0.7 ìêì) i

U ′c ≈ 1.53Uc äëÿ λ2/λ1 = 100 (r2 = 42 ñì, r1 = 0.7 ìêì). Çáiëüøå-

ííÿ ðîçìiðó êàìåðè â 10 ðàçiâ ïðèâîäèòü äî êðèòè÷íî¨ íàïðóãè ïðè-

áëèçíî 6.1 Â äëÿ àòîìiâ 3He i 5.8 Â äëÿ àòîìiâ âîäíþ. Öå ìàéæå â 21

ðàç áiëüøå, íiæ êðèòè÷íà íàïðóãà â îðèãiíàëüíîìó åêñïåðèìåíòi DUS.

Ñïîäiâà¹ìîñÿ, ùî òàêi ïîêðàùåííÿ äîïîìîæóòü ñïîñòåðiãàòè êâàíòîâó

ãðàíèöþ ïàäiííÿ åêñïåðèìåíòàëüíî.

4.5 Îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë ó ïðîñòîði

ç íåêîìóòàòèâíèìè ñïiíîâî-çìiùåíèìè êîîðäè-

íàòàìè

Ðîçãëÿíåìî ïðèòÿãàëüíèé îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë ó íåêî-

ìóòàòèâíîìó ïðîñòîði ç íåêîìóòàòèâíèìè ñïiíîâî�çìiùåíèìè êîîðäè-
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íàòàìè òà àëãåáðîþ (1.14)�(1.18). Ïîêàæåìî, ùî â äàíîìó ïðîñòîði

iñíó¹ ìiíiìàëüíà äîâæèíà. Ñïðàâäi, çíàéäåìî âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðà-

òîðà êâàäðàòó ðàäióñ�âåêòîðà (îïåðàòîðà ïëîùi ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëî-

âîãî ìíîæíèêà)

R̂2 = r2 + ~θ(r,σ) +
3

4
(~θ)2. (4.23)

Âîíè (â çàëåæíîñòi âiä íàïðÿìó ñïiíó) ðiâíi

R2
± =

(
r ± ~θ

2

)2

+
(~θ)2

2
. (4.24)

Ìiíiìàëüíå âëàñíå çíà÷åííÿ îòðèìó¹ìî ïðè r = ~θ/2 i çíàêîâi � :

λ2min = (~θ)2/2.

ßê äîáðå âiäîìî, äëÿ äîâiëüíîãî ñòàíó ñåðåäí¹ âiä îïåðàòîðà íå

ìîæå áóòè ìåíøèì, íiæ ìiíiìàëüíå âëàñíå çíà÷åííÿ

〈R2〉 ≥ λ2min =
(~θ)2

2
. (4.25)

Òàêèì ÷èíîì îòðèìó¹ìî, ùî íåìîæëèâî óòâîðèòè ñòàí ç ëîêàëiçàöi¹þ

â îáëàñòi ç ëiíiéíèìè ðîçìiðàìè ìåíøèìè, íiæ λmin = ~θ/
√

2, à ñàìà

âåëè÷èíà λmin ¹ ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ â ïðîñòîði ç àëãåáðîþ (1.14)�

(1.18).

Iíòó¨òèâíî çðîçóìiëî, ùî ïàäiííÿ íà òî÷êîâèé öåíòð â ïðîñòîði

ç íåíóëüîâîþ ìiíiìàëüíîþ äîâæèíîþ íåìîæëèâå. Äàëi ïîêàæåìî öå

ñòðîãî.

ßê çàçâè÷àé, ïðèéìåìî ÿê ïîñòóëàò, ùî çàäà÷à â íåêîìóòàòèâíî-

ìó ïðîñòîði ôîðìóëþ¹òüñÿ çàìiíîþ â ãàìiëüòîíiàíiH(x, p) êîìóòàòèâ-

íèõ êîîðäèíàò x íà íåêîìóòàòèâíi âiäïîâiäíèêè X. Òàêèì ÷èíîì äëÿ

îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöiàëó â ïðîñòîði ç àëãåáðîþ (1.14)�(1.18)

ìà¹ìî

H =
p2

2m
− γ

R2
=

p2r
2m

+
L̂2

2mr2
− γ

r2 + θr(n,σ) + 3θ2/4
, (4.26)
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äå pr = −(i~/r)∂rr � ðàäiàëüíà ñêëàäîâà îïåðàòîðà iìïóëüñó, L̂ �

îïåðàòîð ìîìåíòó iìïóëüñó, n = r/r.

Äëÿ ïîäàëüøèõ ðîçðàõóíêiâ çðó÷íî çíåðîçìiðèòè êîîðäèíàòè r =

θx/2 òà ãàìiëüòîíiàí

h =
H

H0
= −1

x

∂2

∂x2
x+

l̂2

x2
− γ̃

x2 + 2x(n,σ) + 3
, (4.27)

äå ââåäåíî çíåðîçìiðåíi âåëè÷èíè l̂2 = L̂2/~2, γ̃ = γ/ ~2
2m ,H0 = 2~2/mθ2.

ßê áà÷èìî ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü ðåãóëÿðèçó¹ ïîòåíöiàë, òî-

ìó ñëiä î÷iêóâàòè, ùî åíåðãiÿ áóäå îáìåæåíà çíèçó. Ñïðàâäi, îñêiëüêè

â àëãåáði (1.14)�(1.18) ïðèñóòíÿ ìiíiìàëüíà äîâæèíà (4.25), òî âðàõî-

âóþ÷è, ùî êiíåòè÷íà åíåðãiÿ çàâæäè äîäàòíî âèçíà÷åíà, îòðèìó¹ìî

íàñòóïíó ìåæó çíèçó äëÿ åíåðãi¨ ÷àñòèíêè

〈h〉 ≥ −
〈
γ̃

X2

〉
≥ − γ̃

λ2min
= − γ̃

2θ2
. (4.28)

Â íàñòóïíîìó ïàðàãðàôi ïîêðàùèìî íèæíþ ìåæó åíåðãi¨, âðàõîâóþ÷è

âiäöåíòðîâèé äîäàíîê êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨.

Êðiì òîãî ïîêàæåìî, ùî ãàìiëüòîíiàí (4.56) äiéñíî âîëîäi¹ çâ'ÿçà-

íèìè ñòàíàìè. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî îñíîâíèé ñòàí äàíîãî

ãàìiëüòîíiàíà ìà¹ ñêií÷åííó âiä'¹ìíó åíåðãiþ.

4.5.1 Çíàõîäæåííÿ íèæíüî¨ ìåæi åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó

Ïîêðàùèìî íèæíþ ãðàíèöþ (4.28) åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó, âðàõóâàâ-

øè âiäöåíòðîâèé äîäàíîê êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨. Äëÿ öüîãî çðó÷íî ïîìíî-

æèòè îïåðàòîð ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ÷àñòèíêè íà ñïðÿæåíó äî çíà-

ìåííèêà âåëè÷èíó. Òîäi ãàìiëüòîíiàí (4.27) çàïèøåòüñÿ ó íàñòóïíîìó

âèãëÿäi

h = −1

x

∂2

∂x2
x+

l̂2

x2
− γ̃ x

2 + 3− 2x(n,σ)

x4 + 2x2 + 9
. (4.29)
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Äëÿ öüîãî ãàìiëüòîíiàíà ñïiíîâi òà êóòîâi çìiííi âiäîêðåìëþþ-

òüñÿ i ñïiíîâî�êóòîâå ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ òî÷íî ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨

êîìáiíàöi¨ ñôåðè÷íèõ ñïiíîðiâ Ωj,l,m(θ, ϕ) [69]

ψ = R+(r)Ωj,j+1/2,m +R−(r)Ωj,j−1/2,m =

 R+

R−

 . (4.30)

Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ñôåðè÷íi ñïiíîðè ¹ âëàñíèìè ôóíêöiÿìè îïå-

ðàòîðà êâàäðàòó ìîìåíòó iìïóëüñó

l̂2Ωj,l,m = l(l + 1)Ωj,l,m, (4.31)

òà äiþ îïåðàòîðà (n,σ) íà ñôåðè÷íi ñïiíîðè (3.18)�(3.19), çíàéäåìî

åôåêòèâíó ïîòåíöiàëüíó åíåðãiþ Ũ(x) äëÿ ðàäiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Øðå-

äiíãåðà â ïðåäñòàâëåííi ñôåðè÷íèõ ñïiíîðiâ ó âèãëÿäi íàñòóïíî¨ ìà-

òðèöi

Ũ(x) =

 Ij+1/2 − V1 −iV2
iV2 Ij−1/2 − V1

 , (4.32)

äå

V1 = −γ̃ (x2 + 3)

(x4 + 2x2 + 9)
, V2 = −γ̃ 2x

(x4 + 2x2 + 9)
, Il =

l(l + 1)

x2
.

Îñêiëüêè îïåðàòîð êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíèì, òî

î÷åâèäíî, ùî

ε ≥ 〈ψ|Ũ |ψ〉 ≥ U0, (4.33)

äå U0 � ìiíiìàëüíå âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà åôåêòèâíî¨ ïîòåíöiàëü-

íî¨ åíåðãi¨ (4.32).

Çíàéäåìî ìiíiìàëüíå âëàñíå çíà÷åííÿ U(x) ìàòðèöi (4.32). Âîíî

äîñÿãà¹òüñÿ ïðè j = 1/2 i ðiâíå

U(x) = V1 +
1

x2
−
√

1

x4
+ V 2

2 . (4.34)
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Äàëi ìiíiìiçóþ÷è (4.34) ÿê ôóíêöiþ x çíàõîäèìî U0 = minU(x), ÿêå

çãiäíî ç (4.33) i áóäå îöiíêîþ íèæíüî¨ ìåæi äëÿ åíåðãi¨ ÷àñòèíêè ç

ãàìiëüòîíiàíîì (4.26)

εlow(γ̃) = U0. (4.35)

×èñåëüíi ðîçðàõóíêè äàþòü íàñòóïíi çíà÷åííÿ äëÿ íèæíüî¨ ìåæi

åíåðãi¨ ÷àñòèíêè:

εlow(γ̃ = 1) = −0.3482..., (4.36)

εlow(γ̃ = 10) = −4.3475..., (4.37)

εlow(γ̃ = 100) = −49.0618.... (4.38)

Çàëåæíiñòü εlow(γ̃) ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ.4.2.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ðåàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ ç ðåàëiçàöi¹þ ïîòåí-

öiàëó −γ/r2 çíà÷åííÿ γ̃ ¹ ïîðÿäêó 100 [89].

4.5.2 Çíàõîäæåííÿ âåðõíüî¨ ìåæi åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó

Îáìåæåíiñòü ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ çíèçó ùå íå ãàðàíòó¹ íàÿâíîñòi çâ'ÿ-

çàíèõ ñòàíiâ, îñêiëüêè ïîòåíöiàëüíà ÿìà ìîæå âèÿâèòèñÿ çàíàäòî ìië-

êîþ ÷è âóçüêîþ äëÿ óòâîðåííÿ çâ'ÿçàíèõ ðiâíiâ. Ùîá ïðîäåìîíñòðó-

âàòè ¨õíþ íàÿâíiñòü ñêîðèñòà¹ìîñÿ âàðiàöiéíèì ìåòîäîì i ïîêàæåìî,

ùî åíåðãiÿ îñíîâíîãî ñòàíó äiéñíî ¹ âiä'¹ìíîþ.

Îáåðåìî ïðîáíó õâèëüîâó ôóíêöiþ ó âèãëÿäi

ψ(x, θ, ϕ) = Ce−αx/2
(
xΩ1/2,1,0 + i

β

α
Ω1/2,0,0

)
, (4.39)

äå α,β � áåçðîçìiðíi âàðiàöiéíi ïàðàìåòðè, C � ñòàëà íîðìóâàííÿ.

Ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ñôåðè÷íèõ ñïiíîðiâ â (4.39) âèáðàíà ó âiäïîâiäíîñòi

äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó êóòîâîãî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà ç ãàìiëüòîíiàíîì

(4.29).
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Ðèñ. 4.2: Íà ãðàôiêàõ çîáðàæåíî çàëåæíiñòü íèæíüî¨ εlow(γ̃) (ïóíêòèðîì) òà âåðõ-

íüî¨ εup(γ̃) (òî÷êàìè) îöiíêè åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó âiä êîíñòàíòè çâ'ÿçêó γ̃. Âåð-

òèêàëüíà ëiíiÿ γ̃0 = 0.6084... âiäïîâiäà¹ ãðàíè÷íîìó çíà÷åííþ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó:

ïðè γ̃ < γ̃0 âåðõíÿ îöiíêà åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó áiëüøà íóëÿ, à ïðè γ̃ > γ̃0 �

ìåíøà. Çíà÷åííÿ åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó çíàõîäèòüñÿ ìiæ âåðõíüîþ i íèæíüî¨

ëiíiÿìè.
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Ç óìîâè íîðìóâàííÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨

∞∫
0

dx

π∫
0

dθ

2π∫
0

dϕx2 sin θ|ψ|2 = 1,

òà âðàõîâóþ÷è îðòîãîíàëüíiñòü ñôåðè÷íèõ ñïiíîðiâ

π∫
0

dθ

2π∫
0

dϕ sin θΩ†jlmΩj′l′m′ = δjj′δll′δmm′,

îòðèìó¹ìî ñòàëó íîðìóâàííÿ |C|2 = α5/(24 + 2β2).

Ñåðåäí¹ âiä êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ íà õâèëüîâié ôóíêöi¨ (4.39), âðàõî-

âóþ÷è (4.31), ðàõó¹òüñÿ äîñòàòíüî ïðîñòî i ðiâíå〈
−1

x

∂2

∂x2
x+

l̂2

x2

〉
=
α2

4
. (4.40)

Îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîãî âiä ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ïðîâåñòè àíàëi-

òè÷íî ñêëàäíî. Òîìó çäiéñíèìî äåÿêi ïåðåòâîðåííÿ ïîòåíöiàëó. Äëÿ

öüîãî ïîìíîæèìî ÷èñåëüíèê i çíàìåííèê äðîáó íà ñïðÿæåíó äî çíà-

ìåííèêà âåëè÷èíó

− γ̃

x2 + 2x(n,σ) + 3
= −γ̃ x

2 + 3− 2x(n,σ)

(x2 + 3)2 − 4x2
. (4.41)

Îñêiëüêè íàñ öiêàâèòü âåðõíÿ ìåæà åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó, òî ìîæåìî

çàìiíèòè ïîòåíöiàë ñèñòåìè íà ïîòåíöiàë, ÿêèé áiëüøèé çà äàíèé â

êîæíié òî÷öi x

−γ̃ x
2 + 3− 2x(n,σ)

(x2 + 3)2 − 4x2
≤ −γ̃ x

2 + 3− 2x(n,σ)

(x2 + 3)2
. (4.42)

Iíòåãðàëè, ÿêi âèíèêàþòü ïðè îá÷èñëåííi âåðõíüî¨ ìåæi åíåðãi¨

îñíîâíîãî ñòàíó ìîæíà çíàéòè àíàëiòè÷íî

∞∫
0

dx
xne−αx

(x2 + b)m+1
=

(−1)m+n

m!

dn

dαn
dm

dbm

∞∫
0

dx
e−αx

x2 + b
.
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Iíòåãðàë â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíèé [78]

∞∫
0

dx
e−αx

x2 + b
=

1√
b
f(
√
bα), (4.43)

äå f(x) = ci x sin x − six cos x, cix, six � iíòåãðàëüíèé êîñèíóñ òà

ñèíóñ âiäïîâiäíî.

Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è âèðàçè (3.18)�(3.19) òà ðiâíiñòü

d2

dα2
f(
√
bα) =

√
b

α
− bf(

√
bα), (4.44)

çíàéäåìî îöiíêó âåðõíüî¨ ìåæi äëÿ ñåðåäíüîãî âiä ïîòåíöiàëüíî¨ åíåð-

ãi¨

〈U〉 ≤ − γ̃
2

aβ2 + bβ + c

12 + β2
, (4.45)

äå ââåäåíi êîíñòàíòè ðiâíi

a = 1−
√

3αf, (4.46)

b = 4a− 4
√

3α2f − 6a3f ′, (4.47)

c = 2− 3α + 3
√

3α3f, (4.48)

f = f(
√

3α), (4.49)

f ′ =
d

dα
f(
√

3α). (4.50)

Äëÿ ñåðåäíüîãî âiä ãàìiëüòîíiàíà (4.27) îòðèìó¹ìî

〈h〉 ≤ E(α, β) =
α2

4
− γ̃

2

aβ2 + bβ + c

12 + β2
. (4.51)

Ìiíiìiçàöiÿ E(α, β) ïî β ïðèâîäèòü äî íàñòóïíîãî çíà÷åííÿ

β =
12a− c

b
±

√(
12a− c

b

)2

+ 12. (4.52)
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Äëÿ ìiíiìiçàöi¨ (4.51) ïî α íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè ñêëàäíå òðàíñöåí-

äåíòíå ðiâíÿííÿ, ùî àíàëiòè÷íî çäiéñíèòè íåìîæëèâî. ×èñåëüíi ðîç-

ðàõóíêè äàþòü íàñòóïíi îöiíêè âåðõíüî¨ ìåæi äëÿ åíåðãi¨ îñíîâíîãî

ñòàíó:

εup(γ̃ = 1) = −0.0037..., (4.53)

εup(γ̃ = 10) = −1.0753..., (4.54)

εup(γ̃ = 100) = −13.0336.... (4.55)

Çàëåæíiñòü âåðõíüî¨ ìåæi åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó âiä êîíñòàíòè çâ'ÿç-

êó çîáðàæåíà íà Ðèñ.4.2. Iñòèííå çíà÷åííÿ åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó íà

ãðàôiêó çíàõîäèòüñÿ ìiæ âåðõíüîþ i íèæíüîþ ëiíiÿìè.

Iñíó¹ ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ γ̃0 = 0.6084..., íèæ÷å ÿêîãî âàðiàöiéíèé

ìåòîä äà¹ îöiíêó åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó, áiëüøó íóëÿ, à îòæå ñòâåð-

äæóâàòè íàÿâíiñòü çâ'ÿçàíèõ ñòàíiâ íå ìîæíà. Îäíàê äëÿ γ̃ > γ̃0 âåðõ-

íÿ îöiíêà åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó âiä'¹ìíà, ùî i äîâîäèòü íàÿâíiñòü

çâ'ÿçàíèõ ñòàíiâ äëÿ îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöiàëó â ïðîñòîði çi

ñïiíîâî�çìiùåíèìè íåêîìóòàòèâíèìè êîîðäèíàòàìè.

4.6 Îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë ó ïðîñòîði ç

íåðåëÿòèâiñòñüêîþ àëãåáðîþ Ãîìåçà�Êóïðiÿíî-

âà�äà Ñiëüâè

Ðîçãëÿíåìî ïðèòÿãàëüíèé îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë ó ïðîñòî-

ði ç íåðåëÿòèâiñòñüêîþ ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ GKdS (2.4)�(2.8).

Ãàìiëüòîíiàí ÷àñòèíêè â îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi â íåêî-

ìóòàòèâíîìó ïðîñòîði òðàäèöiéíî ïîáóäó¹ìî çàìiíîþ êîìóòàòèâíèõ

êîîðäèíàò â ãàìiëüòîíiàíi íà íåêîìóòàòèâíi êîîðäèíàòè. Âðàõîâóþ÷è
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(2.9) çàïèøåìî ãàìiëüòîíiàí çàäà÷i ó âèãëÿäi

H =
p2

2m
− γ

R2
=
p2

2m
− γ

r2 − θ (s,L) /~ + θ2p2/8
. (4.56)

Ïîêàæåìî, ùî ãàìiëüòîíiàí (4.56) âîëîäi¹ çâ'ÿçàíèìè ñòàíàìè.

Äëÿ öüîãî, òàê ñàìî ÿê i ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, äîñòàòíüî ïîêàçà-

òè, ùî åíåðãiÿ ÷àñòèíêè ¹ ñêií÷åííîþ âiä'¹ìíîþ âåëè÷èíîþ.

Îáìåæåíiñòü åíåðãi¨ ÷àñòèíêè çíèçó âèïëèâà¹ ç ôàêòó iñíóâàí-

íÿ â ïðîñòîði ç äîñëiäæóâàíîþ àëãåáðîþ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè (2.12).

Ñïðàâäi, îñêiëüêè êiíåòè÷íà åíåðãiÿ T̂ = p2/2m äîäàòíî âèçíà÷åíà

〈T̂ 〉 ≥ 0, òî î÷åâèäíî, ùî åíåðãiÿ ÷àñòèíêè ç ãàìiëüòîíiàíîì (4.56)

îáìåæåíà çíèçó

〈H〉 ≥
〈
− γ

R2

〉
≥ − γ

λ2min
= −2

√
2γ

3~θ
. (4.57)

Öÿ âåëè÷èíà i ¹ íèæíüîþ îöiíêîþ åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî åíåðãiÿ îñíîâíîãî ñòàíó ¹ âiä'¹ìíîþ. Äëÿ

öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ âàðiàöiéíèì ìåòîäîì. Â ÿêîñòi ïðîáíî¨ õâèëüîâî¨

ôóíêöi¨ îáåðåìî âëàñíi ñòàíè îïåðàòîðà R̂2 (2.17). Öi õâèëüîâi ôóíêöi¨

¹ âëàñíèìè ñòàíàìè îïåðàòîðà ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨. Êðiì òîãî âîíè ¹

òàêîæ âëàñíèìè ñòàíàìè îïåðàòîðà

ĥ = r2 +
θ2p2

8
(4.58)

ç âëàñíèìè çíà÷åííÿìè

h =
~θ√

2(2n+ l + 3/2)
. (4.59)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî îïåðàòîð ĥ ôàêòè÷íî ¹ ãàìiëüòîíiàíîì ãàðìî-

íi÷íîãî îñöèëÿòîðà, òîìó äëÿ ðîçðàõóíêó ñåðåäíüîãî âiä êiíåòè÷íî¨

åíåðãi¨ íà âàðiàöiéíèõ ôóíêöiÿõ |ψ〉nl çðó÷íî âèêîðèñòàòè òåîðåìó ïðî

âiðiàë, çãiäíî ç ÿêîþ

〈p2〉nl =
8

θ2
h

2
=

2
√

2~
θ

(
2n+ l +

3

2

)
. (4.60)
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Òàêèì ÷èíîì ñåðåäí¹ âiä ãàìiëüòîíiàíà íà |ψ〉nl ðiâíå

〈H〉nl =

√
2~
mθ

(
2n+ l +

3

2

)
−

− γ

~θ
2√

2(2n+ l + 3/2)− (j(j + 1)− l(l + 1)− 3/4)
.

(4.61)

Ìiíiìiçóþ÷è (4.61) ïî n òà l, îòðèìó¹ìî ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ ñåðåäíüî-

ãî âiä ãàìiëüòîíiàíà ïðè n = 0, l = 0

〈H〉min = 〈H〉00 =
3~√
2mθ

− 2
√

2γ

3~θ
. (4.62)

Âåëè÷èíà 〈H〉min ¹ âåðõíüîþ âàðiàöiéíîþ ãðàíèöåþ äëÿ åíåðãi¨ îñíîâ-

íîãî ñòàíó.

Òàêèì ÷èíîì, iñòèííå çíà÷åííÿ åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó çíàõîäè-

òüñÿ ìiæ âåðõíüîþ i íèæíüîþ ìåæàìè

−2
√

2γ

3~θ
≤ E0 ≤

3~√
2mθ

− 2
√

2γ

3~θ
. (4.63)

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ êîíñòàíò çâ'ÿçêó γ â

ïîòåíöiàëi −γ/R2 â ïðîñòîði ç àëãåáðîþ (2.4)�(2.8) âèíèêàþòü çâ'ÿçàíi

ñòàíè. Ñïðàâäi, ç óìîâè

3~√
2mθ

− 2
√

2γ

3~θ
< 0

îòðèìó¹ìî, ùî åíåðãiÿ îñíîâíîãî ñòàíó âiä'¹ìíà ïðè

γ >
9~2

4m
= 18γcr (4.64)

i íà âiäìiíó âiä ïàäiííÿ íà öåíòð â êîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði, â ïðîñòî-

ði ç íåðåëÿòèâiñòñüêîþ ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ GKdS â îáåðíåíî

êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi âèíèêàþòü çâ'ÿçàíi ñòàíè.

4.7 Âèñíîâêè

Áóëî ïîêàçàíî, ùî ñåðåäí¹
〈
r2
〉
åâîëþöiîíó¹ ÿê êâàäðàòè÷íèé ïîëi-

íîì ïî ÷àñó â îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi. Åâîëþöiÿ ïîâíiñòþ
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çàäà¹òüñÿ ñåðåäíiìè
〈
r2
〉
0
, 〈rp+ pr〉0 òà 〈H〉 â ïî÷àòêîâîìó ñòàíi i

¹ ñóòò¹âî âiäìiííîþ äëÿ ðiçíèõ ïî÷àòêîâèõ óìîâ (Ðèñ. 4.1). Çíàéäå-

íî íåîáõiäíi óìîâè äëÿ ïàäiííÿ êâàíòîâî¨ ÷àñòèíêè íà ïðèòÿãàëüíèé

öåíòð.

Âèïàäîê äëÿ 〈rp+ pr〉0 = 0 ó äâîâèìiðíîìó ïðîñòîði áóëî ðîç-

ãëÿíóòî äåòàëüíî. Äëÿ òàêèõ ñòàíiâ ÷àñ ïàäiííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì

(4.11). Òàêîæ ïðîäåìîíñòðîâàíî iñíóâàííÿ êâàçiñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ,

ÿêi åâîëþöiîíóþòü ç ïîñòiéíèì
〈
r2
〉
. Ïðèêëàäîì òàêîãî ñòàíó ¹ (4.12).

Ïîêàçàíî íàÿâíiñòü êâàíòîâî¨ ãðàíèöi ïàäiííÿ, à ñàìå � ÷àñòèíêà íå

ìîæå âïàñòè íà ïðèòÿãàëüíèé öåíòð ïîòåíöiàëó 1/r2, ÿêùî êîíñòàíòà

çâ'ÿçêó γ ¹ ìåíøîþ, íiæ äåÿêå êðèòè÷íå çíà÷åííÿ γc, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ

ôîðìóëîþ (4.14).

Îòðèìàíi òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè ïîðiâíÿíî ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè

âèìiðþâàííÿìè ðóõó íåéòðàëüíèõ àòîìiâ ëiòiþ â åëåêòðè÷íîìó ïîëi

çàðÿäæåíî¨ íèòêè [89]. Òåîðåòè÷íî ðîçðàõîâàíèé ÷àñ ïàäiííÿ áëèçü-

êèé ç åêñïåðèìåíòàëüíî âèìiðÿíèì çíà÷åííÿì. Òàêîæ îá÷èñëåíî êðè-

òè÷íèé çàðÿä íèòêè i íàïðóãó ìiæ íèòêîþ i ñòiíêîþ êàìåðè, ÿêèé

äîçâîëÿ¹ ïàäiííÿ ÷àñòèíêè íà ïðèòÿãóþ÷èé öåíòð. Êðèòè÷íà íàïðóãà

âèÿâèëàñÿ ðiâíîþ ïðèáëèçíî 0.3 Â.

Äîäàòêîâî çàïðîïîíîâàíî äåÿêi ìîäèôiêàöi¨ äëÿ ïîêðàùåííÿ åêñ-

ïåðèìåíòó äëÿ âèÿâëåííÿ êâàíòîâî¨ ãðàíèöi ïàäiííÿ. Ïåðøà ïðîïîçè-

öiÿ ïîëÿãà¹ ó âèêîðèñòàííi ëåãøèõ àòîìiâ ç ìåíøèì çíà÷åííÿì ïîëÿ-

ðèçîâàíîñòi (íàïðèêëàä àòîìè ãiäðîãåíó àáî ãåëiþ), iíøà � â çìiíi ðîç-

ìiðiâ êàìåðè. Öi ïîêðàùåííÿ äîçâîëÿòü çáiëüøèòè íåîáõiäíó íàïðóãó

â 21 ðàç ïî âiäíîøåííþ äî àíàëîãi÷íîãî çíà÷åííÿ â îðèãiíàëüíîìó

åêñïåðèìåíòi.

Â äàíîìó ðîçäiëi òàêîæ ðîçãëÿíóòî ïðèòÿãàëüíèé îáåðíåíî êâà-

äðàòè÷íèé ïîòåíöiàë −γ/R2 â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíi-
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ñòþ êîîðäèíàò (1.14)�(1.18). Çíàéäåíî åôåêòèâíó ïîòåíöiàëüíó åíåð-

ãiþ (4.32) ðàäiàëüíîãî ðóõó îñíîâíîãî ñòàíó ÷àñòèíêè â îáåðíåíî êâà-

äðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi. Åôåêòèâíà ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ âèÿâèëèñÿ

îáìåæåíîþ çíèçó, ùî ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî åíåðãiÿ îñíîâíîãî ñòàíó òåæ

îáìåæåíà çíèçó.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âàðiàöiéíèé ìåòîä ïîêàçàíî, ùî äëÿ êîíñòàíòè

çâ'ÿçêó γ/ ~2
2m > 0.6084... âàðiàöiéíà ãðàíèöÿ äëÿ åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòà-

íó ¹ ìåíøîþ íóëÿ. Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíî, ùî â ïðîñòîði ç íåêîìó-

òàòèâíèìè ñïiíîâî�çìiùåíèìè êîîðäèíàòàìè ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ

çíà÷åííÿõ êîíñòàíòè çâ'ÿçêó ìiíiìàëüíà åíåðãiÿ ÷àñòèíêè â îáåðíåíî

êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi ¹ ñêií÷åííîþ âiä'¹ìíîþ âåëè÷èíîþ, à îòæå

óòâîðþþòüñÿ çâ'ÿçàíi ñòàíè, íà ïðîòèâàãó äî êîìóòàòèâíîãî âèïàäêó,

äå âiäáóâà¹òüñÿ ïàäiííÿ ÷àñòèíêè íà öåíòð.

Òàêîæ áóëî ðîçãëÿíóòî ïîòåíöiàë −γ/R2 ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ

íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò (2.4)�(2.8). Ïîêàçàíî, ùî íàÿâíiñòü ìiíi-

ìàëüíî¨ äîâæèíè òåæ ðåãóëÿðèçó¹ ïîòåíöiàë i åíåðãiÿ îñíîâíîãî ñòàíó

¹ îáìåæåíîþ çíèçó. Âèêîðèñòîâóþ÷è âàðiàöiéíèé ìåòîä çíàéäåíî âåðõ-

íþ ãðàíèöþ äëÿ åíåðãi¨ îñíîâíîãî ñòàíó, ÿêà äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ

çíà÷åíü êîíñòàíòè çâ'ÿçêó γ ¹ âiä'¹ìíîþ. Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíî, ùî

â îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìó-

òàòèâíiñòþ êîîðäèíàò GKdS âèíèêàþòü çâ'ÿçàíi ñòàíè, íà âiäìiíó âiä

êîìóòàòèâíîãî ïðîñòîðó, äå ÷àñòèíêà ïàäà¹ íà öåíòð.
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Ðîçäië 5

ÅËÅÊÒÐÎÄÈÍÀÌIÊÀ Ó ÏÐÎÑ-

ÒÎÐI Ç ÍÅÊÎÌÓÒÀÒÈÂÍÈÌÈ

ÑÏIÍÎÂÎ-ÇÌIÙÅÍÈÌÈ

ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÀÌÈ

5.1 Âñòóï

Â öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî òåîðiþ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ïðîñòî-

ði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò (2.20)�(2.25). Âïåðøå åëå-

êòðîìàãíiòíå ïîëå ó ïðîñòîði ç íåêîìóòàòèâíèìè êîîðäèíàòàìè ðîç-

ãëÿíóâ Ñíàéäåð [54], îäíàê, ÷åðåç áðàê ôiçè÷íèõ àðãóìåíòiâ íà êîðèñòü

íåêîìóòàòèâíîñòi, ïiñëÿ öi¹¨ ðîáîòè òåîðiÿ ïîëÿ â íåêîìóòàòèâíîìó

ïðîñòîði äîâãèé ÷àñ íå ðîçãëÿäàëàñÿ.

Iíòåðåñ äî íåêîìóòàòèâíî¨ òåîði¨ ïîëÿ, ÿê i äî ôiçèêè â íåêîìó-

òàòèâíîìó ïðîñòîði âçàãàëi âiäíîâèâñÿ ç ïóáëiêàöi¹þ [1], äå êîîðäèíà-

òíà íåêîìóòàòèâíiñòü îòðèìàíà ñòðîãî ç òåîði¨ ñòðóí. Òàêà àðãóìåíòà-

öiÿ ñïðè÷èíèëà iíòåíñèâíå äîñëiäæåííÿ ðiçíîìàíiòíèõ åôåêòiâ òåîði¨

ïîëÿ, çîêðåìà i åëåêòðîäèíàìiêè ó ïðîñòîði ç êàíîíi÷íîþ íåêîìóòà-

òèâíiñòþ. Çàðàç åëåêòðîäèíàìiêà ó ïðîñòîði ç êàíîíi÷íîþ íåêîìóòà-

òèâíiñòþ ¹ äîáðå âèâ÷åíîþ ÿê i íà êëàñè÷íîìó, òàê i íà êâàíòîâîìó

ðiâíÿõ [8, 11,13�15,17,114�120].

Õî÷à åëåêòðîäèíàìiöi ó ïðîñòîði ç êàíîíi÷íîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ
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ïðèñâÿ÷åíà ïåðåâàæíà áiëüøiñòü ðîáiò â îáëàñòi åëåêòðîäèíàìiêè â

ïðîñòîðàõ ç äåôîðìîâàíèìè êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè, iñíó¹

äåêiëüêà öiêàâèõ ìîäåëåé â ïðîñòîðàõ ç iíøèìè âàðiàíòàìè êîîðäèíà-

òíî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi. Òàê íàïðèêëàä, â ðîáîòàõ [121�124] ðîçãëÿíóòî

åëåêòðîäèíàìiêó ó ïðîñòîði ç íåêîìóòàòèâíîþ àëãåáðîþ DFR [3, 4].

Â [125�127] äîñëiäæåíî òåîðiþ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó íå÷iòêîìó

ïðîñòîði (fuzzy space) ç êîîðäèíàòíèì êîìóòàòîðîì (1.12).

Öiêàâîþ ¹ òåîðiÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ïðîñòîði ç ðåëÿòèâiñò-

ñüêîþ äåôîðìîâàíîþ äâîïàðàìåòðè÷íîþ àëãåáðîþ Ãàéçåíáåðãà [128].

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî â ëiíiéíîìó íàáëèæåííi ïî ïàðàìåòðó àëãåáðè òà-

êà åëåêòðîäèíàìiêà ñïiâïàäà¹ ç åëåêòðîäèíàìiêîþ Ïîäîëüñüêîãî [128].

Òàêà åëåêòðîäèíàìiêà ç çîâíiøíiì äæåðåëîì áóëà ðîçãëÿíóòà â [129].

Åëåêòðîäèíàìiêà ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ ðîç-

ãëÿíóòà íàìè âïåðøå.

Äëÿ ïîáóäîâè ôóíêöi¨ ïîëÿ â ïðîñòîði ç êàíîíi÷íîþ íåêîìóòà-

òèâíiñòþ íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçóâàòè ðiâíÿííÿ Çàéáåðãà�Âiòòåíà [1], ÿêi

ðîçâ'ÿçóþòüñÿ â êîæíîìó ïîðÿäêó ðîçêëàäó ïîëüîâî¨ ôóíêöi¨ â ðÿä

ïî ïàðàìåòðó íåêîìóòàòèâíîñòi. Â êîæíîìó íàñòóïíîìó ïîðÿäêó äàíi

ðiâíÿííÿ ñèëüíî óñêëàäíþþòüñÿ, ùî ðîáèòü çàäà÷ó ïîøóêó êîåôiöi¹í-

òiâ ðîçêëàäó ïîëüîâî¨ ôóíêöi¨ íàäçâè÷àéíî ñêëàäíîþ. Íà ïðàêòèöi, â

ïåðåâàæíié áiëüøîñòi âèïàäêiâ êîðèñòóþòüñÿ ëèøå êiëüêîìà ïåðøèìè

÷ëåíàìè ðîçêëàäó. ßê áóäå ïîêàçàíî â öüîìó ðîçäiëi, çàïðîïîíîâàíèé

íàìè ìåòîä ïîáóäîâè ïîëüîâî¨ ôóíêöi¨ â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìó-

òàòèâíiñòþ íå ìiñòèòü äàíî¨ ïðîáëåìè, à ðiâíÿííÿ ïîëÿ ìîæóòü áóòè

çíàéäåíèìè òî÷íî ó âñiõ ïîðÿäêàõ ðîçêëàäó ïîëüîâî¨ ôóíêöi¨ ïî ïà-

ðàìåòðó ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi. Áiëüøå òîãî, çàñòîñóâàííÿ öüîãî

ìåòîäó íå îáìåæó¹òüñÿ ëèøå åëåêòðîäèíàìiêîþ i ìîæå áóòè çàñòîñî-

âàíîþ äî áóäü�ÿêîãî ïîëÿ.
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Íàìè çíàéäåíî âèðàç äëÿ ïîòåíöiàëó åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó

ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò. Â íåêîìóòàòèâíîìó

ïðîñòîði åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå ¹ íåàáåëåâèì, òîìó äëÿ ïîáóäîâè ôóí-

êöi¨ Ëàãðàíæà òàêîãî ïîëÿ áóëî âèêîðèñòàíî ìåòîäè òåîði¨ ïîëÿ ßíãà�

Ìiëëñà. Ç óìîâè iíâàðiàíòíîñòi êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ âiäíîñíî ëîêàëü-

íèõ êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü áóëî çíàéäåíî âèãëÿä êàëiáðóâàëü-

íèõ ïåðåòâîðåíü äëÿ ïîëÿ òà çàêîí çáåðåæåííÿ åëåêòðè÷íîãî ñòðóìó.

Ç ïðèíöèïó íàéìåíøî¨ äi¨ çíàéäåíî òî÷íi ðiâíÿííÿ ïîëÿ. Òàêèì ÷èíîì

ïîáóäîâàíà åëåêòðîäèíàìiêà ¹ êîðèñíîþ ìîäåëëþ äëÿ äîñëiäæåííÿ íå-

ïåðòóðáàòèâíèõ åôåêòiâ â íåêîìóòàòèâíié òåîði¨ ïîëÿ.

Â ðàìêàõ ïîáóäîâàíî¨ òåîði¨ ðîçâ'ÿçàíî ðÿä çàäà÷. Çîêðåìà, â ðàì-

êàõ òåîði¨ çáóðåíü áóëî çíàéäåíî âïëèâ ìàãíiòíîãî ïîëÿ íà åëåêòðè÷íå

ïîëå òî÷êîâîãî çàðÿäó, ÿêèé âèíèêà¹ âíàñëiäîê íåëiíiéíîñòi ïîëüîâèõ

ðiâíÿíü. Êðiì òîãî äîñëiäæåíî âçà¹ìîäiþ äâîõ ïëîñêèõ åëåêòðîìàãíi-

òíèõ õâèëü â òàêié åëåêòðîäèíàìiöi. Òàêîæ òî÷íî ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó

ïðî ïîøèðåííÿ ïëîñêî¨ õâèëi ó ïîñòiéíîìó ìàãíiòíîìó òà åëåêòðè÷íî-

ìó ïîëÿõ òà çíàéäåíî ìîäèôiêîâàíå äèñïåðñiéíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ

òàêî¨ õâèëi. Âñi ðåçóëüòàòè ïîðiâíÿíî ç àíàëîãi÷íèìè äîñëiäæåííÿìè

ó ïðîñòîði ç êàíîíi÷íîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ.
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5.2 Åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå â ïðîñòîði çi ñïiíîâî� çìi-

ùåíèìè íåêîìóòàòèâíèìè êîîðäèíàòàìè

5.2.1 Òåíçîð åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ. Äiÿ åëåêòðîìàãíiòíî-

ãî ïîëÿ

Ïîòåíöiàë åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ â ïðîñòîði çi ñïiíîâî-çìiùåíèìè íå-

êîìóòàòèâíèìè êîîðäèíàòàìè çàäà¹òüñÿ ìàòðè÷íîþ ôóíêöi¹þ

Ãµ = T̂Aµ = eiθ(γ∂)Aµ (5.1)

ó ïîâíié âiäïîâiäíîñòi äî ðåçóëüòàòiâ ïiäðîçäiëó 2.3.2. Íåêîìóòàòèâíå

åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå Ãµ ¹ íåàáåëåâèì, à êîìóòàòîð ðiçíèõ êîìïîíåíò

ïîòåíöiàëó äîðiâíþ¹[
eiθ(γ∂)Aµ, eiθ(γ∂)Aν

]
= 2iθ2σαβ∂̃αA

µ∂̃βA
ν. (5.2)

Â ñèëó çàãàëüíî¨ ñõåìè òåîði¨ íåàáåëåâèõ ïîëiâ, òåíçîð òàêîãî íå-

êîìóòàòèâíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ çàïèñó¹òüñÿ ó íàñòóïíîìó âè-

ãëÿäi

F̃ µν = ∂µÃν − ∂νÃµ − ie
[
Ãµ, Ãν

]
=

= ∂µÃν − ∂νÃµ + 2eθ2σαβ∂̃αA
µ∂̃βA

ν.
(5.3)

Òåïåð, îòðèìàâøè òåíçîð ïîëÿ, ìîæíà ëåãêî ïîáóäóâàòè ôóíêöiþ

Ëàãðàíæà, à îòæå, i äiþ ïîëÿ. Âîíè áóäóþòüñÿ íàñòóïíèì ñòàíäàðòíèì

÷èíîì

S =
1

4

∫
d4x Sp

{
−1

4
F̃ µνF̃µν

}
. (5.4)

Ïiñëÿ øïóðóâàííÿ äiÿ íàáóäå âèãëÿäó

S =

∫
d4x

{
−1

4
F µνFµν−

−1

4
e2θ4

(
∂̃αAµ∂̃αAµ∂̃

βAν ∂̃βAν − ∂̃αAµ∂̃αAν ∂̃
βAν ∂̃βAµ

)}
.

(5.5)
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Î÷åâèäíî, ùî äiÿ (5.5) ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü Ëî-

ðåíöà, îñêiëüêè çàïèñàíà â ÿâíî êîâàðiàíòíié ôîðìi. Êðiì òîãî ïðÿìîþ

ïåðåâiðêîþ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïîáóäîâàíà äiÿ íåêîìóòàòèâíîãî

åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ¹ C�, P� òà T � iíâàðiàíòíîþ.

Ç âèðàçó äëÿ äi¨ (5.5) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî ïåðøi ïîïðàâêè, ñïðè-

÷èíåíi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ, ¹ ïîðÿäêó ÷åòâåðòî¨ ñòåïåíi ïî ïà-

ðàìåòðó íåêîìóòàòèâíîñòi θ. Â çâ'ÿçêó ç öèì çàóâàæèìî ïðî äåÿêó äî-

âiëüíiñòü ó âèáîði ïðåäñòàâëåííÿ íåêîìóòàòèâíèõ êîîðäèíàò. Ñïðàâäi,

â ïðåäñòàâëåííi (2.18) ìîæíà áóëî á íå ïèñàòè óÿâíî¨ îäèíèöi áiëÿ

äiðàêiâñüêèõ ìàòðèöü (ÿêó ìè òàì ââåëè äëÿ åðìiòîâîñòi îïåðàòîðiâ

êîîðäèíàòè). Ïîçáóòèñÿ öi¹¨ óÿâíî¨ îäèíèöi ìîæíà ó âñiõ ôîðìóëàõ

ôîðìàëüíîþ çàìiíîþ θ → −iθ. Îäíàê äî çìiíè ôóíêöi¨ Ëàãðàíæà, à

îòæå i ðiâíÿíü ðóõó öå íå ïðèçâåäå, îñêiëüêè âåäó÷èé âêëàä âiä ñïiíî-

âî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi êðàòíèé θ4, à (−iθ)4 = θ4.

5.2.2 Êàëiáðóâàëüíi ïåðåòâîðåííÿ. Çàêîí çáåðåæåííÿ åëå-

êòðè÷íîãî ñòðóìó

Çãiäíî ç êîìïåíñàöiéíèì ïiäõîäîì, êàëiáðóâàëüíi ïîëÿ âèíèêàþòü ÿê

äåÿêi äîäàòêîâi ïîëÿ, íåîáõiäíi äëÿ çàáåçïå÷åííÿ iíâàðiàíòíîñòi ôóí-

êöi¨ Ëàãðàíæà äåÿêîãî (â çàãàëüíîìó âèïàäêó áàãàòîêîìïîíåíòíîãî,

à äëÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ êîìïëåêñíîãî) ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ϕ âiä-

íîñíî ëîêàëüíèõ êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü. Íà ïðàêòèöi öå çâîäè-

òüñÿ äî çàìiíè çâè÷àéíèõ ïîõiäíèõ âiä ïîëÿ ∂µ íà êîâàðiàíòíi Dµ =

∂µ + ieAµ, äå ïîëå Aµ i ¹ "êîìïåíñàöiéíèì" êàëiáðóâàëüíèì ïîëåì,

ÿêå çàáåçïå÷ó¹ iíâàðiàíòíiñòü ëàãðàíæiàíà. Êàëiáðóâàëüíi ïåðåòâîðå-

ííÿ äëÿ ïîëÿ Aµ ìîæíà çíàéòè ç óìîâè êàëiáðóâàëüíî¨ iíâàðiàíòíîñòi

êîâàðiàíòíî¨ ïîõiäíî¨ ñòîñîâíî ìíîæåííÿ íà åëåìåíò ãðóïè êàëiáðó-

âàëüíèõ ïåðåòâîðåíü.
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Êàëiáðóâàëüíi ïåðåòâîðåííÿ (ëîêàëüíi êàëiáðóâàëüíi ïåðåòâîðå-

ííÿ) äëÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ â íåêîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði âiäði-

çíÿþòüñÿ âiä çâè÷àéíèõ U(1) ïåðåòâîðåíü. Â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íå-

êîìóòàòèâíiñòþ âèìàãàòèìåìî âiä ëàãðàíæiàíà êîìïëåêñíîãî ïîëÿ ií-

âàðiàíòíîñòi ñòîñîâíî ìíîæåííÿ íà åêñïîíåíòíèé ôàêòîð exp (ieα̃(x))

(çàìiñòü ìíîæåííÿ íà exp (ieα(x)) ÿê â êîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði). Òà-

êèì ÷èíîì çíàéäåìî êàëiáðóâàëüíi ïåðåòâîðåííÿ äëÿ íåêîìóòàòèâíîãî

åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ Ãµ ç óìîâè

D′µ(eieα̃ϕ̃) = ∂µ(eieα̃ϕ̃) + ieÃ′µe
ieα̃ϕ̃ =

= eieα̃(∂µϕ̃+ ieÃµϕ̃) = eieα̃Dµϕ̃,
(5.6)

äå øòðèõ ïîçíà÷à¹ çìiííó ïiñëÿ êàëiáðóâàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ.

Äèôåðåíöiþþ÷è ïåðøèé äîäàíîê â ëiâié ÷àñòèíi, îòðèìà¹ìî

ieÃ′µe
ieα̃ϕ̃ = eieα̃ieÃµe

−ieα̃(eieα̃ϕ̃)− (∂µe
ieα̃)e−ieα̃(eieα̃ϕ̃).

Âðàõîâóþ÷è äîâiëüíiñòü ìàñîâîãî ïîëÿ ϕ̃ çíàéäåìî êàëiáðóâàëüíi ïå-

ðåòâîðåííÿ ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi

Ã′µ = eieα̃Ãµe
−ieα̃ +

i

e
· eieα̃(∂µe

−ieα̃). (5.7)

Âèãëÿä öüîãî êàëiáðóâàëüíîãî çàêîíó íàãàäó¹ çàêîí êàëiáðóâàëüíîãî

ïåðåòâîðåííÿ íåàáåëåâîãî ïîëÿ â êîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði. Ïðîêîìó-

òó¹ìî Aµ i åêñïîíåíòó e−ieα̃ â ïåðøîìó äîäàíêó i ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî

e−ieα̃ â äðóãîìó äîäàíêó ïðàâî¨ ñòîðîíè ðiâíÿííÿ. Òîäi êàëiáðóâàëüíi

ïåðåòâîðåííÿ íàáóäóòü íàñòóïíîãî âèãëÿäó

Ã′µ = Ãµ + ∂µα̃− iθ2σνβ(eieα̃∂̃νe
−ieα)∂̃β(2Aµ + ∂µα). (5.8)

Âiäïîâiäíi iíôiíiòåçèìàëüíi êàëiáðóâàëüíi ïåðåòâîðåííÿ ìàþòü âè-

ãëÿä

Ã′µ = Ãµ + ∂µα̃− 2eθ2σνβ∂̃να∂̃βAµ. (5.9)
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ßê i ó âèïàäêó ïîëÿ ßíãà�Ìiëëñà ìîæíà ëåãêî çàïèñàòè çàêîí êà-

ëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü äëÿ òåíçîðà ïîëÿ F̃ µν i ïîêàçàòè iíâàðiàí-

òíiñòü äi¨ âiäíîñíî êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü. Êàëiáðóâàëüíi ïåðå-

òâîðåííÿ äëÿ Aµ ¹ ñêëàäíiøèìè, ¨õ ìîæíà îòðèìàòè äi¹þ îïåðàòîðà

T̂−1 = e−iθ(γ∂) çëiâà íà âèðàç (5.8).

Àëãåáðà êàëiáðóâàëüíî¨ ãðóïè ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì àëãåáð u(1) ⊗

soγ(1, 3), äå àëãåáðà soγ(1, 3) ñêëàäà¹òüñÿ ç ìàòðèöü γµ, σµν i îäèíè-

÷íî¨ ìàòðèöi. Âiäïîâiäíà êàëiáðóâàëüíà ãðóïà ¹ òåæ ïðÿìèì äîáóòêîì

äîáðå âiäîìèõ ãðóï U(1)⊗SL(1, 3). Ïåðøèé ìíîæíèê âiäîáðàæà¹ âíó-

òðiøíþ ñèìåòðiþ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, à îñòàííié âèíèêà¹ âíàñëi-

äîê íåêîìóòàòèâíî¨ ñòðóêòóðè ïðîñòîðó�÷àñó.

Áiëüøå òîãî, òàêèì ñàìèì ÷èíîì, àëãåáðà êàëiáðóâàëüíî¨ ãðóïè

äîâiëüíîãî íåàáåëåâîãî (â êîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði) ïîëÿ ìîæå áóòè

çàïèñàíà ÿê ïðÿìèé äîáóòîê g⊗ soγ(1, 3), äå àëãåáðà g ¹ àëãåáðîþ êà-

ëiáðóâàëüíî¨ ãðóïè G âiäïîâiäíîãî ïîëÿ ßíãà�Ìiëëñà â êîìóòàòèâíî-

ìó ïðîñòîði. Îäíàê â öüîìó âèïàäêó ÷åðåç íåàáåëåâèé õàðàêòåð ãðóïè

G íåêîìóòàòèâíà êàëiáðóâàëüíà ãðóïà äîñëiäæóâàíîãî ïîëÿ âæå íå ¹

ïðîñòî äîáóòêîì äâîõ ãðóï G⊗ SL(1, 3).

Ìàþ÷è âèãëÿä êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü, çà äîïîìîãîþ ìåòîäó

Íüîòåð ìîæíà ëåãêî îòðèìàòè çàêîí çáåðåæåííÿ åëåêòðè÷íîãî ñòðó-

ìó. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî äiþ äëÿ íåêîìóòàòèâíîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî

ïîëÿ ç çîâíiøíiì çàäàíèì ñòðóìîì j

S = S0 + e

∫
d4x(jA), (5.10)

äå S0 � äiÿ âiëüíîãî ïîëÿ (5.5). Çàóâàæèìî, ùî äîäàíîê çi âçà¹ìîäi¹þ

çàïèñàíèé âæå ïiñëÿ øïóðóâàííÿ, ÿêå çíiìà¹ âåñü âïëèâ íåêîìóòàòèâ-

íîñòi äëÿ iíòåãðàëó âiä äîáóòêó äâîõ ôóíêöié âíàñëiäîê áåçøïóðîâîñòi

ìàòðèöü σ.
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Âíàñëiäîê êàëiáðóâàëüíèõ ïåðåòâîðåíü (5.9) äiÿ (5.10) îòðèìó¹ âà-

ðiàöiþ

δS =

∫
d4x

{
(∂µα)jµ − 2e2θ4(∂̃βα)∂̃βAµ∂̃γAν ∂̃γFµν

}
+O(α2). (5.11)

Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè â îáèäâîõ äîäàíêàõ ïiä iíòåãðàëîì, îòðè-

ìó¹ìî

δS = −
∫
d4xα

{
(∂j)− 2e2θ4∂̃β(∂̃βAµ∂̃γAν ∂̃γFµν)

}
+O(α2).

Â ñèëó äîâiëüíîñòi α îòðèìó¹ìî çàêîí çáåðåæåííÿ åëåêòðè÷íîãî ñòðó-

ìó ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi

∂µ

[
jµ − 2e2θ4sinc(

√
−θ∂2)(∂̃µAα∂̃νAβ∂̃νFαβ)

]
= 0. (5.12)

Iíòåðïðåòàöiÿ öüîãî âèðàçó çâè÷íà äëÿ òåîði¨ ïîëåé ßíãà�Ìiëëñà i

iíòó¨òèâíî î÷iêóâàíà âíàñëiäîê íåàáåëåâîñòi êàëiáðóâàëüíî¨ ãðóïè åëå-

êòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ: îêðiì

çîâíiøíüîãî ñòðóìó ïðèñóòíi ñòðóìè ñàìîäi¨ ñàìîãî ïîëÿ i çáåðiãà¹òüñÿ

íå ñòðóì çîâíiøíiõ çàðÿäiâ, à ïîâíèé ñòðóì, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòó-

ïíèì âèðàçîì

Jµ = jµ − 2e2θ4sinc(
√
−θ∂2)(∂̃µAα∂̃νAβ∂̃νFαβ). (5.13)

5.2.3 Ðiâíÿííÿ ïîëÿ

Çíàéäåìî ðiâíÿííÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ â ïðîñòîði çi ñïiíîâî � çìi-

ùåíèìè íåêîìóòàòèâíèìè êîîðäèíàòàìè ç ïðèíöèïó íàéìåíøî¨ äi¨.

Âàðiþþ÷è äiþ (5.5), îòðèìó¹ìî íàñòóïíi òî÷íi ðiâíÿííÿ

∂2Aµ + e2θ4∂̃α

(
∂̃αAµ∂̃βAν ∂̃βAν − ∂̃βAµ∂̃αAν ∂̃βAν

)
= 0. (5.14)

Ëåãêî áà÷èòè, ùî â ãðàíèöi êîìóòàòèâíîãî ïðîñòîðó (θ → 0, ∂̃ → ∂)

öi ðiâíÿííÿ ïåðåõîäÿòü â ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëà äëÿ âiëüíîãî ïîëÿ

∂2Aµ = 0. (5.15)
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Ðiâíÿííÿ ïîëÿ (5.14) âîëîäiþòü öiêàâîþ ñòðóêòóðîþ, ÿêà â áàãà-

òüîõ âèïàäêàõ ïîëåãøó¹ ¨õíié àíàëiç. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî îòðèìàíi

ðiâíÿííÿ ¹ íåëiíiéíèìè, ëåãêî áà÷èòè, ùî ðiâíÿííÿ äëÿ âèáðàíî¨ êîì-

ïîíåíòè Aµ ¹ ëiíiéíèì, ÿêùî âñi iíøi êîìïîíåíòè âiäîìi (çàôiêñîâàíi).

Öÿ âëàñòèâiñòü ðiâíÿíü ìîæå áóòè âêðàé ïîìi÷íîþ ïðè ïåðòóðáàòèâ-

íîìó àíàëiçi ñèñòåìè.

ßêùî äåÿêà êîìïîíåíòà Aµ ¹ ïîñòiéíîþ â êîìóòàòèâíîìó ïðî-

ñòîði, òî âîíà çàäîâiëüíÿ¹ i âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ (5.14) àâòîìàòè÷íî.

Òîìó â öüîìó âèïàäêó öÿ êîìïîíåíòà Aµ â íåêîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði

¹ òàêà ñàìà ÿê i â êîìóòàòèâíîìó. Öå ñàìå ñòîñó¹òüñÿ i âèïàäêó, êîëè

Aµ = 0 â êîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði, òîäi âiäïîâiäíà êîìïîíåíòà íóëüîâà

i â íåêîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði.

Ç iíøî¨ ñòîðîíè, ÿêùî ïðèñóòíÿ ëèøå îäíà íåíóëüîâà êîìïîíåíòà

Aκ, ðiâíÿííÿ äëÿ íå¨ ìà¹ âèãëÿä

∂2Aκ + e2θ4∂̃α

(
∂̃αAκ∂̃βAκ∂̃βAκ − ∂̃βAκ∂̃αAκ∂̃βAκ

)
=

= ∂2Aκ = 0
(5.16)

i ñïiâïàäà¹ ç êîìóòàòèâíèì ðiâíÿííÿì Ìàêñâåëà. Îòæå, ñïiíîâà íåêî-

ìóòàòèâíiñòü íå âïëèâà¹ íà ñèñòåìè, ÿêi îïèñóþòüñÿ 4-âåêòîðîì ïî-

òåíöiàëó ç îäíîþ íåíóëüîâîþ êîìïîíåíòîþ.

Áiëüøå òîãî, îñêiëüêè ðiâíÿííÿ íåêîìóòàòèâíîãî ïîëÿ iíâàðiàíòíi

âiäíîñíî ïåðåòâîðåíü Ëîðåíöà, òî ÿêùî âåêòîð ïîòåíöiàëó âiäïîâiäíè-

ìè ïåðåòâîðåííÿìè Ëîðåíöà ìîæíà ïðèâåñòè äî âåêòîðà ç ëèøå îäíi¹þ

íåíóëüîâîþ êîìïîíåíòîþ, òî òàêà ñèñòåìà òåæ íå âiä÷óâà¹ íåêîìóòà-

òèâíîñòi. Òàêi ñèñòåìè çàçâè÷àé ¹ ïðîñòèìè i ñêëàäàþòüñÿ ç îäíîãî

äæåðåëà ïîëÿ, íàïðèêëàä òî÷êîâèé çàðÿä, ëiíiéíèé ïðîâiäíèê çi ñòðó-

ìîì, ïëîñêà õâèëÿ, òîùî. Ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü íå âïëèâà¹ íà öi

ñèñòåìè.
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Âçà¹ìîäiÿ ïîëÿ ç çàäàíèì ñòðóìîì jµ ìîæå áóòè ëåãêî âðàõîâàíà

øëÿõîì äîäàâàííÿ âiäïîâiäíîãî äîäàíêó â äiþ (5.5)

Sint =
1

4

∫
dx Sp(j̃Ã) =

∫
dx(jA). (5.17)

Îòæå, ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiòñü íå âïëèâà¹ íà âçà¹ìîäiþ ïîëÿ i çàäà-

íîãî ñòðóìó. Ðiâíÿííÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, ÿêi âðàõîâóþòü íàÿâ-

íiñòü ñòðóìiâ ìàþòü âèãëÿä

∂2Aµ + e2θ4∂̃α

(
∂̃αAµ∂̃βAν ∂̃βAν − ∂̃βAµ∂̃αAν ∂̃βAν

)
= jµ, (5.18)

i ïåðåõîäÿòü â ðiâíÿííÿ (5.14) ïðè jµ = 0. �õ ìîæíà îòðèìàòè âàðiþ-

þ÷è äiþ (5.10).

5.3 Åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå äåÿêèõ ñèñòåì

5.3.1 Åëåêòðîñòàòè÷íå ïîëå òî÷êîâîãî çàðÿäó â ïîñòiéíîìó

ìàãíiòíîìó ïîëi

ßê áóëî ïîêàçàíî â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi, ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü

(2.20)�(2.25) íå ìîäèôiêó¹ åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå òî÷êîâî¨ ÷àñòèíêè,

îñêiëüêè òàêå ïîëå çàäà¹òüñÿ îäíîþ êîìïîíåíòîþ åëåêòðîìàãíiòíîãî

ïîëÿ A0, à ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü íå âïëèâà¹ íà âåêòîðíèé ïîòåí-

öiàë ç îäíîþ íåíóëüîâîþ êîìïîíåíòîþ. Ñèòóàöiÿ çìiíþ¹òüñÿ, êîëè ÷à-

ñòèíêà ïîìiùåíà â ìàãíiòíå ïîëå. Îñêiëüêè åëåêòðîìàãíiòíå ïîëå ñòà¹

íåëiíiéíèì ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ, òî åëåêòðè÷íå

i ìàãíiòíå ïîëÿ âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ. Â ÷àñòêîâîìó âèïàäêó òàêà

âçà¹ìîäiÿ ïðèâîäèòü äî ìîäèôiêàöi¨ ïîòåíöiàëó Êóëîíà â çîâíiøíüî-

ìó ìàãíiòíîìó ïîëi.

Âïëèâ ïîñòiéíîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ íà åëåêòðè÷íå ïîëå çàðÿäæåíî¨

÷àñòèíêè â ïðîñòîði ç êàíîíi÷íîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ äîñëiäæóâàâñÿ â
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áàãàòüîõ ðîáîòàõ. Çîêðåìà, â ðîáîòàõ [11, 17, 118] äîñëiäæóâàëèñÿ ïî-

ïðàâêè äî çàêîíó Êóëîíà â ìàãíiòíîìó ïîëi, ÿêi âèíèêàþòü ç ôóíêöi¨

Ëàãðàíæà åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ â ïðîñòîði ç êàíîíi÷íîþ íåêîìóòà-

òèâíiñòþ. Â ïåðøîìó íàáëèæåííi ïî ïàðàìåòðó íåêîìóòàòèâíîñòi θij

çàêîí Êóëîíà ìà¹ âèãëÿä [17]

A0(x) =
q

r

(
1− e

[
1

r2
(xB)(xθ) + (Bθ)

])
, (5.19)

äå θi = εijkθjk, r2 = (xx), B � iíäóêöiÿ ìàãíiòíîãî ïîëÿ.

Äëÿ ïîâíîòè êàðòèíè çàóâàæèìî, ùî iñíó¹ àëüòåðíàòèâíèé ïiä-

õiä äî ðîçãëÿäó êóëîíiâñüêîãî ïîòåíöiàëó â íåêîìóòàòèâíîìó ïðîñòî-

ði. Â ðàìêàõ öi¹¨ ñõåìè áóäó¹òüñÿ íåêîìóòàòèâíèé ãàìiëüòîíiàí àòîìà

âîäíþ øëÿõîì çàìiíè êîìóòàòèâíèõ êîîðäèíàò x íà íåêîìóòàòèâíi

âiäïîâiäíèêè X â êîìóòàòèâíîìó ãàìiëüòîíiàíi. Â öüîìó âèïàäêó ïî-

òåíöiàëüíà åíåðãiÿ ñòà¹ îïåðàòîðîì. Âiäïîâiäíå ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà

îïèñó¹ ðóõ åëåêòðîíà ó ìîäèôiêîâàíîìó êóëîíiâñüêîìó ïîòåíöiàëi. Â

òàêîìó ïiäõîäi àòîì âîäíþ âèâ÷àâñÿ â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìó-

òàòèâíiñòþ [8, 118] òà íåðåëÿòèâiñòñüêîþ ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ

GKdS (ðîçäië 3 öi¹¨ ðîáîòè).

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî ìîäèôiêàöiþ çàêîíó Êóëîíà ïiä

âïëèâîì çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìó-

òàòèâíiñòþ (2.20)�(2.25). Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ïîëÿ (5.18) ç çàäàíèì

÷îòèðè�ñòðóìîì íåðóõîìîãî òî÷êîâîãî çàðÿäó q

jµ =


−qδ(x)

0

0

0

 . (5.20)

Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i íåâiäîìèé, òîìó çíàéäåìî ïåðøi ïî

ïàðàìåòðó íåêîìóòàòèâíîñòi ïîïðàâêè äî ïîòåíöiàëó ïîëÿ. Òàêèì ÷è-
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íîì ïîòåíöiàë çàïèøåìî ó âèãëÿäi

A0 =
q

4πr
+ e2θ4A0

(1) +O(θ8), (5.21)

Ai = εijkhjxk + e2θ4Ai
(1) +O(θ8), (5.22)

äå iíäåêñ (1) ïîçíà÷à¹ ïåðøèé ïîðÿäîê ðîçêëàäó ïîòåíöiàëó Aµ ïî θ4.

Â êîìóòàòèâíié ãðàíèöi θ → 0 âåêòîðíèé ïîòåíöiàë Aµ ïåðåõîäèòü â

ïîòåíöiàë åëåêòðîñòàòè÷íîãî ïîëÿ òî÷êîâîãî çàðÿäó −q i ïîñòiéíîãî

ìàãíiòíîãî ïîëÿ h. Ïiäñòàíîâêà àíçàöó (5.21)�(5.22) â ðiâíÿííÿ ïîëÿ

(5.14) äà¹ íàñòóïíi ðiâíÿííÿ äëÿ Aµ
(1)

∇2A0
(1) =

qh2

4πr3
− 3q(hx)2

4πr5
+ qh2δ(x), (5.23)

∇2Ai
(1) =

2q2

(4π)2r6
εijkhjxk, (5.24)

äå ∇ = ex∂x + ey∂y + ez∂z � äèôåðåíöiéíèé îïåðàòîð Ãàìiëüòîíà.

Ðiâíÿííÿ (5.23)�(5.24) ìîæíà ëåãêî ðîçâ'ÿçàòè, øóêàþ÷è ïîòåí-

öiàë ó âèãëÿäi ñóìè îáåðíåíèõ ñòåïåíiâ ìîäóëÿ ðàäióñ�âåêòîðà r−n ç

âiäïîâiäíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Îñòàòî÷íî â ïåðøîìó íàáëèæåííi âèðàç

äëÿ ïîòåíöiàëó çàïèñó¹òüñÿ

A0 =
q

4πr

[
1− e2θ4

(
h2 − (h, er)

2

2

)]
+O(θ8), (5.25)

Ai = εijkhjxk

[
1 +

e2θ4

2

q2

(4π)2r4

]
+O(θ8), (5.26)

äå er = r/r.

ßê ìîæíà áà÷èòè ç (5.25), ìàãíiòíå ïîëå åêðàíó¹ çàðÿä, ðîáëÿ-

÷è éîãî çíà÷åííÿ ìåíøèì. Êðiì òîãî, öå åêðàíóâàííÿ ¹ àíiçîòðîïíèì,

à íàéáiëüøèé åôåêò îòðèìó¹òüñÿ â ïåðïåíäèêóëÿðíîìó äî ìàãíiòíîãî

ïîëÿ h íàïðÿìi. ßê i â êàíîíi÷íié íåêîìóòàòèâíîñòi, â ñïiíîâié íåêîìó-

òàòèâíîñòi âåëè÷èíà åêðàíóâàííÿ ¹ íåçàëåæíîþ âiä âiäñòàíi. Îäíàê íà
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âiäìiíó âiä âèïàäêó êàíîíi÷íî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi, â ñïiíîâié íåêîìó-

òàòèâíîñòi åêðàíóâàííÿ íiêîëè íå çíèêà¹ â æîäíîìó íàïðÿìi, çàâæäè

çìåíøóþ÷è åôåêòèâíèé çàðÿä ÷àñòèíêè.

Ç iíøî¨ ñòîðîíè, ÿê âèïëèâà¹ ç (5.26), iñíó¹ i çâîðîòíié åôåêò:

çàðÿä òàêîæ äåôîðìó¹ ìàãíiòíå ïîëå. Âïëèâ çàðÿäó íà ìàãíiòíå ïî-

ëå çàëåæèòü ëèøå âiä àáñîëþòíîãî çíà÷åííÿ çàðÿäó, àëå íå âiä éîãî

çíàêó. Öåé âïëèâ ¹ êîðîòêîñÿæíèì (ñïàäà¹ ÿê r−4) i çàâæäè çáiëüøó¹

âåëè÷èíó ìàãíiòíîãî ïîëÿ.

5.3.2 Âçà¹ìîäiÿ äâîõ ïëîñêèõ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ ïîëÿ (5.14) ¹ íåëiíiéíèìè, òî ïðèíöèï ñóïåðïîçèöi¨

íå âèêîíó¹òüñÿ i ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ñóìà äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ (íàïðè-

êëàä äâîõ ïëîñêèõ õâèëü) âæå íå áóäå ðîçâ'ÿçêîì öèõ ðiâíÿíü. Â ðàì-

êàõ ïåðòóðáàòèâíîãî ïiäõîäó òàêó ñèòóàöiþ ìîæíà ïðîòðàêòóâàòè ÿê

âçà¹ìîäiþ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ (â íàøîìó âèïàäêó ïëîñêèõ õâèëü) îäèí ç

îäíèì. Â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî âçà¹ìîäiþ äâîõ ïëîñêèõ õâèëü

ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ (2.20)�(2.25).

Çàäà÷à ïðî âçà¹ìîäiþ äâîõ ïëîñêèõ õâèëü â ïðîñòîði ç êàíîíi-

÷íîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ ðîçãëÿäàëàñÿ â ðîáîòi [11]. Àâòîðè â ðàìêàõ

ïåðòóðáàòèâíîãî ïiäõîäó çíàéøëè ïîïðàâêè äî ïîòåíöiàëó äâîõ õâèëü.

ßê íóëüîâå íàáëèæåííÿ âîíè ðîçãëÿíóëè ïîòåíöiàë äâîõ õâèëü ó ôîð-

ìi ñóïåðïîçèöi¨ äâîõ êîìïëåêñíèõ åêñïîíåíò Aeikx òà Beik
′x. Îäíàê

òàêèé ìàòåìàòè÷íèé òðþê ç ðîçãëÿäîì óÿâíèõ åêñïîíåíò çàìiñòü äié-

ñíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöié íå ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè â íåëiíié-

íèõ ðiâíÿííÿõ, ÿêùî âèìàãàòè äiéñíîñòi ïîòåíöiàëó åëåêòðîìàãíiòíîãî

ïîëÿ.

Çíàéäåìî ðîçâ'ÿçîê Aµ ðiâíÿíü (5.14), ÿêèé â êîìóòàòèâíié ãðà-
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íèöi θ → 0 ïåðåõîäèòü â Aµ
∣∣
θ=0

= Aµ
(0), äå

A0
(0) = 0, (5.27)

A1
(0) = 0, (5.28)

A2
(0) = B sin Θ cos(kx), (5.29)

A3
(0) = C cos(qx) +B cos Θ cos(kx). (5.30)

Â êîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði äàíèé ïîòåíöiàë âiäïîâiäà¹ ïîøèðåííþ äâîõ

ïëîñêèõ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü ç àìïëiòóäàìè B òà C òà õâèëüîâè-

ìè âåêòîðàìè kµ òà qµ âiäïîâiäíî. Êóò ìiæ íàïðÿìàìè îñöèëÿöié ïîëÿ

ðiâíèé Θ.

Ïåðòóðáàòèâíèé àíàëiç âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ïîâ'ÿçàíèé ç

äåÿêèìè òðóäíîùàìè, ÿêi çàçâè÷àé âèíèêàþòü ïðè àíàëiçi íåëiíiéíèõ

êîëèâàëüíèõ ñèñòåì. Òàê ïiäñòàíîâêà âèðàçó Aµ = Aµ
(0)+A

µ
s â ðiâíÿííÿ

(5.14) ïðèâîäèòü äî ðiâíÿííÿ òèïó

∂2f = B cos(kx). (5.31)

ßêùî âåêòîð kµ íå ¹ ÷îòèðèìiðíèì içîòðîïíèì k2 6= 0, òî ðîçâ'ÿçîê

òàêîãî ðiâíÿííÿ ¹ ïðîñòèé i çàïèñó¹òüñÿ

f = −B cos(kx)

k2
. (5.32)

Îäíàê òàêèé ðîçâ'ÿçîê íå ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèì ó âèïàäêó ôîòîí-

íîãî õâèëüîâîãî âåêòîðà, îñêiëüêè äëÿ åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi ìà¹ìî

k2 = 0.

Ç iíøî¨ ñòîðîíè, ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî â öüîìó âèïàäêó ðîçâ'ÿçîê

òàêîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà çíàéòè ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi

f =
(ax)

2(ak)
sin(kx),
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äå aµ � äîâiëüíèé âåêòîð, ÿêèé çàäîâiëüíÿ¹ óìîâè (ax) 6= 0, (ak) 6= 0.

Àëå öåé ðîçâ'ÿçîê îïèñó¹ ðåçîíàíñíå íàðîñòàííÿ ïîëÿ, à îòæå i åíåðãi¨

ïîëÿ. Çðîçóìiëî, ùî òàêà ðåçîíàíñíà ïîâåäiíêà íå ìîæå ìàòè ìiñöÿ â

äàíié ñèñòåìi i ¹ àðòåôàêòîì âèêîíàíîãî àíçàöó.

Öÿ ïðîáëåìà ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà â ðàìêàõ òàê çâàíîãî ìåòî-

äó Êðèëîâà�Áîãîëþáîâà [130]. Âiäïîâiäíî äî öüîãî ìåòîäó ðîçâ'ÿçîê

âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü (5.14) íåîáõiäíî øóêàòè â íàñòóïíié ôîðìi

A0 = 0, (5.33)

A1 = 0, (5.34)

A2 = B sin Θ cos(kx+ e2θ4f1) + e2θ4a1, (5.35)

A3 = C cos(qx+ e2θ4f2) +B cos Θ cos(kx+ e2θ4f3) + e2θ4a2. (5.36)

Ïiäñòàíîâêà âèðàçiâ (5.33)�(5.36) â ðiâíÿííÿ ïîëÿ (5.14) äà¹ íà-

ñòóïíi ðiâíÿííÿ íà äîïîìiæíi ôóíêöi¨ f1, f2, f3, a1 òà a2

sin(kx)∂2f1 − 2 cos(kx)kα∂
αf1 =

−C
2

(kq)2 (Bc cos qx− C sin kx) ,

(5.37)

∂2a1 = −BsC

4
(kq)2 (−Bc {cos(2q − k)x+ cos(2q + k)x}+

+C {cos(2k − q)x+ cos(2k + q)x}) ,
(5.38)

sin(qx)∂2f2 − 2 cos(qx)qα∂
αf2 = −B

2
s

2
(kq)2 cos qx, (5.39)

f3 = 0, (5.40)

∂2a2 =
B2
sC

4
(kq)2 {cos(2k − q)x+ cos(2k + q)x} , (5.41)

äå Bs = B sin Θ, Bc = B cos Θ.
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Â äàíèõ ðiâíÿííÿõ âæå íåìà¹ âèùåîïèñàíèõ ïðîáëåì ÿê ó (5.32)

i ¨õ ìîæíà ëåãêî ïðîiíòåãðóâàòè. Íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ (5.38) òà (5.41)

iíòåãðóþòüñÿ çãiäíî âèðàçó (5.32). Â çíàìåííèêó ðîçâ'ÿçêó âèíèêà¹

êâàäðàò âiäïîâiäíî¨ êîìáiíàöi¨ õâèëüîâèõ âåêòîðiâ ïî÷àòêîâèõ õâèëü,

îäíàê êâàäðàò òàêî¨ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ â ñèëó òîãî, ùî âåêòîðè k òà q

¹ ôîòîííèìè, ìîæå áóòè ïåðåïèñàíèé ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi

(2q − k)2 = 4q2 + k2 − 4(qk) = −4(qk).

Òàêèì ÷èíîì, çíàìåííèê ñêîðî÷ó¹òüñÿ ç ìíîæíèêîì (kq)2. Ïðè÷îìó

íàâiòü ó âèïàäêó, êîëè k ∼ q, à (kq) = 0 âåñü âèðàç âèÿâëÿ¹òüñÿ ïðî-

ïîðöiéíèì äî (kq), i ïîòåíöiàë ¹ íóëüîâèì, à íå íåñêií÷åííèì.

Ðiâíÿííÿ (5.39) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ àíçàöó

f2 = (Fx),

äå F µ � íåâiäîìèé ñòàëèé âåêòîð. Ïiäñòàíîâêà öüîãî âèðàçó â ðiâíÿííÿ

(5.39) äà¹ íàñòóïíå çíà÷åííÿ äëÿ äîïîìiæíîãî âåêòîðà F µ

F µ =
B2
s

4
(kq)kµ. (5.42)

Ðiâíÿííÿ (5.37) ¹ íàéñêëàäíiøèì ó ñèñòåìi, îäíàê ëåãêî ðîçâ'ÿçó-

¹òüñÿ âäàëèì âèáîðîì àíçàöó ó âèãëÿäi

f2 = (Gx) +H sin(κx),

äå Gµ, κµ � íåâiäîìi ñòàëi âåêòîðè, H � íåâiäîìà ñòàëà. Ïiäñòàâëÿþ÷è

öåé âèðàç ó ðiâíÿííÿ (5.37) îòðèìó¹ìî íàñòóïíi çíà÷åííÿ

Gµ =
C2

4
(kq)qµ, (5.43)

κµ = kµ + qµ, (5.44)

H =
BcC

4
(kq). (5.45)
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Îñòàòî÷íî çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê â ïåðøîìó ïîðÿäêó íàáëèæåííÿ

äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðíîãî ïîòåíöiàëó ñèñòåìè äâîõ ïëîñêèõ õâèëü ó

ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò (2.20)�(2.25) â íà-

ñòóïíîìó âèãëÿäi

A0 = 0, (5.46)

A1 = 0, (5.47)

A2 = Bs cos

(
kx+

e2

4
θ4C2(kq)(qx) + e2θ4ϕ

)
+ e2θ4a1, (5.48)

A3 = C cos

(
qx+

e2

4
θ4B2

s(kq)(kx)

)
+Bc cos(kx) + e2θ4a2, (5.49)

äå

ϕ =
BcC

4
(kq) sin(q + k)x,

a1 =
BsC

16
(kq) (Bc {cos(2q − k)x− cos(2q + k)x} −

−C {cos(2k − q)x− cos(2k + q)x}) ,

a2 = −B
2
sC

16
(kq) {cos(2k − q)x− cos(2k + q)x} .

Ç îñòàííüîãî âèðàçó âèäíî, ùî ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü åôåêòèâ-

íî çìiíþ¹ õâèëüîâèé âåêòîð äåÿêèõ êîìïîíåíò âçà¹ìîäiþ÷èõ õâèëü, à

òàêîæ ïðîäóêó¹ âèùi ãàðìîíiêè. Îñòàííié åôåêò ¹ iíòó¨òèâíî î÷iêóâà-

íèé â ñèëó íåëiíiéíîñòi ðiâíÿíü åëåêòðîäèíàìiêè â íåêîìóòàòèâíîìó

ïðîñòîði.

Ç âèðàçiâ (5.48) òà (5.49) òàêîæ âèïëèâà¹, ùî äâi åëåêòðîìàãíiòíi

õâèëi íå âçà¹ìîäiþòü îäíà ç îäíîþ ÿêùî êóò ìiæ íàïðÿìàìè êîëèâàíü

¨õíüîãî âåêòîðíîãî ïîòåíöiàëó ðiâíèé Θ = 0 àáî Θ = π. Öÿ ñèòóàöiÿ

âiäïîâiäà¹ âèïàäêó, êîëè ïðèñóòíÿ ëèøå îäíà êîìïîíåíòà âåêòîðíîãî
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ïîòåíöiàëó (5.33)�(5.36), i ç ðåçóëüòàòiâ ïiäðîçäiëó 5.2.3 òàê i ïîâèííî

áóòè.

Òàêîæ âïëèâ ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi êîîðäèíàò ¹ íóëüîâèì ó

âèïàäêó êîëè

(kq) = |k||q| − (k, q) = |k||q|(1− cosϑ) = 0,

äå ϑ � êóò ìiæ âåêòîðàìè kµ òà qµ. Öå âiäïîâiäà¹ ïîøèðåííþ õâèëü â

òîìó ñàìîìó íàïðÿìi (ϑ = 0).

5.3.3 Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ïîøèðåííÿ ïëîñêî¨ åëåêòðîìàãíiòíî¨

õâèëi â ïîñòiéíèõ åëåêòðè÷íîìó òà ìàãíiòíîìó ïîëÿõ

Ïîøèðåííÿ ïëîñêî¨ åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi â ïîñòiéíîìó ìàãíiòíîìó

ïîëi ó ïðîñòîði ç êàíîíi÷íîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ (1.1) ðîçãëÿäàëîñÿ

â [115]. Â öié ðîáîòi â ïåðøîìó ïîðÿäêó ïî ïàðàìåòðó êàíîíi÷íî¨ íåêî-

ìóòàòèâíîñòi θij áóëî îòðèìàíî ìîäèôiêîâàíå äèñïåðñiéíå ñïiââiäíî-

øåííÿ äëÿ åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi. Âèðàç äëÿ òàêîãî çàêîíó äèñïåðñi¨

çàïèñó¹òüñÿ

ω = |k|(1− θTbT ), (5.50)

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ θi = εijkθ
ij/2, à ëiòåðà T â iíäåêñi ïîçíà÷à¹

ïîïåðå÷íó äî õâèëüîâîãî âåêòîðà õâèëi k êîìïîíåíòó.

Çàäà÷à ïîøèðåííÿ ïëîñêî¨ åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi â ïîñòiéíîìó

åëåêòðè÷íîìó òà ìàãíiòíîìó ïîëÿõ â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòà-

òèâíiñòþ (2.20)�(2.25) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ òî÷íî. Äëÿ öüîãî îáåðåìî êîìóòà-

òèâíó ÷àñòèíó âåêòîðíîãî ïîòåíöiàëó â íàñòóïíîìó âèãëÿäi

Aµ
0 = Aµ

f + Aµ
w, (5.51)
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äå ïîòåíöiàë

Aµ
f =


−Ex

ax

bx

0

 (5.52)

îïèñó¹ ïîñòiéíå åëåêòðè÷íå òà ìàãíiòíå ïîëÿ, à äîäàíîê

Aµ
w =


0

0

0

A cos(kx)

 (5.53)

âiäïîâiäà¹ âëàñíå ïëîñêié õâèëi. Ïîòåíöiàë (5.52) â êîìóòàòèâíîìó

ïðîñòîði çàäà¹ ìàãíiòíå ïîëå

B = (−bz; az; bx − ay)T (5.54)

òà åëåêòðè÷íå ïîëå E.

Çàóâàæèìî, ùî â êîìóòàòèâíîìó âèïàäêó äåÿêi êîìïîíåíòè âå-

êòîðiâ a, b ìîæíà çðîáèòè ðiâíèìè íóëþ âiäïîâiäíèìè êàëiáðóâàëü-

íèìè ïåðåòâîðåííÿìè (íàïðèêëàä A′f
µ = Aµ

f + ∂µ(−axx2/2− byy2/2−

ayxy)), à çíà÷åííÿ íàïðóæåíîñòåé ïîëåé íå çàëåæàòèìóòü âiä öèõ êîì-

ïîíåíò, ÿê öå âèäíî ç (5.54). Àëå â íåêîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði öå, âçà-

ãàëi êàæó÷è, çäiéñíèòè íå ìîæíà. À òîìó ðiçíi íàáîðè âåêòîðiâ a, b,

ÿêi â êîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði âiäïîâiäàëè òèì ñàìèì ïîëÿì, â íåêî-

ìóòàòèâíîìó ïðîñòîði âiäïîâiäàòèìóòü ðiçíèì ïîëÿì.

ßêùî äîäàòè äåÿêó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ êîîðäèíàò cx â êîìïî-

íåíòó A3
f â (5.52), òî òàêèé ïîòåíöiàë â êîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði òåæ

îïèñóâàòèìå ïîñòiéíå ìàãíiòíå ïîëå, îäíàê â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íå-

êîìóòàòèâíiñòþ òàêà çàäà÷à òî÷íî íå ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ.
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Ïåðøèé êðîê â îòðèìàííi ðîçâ'ÿçêó ïîëÿãà¹ â ñïîñòåðåæåííi, ùî

ïåðøi ïîïðàâêè A0
(1), A

1
(1), A

2
(1) ðiâíi íóëþ. Ñïðàâäi, ç ðiâíÿíü ïîëÿ

(5.14) îòðèìó¹ìî, ùî

∂2A0
(1) = 0, (5.55)

∂2A1
(1) = 0, (5.56)

∂2A2
(1) = 0. (5.57)

Ðiâíÿííÿ äëÿ êîìïîíåíòè A3
(1) âæå ¹ äåùî ñêëàäíiøèì i çàïèñó¹òüñÿ â

íàñòóïíîìó âèãëÿäi

∂2A3
(1) = Ã cos(kx), (5.58)

äå ïîçíà÷åíî Ã = A
[
(E,k)2 − (a,k)2 − (b,k)2

]
.

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi ðiâíÿííÿ (5.58) âèíèêàþòü òàêi æ òðóäíîùi, ÿê

i ïðè ðîçãëÿäi ðiâíÿííÿ (5.31). Îäíàê éîãî ðîçãëÿä çà äîïîìîãîþ ìå-

òîäó Áîãîëþáîâà�Êðèëîâà ÿê ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi ïîêàçó¹, ùî

ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ ¹ ïëîñêà õâèëÿ çi çìiíåíèì õâèëüîâèì âåêòîðîì

i, ùî âàæëèâî, âèùi ãàðìîíiêè ¹ âiäñóòíiìè.

Ðiâíÿííÿ äëÿ íàñòóïíèõ ÷ëåíiâ ðîçêëàäó ïîòåíöiàëó Aµ ïî θ4 ¹

ÿêiñíî òàêèìè ñàìèìè: íåêîìóòàòèâíiñòü íå âïëèâà¹ íà ïîòåíöiàëè ïî-

ñòiéíîãî ïîëÿ A0
(n), A

1
(n), A

2
(n), íå ïðîäóêó¹ âèùèõ ãàðìîíiê, à ëèøå

çìiíþ¹ õâèëüîâèé âåêòîð åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òàêèé àíàëiç â ðàìêàõ ïåðòóðáàòèâíîãî ïiäõîäó,

ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿíü ïîëÿ (5.14) ¹ çíîâó

ïëîñêà õâèëÿ A3 = A cos(ksx) ç ìîäèôiêîâàíèì çàêîíîì äèñïåðñi¨, ÿêà
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ïîøèðþ¹òüñÿ â ïîñòiéíèõ ïîëÿõ

A0 = −Ex, (5.59)

A1 = ax, (5.60)

A2 = bx. (5.61)

Ïiäñòàíîâêà âèðàçiâ (5.59)�(5.61) â ðiâíÿííÿ ïîëÿ (5.14) äà¹ íà-

ñòóïíi ðiâíÿííÿ äëÿ êîìïîíåíò ïîëÿ

∂2A0 = 0, (5.62)

∂2A1 = 0, (5.63)

∂2A2 = 0; (5.64)

∂2A3 = −e2θ4(E2 − a2 − b2)∂̃2A3−

−e2θ4
[
(E∇̃)2 − (a∇̃)2 − (b∇̃)2

]
A3.

(5.65)

Îòðèìàíi ðiâíÿííÿ ¹ òî÷íèìè ó âñiõ ïîðÿäêàõ ïî ïàðàìåòðó íåêîìó-

òàòèâíîñòi θ. Ðiâíÿííÿ (5.62)�(5.64) ¹ ó ïîâíié âiäïîâiäíîñòi ç ïðèïó-

ùåííÿì (5.59)�(5.61) ëiíiéíîñòi êîìïîíåíò A0, A1, A2 ïî êîîðäèíàòàõ.

Ç (5.65) ìîæíà çíàéòè òî÷íèé âèðàç äëÿ äèñïåðñiéíîãî ñïiââiäíî-

øåííÿ äëÿ kµs , ÿêèé çàïèñó¹òüñÿ

ω2
s = k2s

1 + e2θ4
(
[E,ks]

2 − [a,ks]
2 − [b,ks]

2
)

sinc2(θks)

1 + e2θ4 (E2 − a2 − b2) sinc2(θks)
, (5.66)

äå ks =
√
ω2
s − k2s. Âðàõóâàâøè ðiâíiñòü [a, b]2 = a2b2 − (a, b)2 i ïðî-

âiâøè ïðîñòi ìàòåìàòè÷íi ïåðåòâîðåííÿ, öåé âèðàç ìîæíà ïåðåïèñàòè

ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi

k2s = −
e2θ4

(
(E,ks)

2 − (a,ks)
2 − (b,ks)

2
)

sinc2(θks)

1 + e2θ4 (E2 − a2 − b2) sinc2(θks)
, (5.67)
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Ðiâíÿííÿ (5.67) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê k2s äëÿ çàäàíîãî íàáîðó âåêòîðiâ

E, a, b òà ks. Îòæå, åëåêòðîìàãíiòíà õâèëÿ â ïîñòiéíîìó åëåêòðè÷íî-

ìó òà ìàãíiòíîìó ïîëÿõ â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ íå

âîëîäi¹ ïîäâiéíèì äâîïðîìåíåçàëîìëåííÿì, ÿêå õàðàêòåðíå äëÿ íåëi-

íiéíèõ òåîðié åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ [131�134].

Çíàê k2s (çíàê êâàäðàòó ìàñèm
2 = k2s) çàëåæèòü âiä çíàêó ÷èñåëü-

íèêà â (5.67). Â ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, â ëèøå åëåêòðè÷íîìó ïîëi ìà¹ìî

k2s < 0 (îñêiëüêè êâàäðàò ìàñè ¹ âiä'¹ìíèì, òî òàêi ôîòîíè ìîæíà

íàçâàòè "òàõiîííèìè" ôîòîíàìè), à â ÷èñòîìó ìàãíiòíîìó ïîëi ìà¹ìî

k2s > 0 (âèïàäîê ìàñèâíèõ ôîòîíiâ ç ìàñîþ m2 = k2s).

Öiêàâî ïîðiâíÿòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ç âèðàçîì (5.50). Â ïåðøî-

ìó ïîðÿäêó ïî θ4 çà âiäñóòíîñòi åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ E = 0 äèñïåðñiéíå

ñïiââiäíîøåííÿ (5.66) çàïèñó¹òüñÿ

ω = |k|[1 + e2θ4((a, ek)
2 + (b, ek)

2)], (5.68)

äå ek = k/k. ßê áà÷èìî, â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ

âïëèâ ìàãíiòíîãî ïîëÿ íà õâèëüîâå äèñïåðñiéíå ñïiââiäíîøåííÿ ¹ ÿêi-

ñíî iíøèì, íiæ ó âèïàäêó ïðîñòîðó ç êàíîíi÷íîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ.

Ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü çàâæäè çáiëüøó¹ ìíîæíèê áiëÿ |k| â äèñ-

ïåðñiéíîìó ñïiââiäíîøåííi, çàïèñàíîìó ó âèãëÿäi (5.68). Áiëüøå òîãî,

íà ïðîòèâàãó äî âèïàäêó êàíîíi÷íî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi, ñïiíîâà íåêîìó-

òàòèâíiñòü ìîäèôiêó¹ äèñïåðñiéíå ñïiââiäíîøåííÿ ÷åðåç ïîâçäîâæíþ

äî íàïðÿìó ïîøèðåííÿ k êîìïîíåíòó ìàãíiòíîãî ïîëÿ.

5.4 Âèñíîâêè

Â äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî òåîðiþ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ïðîñòî-

ði ç íåêîìóòàòèâíèìè ñïiíîâî�çìiùåíèìè êîîðäèíàòàìè (2.20)�(2.25).

Ïîñòóëþþ÷è, ùî â òàêîìó íåêîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði ïîëüîâié çìiííié
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âiäïîâiäà¹ ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ eiθ(γ∂)Aµ, ìè îòðèìàëè âèðàç äëÿ òåíçîðà

(5.3) òà äi¨ (5.4), (5.5) åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ. Íà âiäìiíó âiä åëåêòðî-

äèíàìiêè â ïðîñòîði ç êàíîíi÷íîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ, çàïðîïîíîâàíà

åëåêòðîäèíàìiêà â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ ïîáóäîâàíà

òî÷íî ó âñiõ ïîðÿäêàõ ðîçêëàäó â ðÿä ïî ïàðàìåòðó íåêîìóòàòèâíîñòi.

Ìè çíàéøëè êàëiáðóâàëüíi ïåðåòâîðåííÿ äëÿ òàêîãî ïîëÿ (5.9). Öi

ïåðåòâîðåííÿ íàãàäóþòü êàëiáðóâàëüíi ïåðåòâîðåííÿ äëÿ ïîëÿ ßíãà�

Ìiëëñà. Öiêàâî, ùî àáåëåâié ãðóïi U(1) åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ â êî-

ìóòàòèâíîìó ïðîñòîði âiäïîâiäà¹ êàëiáðóâàëüíà ãðóïà íåêîìóòàòèâ-

íîãî åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ, ÿêó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ïðÿìîãî

äîáóòêó U(1) ⊗ SL(1, 3). Òàêîæ îòðèìàíî çàêîí çáåðåæåííÿ ìîäèôi-

êîâàíîãî åëåêòðè÷íîãî ñòðóìó äëÿ òàêîãî ïîëÿ.

Âàðiþþ÷è äiþ, îòðèìàíî òî÷íi ðiâíÿííÿ ïîëÿ (5.14), ÿêi ¹ íåëiíié-

íèìè òà ìiñòÿòü ïîõiäíi âñiõ ïîðÿäêiâ. Öi ðiâíÿííÿ âîëîäiþòü öiêàâîþ

ñòðóêòóðîþ, ÿêà çíà÷íî ñïðîùó¹ ¨õíié ïåðòóðáàòèâíèé àíàëiç. Òàêîæ,

ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü íå âïëèâà¹ íà åëåêòðî-

ìàãíiòíå ïîëå, ñòâîðåíå îäíèì äæåðåëîì.

Íåëiíiéíiñòü ïîëüîâèõ ðiâíÿíü âåäå äî öiêàâèõ åôåêòiâ âçà¹ìîäi¨

åëåêòðè÷íîãî i ìàãíiòíîãî ïîëiâ. Öi åôåêòè áóëî ïðîäåìîíñòðîâàíî íà

ðÿäi ïðèêëàäiâ. Çîêðåìà, â ðàìêàõ çàïðîïîíîâàíî¨ åëåêòðîäèíàìiêè

ìè ðîçãëÿíóëè âïëèâ çîâíiøíüîãî ïîñòiéíîãî ïîëÿ íà åëåêòðîñòàòè÷íå

ïîëå òî÷êîâîãî çàðÿäó. Áóëî ïîêàçàíî, ùî ìàãíiòíå ïîëå åêðàíó¹ çàðÿä

÷àñòèíêè, áiëüøå òîãî òàêå åêðàíóâàííÿ ¹ àíiçîòðîïíèì, ìîäèôiêóþ÷è

òèì ñàìèì çàêîí Êóëîíà, i çàâæäè çìåíøó¹ âåëè÷èíó åôåêòèâíîãî

çàðÿäó (5.25). Ïðèñóòíié òàêîæ i çâîðîòíié åôåêò � òî÷êîâèé çàðÿä

äåùî çáiëüøó¹ ìàãíiòíå ïîëå íà ìàëèõ âiäñòàíÿõ âiä çàðÿäó.

Òàêîæ ìè äîñëiäèëè âçà¹ìîäiþ äâîõ ïëîñêèõ åëåêòðîìàãíiòíèõ

õâèëü â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ â ðàìêàõ òåîði¨ çáó-
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ðåíü. Çâè÷àéíèé ðîçêëàä ïîòåíöiàëiâ Aµ â ðÿä ïî ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà

íåêîìóòàòèâíîñòi θ4 ïðèçâîäèòü äî ðiâíÿíü, ÿêi îïèñóþòü ðåçîíàíñíå

íàðîñòàííÿ ïîëÿ. Äëÿ óíèêíåííÿ ðåçîíàíñíèõ äîäàíêiâ ìè óçàãàëü-

íèëè íà ðåëÿòèâiñòñüêèé âèïàäîê ðiâíÿíü ïîëÿ äîáðå âiäîìèé ç êëà-

ñè÷íî¨ ìåõàíiêè ìåòîä Êðèëîâà�Áîãîëþáîâà äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ

êîëèâàíü. Ïîêàçàíî, ùî îêðiì ãåíåðàöi¨ âèùèõ ãàðìîíiê (÷åðåç íåëi-

íiéíiñòü åëåêòðîäèíàìiêè â íåêîìóòàòèâíîìó ïðîñòîði) òàêîæ çìiíþ-

þòüñÿ õâèëüîâi âåêòîðè äåÿêèõ êîìïîíåíò âçà¹ìîäiþ÷èõ õâèëü (5.48),

(5.49).

Ïîáóäîâàíà åëåêòðîäèíàìiêà ¹ äîñòàòíüî ñêëàäíîþ: âîíà íåëiíié-

íà i ìiñòèòü ïîõiäíi âñiõ ïîðÿäêiâ, àëå òèì íå ìåíøå çàäà÷à ïðî ïîøè-

ðåííÿ ïëîñêî¨ õâèëi â ïîñòiéíîìó åëåêòðè÷íîìó òà ìàãíiòíîìó ïîëÿõ

ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ òî÷íî. Â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäè-

íàò íàÿâíiñòü çîâíiøíiõ ïîñòiéíèõ åëåêòðè÷íîãî òà ìàãíiòíîãî ïîëiâ

ëèøå ìîäèôiêó¹ äèñïåðñiéíå ñïiââiäíîøåííÿ, íå çìiíþþ÷è ôîðìó ñà-

ìî¨ ïëîñêî¨ õâèëi. Çíàéäåíî òî÷íèé ìîäèôiêîâàíèé çàêîí äèñïåðñi¨ äëÿ

åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi (5.66).
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîñëiäæåíî âïëèâ ðiçíèõ âàðiàíòiâ ñïiíîâî¨

íåêîìóòàòèâíîñòi êîîðäèíàò íà òàêi ñèñòåìè i çàäà÷i ÿê àòîì âîäíþ,

ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð, îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë, åëåêòðî-

ìàãíiòíå ïîëå, ïîëå òî÷êîâîãî çàðÿäó â ïîñòiéíîìó ìàãíiòíîìó ïîëi,

ïëîñêà åëåêòðîìàãíiòíà õâèëÿ â åëåêòðè÷íîìó òà ìàãíiòíîìó ïîëÿõ,

äâi ïëîñêi åëåêòðîìàãíiòíi õâèëi. Òàêîæ çàïðîïîíîâàíî i äîñëiäæåíî

íîâi íåêîìóòàòèâíi àëãåáðè, iíâàðiàíòíi âiäíîñíî ïîâîðîòiâ ñèñòåìè

êîîðäèíàò (ïåðåòâîðåíü Ëîðåíöà ó ðåëÿòèâiñòñüêîìó âèïàäêó).

Äëÿ äîñÿãíåííÿ ïîñòàâëåíî¨ ìåòè ðîáîòè áóëî îòðèìàíî íàñòóïíi

ðåçóëüòàòè:

1. Âïåðøå çàïðîïîíîâàíî iíâàðiàíòíó âiäíîñíî ïîâîðîòiâ íåðåëÿòè-

âiñòñüêó àëãåáðó çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò. Äëÿ

çàïðîïîíîâàíî¨ àëãåáðè âñòàíîâëåíî íàÿâíiñòü ìiíiìàëüíî¨ äîâ-

æèíè òà çíàéäåíî ¨¨ çíà÷åííÿ.

2. Âïåðøå çàïðîïîíîâàíî ðåëÿòèâiñòñüêó Ëîðåíö-iíâàðiàíòíó àëãå-

áðó ç íåêîìóòàòèâíèìè ñïiíîâî�çìiùåíèìè êîîðäèíàòàìè. Âñòà-

íîâëåíî çíà÷åííÿ ìiíiìàëüíî¨ äîâæèíè äëÿ äàíî¨ àëãåáðè. Äàíà

àëãåáðà äîçâîëÿ¹ ëåãêî ââåñòè çàêîí ìíîæåííÿ íåêîìóòàòèâíèõ

ôóíêöié, ÿêèé âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çiðêîâîãî äîáóòêó Ìîÿëè. Äîñëi-

äæåíî ìàòåìàòè÷íi âëàñòèâîñòi òàêî¨ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

3. Âïåðøå òî÷íî ðîçâ'ÿçàíî òðèâèìiðíèé ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð â
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ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò. Ïîêàçàíî, ùî

ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü çíiìà¹ âèðîäæåííÿ åíåðãåòè÷íèõ ðiâ-

íiâ îñöèëÿòîðà çà îðáiòàëüíèì êâàíòîâèì ÷èñëîì. Ïîêàçàíî, ùî

äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà íåêîìóòàòèâíîñòi (àáî ðiçíèõ ÷à-

ñòîò îñöèëÿòîðà) îñíîâíèé ñòàí ìîæå ðåàëiçîâóâàòèñÿ ïðè ðiçíèõ

íàáîðàõ êâàíòîâèõ ÷èñåë.

4. Âïåðøå äîñëiäæåíî âïëèâ àëãåáðè çi ñïiíîâî�çìiùåíèìè íåêîìó-

òàòèâíèìè êîîðäèíàòàìè íà ñïåêòð àòîìà âîäíþ. Äëÿ çíàõîäæå-

ííÿ ïîïðàâîê áóëî âèêîðèñòàíî ìîäèôiêàöi¨ òåîði¨ çáóðåíü äëÿ

âèäiëåííÿ íåàíàëiòè÷íî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ çàëåæíîñòi ïîïðàâêè äî

åíåðãi¨ s�ñòàíiâ âiä ïàðàìåòðà íåêîìóòàòèâíîñòi. Ïîêàçàíî, ùî

ñïiíîâà íåêîìóòàòèâíiñòü çíiìà¹ âèðîäæåííÿ åíåðãåòè÷íèõ ðiâ-

íiâ ïî îðáiòàëüíîìó êâàíòîâîìó ÷èñëó. Âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíi

ðåçóëüòàòè, âïåðøå âñòàíîâëåíî âåðõíþ ãðàíèöþ äëÿ ïàðàìåòðà

ñïiíîâî¨ íåêîìóòàòèâíîñòi.

5. Âïåðøå ðîçãëÿíóòî ÷àñîâó åâîëþöiþ êâàíòîâî¨ ÷àñòèíêè â ïðè-

òÿãàëüíîìó îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi. Âèêîðèñòîâóþ-

÷è ðiâíÿííÿ Ãàéçåíáåðãà, âïåðøå çíàéäåíî, ùî ñåðåäí¹ âiä îïåðà-

òîðà êâàäðàòà ðàäióñ�âåêòîðà åâîëþöiîíó¹ ÿê êâàäðàòè÷íèé ïî-

ëiíîì ïî ÷àñó. Çíàéäåíî óìîâè ïàäiííÿ ÷àñòèíêè íà ïðèòÿãàëü-

íèé öåíòð. Âïåðøå ðîçðàõîâàíî ÷àñ ïàäiííÿ êâàíòîâî¨ ÷àñòèíêè â

îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi. Ïîêàçàíî, ùî iñíóþòü êâàçi�

ñòàöiîíàðíi ñòàíè, ÿêi åâîëþöiîíóþòü ç ïîñòiéíèì â ÷àñi ñåðåäíiì

âiä îïåðàòîðà êâàäðàòà ðàäióñ�âåêòîðà. Ðåçóëüòàòè ïîðiâíÿíî ç

åêñïåðèìåíòàëüíèì âèìiðþâàííÿì ïàäiííÿ àòîìiâ ëiòiþ íà çàðÿ-

äæåíó íèòêó.

6. Âïåðøå ïîêàçàíî, ùî äëÿ ïðèòÿãàëüíîãî îáåðíåíî êâàäðàòè÷íîãî
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ïîòåíöiàëó iñíó¹ êâàíòîâà ãðàíèöÿ ïàäiííÿ: ÷àñòèíêà ïðèíöèïîâî

íå ìîæå âïàñòè íà ïðèòÿãàëüíèé öåíòð, ÿêùî êîíñòàíòà âçà¹ìîäi¨

ìåíøà çà äåÿêå êðèòè÷íå çíà÷åííÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìîäèôiêàöi¨

iñíóþ÷îãî åêñïåðèìåíòó äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ìîæëèâîñòi ñïîñòåðå-

æåííÿ öi¹¨ êâàíòîâî¨ ãðàíèöi ïàäiííÿ.

7. Âïåðøå ïîêàçàíî, ùî â ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ

îáåðíåíî êâàäðàòè÷íèé ïîòåíöiàë ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ i çàìiñòü ïàäi-

ííÿ íà ïðèòÿãàëüíèé öåíòð óòâîðþþòüñÿ çâ'ÿçàíi ñòàíè â òàêîìó

ïîòåíöiàëi. Îöiíåíî åíåðãiþ îñíîâíîãî ñòàíó ÷àñòèíêè â îáåðíå-

íî êâàäðàòè÷íîìó ïîòåíöiàëi â ïðîñòîðàõ ç ðiçíèìè àëãåáðàìè çi

ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ.

8. Âïåðøå ïîáóäîâàíî òåîðiþ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ïðîñòîði çi

ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ. Ïîáóäîâàíî òåíçîð òà äiþ åëåêòðî-

ìàãíiòíîãî ïîëÿ â òàêîìó ïðîñòîði. Çíàéäåíî êàëiáðóâàëüíi ïåðå-

òâîðåííÿ äëÿ ïîëÿ òà çàêîí çáåðåæåííÿ åëåêòðè÷íîãî ñòðóìó.

9. Âïåðøå â ïðîñòîði ç ðåëÿòèâiñòñüêèìè íåêîìóòàòèâíèìè ñïiíîâî�

çìiùåíèìè êîîðäèíàòàìè çàïèñàíî ðiâíÿííÿ åëåêòðîìàãíiòíîãî

ïîëÿ. Öi ðiâíÿííÿ ¹ íåëiíiéíèìè, ìiñòÿòü ïîõiäíi âñiõ ïîðÿäêiâ,

îäíàê ¹ òî÷íèìè ó âñiõ ïîðÿäêàõ ðîçêëàäó ïî ïàðàìåòðó íåêîìó-

òàòèâíîñòi.

10. Âïåðøå ðîçãëÿíóòî ìîäèôiêàöiþ çàêîíó Êóëîíà ïiä âïëèâîì çîâ-

íiøíüîãî ìàãíiòíîãî ïîëÿ ó ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíi-

ñòþ êîîðäèíàò. Ïîêàçàíî, ùî ìàãíiòíå ïîëå åôåêòèâíî åêðàíó¹

çàðÿä, à çàðÿä â ñâîþ ÷åðãó ëîêàëüíî çáiëüøó¹ ìàãíiòíå ïîëå.

11. Âïåðøå ðîçãëÿíóòî âçà¹ìîäiþ ïëîñêèõ åëåêòðîìàãíiòíèõ õâèëü ó

ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ. Ïîêàçàíî, ùî âçà¹ìîäiÿ
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ìiæ õâèëÿìè, ñïðè÷èíåíà íåêîìóòàòèâíiñòþ, ãåíåðó¹ âèùi ãàðìî-

íiêè, à òàêîæ çìiíþ¹ õâèëüîâèé âåêòîð äåÿêèõ êîìïîíåíò âçà¹ìî-

äiþ÷èõ õâèëü.

12. Âïåðøå òî÷íî ðîçâ'ÿçàíî çàäà÷ó ïðî ïîøèðåííÿ ïëîñêî¨ åëåêòðî-

ìàãíiòíî¨ õâèëi â ïîñòiéíèõ åëåêòðè÷íîìó òà ìàãíiòíîìó ïîëÿõ ó

ïðîñòîði çi ñïiíîâîþ íåêîìóòàòèâíiñòþ êîîðäèíàò. Çíàéäåíî òî-

÷íèé âèðàç äëÿ çàêîíó äèñïåðñi¨ åëåêòðîìàãíiòíî¨ õâèëi â öüîìó

âèïàäêó.
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ÏÎÄßÊÈ

Íàñàìïåðåä àâòîð ùèðî âäÿ÷íèé íàóêîâîìó êåðiâíèêó, äîêòîðó

ôiç.�ìàò. íàóê ïðîôåñîðó Â. Òêà÷óêó çà ïîñòàíîâêó öiêàâèõ çàäà÷ òà

çà êîðèñíi êîíñóëüòàöi¨ ïiä ÷àñ íàóêîâèõ äîñëiäæåíü.

Òàêîæ âåëèêà ïîäÿêà äîêòîðó ôiç.�ìàò. íàóê, äîöåíòó À. Ðîâåí÷à-

êó çà ÷èñëåííi êîðèñíi ïîðàäè òà çà ó÷àñòü â îáãîâîðåííi ðåçóëüòàòiâ.

Âåëèêó ïîäÿêó àâòîð âèñëîâëþ¹ êîëåêòèâó êàôåäðè òåîðåòè÷íî¨

ôiçèêè çà öiêàâi i ïëiäíi äèñêóñi¨ òà çà äîïîìîãó i êîðèñíi çàóâàæåííÿ

ïiä ÷àñ îôîðìëåííÿ öi¹¨ ðîáîòè, à îñîáëèâî äîêòîðó ôiç.�ìàò. íàóê ïðî-

ôåñîðó I. Âàêàð÷óêó, êàíäèäàòó ôiç.�ìàò. íàóê, äîöåíòó Â. Ìèãàëþ,

êàíäèäàòó ôiç.-ìàò. íàóê, äîöåíòó Ñ. Ïiõ, êàíäèäàòó ôiç.�ìàò. íàóê,

äîöåíòó Ì. Ñòåöêó, êàíäèäàòó ôiç.�ìàò. íàóê, äîöåíòó Ð. Ïðèòóëi, êàí-
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