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ВСТУП

Актуальнiсть теми. На початку XX столiття виникли двi новi

галузi фiзики, якi кардинально помiняли науковий свiтогляд вчених:

теорiя вiдносностi та квантова механiка. Остання з них бурхливо роз-

вивається ще й дотепер. Постiйно виникають новi вiдгалуження та

напрямки дослiджень: квантовi обчислення та квантова iнформатика,

квантова механiка з деформованою алґеброю Гайзенберґа, неермiтовi

та комплекснi системи.

Досьогоднi не знайдено ще жодного прикладу фiзичної системи,

для якої не виконувалися б закони та постулати квантової механiки.

З цiєї точки зору квантова механiка — найуспiшнiша фiзична теорiя.

З iншого боку, принципи квантової механiки суперечать нашому пов-

сякденному досвiду i, як наслiдок, її тяжко зрозумiти на iнтуїтивному

рiвнi. Тому, як i для будь-якої iншої теорiї, аналiз та розгляд простих

квазi-точно та точно розв’язуваних задач є важливими для глибокого

розумiння квантової механiки. Як писав Дiрак [1]: “Квантова механi-

ка Гайзенберґа i Шрьодiнґера спочатку була розроблена для кiлькох

простих прикладiв, на основi яких була сконструйована загальна мате-

матична схема. Опiсля науковцi усвiдомили загальнi фiзичнi принци-

пи, якi визначають iнтерпретацiю [квантової механiки], як от принцип

суперпозицiї станiв та принцип невизначеностi.”

Точно розв’язуванi задачi — це задачi, для яких можна в явному
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виглядi знайти всi енерґетичнi рiвнi i вiдповiднi хвильовi функцiї. Бу-

ло розроблено декiлька методiв для знаходження точно розв’язуваних

гамiльтонiанiв. Зокрема методи факторизацiї (Шрьодiнґер, 1940 [2]; Iн-

фельд та Хiлл, 1951 [3]), суперсиметрiї (Нiколаї, 1976 [4]; Вiтен, 1981 [5],

Генденштейн, 1983 [6]). Є вiдомо близько десяти точно розв’язуваних

задач [7]. Квазi-точно розв’язуванi задачi — задачi, для яких можна в

явному виглядi знайти кiлька енерґетичних рiвнiв та вiдповiдних хви-

льових функцiй [8–11]. Клас квазi-точно розв’язуваних гамiльтонiанiв

є набагато ширшим. Знаходження нових точно та квазi-точно розв’я-

зуваних задач — важлива та складна проблема.

Методи побудови точно та квазi-точно розв’язуваних задач можна

застосовувати до нових областей квантової механiки. Одним з таких

нових напрямкiв квантової механiки є неермiтовi гамiльтонiани. Пiд

впливом роботи Дiрака [1] Паулi [12] запронував їх використовувати

ще у сорокових роках минулого столiття. Неермiтовi гамiльтонiани по-

чали iнтенсивно вивчатися пiсля робiт Бендера та колег [13–15]. Неер-

мiтовi системи застосовуються як ефективнi гамiльтонiани [16,17], для

опису еволюцiї нерiвноважної систем у статистичнiй фiзицi [18,19]. Iн-

терпретацiя неермiтових гамiльтонiанiв викликає певнi труднощi i такi

системи та їх властивостi активно дослiджуються.

Останнiм часом iнтенсивно дослiджуються квантовi системи з де-

формованою алґеброю Гайзенберґа. Перша робота, в якiй розгляда-

лася модифiкацiя канонiчних комутацiйних спiввiдношень, була опу-

блiкована ще у 1947 роцi Снайдером [20]. Зацiкавленiсть цiєю пробле-

мою була вiдновлена наприкiнцi минулого столiття дослiдженнями з

теорiї струн [21] та квантової теорiї чорних дiр [22], якi передбачали

iснування ненульової мiнiмальної невизначеностi координат. Кемпфом

було показано, що мiнiмальна невизначенiсть координати може при-
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родньо з’явитися у квантовiй механiцi шляхом незначної змiни (де-

формацiї) канонiчних комутацiйних спiввiдношень (алґебри Гайзен-

берґа) [23, 24]. Саме роботи Кемпфа стимулювали дослiдження тра-

дицiйних квантово-механiчних задач у просторах з мiнiмальною не-

визначенiстю координати. Цi задачi дають можливiсть виявити вплив

квантування простору на спектри та хвильовi функцiї квантових си-

стем.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-

мами. Дисертацiйна робота виконана у Львiвському нацiональному

унiверситетi iменi Iвана Франка та згiдно держбюджетних тем Фф-

39Б “Нелiнiйнi флюктуацiї в квантових рiдинах” (номер державної ре-

єстрацiї № 0100U001447), Фф-150Ф “Розробка нових математичних ме-

тодiв дослiдження квантових систем” (номер державної реєстрацiї №

0100U001446) та Фф-55Ф “Теоретичнi дослiдження нових квантових

систем” (номер державної реєстрацiї № 0106U001293).

Мета i задачi дослiдження. Головною метою дисертацiйної

роботи є виявлення нових квазi та точно-розв’язуваних задач кван-

тової механiки. При цьому значна увага придiлялася вивченню нових

напрямкiв квантової механiки. Зокрема, дослiджувалися спектраль-

нi властивостi неермiтових гамiльтонiанiв, а також вивчалися власти-

востi одновимiрних квантових систем у фазовому просторi з дефор-

мованою алґеброю Гайзенберґа. Також дослiджувалися багатовимiрнi

квазi-точно розв’язуванi гамiльтонiани.

Таким чином, об’єктом дослiдження є точно та квазi-точно роз-

в’язуванi задачi квантової механiки. Предметом дослiдження висту-

пають спектри гамiльтонiанiв та їх власнi функцiї. Для дослiдження

використовувалися методи суперсиметрiї, факторизацiї, форм-iнварi-

антностi та iнверсний метод.
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У першому роздiлi зроблено огляд методiв побудови квазi-точ-

но та точно розв’язуваних задач. Описано труднощi, якi виникають

при їх застосуваннi. Пояснено термiнологiю, яка використовується у

дисертацiйнiй роботi.

Наступнi три роздiли мiстять оригiнальнi результати. На початку

кожного роздiлу зроблено короткий огляд лiтератури, який безпосе-

редньо стосується проблематики роздiлу.

У другому роздiлi вивчалася квантова механiка з неермiтовими

намiльтонiанами. Розглянуто загальнi властивостi таких систем та їх

iнтерапретацiя. Вичалися способи побудови неермiтових гамiльтонiа-

нiв з дiйсним спектром. Окремо розглядалися так званi PT -симетричнi

системи. Знайдено загальний вигляд суперпотенцiалу для PT -симет-

ричного гамiльтонiану.

У третьому роздiлi дослiджувались рiвняння Шрьодiнґера з

кiлькома змiнними. Зокрема стацiонарне рiвняння в багатовимiрно-

му просторi та нестацiонарне рiвняння в одновимiрному просторi. За

допомогою iнверсного методу знайдено простi рецепти побудови квазi-

точно розв’язуваних систем з двома та одним розв’язком вiдповiдно.

У четвертому роздiлi дослiджувалася нова область квантової

механiки: деформованi простори з мiнiмальною довжиною. Розглянуто

математичнi властивостi операторiв координати та iмпуьсу, якi спри-

чиняють виникнення мiнiмальної довжини. Проаналiзовано та знайде-

но спектр для кiлькох гамiльтонiанiв в деформованому просторi. По-

будоване квазiкласичне наближення та вивчено його застосовнiсть.

Дисертацiя завершуєтьсяВисновками таСписком використа-

них джерел.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiйнiй

роботi вперше знайдено загальний вигляд суперпотенцiалу для PT -
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симетричного гамiльтонiану. Побудовано новий клас неермiтових опе-

раторiв, якi мають дiйсний спектр i якi є квазi-точно розв’язуваними.

Узагальнено iнверсний метод для отримання квазi-точно розв’я-

зуваних багатовимiрних потенцiалiв з двома вiдомими рiвнями. Його

також було поширено для побудови квазi-точно розв’язуваного неста-

цiонарного рiвняння Шрьодiнґера.

Вперше узагальнено правило квантування Бора-Зомерфельда на

випадок одновимiрного квантового простору з деформованим комута-

цiйним спiввiдношенням, яке передбачає iснування мiнiмальної дов-

жини. Вперше знайдено спектр одновимiрної кулонiвської задачi у де-

формованому просторi з мiнiмальною довжиною. На прикладi цiєї за-

дачi показано, що наявнiсть деформацiї необов’язково приводить до

усунення проблем пов’язаних зi сиґулярнiстю потенцiалу.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати пре-

дставленi в дисертацiї, мають самостiйний iнтерес, а також можуть

бути використанi у подальших теоретичних та експериментальних до-

слiдженнях.

Так, наприклад, для деформованого простору розроблено новий

наближений метод знаходження спектрiв — правило квантування Бо-

ра-Зомерфельда, яке може бути застосоване до широкого класу гамiль-

тонiанiв. Спектр для кулонiвської системи може бути використаний

для оцiнки можливої величини мiнiмальної невизначеностi координат

простору. Результати третього роздiлу можуть бути використанi для

простого, а тому швидкого, розрахунку пасток Пауля.

Особистий внесок здобувача. Всi викладенi в дисертацiї ори-

гiнальнi результати отримано автором самостiйно або при його без-

посереднiй участi. У роботах, виконаних зi спiвавторами, здобувачу

належить:
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• побудова та частковий аналiз прикладiв, якi iлюструють теорети-

чнi положення вiдповiдних статей [25,27,28,30];

• два вигляди генеруючої функцiї (формули (3.10) та (3.19) дисер-

тацiї), для якого можна побудувати квазi-точно розв’язуванi ба-

гатовимiрнi гамiльтонiани з двома вiдомими рiвнями [27];

• аналiз дiйсностi побудованого потенцiалу та квадратичної iнте-

грованостi хвильової функцiї [28];

• вибiр методу квантування для кулонiвського потенцiалу у дефор-

мованому просторi з мiнiмальною довжиною [29];

Значна частина математичних розрахункiв статтi [29] та розклад

кiнетичної енерґiї по степенях h̄ при дослiдженнi квазiкласичного на-

ближення для деформованого простору у [30] робилися всiма трьома

спiвавторами незалежно один вiд одного.

I зрозумiло, що результати статей, їх iнтерпретацiя, застосовнiсть

та наочнiсть використаних пiдходiв до розв’язання задач у спiльних

публiкацiях обговорювалися всiма спiвавторами на паритетних заса-

дах.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дослiджень, вклю-

чених до дисертацiйної роботи, були представленi автором особисто на

таких конференцiях i семiнарах: Звiтна наукова конференцiя Львiв-

ського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка за 2002 рiк (Львiв,

2003); Еврика–2003 (Львiв, 2003) [31]; IЕФ–2003 (Ужгород, 2003) [32];

Звiтна наукова конференцiя Львiвського нацiонального унiверситету

iменi Iвана Франка за 2003 рiк (Львiв, 2004); Звiтна наукова конфе-

ренцiя Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка за

2004 рiк (Львiв, 2005); Еврика–2005 (Львiв, 2005) [33]; 6th International

Conference: SNMP–05 (Kyiv, 2005) [34].
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Результати, викладенi у роботi, також неодноразово обговорюва-

лися на семiнарах кафедри теоретичної фiзики Львiвського нацiональ-

ного унiверситету iменi Iвана Франка.

Публiкацiї. Результати, викладенi в дисертацiї, грунтуються на

матерiалi шести журнальних статтей [25–30] та чотирьох тезах конфе-

ренцiй [31–34].



12

Роздiл 1

Методи побудови квазi-точно

та точно розв’язуваних задач

В цьому роздiлi коротко опишемо вiдомi методи побудови точно та

квазi-точно розв’язуваних задач. Цими методами будемо користатися

в дисертацiйнiй роботi. В рамках цiєї роботи будемо вивчати як ста-

цiонарне рiвняння Шрьодiнґера у одновимiрному та багатовимiрному

випадках

− d2

dx2ψn + V (x)ψn = Enψn, (1.1)

−∆ψn + V (x1, . . . , xm)ψn = Enψn, (1.2)

так i нестацiонарне рiвняння в одновимiрному випадку

i
∂

∂t
ψ = − ∂2

∂x2ψ + V (x)ψ. (1.3)

Безпосереднє розв’язування цих рiвнянь стикається зi значними

труднощами. Тому постає питання про знаходження таких потенцiалiв,

для яких цi рiвняння можуть бути розв’язанi. В лiтературi використо-

вуються два метапiдходи до цiєї проблеми:

1. на основi рiвнянняШрьодiнґера, для якого є вiдомими всi чи кiль-

ка розв’язкiв, побудувати нове рiвнянняШрьодiнґера, власнi фун-

кцiї якого будуються на основi власних функцiй старого рiвнян-

ня (метод факторизацiї, суперсиметричний метод, метод точкових

перетворень, перетворення Дарбу);
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2. задаючи кiлька власних функцiй, знайти такий потенцiал, для

якого цi власнi функцiї є розв’язками вiдповiдного рiвнянняШрьо-

дiнґера (iнверсний метод).

В цьому роздiлi ми розглянемо цi методи на прикладi одновимiр-

ного стацiонарного рiвняння Шрьодiнґера (1.1) та опишемо приклади

їх застосування до нього та двох iнших рiвнянь Шрьодiнґера (1.2–1.3).

Також вiдмiтимо, що метод факторизацiї, викладений Iнфельдом та

Гульом [3], еквiвалентний [7] до об’єднання методiв суперсиметрiї [5]

та формiнварiантностi [6]. Останнiм часом переважна бiльшiсть робiт

виконуються у формалiзмi методiв суперсиметрiї та формiнварiантно-

стi, тому ми викладемо у цьому роздiлi тiльки цi два останнiх методи,

опускаючи метод факторизацiї.

1.1 Суперсиметрична квантова механiка

Суперсиметрiя виникла як теорiя, що описує перетворення Фермi

частинок в Бозе i навпаки. Для iлюстрацiї деяких особливостей су-

персиметрiї Вiтен запропонував iграшкову модель суперсиметрiї [5],

яка пiзнiше виявилася корисною для побудови точно розв’язуваних

задач [7].

Замкнута супералґебра sl(1/1) складається з двох суперзарядiв

Q± та гамiльтонiану H, якi задовольняють наступнi спiввiдношення

{Q−, Q+} = H, {Q−, Q−} = {Q+, Q+} = 0, (1.4)

з яких випливають рiвняння, що замикають супералґебру

[H, Q−] = [H,Q+] = 0. (1.5)

Суперзаряди є ермiтовоспряженими один до одного: (Q−)+ = Q+. Вва-

жається, що Q− перетворює бозе частинку в фермi, а Q+ дiє навпаки.
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Спiввiдношення (1.5) вказує, що рiвнi суперсиметричного гамiльтонi-

ану виродженi. Бiльш детальний аналiз показує, що кратнiсть виро-

дження, спричинена iснуванням суперсиметрiї, рiвна двом.

Описуючи фермiоннi ступенi вiльностi за допомогою матриць два

на два, а бозоннi неперервною змiнною x, ми прийдемо до такого пред-

ставлення:

Q− =




0 0

A 0


 , Q+ =




0 A+

0 0


 ; H =




H1 0

0 H2


 , (1.6)

де H1 = A+A, H2 = AA+, а оператори A, A+ дiють тiльки на змiнну

x. Оператори A+, A називаються операторами народження та зни-

щення. Власнi функцiї гамiльтонiану H мають таку структуру

ψ =




ψ(1)(x)

ψ(2)(x)


 . (1.7)

Тут ψ(1)(x) та ψ(2)(x) — власнi функцiї гамiльтонiанiв H1 та H2 вiдпо-

вiдно. Цим власним функцiям має вiдповiдати та сама енерґiя E. Такi

власнi функцiї можна знайти. Дiйсно, з

H1ψ
(1)
n = A+Aψ(1)

n = E1
nψ

(1)
n (1.8)

i

AH1ψ
(1)
n = AA+Aψ(1)

n = H2Aψ(1)
n = E1

nAψ(1)
n , (1.9)

випливає що, якщо Aψ(1)
n не тотожний нуль, то це — власна функцiя

H2. I, навпаки, A+ψ(2)
n — власна функцiя H1.

Гамiльтонiан H, який вiдповiдає рiвнянню на власнi значення (1.1),

може бути представлений у виглядi

H = A+A + E0 =

(
− d

dx
+ W (x)

) (
d

dx
+ W (x)

)
+ E0, (1.10)

де E0 — енерґiя основного стану гамiльтонiану H, для W (x) у лi-

тературi є загальноприйнятий термiн — суперпотенцiал. Вiдмiтимо,
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що вiдтепер пiд H будемо розумiти звичайний скалярний гамiльтонi-

ан (тобто, гамiльтонiан, який вiдповiдає рiвнянням Шрьодiнґера (1.1),

(1.2)). Суперпотенцiал W (x) виражається через функцiю основного

стану ψ0(x):

W (x) = − 1

ψ0(x)

dψ0(x)

dx
. (1.11)

Побудований таким чином суперпотенцiал не має особливостей, бо

функцiя основного стану не має нулiв [35].

Гамiльтонiани

H1 = A+A =

(
− d

dx
+ W (x)

) (
d

dx
+ W (x)

)
= − d2

dx2 + W 2(x)−W ′(x),

H2 = AA+ = − d2

dx2 + W 2(x) + W ′(x) (1.12)

мають однаковий спектр за винятком основного стану гамiльтонiану

H1 з власним значенням 0 (функцiя Aψ0 ≡ 0 не є власною функцiєю

H2). Гамiльтонiани H1 та H2 називаються суперпартнерами.

Отже, маючи гамiльтонiан H, який є точно розв’язуваним, тобто,

для якого вiдомо всi нормованi власнi функцiї ψn та власнi значен-

ня En, послiдовно можна знайти суперпотенцiал W (x); гамiльтонiан

H1, спектр якого зсунутий на величину −E0 вiдносно спектру гамiль-

тонiану H: E(1)
n = En − E0, а хвильовi функцiї спiвпадають; та його

суперпартнер H2, спектр якого спiвпадає з ненульовими власними зна-

ченнями H1: E(2)
n = E

(1)
n+1, а хвильовi функцiї задаються так:

ψ(2)
n =

1√
E

(2)
n

Aψ
(1)
n+1 =

1√
E

(2)
n

(
d

dx
+ W (x)

)
ψn+1(x). (1.13)

В цiй рiвностi множник 1√
E

(2)
n

забезпечує нормування на одиницю хви-

льової функцiї ψ(2)
n .

Вiдмiтимо, що гамiльтонiан H2 теж є точно розв’язуваним. Таким

чином знаючи один точно розв’язуваний гамiльтонiан можна побуду-

вати новий точно розв’язуваний гамiльтонiан. Цю процедуру можна
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iтеративно продовжити i отримати цiлу iєрархiю точно розв’язуваних

гамiльтонiанiв на основi початкового.

Застосування методу суперсиметрiї до багатовимiрного рiвняння

Шрьодiнґера (1.2) викликає труднощi оскiльки, хоча гамiльтонiан мо-

жна записати у виглядi

H =
N∑

i=1
A+

i Ai,

та оператори народження-знищення з рiзними iндексами не комутують

мiж собою в загальному випадку. Як наслiдок, не вдається записати

рiвняння типу (1.9), яке дає змогу пов’язати спектри суперпартнерiв.

В багатовимiрному випадку суперсиметрiю можна застосувати, або до

матричних рiвняньШрьодiнґера [36], або до опису систем у магнiтному

полi [37, 38], гамiльтонiани яких можуть бути представленi як H =

A+A.

Наприкiнцi цього пiдроздiлу дамо ще два означення. Оператор A

називається факторизованим, якщо його можна представити у виглядi

A = BC + ε,

де A, B нетривiальнi оператори. ε називають енерґiєю факторизацiї.

Дуже часто факторизацiя оператора спрощує пошук власних фун-

кцiй оператора. Так, якщо Cψ = 0, то ψ — власна функцiя опера-

тора A з власним значенням ε. Ми використовували факторизацiю

PT -симетричних гамiльтонiанiв для пошуку їх власних значень [25].

1.2 Формiнварiантнiсть

У 1983 роцi Генденштейн запропонував метод формiнварiантностi

[6], який у поєднаннi зi суперсиметричним методом дозволяє точно

розв’язувати рiвняння Шрьодiнґера алґебраїчним чином.
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Як ми бачили, у гамiльтонiанiв-суперпартнерiв

H1 = A+A = − d2

dx2 + W 2(x)−W ′(x),

H2 = AA+ = − d2

dx2 + W 2(x) + W ′(x) (1.14)

енерґетичний спектр спiвпадає за винятком одного найнижчого рiвня

гамiльтонiана H1. Причому, нам вiдомий найнижче власне значення

H1, воно рiвне 0. Є вiдомою i вiдповiдна власна функцiя

ψ0(x) = exp
{
−

∫
W (x)dx

}
.

Нехай, суперпотенцiал, а значить i суперпартнери, залежить вiд де-

якого параметру α: W (x, α). Нехай iснує ще одне значення параметра

α1, для якого виконується рiвнiсть

W 2(x, α) + W ′(x, α) = W 2(x, α1)−W ′(x, α1) + ε1(α1).

Iншими словами

H2(α) = H1(α1) + ε1(α1).

Якщо для довiльного значення параметра α можна пiдiбрати таке зна-

чення параметра α1, що виконується ця рiвнiсть, то такi гамiльтонiани

називаються формiнварiантними.

Так як, гамiльтонiани H2(α) та H1(α1) вiдрiзняються тiльки на

константу ε1(α1), то їхнi власнi функцiї спiвпадають, а вiдповiднi вла-

снi значення зсунутi на цю константу. Явний вигляд власної функцiї

основного стану гамiльтонiана H1(α1) вiдомий:

ψ0(x, α1) = exp
{
−

∫
W (x, α1)dx

}

з власним значенням 0. Ця ж функцiя є власною функцiєю гамiльто-

нiану H2(α) з власним значенням ε1(α1). Згiдно зi суперсиметричним
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методом функцiя

ψ1(x, α) =
1√

ε1(α1)
A+(α)ψ0(x, α1)

є нормованою власною функцiєю оператора H1(α) першого збуджено-

го рiвня, якiй вiдповiдає власне значення ε1(α1).

Подiбним чином можна збудувати цiлу iєрархiю гамiльтонiанiв,

спектри яких пов’язанi суперсиметрично. Тобто, спочатку ми завжди

зможемо знайти такий параметр α2, що

H2(α1) = H1(α2) + ε2(α2).

Мiркуючи аналогiчно до попереднього випадку легко бачити, що

ψ2(x, α) =
1√

ε2(α2)

1√
ε1(α1) + ε2(α2)

A+(α)A+(α1)ψ0(x, α2)

буде нормованою власною функцiєю оператора H1(α) другого збудже-

ного рiвня, якiй вiдповiдає власне значення ε1(α1) + ε2(α2). Цей про-

цес можна продовжити iтеративно i знайти весь спектр початкового

гамiльтонiану H1(α) i всi його власнi функцiї. Можливi два варiанти.

Перший: хвильова функцiя ψ0(x, αn) = exp {− ∫
W (x, αn)dx} основ-

ного стану гамiльтонiана H1(αn) не є квадратично iнтегровною, в свою

чергу це означає, що спектр H1(α) мiстить n власних значень i є обме-

женим. Як приклад можна навести гамiльтонiан Морзе [7, 39].

Другий: всi функцiї ψ0(x, αn) квадратично iнтегровнi. Спектр га-

мiльтонiана H1(α) мiстить нескiнченну кiлькiсть власних значень. При-

кладами можуть слугувати гамiльтонiани атома водню чи гармонiчно-

го осцилятора.

Вище наведена процедура може бути узагальнена до так званої

дво- та багатокрокової формiнварiантностi [40]. Багатокрокова фор-

мiнварiантнiсть застосовується до багатовимiрних систем [41], де не
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можна застосувати звичайну суперсиметрiю, а значить i вище викла-

дений метод формiнварiантностi.

Слiд вiдмiтити, що всi точно розв’язуванi одновимiрнi гамiльтонi-

ани є формiнварiантними [7]. З iншого боку, метод формiнварiантностi

є простим i його легко застосувати у нових областях квантової меха-

нiки. Так скажiмо, коли в кiнцi дев’яностих рокiв минулого столiття

почав активно розвиватися напрямок неермiтових гамiльтонiанiв, то

цей метод було практично вiдразу застосовано для побудови великого

набору точно розв’язуваних неермiтових систем [42]. Цей метод також

використовувався при дослiдженнi квантових систем у деформованих

просторах з мiнiмальною довжиною [43,44].

1.3 Перетворення Дарбу

Спiвпадiння спектрiв суперпартнерiв можна розглядати i як на-

слiдок перетворення Дарбу. Два гамiльтонiани H1, H2 називаються

пов’язаними перетворенням Дарбу [45], якщо iснує такий оператор A,

що

AH1 = H2A. (1.15)

Легко бачити, що спектр оператора H1 мiститься в спектрi оператора

H2. Дiйсно, якщо ψ — власна функцiя H1, то Aψ — власна функцiя га-

мiльтонiану H2 з тим самим власним значенням. Якщо для оператора

A iснує обернений оператор A−1, то спектри спiвпадають повнiстю.

Перетворення Дарбу не вимагає факторизацiї гамiльтонiану, а то-

му може використовуватися в бiльш загальних схемах, якi не потре-

бують знання основного стану одного з операторiв. Так наприклад,

якщо iснує перетворення Дарбу мiж неермiтовим та ермiтовим опе-

раторами Шрьодiнґера, то можна твердити, що спектр неермiтового
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гамiльтонiану спiвпадає зi спектром ермiтового гамiльтонiану, а тому

вiн дiйсний [46].

Перетворення Дарбу широко застосовують для побудови нових

точно-розв’язуваних потенцiалiв. Так воно використовується для по-

будови нових нестацiонарних рiвнянь з вiдомими розв’язками [47, 48],

нових точно та квазi-точно розв’язуваних багатовимiрних гамiльтонi-

анiв [41].

Наприкiнцi пiдроздiлу зробимо одне зауваження. Оскiльки iнте-

рес до перетворення Дарбу вiдродився в контекстi суперсиметрiї, то

дуже часто у працях, в яких воно використовується, на нього поси-

лаються як на суперсиметричний метод/пiдхiд (як приклади таких

статей можна навести [41,47]).

1.4 Точковi перетворення

Якщо в рiвняннi (1.1) зробити таку замiну змiнних:

f(z) =
dz

dx
або

d

dx
= f(z)

d

dz
,

то це рiвняння для нової змiнної z буде мати такий вигляд


−

d2

dz2 −
f ′

f

d

dz
+

V − En

f 2



 ψn = 0.

Щоб уникнути члена з першою похiдною хвильову функцiю ψn пере-

масштабовують

ψn =
1√
f

ψ̃n

i додаючи до обох бокiв рiвностi по члену εnψ̃n отримують нове рiвня-

ння Шрьодiнґера

−d2ψ̃n

dz2 + Ṽ (z, n)ψ̃=εnψ̃n,
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де новий потенцiал

Ṽ (z, n) =
V − En + εnf

2

f 2 −

 f ′2

4f 2 −
f ′′

2f




в загальному випадку залежить вiд квантового числа n. Щоб отри-

мати коректне рiвняння Шрьодiнґера новий потенцiал Ṽ не повинен

залежати вiд n. Це досягається якщо величина

G = V − En + εnf
2

є незалежною вiд n. Незалежностi вiд n можна досягнути кiлькома

способами. Один зi способiв полягає в тому, що функцiональнi зале-

жностi V та f 2 вiд x(z) вибираються подiбними. З незалежностi Ṽ

вiд n також випливає, що параметри V пiдбираються залежними вiд

n i, що n хвильова функцiя нового гамiльтонiану пов’язана з n хви-

льовою функцiєю старого гамiльтонiану з параметрами, якi залежать

вiд n. Цю методику можна краще зрозумiти подивившись конкретний

приклад такого перетворення координат (приклади з вiдповiдними по-

ясненями наведенi у [7]).

Точковi перетворення пов’язують мiж собою всi одновимiрнi фор-

мiнварiантнi потенцiали квантової механiки [7]. На рисунку 1.1 зобра-

жено замiни змiнних, якi переводять один потенцiал в iнший. Власнi

функцiї потенцiалiв на внутрiшньому колi описуються за допомогою

конфлюентних гiпергеометричних функцiй, а на зовнiшньому — гiпер-

геометричних. При вiдповiдних граничних переходах з других можна

отримати першi.

Точковi перетворення можна застосувати i до одновимiрного не-

стацiонарного рiвнянняШрьодiнґера [49,50]. Нове рiвняння буде мiсти-

ти новий час i нову координату. Цiкаво вiдмiтити, що в цьому випадку

точковi перетворення мають набагато простiший вигляд, що пов’яза-

но з вiдсутнiстю власних значень (залежнiсть нового потенцiалу вiд
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Рис. 1.1: Зв’язок мiж точно розв’язуваними задачами квантової механiки. Потен-

цiали на зовнiшньму та внутрiшньому колах пов’язанi мiж собою вiдповiдними

точковими перетворенями. Потенцiали на внутрiшньму колi характеризуються

одним параметром i можуть бути отриманi як граничний перехiд вiд потенцiа-

лiв зовнiшнього кола, якi описуються двома параметрами. Рисунок взятий з огля-

ду [7].

n навiть не виникає). Один з прикладiв точкового перетворення для

нестацiонарного рiвняння — формула (3.35) дисертацiйної роботи.

Взагалi кажучи, точкове перетворення можна виконати, старту-

ючи з довiльного диференцiального рiвняння другого порядку i, ро-

блячи замiну змiнних, перейти до рiвняння типу Шрьодiнґера. В ро-
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ботi [51] робиться перехiд вiд дуже загального рiвняння для гiпергео-

метричних функцiй до рiвняння Шрьодiнґера. Як частковi випадки в

явному виглядi отримуються всi точно розв’язуванi потенцiали (дода-

тково можна отримати потенцiали заданi неявно).

1.5 Iнверсний метод

В додатку до книжки Ушверiдзе [52], присвяченiй квазi-точно

розв’язуваним задач, автор формулює iдею iнверсного методу в за-

стосуваннi до одновимiрних стацiонарних рiвнянь Шрьодiнґера. Суть

методу проста: замiсть безпосереднього розв’язування рiвнянняШрьо-

дiнґера пiдбираються такi хвильовi функцiї, якi задовольняють те саме

рiвняння Шрьодiнґера.

Рiвняння з одним рiвнем будується просто: пiдбирається будь-яка

функцiя W (x), така що хвильова функцiя ψ(x), задана наступним чи-

ном

ψ(x) = exp
{
−

∫
W (x)dx

}
,

задовольняє граничним умовам та є квадратично iнтегровною. Пiд-

ставляючи цей вираз в рiвняння (1.1) визначаємо потенцiал V (x) через

W (x):

V (x) = E + W 2(x)−W ′(x),

тут штрих позначає похiдну по x. Наступним кроком потрiбно визна-

чити чи вiдповiдний потенцiал не є синґулярним. Простий аналiз [52]

показує, що функцiя W (x) або повинна бути всюди реґулярною, або

повинна мати лише простi полюси. Тобто, вона може мати такi осо-

бливостi в точках xi

W (x) = − 1

x− xi
.
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Бачимо, що функцiя W (x) задає потенцiал V (x) та одну хвильову

функцiю, яка задовольняє рiвняння Шрьодiнґера. Функцiя, яка задає

потенцiал i декiлька хвильових функцiй, називається генеруючою фун-

кцiєю.

Для побудови рiвняння Шрьодiнґера з двома вiдомими рiвнями

Ушверiдзе застосував наступний пiдхiд [52]. Власнi функцiї будь-яких

рiзних рiвнiв ψ1(x) = exp(− ∫
W1(x)dx), ψ2(x) = exp(− ∫

W2(x)dx),

з власними значеннями E1 та E2 вiдповiдно, повиннi задовольняти

рiвнянню Шрьодiнґера з тим самим потенцiалом. Тобто,

V (x) = E1 + W 2
1 (x)−W ′

1(x) = E2 + W 2
2 (x)−W ′

2(x).

Вводячи

W+(x) = W1(x) + W2(x), W−(x) = W1(x)−W2(x)

з попереднього рiвняння можна виразити W+(x) через W−(x):

W+(x) =
W ′
−(x) + E2 − E1

W−(x)
.

Знаючи W+(x) та W−(x), можна знайти W1(x) та W2(x), а значить

потенцiал V (x) та хвильовi функцiї ψ1(x), ψ2(x).

Аналiз вiдсутностi синґулярностей в отриманого таким чином по-

тенцiалу та квадратичної iнтегровностi хвильових функцiй є бiльш

складний, i в працi [52] був проведений поверхово. Бiльш докладно за-

стосування iнверсного методу до побудови квазi-точно розв’язуваних

гамiльтонiанiв з двома вiдомими рiвнями вивчалося у працях [53–56].

У [52] схематично було наведено методику побудови квазi-точно

розв’язуваних потенцiалiв з трьома та чотирма вiдомими рiвнями. Але

аналiз цих випадкiв ще бiльш громiздкий. Наскiльки нам вiдомо, iснує

лише двi працi, де розглядається застосування цього методу до побудо-
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ви квазi-точно розв’язуваних задач з трьома вiдомими рiвнями [57,58],

i жодної з чотирма.

Iнверсний метод може бути застосований не тiльки до одновимiр-

ного стацiонарного рiвняння Шрьодiнґера. Так, в статтi [28] ми по-

ширили iнверсний метод для побудови нестацiонарних рiвнянь Шрьо-

дiнґера з одним вiдомим розв’язком. Автор [59], застосувавши iнвер-

сний метод до багатовимiрного випадку, знайшов приклади цiкавих

потенцiалiв з одним вiдомим рiвнем. Метод побудови багатовимiрного

стацiонарного рiвняння Шрьодiнґера з двома вiдомими рiвнями був

запропонований у [27]. Нашi результати, описанi у [27, 28], будуть до-

кладно розглянутi у третьому роздiлi дисертацiйного дослiдження.

Слiд вiдмiтити, що незважаючи на концептуальну простоту iнвер-

сного методу, застосування його до деяких типiв рiвняння Шрьодiнґе-

ра може становити значнi труднощi. Так, скажiмо, при спробi побуду-

вати клас задач з одним вiдомим рiвнем для деформованих просторiв

з мiнiмальною довжиною, ми отримали рiзнецевi рiвняння, якi нам

не вдалося розв’язати. Наскiльки нам вiдомо, iншi дослiдники теж не

змогли побудувати клас квазi-точно розв’язуваних систем у деформо-

ваному просторi.

Наприкiнцi ми опишемо ще один часто вживаний спосiб побудови

квазi-точно розв’язуваних задач, схожий на iнверсний метод. Пред-

ставляючи хвильову функцiю у виглядi

ψ(x) = p(x)e−φ(x),

де функцiя p(x) мiстить iнформацiю про нулi, i вибираючи конкретний

вигляд φ(x) на основi цих функцiй отримується квазi-точно розв’язу-

ваний потенцiал. Зрозумiло, що вибiр функцiї φ(x) повинен забезпечу-

вати нормованiсть ψ(x). Докладний опис цього методу можна знайти
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у [60], де також мiстяться короткi описи методу точкових перетворень

та суперсиметрiї.

Зазвичай функцiя φ(x) вибирається у виглядi полiному вiд змiн-

ної x [61], експонент [61], гiперболiчних функцiй [62, 63]. Вiдмiтимо,

що вiдповiдним вибором φ(x), можна добитися побудови потенцiалу з

N вiдомими рiвнями. Подiбнi методи використовувалися при вивченнi

багатовимiрних систем [64], неермiтових гамiльтонiанiв [65,66].
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Роздiл 2

Квазi-точно розв’язуванi

неермiтовi гамiльтонiани

2.1 Вступ до другого роздiлу

В канонiчнiй квантовiй механiцi поведiнка системи описується ер-

мiтовими гамiльтонiанами. Для цього наявнi двi вагомi пiдстави: вла-

снi значення ермiтових операторiв — дiйснi, що легко доводиться у фi-

зичних [67,68] чи математичних пiдручниках [69]. Це допускає стандар-

тну iнтерпретацiю власних значень оператора, як можливих результа-

тiв експериментальних вимiрювань величини, якiй вiдповiдає даний

ермiтовий оператор. Друга причина пов’язана з еволюцiєю системи.

Вважається, еволюцiя системи описується нестацiонарним рiвнянням

Шрьодiнґера. Тому для ермiтових гамiльтонiанiв оператор еволюцiї

унiтарний, а це значить, що норма хвильових функцiй з часом зберi-

гається. Це дозволяє пов’язати величину хвильової функцiї з ймовiр-

нiстю.

З iншого боку дiйсний спектр мають не тiльки ермiтовi оператори,

iснує широкий клас неермiтових операторiв, спектр котрих дiйсний.

Без сумнiву, вивчення їх властивостей становить не тiльки математи-

чний iнтерес, але й фiзичний. Наскiльки нам вiдомо, перша робота

присвячена теорiї поля, в якiй розглядалися неермiтовi гамiльтонiани,

що описували багаточастинковi системи, була опублiкована ще в соро-
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кових роках минулого столiття i належала Паулi [12]. Пiзнiше час вiд

часу з’являлися iншi роботи в теорiї поля з неермiтовими гамiльтонi-

анами, в яких усувалися розбiжностi квантової теорiї (як огляд може

слугувати [70]).

Також останнiм часом комплекснi потенцiали використовують в

оптицi [16,17,71], де неермiтовiсть ефективного гамiльтонiану виникає

внаслiдок його побудови зi складнiшого ермiтового гамiльтонiану. У

статистичнiй фiзицi неермiтовi гамiльтонiани описують еволюцiю не-

рiвноважного процесу [18,19]. Для обробки експериметальних даних по

розсiянню вже понад пiвстолiття широко використовується так звана

“оптична модель”, в якiй потенцiал взаємодiї є комплексним [72,73].

В серiї статей Бендера та спiвробiтникiв [13–15] чисельними ме-

тодами дослiджувався спектр модельного гамiльтонiану, який може

виникнути при обчисленнях в квантовiй теорiї поля [74]:

H = − d2

dx2 − (ix)ε. (2.1)

Чисельнi розрахунки показували, що при ε ≥ 2 в такого гамiльтонiа-

на iснують тiльки дiйснi власнi значення. При ε < 2 в спектрi цього

гамiльтонiану з’являються комплекснi власнi значення. Було висуното

гiпотезу, що спектр цього гамiльтонiану — дiйсний. На основi деяких

простих мiркувань [15], було висловлено припущення, що так звана

PT -симетричнiсть вище наведеного гамiльтонiану приводить до дiй-

сного спектру.

Ця серiя статей спричинила справжнiй вибух зацiкавлення неермi-

товими гамiльтонiанами. З’явилося багато статей, в яких було знайде-

но все новi i новi неермiтовi системи з дiйсними спектрами [46, 66, 75–

81]. Переважна бiльшiсть тих систем описувалася PT -симетричними

гамiльтонiанами.
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В 2000 роцi виникло вiдчуття можливостi довести, що PT -симет-

ричнi гамiльтонiани мають дiйсний спектр. Водночас, були вiдомi двi

такi системи з комплексним спектром, але цi приклади були специфi-

чними. Так, гамiльтонiан (2.1) при певних значеннях ε мав компле-

ксний спектр, але для цих значень ε потенцiал цього гамiльтонiану

не був аналiтичною функцiєю. У працi [82] наведено приклад PT -си-

метричного гамiльтонiану з комплексними власними значеннями, але

вiдповiднi власнi функцiї не були нормованими на дiйснiй осi (для нор-

муючого iнтегрування використовувалася крива в комплекснiй площи-

нi).

Проте iснування цих прикладiв поставило пiд сумнiв чи спектр

PT -симетричних гамiльтонiанiв обов’язково дiйсний. Отже, в 2000 ро-

цi постала задача: чи всiм нормованим власним функцiям PT -симет-

ричних гамiльтонiанiв вiдповiдають дiйснi власнi значення? Побуду-

вавши численнi контрприклади з допомогою методiв суперсиметрiї та

формiнварiантностi, на це питання дали вiдповiдь Леваї та Зноїл [42]

у цьому ж роцi.

Не знаючи цiєї працi на момент написання статтi [25], ми знайшли

загальний вигляд для суперпотенцiалу, який веде до PT -симетричного

гамiльтонiану. Це дало нам змогу теж побудувати приклади квазi-

точно розв’язуваних PT -симетричних систем з комплексними власни-

ми значеннями. На цiй працi в основному базується другий пiдроздiл

цього роздiлу дисертацiї.

Оскiльки стало зрозумiло, що PT -симетрiя гамiльтонiану не га-

рантує дiйсностi спектру, постало питання якi механiзми можуть за-

безпечити дiйснiсть спектру неермiтових операторiв. В 2002 роцi Мо-

стафазадех ввiв поняття псевдо-ермiтовостi [83–85]. Вiн показав, що

PT -симетрiя є частковим випадком псевдо-ермiтовостi. I що бiльше,
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вiн довiв, що при певних доволi жорстких умовах псевдо-ермiтовi си-

стеми мають тiльки дiйснi власнi значення. Було також доведене i зво-

ротне твердження: довiльний оператор з дiйсним спектром — псевдо-

ермiтовий (якщо виконуються специфiчнi умови повноти власних фун-

кцiй [84]).

В рамках псевдо-ермiтових операторiв нам вдалося знайти новий

клас гамiльтонiанiв, спектри яких — дiйснi, i якi є квазi-точно розв’язу-

ваними з одним вiдомим рiвнем [26]. Цей матерiал викладено в третьо-

му пiдроздiлi. Отже, матерiали цього роздiлу базуються на результа-

тах викладених в статтях [25,26] i є коротко пiдсумованi у “Висновках

до другого роздiлу”.

2.2 Факторизацiя PT -симетричного потенцiалу

В цьому пiдроздiлi ми дамо вiдповiдь на наступне питання. Який

загальний вигляд суперпотенцiалу веде до PT -симетричного потенцi-

алу. Це дасть нам можливiсть отримати загальний вираз для квазi-

точно розв’язуваного PT -симетричного потенцiалу, для якого є вiдо-

мою в явному виглядi одна власна функцiя. В зв’язку з чим варто

вiдмiтити, що деякi PT -симетричнi квазi-точно розв’язуванi потенцi-

али вивчались в кiлькох працях [58,65,82,86].

2.2.1 PT -симетрiя

Розглянемо гамiльтонiан, який вiдповiдає одновимiрному стацiо-

нарному рiвнянню Шрьодiнґера

H = −1

2

d2

dx2 + V (x), (2.2)
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де V (x) = V1(x) + iV2(x) — комплексний потенцiал. Гамiльтонiан на-

зивається PT -симетричним, якщо

PTH = HPT, (2.3)

де P — оператор просторового вiдображення: Pf(x) = f(−x), а T

— оператор комплексного спряження: Tf(x) = f ∗(x). Позначення P

i T походять вiд англiйських слiв “parity” та “time” (парнiсть та час:

в квантовiй механiцi комплексне спряження еквiвалентне до часового

вiдображення).

Легко бачити, що PT (− d2

dx2 ) = − d2

dx2PT , тому гамiльтонiан (2.2) є

PT -симетричним, якщо потенцiал V є PT -симетричним. В явнiй фор-

мi умова PT -симетрiї для потенцiалу V (x) записується

V ∗(−x) = V (x). (2.4)

Тобто, дiйсна частина PT -симетричного потенцiалу — парна, а уявна

— непарна.

Нехай для PT -симетричного гамiльтонiану виконується рiвняння

на власнi значення

Hψ(x) = Eψ(x)

з дiйсним власним значенням E. Подiявши оператором PT на обидвi

частини цiєї рiвностi отримаємо

PTHψ(x) = Hψ∗(−x) = PTEψ(x) = E∗PTψ(x) = Eψ∗(−x).

Оскiльки для одновимiрного рiвняння Шрьодiнґера всi нормованi рiв-

нi є невиродженими [67], а ψ∗(−x) є власною функцiєю H з тим же

власним значенням E, то

ψ∗(−x) = ψ(x)eiα. (2.5)
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Якщо власна функцiя задовольняє умовi (2.5), то говорять, що спосте-

рiгається непорушена PT -симетрiя. Якщо PT -симетрiя є непоруше-

ною, то вiдповiднi власнi значення є дiйсними.

Якщо ж власне значення E комплексне з вiдповiдною власною

функцiєю ψ(x), то легко бачити, що нормована функцiя ψ∗(−x) теж

власна функцiя з власним значенням E∗. Тобто, власнi значення PT -

симетричного гамiльтонiану або дiйснi, або зустрiчаються комплексно-

спряженими парами.

Зноїлом було показано [87], що величина

〈ψ(x, t)|P |ψ(x, t)〉

зберiгається з часом, якщо еволюцiя описується PT -симетричним га-

мiльтонiаном згiдно з нестацiонарним рiвнянням Шрьодiнґера. Тому

цей iнтеграл можна розглядати як псевдонорму вектора ψ (на проти-

вагу до норми, псевдонорма не є для всiх векторiв додатньою). Вели-

чина ψ∗(x, t)ψ(−x, t), яка стоїть пiд iнтегралом, вiдiграє роль заряду

i задовольняє локальному рiвнянню неперервностi [88].

2.2.2 Загальний вигляд суперпотенцiалу PT -симетричного

потенцiалу

Припустимо, що гамiльтонiан (2.2) може бути записаним у факто-

ризованiй формi

H =
1

2

(
− d

dx
+ W

) (
d

dx
+ W

)
+ ε = −1

2

d2

dx2 +
1

2
(W 2 −W ′) + ε. (2.6)

Нагадаємо, що W називається суперпотенцiалом, W ′ = dW/dx, а ε

— енерґiєю факторизацiї. Зауважимо, що в нашому випадку W та ε

можуть набувати комплексних значень.
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Факторизацiя гамiльтонiану (2.2), для правильно вибраного су-

перпотенцiалу [5], дає змогу легко знайти вигляд хвильової функцiї,

якiй вiдповiдає енерґiя ε:

ψε = Ce−
∫

Wdx, (2.7)

де C — стала нормування. Дiйсно, ( d
dx + W )ψε = 0, а значить i Hψε =

εψε.

Використовуючи (2.2) та (2.6) ми отримуємо спiввiдношення мiж

потенцiалом та суперпотенцiалом

V (x) =
1

2
(W 2 −W ′) + ε. (2.8)

Тодi умова PT -симетричностi потенцiалу (2.4) запишеться

(W ∗(−x))2 +
d

dx
W ∗(−x) + 2ε∗ = W 2(x)− d

dx
W (x) + 2ε. (2.9)

Отже, з умови PT -симетричностi потенцiалу V (x) випливає умова

(2.9), яка накладається вже на суперпотенцiал. Щоб розв’язати остан-

нє рiвняння, перепишемо його в наступнiй формi

U ′
+(x) = U+(x)U−(x) + 2(ε− ε∗), (2.10)

де

U+(x) = W (x) + W ∗(−x), (2.11)

U−(x) = W (x)−W ∗(−x). (2.12)

Як видно з дефiнiцiй (2.11) та (2.12) U+ є PT -симетричною, а U− анти-

PT -симетричною функцiєю:

U ∗
+(−x) = U+(x), (2.13)

U∗
−(−x) = −U−(x). (2.14)
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З рiвняння (2.10) ми можемо легко виразити U− за допомогою

заданого U+ i навпаки. В цьому дослiдженнi ми виражали U− через

U+, тобто,

U− =
U ′

+ − 2(ε− ε∗)
U+

. (2.15)

Тодi з формул (2.11) та (2.12) ми отримали

W =
1

2



U+ +

U ′
+ − 2(ε− ε∗)

U+



 . (2.16)

Даний вираз є основним результатом цього пiдроздiлу дисертацiї. Цi-

каво вiдмiтити, що рiвняння (2.10) та вираз для суперпотенцiалу (2.16)

є формально подiбними до рiвняння та суперпотенцiалу отриманих в

працях [53, 54], де дослiджувались дiйснi квазi-точно розв’язуванi по-

тенцiали з двома вiдомими власними станами.

Пiдставляючи (2.16) в (2.8), ми отримаємо PT -симетричний по-

тенцiал, який виглядає так

V (x) =
1

8
(U 2

+ + U 2
−)− 1

4
U ′
− +

1

2
(ε∗ + ε). (2.17)

Зауважимо, що для цього потенцiалу ми знаємо в явнiй формi як мi-

нiмум значення енергiї ε для одного рiвня i вiдповiдну хвильову фун-

кцiю (2.7). Ця функцiя вiдповiдає дискретному спектру, якщо вона

квадратично iнтегрована (i, вiдповiдно, прямує до нуля на нескiнчен-

ностi) або до неперервного спектру, якщо вона тiльки обмежена. В

цих випадках потенцiал (2.17) може бути названим PT -симетричним

квазi-точно розв’язуваним з одним вiдомим власним станом. Також

можливий випадок коли функцiя (2.7) не буде задовiльняти необхi-

дним граничним умовам. Тодi ця функцiя не належить до власних

функцiй гамiльтонiана.

Розглянемо випадок PT -симетричної хвильової функцiї, тобто,

PTψε = ψε. З формули (2.7) випливає, що W = −ψ′ε/ψε. Похiдна ψ′ε
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є анти-PT -симетричною функцiєю, а значить i суперпотенцiал анти-

PT -симетричний. Тобто,

W ∗(−x) = −W (x), (2.18)

i тому U+ = 0. Щоб використати вище викладений загальний пiдхiд

(з використанням виразу (2.16)) ми кладемо U+ = αf(x), де α прямує

до нуля. Тодi з (2.16) ми отримаємо

W (x) =
1

2





f ′

f
−B

i

f



 , (2.19)

де

B = lim
α→0

2
ε− ε∗

α
.

Бачимо, що для отримання скiнченого B мусимо вимагати дiйсностi

енерґiї. Отже, ми показали, що вираз (2.16) для суперпотенцiалу для

спецiального випадку (2.18) вiдтворює добре вiдомий результат: власне

значення, яке вiдповiдає PT -симетричнiй хвильовiй функцiї — дiйсне

(випадок непорушеної PT -симетрiї, формула (2.5)).

2.2.3 Приклади факторизованих PT -симетричних потенцiа-

лiв

Щоб проiлюструвати описаний метод, наведемо два явно заданих

приклади PT -симетричних потенцiалiв. Всi вирази виражаються че-

рез U+(x), яка може бути названа генеруючою функцiєю. Ми можемо

вибирати рiзнi U+(x) i в результатi отримувати рiзнi PT -симетричнi

потенцiали. В цих прикладах ми спецiально вибирали такi генерую-

чi функцiї U+(x), якi ведуть до коректних власних функцiй. Отже,

отриманi PT -симетричнi потенцiали є квазi-точно розв’язуваним по-

тенцiалами з одним вiдомим власним станом.
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Приклад 1

Розглянемо

U+ =
iα

(x + ia)n
, (2.20)

де n є непарним числом. Тодi

U− = − n

x + ia
− 4 Im ε

α
(x + ia)n, (2.21)

W =
iα

2(x + ia)n
− n

2(x + ia)
− 2Imε

α
(x + ia)n, (2.22)

V = Reε− α2

8

1

(x + ia)2n
+ 2

(Imε)2

α2 (x + ia)2n +

+
1

8

n2 − 2n

(x + ia)2 + 2
nImε

α
(x + ia)n−1. (2.23)

Якщо n > 1 ми можемо записати хвильову функцiю таким чином

ψε = C(x + ia)n/2 exp


 iα

2(n− 1)

1

(x + ia)n−1 + 2
Imε

α

(x + ia)n+1

n + 1


 .

(2.24)

Коли ж n = 1, вона записується так

ψε = C(x + ia)(1−iα)/2 exp

(Imε

α
(x + ia)2

)
. (2.25)

Щоб отримати зв’язний стан слiд вимагати Imε
α < 0.

Зауважимо, що у випадку n = 1, ми маємо PT -симетричний

гармонiчний осцилятор плюс реґуляризована частина центробiжного

виду. Ця система є точно розв’язувана [42, 89]. Отже, цей приклад

узагальнює PT -симетричний гармонiчний осцилятор до квазi-точно

розв’язуваного PT -симетричного потенцiалу з одним вiдомим власним

рiвнем.

Цiкаво пiдкреслити, що в границi Imε → 0, α → 0 i lim 2Imε
α =

B = const, ми отримуємо PT -симетричну хвильову функцiю з вiдпо-

вiдним дiйсним власним значенням. Це тiльки пiдтверджує результати

отриманi в попередньому пiдроздiлi.
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Приклад 2

Цей приклад демонструє перiодичний PT -симетричний потенцiал.

Покладемо

U+ = αeikx. (2.26)

Далi отримаємо

U− = ik − 4i
Imε

α
e−ikx, (2.27)

а суперпотенцiал, потенцiал та хвильова функцiя записуються вiдпо-

вiдно,

W =
α

2
eikx +

ik

2
− 2i

Imε

α
e−ikx, (2.28)

V = Reε− k2

8
+

α2

8
e2ikx − 2

(Imε)2

α2 e−2ikx + 2k
Imε

α
e−ikx, (2.29)

ψε = exp

(
−ikx

2
+

iα

2k
eikx − 2

Imε

αk
e−ikx

)
. (2.30)

У випадку Imε = 0 цей квазi-точно розв’язуваний потенцiал стає

точно розв’язуваним i вiдповiдає потенцiалу вивченому у працi [46].

2.3 Неермiтовi системи з дiйсними спектрами

Iснує кiлька методiв побудови неермiтових гамiльтонiанiв з дiй-

сним спектром. Перший спосiб полягає в побудовi точно розв’язуваних

систем з допомогою форм-iнварiантностi. Велика добiрка, побудованих

таким чином гамiльтонiанiв, мiститься в працi [42].

Другий спосiб, запроваджений [89] i застосований Зноїлом у ба-

гатьох роботах [76, 79, 87], грунтується на зсувi в ермiтовому гамiль-

тонiанi та вiдповiдних хвильових функцiях змiнної x на комплексну
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сталу. Очевидно, що в новiй системi, новi хвильовi функцiї теж бу-

дуть власними функцiями з тими ж, дiйсними, власними значеннями.

Докладнiше обгрунтування можна подивитися в [90].

Третiй спосiб грунтується на суперсиметричнiй квантовiй механi-

цi. Для ермiтового гамiльтонiану будується неермiтовий суперпартнер,

чий спектр, очевидно — дiйсний [46,78,83].

Для деяких систем можна безпосередньо, не використовуючи за-

гальних методiв, довести, що їх спектр дiйсний. Так у [91], викори-

стовуючи “точний WKB” метод, доводилась дiйснiсть спектру гамiль-

тонiану з потенцiалом ix3 + ax2. Якщо потенцiал у неермiтового га-

мiльтонiану є полiномом, то для спектральних властивостей такого

гамiльтонiану можна довести ряд теорем [92,93]

В 2002 роцi Мостафазадех написав серiю статей [83–85], в яких

ввiв поняття псевдоермiтовостi

H+ = ηHη−1, (2.31)

як узагальнення PT -симетрiї. При виконаннi умови (2.31) оператор H

називається η-псевдоермiтовим (iсторiя використання поняття псев-

доермiтовiсть у математичнiй та фiзичнiй лiтературi коротко описа-

на у [94]). Оператор P для PT -симетричних систем вiдiграє роль η-

оператора. Для η-псевдоермiтових систем можна ввести новий скаляр-

ний добуток

(φ, ψ)η = (φ, ηψ), (2.32)

який не змiнюється з часом [83]. Псевдоермiтовий гамiльтонiан, як i

PT -симетричний, має або дiйснi власнi значення, або комплекснi, якi

зустрiчаються комплексноспряженими парами [83].

Якщо оператор η — ермiтовий i для нього iснує обернений опера-

тор, визначений на всьому просторi функцiй, то спектр гамiльтонiану
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H — дiйсний [84]. Псевдоермiтовi системи з дiйсним спектром допу-

скають просту iнтерпретацiю [95, 96]: η-псевдоермiтовий гамiльтонiан

на просторi L2, поводиться як ермiтовий в просторi з модифiкованим

скалярним добутком (2.32).

2.3.1 Загальний метод побудови псевдоермiтових гамiльто-

нiанiв з дiйсним спектром

Припустимо, що неермiтовий гамiльтонiан H є η-псевдоермiтовим:

ηH = H+η. (2.33)

Тут, ми вибрали iншу форму псевдоермiтовостi, щоб уникнути вимо-

ги на iснування оберненого оператора до η (форма псевдоермiтовостi

(2.33) згадана в працi [83]).

Вимагатимемо також ермiтовостi η. Тодi ηH є також ермiтовим

оператором: (ηH)+ = H+η+ = H+η = ηH. Розглянемо власну фун-

кцiю ψ i вiдповiдне власне значення E гамiльтонiана H. Тодi, з ермi-

товостей ηH та η випливає
∫

ψ∗ηHψdx = E
∫

ψ∗ηψdx, (2.34)

дiйснiсть цих двох iнтегралiв, i за винятком випадку
∫

ψ∗ηψdx = 0, (2.35)

власне значення E також мусить бути дiйсним. I навпаки, якщо цей

iнтеграл рiвний нулю, тодi, зрозумiло, iнтеграл у лiвiй частинi фор-

мули (2.34) мусить також бути нулем. В цьому випадку з тотожностi

0 = E ·0 ми нiчого не можемо сказати про дiйснiсть E, воно може бути

як дiйсним, так i комплексним числом.
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Для загального виразу η доволi складно визначити, чи iснують

такi власнi функцiї ψ, що задовiльняють умову (2.35). Щоб спростити

аналiз випадку
∫
ψ∗ηψdx = 0, ми конкретизуємо форму оператора η у

виглядi

η = O+O. (2.36)

В цьому випадку
∫
ψ∗O+Oψdx =

∫ |Oψ|2dx є додатнiм для всiх ψ

за винятком випадку, коли ψ належить до ядра оператора O. Iншими

словами, iнтеграл
∫
φ∗ηφdx рiвний нулю тiльки для таких φ, для яких

виконується

Oφ = 0. (2.37)

Таким чином, ми звели задачу на знаходження розв’язкiв iнтеграль-

ного рiвняння (2.35) до розв’язування набагато простiшого рiвняння

(2.37).

Зрозумiло, що з того, що функцiя φ задовольняє рiвнянню (2.37)

не випливає, що вона є власною функцiєю гамiльтонiана H. Отже,

задача побудови неермiтового гамiльтонiана з дiйсним спектром зво-

диться до трьох таких крокiв:

1. Побудувати пару операторiв H та η = O+O, якi задовольняють

умову (2.33).

2. Знайти множину розв’язкiв рiвняння (2.37).

3. Перевiрити чи цi розв’язки є власними функцiями гамiльтонiана

H.

Якщо деякi з цих розв’язкiв є власними функцiями гамiльтонiана

H, то визначити, чи вiдповiднi власнi значення дiйснi. Знову можливi

три варiанти.



41

1. Жоден з розв’язкiв рiвняння (2.37) не є власною функцiєю —

спектр H цiлковито дiйсний, зате можливо порожнiй.

2. Деякi розв’язки рiвняння (2.37) є власними функцiями гамiльтонi-

ана H, i для всiх цих власних функцiй вiдповiднi власнi значення

дiйснi: спектр H дiйсний, крiм того, ми явно знаємо деякi власнi

функцiї та власнi значення.

3. Деякi розв’язки рiвняння (2.37) є власними функцiями гамiльто-

нiана H, i серед них є такi, що вiдповiднi власнi значення уявнi:

спектр гамiльтонiану H не є цiлковито дiйсним.

В наступному пiдроздiлi ми побудуємо таку пару операторiв, яка

складається з Шрьодiнґерового гамiльтонiана

H = − d2

dx2 + V (x) (2.38)

та оператора O+O, що задовiльняє умову псевдоермiтовостi (2.33).

2.3.2 Псевдоермiтовiсть з диференцiальним оператором дру-

гого порядку

Виберемо O у такiй формi

O =
d

dx
+ f(x) + ig(x), (2.39)

де f та g є реґулярними, дiйсними функцiями, визначеними на всiй

дiйснiй осi. Тодi,

O+ = − d

dx
+ f(x)− ig(x). (2.40)

Пiдставляючи явнi вирази для гамiльтонiана (2.38), оператора η

(2.36) i оператора O (2.39) в умову псевдоермiтовостi (2.33), та прирiв-

нюючи члени з оператором d2

dx2 , ми отримаємо

ImV = −2g′. (2.41)
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Члени без операторiв диференцiювання приводять до

4g′(f ′ − f 2) + 2g(f ′ − f 2)′ = g′′′.

Домножуючи цю рiвнiсть на g та iнтегруючи її, отримаємо

f 2 − f ′ =
2gg′′ − g′2 + α

4g2 , (2.42)

де α — дiйсна стала iнтегрування.

Члени з оператором d
dx дають

2 Re V ′ = 2(f 2 − f ′ − g2)′.

Iнтегруючи цей вираз та пiдставляючи (2.42), можна переписати дiй-

сну частину потенцiалу так

Re V = f 2 − f ′ − g2 + β =
2gg′′ − g′2 + α

4g2 − g2 + β, (2.43)

де β теж дiйсна стала iнтегрування.

В рiвняннях (2.41-2.43) функцiя g вiдiграє роль генеруючої фун-

кцiї: задаючи g, отримуємо послiдовнi вирази для Im V , f та Re V .

Рiвняння (2.42) вiдносно шуканої функцiї f є рiвнянням Рiкаттi, яке

в загальному випадку не розв’язується. У вираз для Re V (2.43) вхо-

дить f 2 − f ′, що дає нам можливiсть явно виразити дiйсну та уявну

частину потенцiалу через генеруючу функцiю g. Щоб отримати PT -

симетричний гамiльтонiан, генеруюча функцiя g, як видно з формул

(2.41) та (2.43), повинна бути парною функцiєю, тобто g(x) = g(−x).

Слiд вiдмiтити, що вибiр (2.39) веде до η = − d2

dx2−2ig d
dx +f 2−f ′+

g2 − ig′ i оператор η вiдiграє роль оператора Дарбу другого порядку.

Вiн переплутує оператори H та H+, спектри котрих стають пов’яза-

ними мiж собою [97]. Формули (2.41-2.43) аналогiчнi до вiдповiдних

результатiв працi [98].
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Наступний крок полягає в тому, щоб перевiрити чи функцiя, яка

задовiльняє умову (2.37), є власною функцiєю H. Диференцiальне рiв-

няння (2.37) елементарно розв’язується. За допомогою f та g ми мо-

жемо виразити цей розв’язок так:

φ = e−
∫

(f+ig)dx. (2.44)

Розглядаючи φ як власну функцiю гамiльтонiану (2.38) i використову-

ючи вирази для потенцiалу (2.41), (2.43), пiсля громiздких, але простих

перетворень, отримаємо

−i(g′ + 2fg) + β = E,

де E = Er + iEi є, в загальному випадку, комплексне власне значення

гамiльтонiану H (тобто, Hφ = Eφ). Так як функцiї f та g, уявна та

дiйсна частини енерґiї є дiйсними, то β = Er, а

f = −Ei + g′

2g
. (2.45)

Отже, виходячи з припущення, що φ є власною функцiєю гамiль-

тонiану, рiвностi (2.45) та (2.42) дають два рiзних спiввiдношення, що

пов’язують функцiї f та g. Щоб порiвняти їх, ми пiдставимо f у фор-

мi спiввiдношення (2.45) у рiвнiсть (2.42), i пiсля деяких спрощень,

отримаємо

E2
i = α.

Тому можн стверджувати, що φ може бути власною функцiєю гамiль-

тонiану (2.38) тiльки якщо α ≥ 0. Вiдмiтимо, що вираз для f (2.45)

для випадку E2
i = α задовiльняє рiвнянню (2.42).

Пiдсумовуючи скажемо, що вибираючи довiльнi g та α < 0, ми мо-

жемо бути впевненi, що спектр вiдповiдного гамiльтонiану не мiстить

комплексних власних значень, але ми не знаємо чи вiн не є порожнiм.
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Вибираючи для α = 0 вiдповiдну g, можна сконструювати гамiльтонi-

ан з дiйсним спектром, i для якого, крiм того, вiдома у явному виглядi

одна власна функцiя. Вибираючи g та α > 0, ми повиннi перевiри-

ти, що вiдповiдне φ не належить до простору L2. В цьому випадку

φ є формальною власною функцiєю i спектр гамiльтонiану цiлковито

дiйсний, хоча можливо i порожнiй. Якщо ж φ належить до простору

L2, то спектр гамiльтонiану непорожнiй, але мiсить одне комплексне

число.

В наступному пiдроздiлi ми проiлюструємо цей метод за допомо-

гою прикладiв.

2.3.3 Приклади неермiтових гамiльтонiанiв з дiйсними спе-

ктрами

Для конструювання гамiльтонiану ми використовуємо формули

(2.41) та (2.43), щоб виразити уявну та дiйсну частину потенцiалу, а

формулу (2.45), щоб виразити f . Iснує два шляхи отримання реґу-

лярного виразу для f . Перший: просто вибрати g, як певну функцiю

без нулiв, i тодi можна надати довiльних значень Ei та α. Це проiлю-

стровано прикладом 1. У другому способi вибираємо g як функцiю з

простим нулем. В цьому випадку ми повиннi вибрати певне значення

Ei, щоб уникнути синґулярностi. Цей шлях використано у прикладах

2 та 3.

Реґулярнiсть Im V , як видно з формули (2.41), забезпечується ре-

ґулярнiстю генеруючої функцiї g. Реґулярнiсть Re V , як видно з фор-

мул (2.43) та (2.42), забезпечується реґулярнiстю функцiй f та g.



45

Приклад 1

Вибираючи генеруючу функцiю g парною у виглядi

g = e−x2

,

ми отримаємо PT -симетричний гамiльтонiан

H = − d2

dx2 + x2 +
α

4
e2x2 − e−2x2 − 4ixe−x2

+ β − 1, (2.46)

який має дiйсний спектр при α < 0, хоча можливо i порожнiй.

–4

–2

0

2

4

6

8

10

–1.5 –1 –0.5 0.5 1 1.5

α=0.05

α=0

α=−0.05

x

V(x)

Рис. 2.1: Дiйсна частина потенцiалу гамiльтонiану (2.46) для рiзних значень пара-

метра α; β = 1.

Для α = 0 нам вiдома одна власна функцiя

ψE=β =
1

π1/4 exp


−x2

2
− i

∫
e−x2

dx


 . (2.47)
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Рис. 2.2: Дiйсна та уявна частина хвильової функцiї (2.47).

Для α = E2
i > 0 формальна власна функцiя

ψE=β+iEi
= exp


−x2

2
+

Ei

2

∫
ex2

dx− i
∫

e−x2

dx




не належить до простору L2 (якщо Ei > 0, хвильова функцiя розбi-

гається при x → +∞ за рахунок другого доданку в експонентi; якщо

Ei < 0, то хвильова функцiя розбiгається при x → −∞, за рахунок

того ж другого доданку).

Отже, ми можемо твердити, що спектр гамiльтонiана (2.46) є цiл-

ковито дiйсним для довiльного значення параметра α.

Приклад 2

Виберемо генеруючу функцiю g у виглядi

g = sh(x).
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Тодi, щоб отримати реґулярний вираз для f = −Ei+ch(x)
2sh(x)

, мусимо по-

класти Ei = −1, i тодi f = −1
2th

1
2x. Також φ = ch(1

2x)e−ich(x) не

належить до простору L2. Отже, спектр оператора

H = − d2

dx2 − 2ich(x)− sh2(x)

дiйсний.

Приклад 3

Вибираючи генеруючу функцiю g у виглядi

g = th(x),

тодi, уникаючи синґулярностi, кладемо Ei = −1 i отримуємо

H = − d2

dx2 −
2i− 1

4

ch2(x)
+ β − 3

4
(2.48)

з власною функцiєю ψE=β−i = 1√
ch(x)

e−i ln(ch(x)). Спектр гамiльтонiана

(2.48) може бути знайдений з використанням методiв суперсиметрiї i

легко показати, що це власне значення єдине.

2.4 Висновки до другого роздiлу

Знайдено загальний вигляд для суперпотенцiалу (2.16) PT -симет-

ричного гамiльтонiану Шрьодiнґера. Вибираючи рiзнi U+(x) ми отри-

маємо рiзнi суперпотенцiали (2.16) i вiдповiднi PT -симетричнi потенцi-

али, якi задаються спiввiдношенями (2.8) чи (2.17). Цi PT -симетричнi

потенцiали є квазi-точно розв’язуваними потенцiалами з однiєю вiдо-

мою власною функцiєю (2.7) та вiдповiдним енерґетичним рiвнем ε.

Як iлюстрацiю запропонованого методу здiйснено факторизацiю

таких гамiльтонiанiв:

H = −1

2

d2

dx2 + Re ε− α2

8

1

(x + ia)2n
+ 2

(Im ε)2

α2 (x + ia)2n+
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+
1

8

n2 − 2n

(x + ia)2 + 2
nImε

α
(x + ia)n−1,

H = −1

2

d2

dx2 + Re ε− k2

8
+

α2

8
e2ikx − 2

(Imε)2

α2 e−2ikx + 2k
Imε

α
e−ikx.

Для кожного з цих гамiльтонiанiв виписано по однiй власнiй функцiї

з власним значенням ε. Цi гамiльтонiани цiкавi в тому сенсi, що при

певних значеннях параметрiв вони стають точно розв’язуваним потен-

цiалами i дослiджувалися ранiше.

Грунтуючись на властивостях псевдоермiтових операторiв, запро-

поновано новий пiдхiд до побудови неермiтових гамiльтонiанiв з дiй-

сним спектром. Отриманi гамiльтонiани характеризуються дiйсним па-

раметром α. Якщо α ≤ 0 побудованi гамiльтонiани мають повнiстю

дiйсний спектр. При параметрi α ≥ 0 отриманi гамiльтонiани стають

квазi-точно розв’язуваними з одним вiдомим власним рiвнем.

Можливiсть побудови таких гамiльтонiанiв показана на таких при-

кладах

H = − d2

dx2 + x2 +
α

4
e2x2 − e−2x2 − 4ixe−x2

+ β − 1,

H = − d2

dx2 − 2ich(x)− sh2(x),

H = − d2

dx2 −
2i− 1

4

ch2(x)
+ β − 3

4
.

Для двох останнiх гамiльтонiанiв, щоб уникнути синґулярного хара-

ктеру потенцiалiв гамiльтонiанiв значення параметру α було зафiксо-

вано. Виявлено, що для першого та другого гамiльтонiану вiдповiднi

спектри дiйснi. Спектр третього знайдено повнiстю i виявлено, що вiн

складається з одного комплексного числа.
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Роздiл 3

Квазi-точно розв’язуванi потенцiали

у багатовимiрних просторах

3.1 Вступ до третього роздiлу

У цьому роздiлi ми застосуємо iнверсний метод [52] до побудови

багатовимiрних квазi-точно розв’язуваних потенцiалiв. В наступному

пiдроздiлi будемо дослiджувати багатовимiрне стацiонарне рiвняння

Шрьодiнґера. Також дослiдимо одновимiрне нестацiонарне рiвняння

Шрьодiнґера. Часова змiнна t вiдiграє роль ще однiєї координати, по-

сутi роблячи рiвняння Шрьодiнґера двовимiрним.

Основнi результати цього роздiлу описанi у роботах [27,28].

3.2 Багатовимiрне стацiонарне рiвняння Шрьодi-

нґера з двома вiдомими розв’язками

В багатовимiрному випадку багато точно-розв’язуваних систем

дозволяють роздiлення змiнних i тому можуть бути зведеними до одно-

вимiрних пiдзадач [99]. Вивчення багатовимiрних систем чи систем з

багатьма тiлами, для яких неможливо роздiлити змiннi, важливе з фi-

зичної та математичної точок зору.

Однiєю з найбiльш вiдомих N -тiльних точно-розв’язуваних задач
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квантової механiки є модель Калогеро [100, 101]. Ця модель описує

проблему з N тiл з квадратичним плюс iнверсно-квадратичним потен-

цiалом взаємодiї. Скоро пiсля цих праць Сузерленд розширив модель

Калогеро, де частинки розмiщенi на колi [102–104]. Подальший про-

грес був пов’язаний з Ольшаненцького-Переломова iнтегрованими си-

стемами [105] (як огляд може бути використаний [106]). В працi [107]

було наведено явнi приклади квазi-точно розв’язуваних N -тiльних за-

дач на лiнiї. Iншi квазi-точно розв’язуванi N -тiльнi задачi вивчалися

в [108,109].

Недавно було досягнуто значного поступу у вивченнi точно розв’я-

зуваностi таких систем. В [64] побудовано новий клас квазi-точно розв’я-

зуваних багато-тiльних гамiльтонiанiв з довiльною вимiрнiстю просто-

ру. Багатовимiрне перетворення Дарбу запропоноване в [110] i з його

допомогою новi моделi квазi-точно розв’язуваних багатовимiрних ма-

тричних операторiв Шрьодiнґера були побудованi. Автори [111] розро-

били систематичний пiдхiд до побудови точно та квазi-точно розв’я-

зуваних багатотiльних систем з використанням лише алґебраїчних ме-

тодiв. Метод багатовимiрної суперсиметричної квантової механiки бу-

ло застосований до вивчення N -тiльних систем i явнi приклади то-

чно розв’язуваних 3-частинкових як i квазi-точно розв’язуваних N -

частинкових задач на лiнiї наведено в роботах [112–114]. Недавно, два

нових методи базованих на суперсиметрiї вищих порядкiв було запро-

поновано для вивчення двовимiрних квантових систем, в чиїх гамiль-

тонiанах змiннi не роздiляються [41].

В цьому пiдроздiлi ми запропонуємо простий метод побудови квазi-

точно розв’язуваних потенцiалiв з двома вiдомими рiвнями в просторi

довiльної вимiрностi. Для одновимiрного випадку проблема побудови

квазi-точно розв’язуваних з двома вiдомими рiвнями повнiстю розв’я-
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зана в межах суперсиметричної квантової механiки [53–55], або з вико-

ристанням iнверсного методу, в якому вибираються двi такi хвильовi

функцiї, що ведуть до того самого потенцiалу [56,115]. В цьому роздi-

лi дисертацiйної роботи саме цей останнiй спосiб буде узагальнений до

багатовимiрного випадку.

3.2.1 Побудова багатовимiрного потенцiалу з двома вiдоми-

ми рiвнями

Розглянемо рiвняння на власнi значення

Hψ = Eψ (3.1)

в n-вимiрному просторi з таким гамiльтонiаном

H = −1

2
∆ + V (x1, · · · xn), (3.2)

де ∆ = (∇, ∇) =
∑ ∂2

∂x2
i
; ∇ — набла оператор, який дiє в n-вимiрному

просторi. Нижнi iндекси позначають вiдповiдну компоненту координа-

ти.

Хвильова функцiя, яка вiдповiдає найнижчому рiвню з власним

значенням енерґiї E0, є дiйсною, не має нулiв i може бути вибрана

додатною [35]. Її зручно переписати в такiй формi

ψ0 = e−F , (3.3)

де F = − ln ψ0 — несинґулярна функцiя n аргументiв: x1, . . . xn.

Пiдставляючи вираз (3.3) в рiвняння (3.1), виразимо потенцiал

через хвильову функцiю ψ0:

V = E0 +
1

2

∆ψ0

ψ0
= E0 +

1

2

[
(∇F )2 −∆F

]
. (3.4)

Хвильову функцiю збудженого стану з енерґiєю E1 запишемо так

ψ1 = φe−F , (3.5)
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де φ = ψ1/ψ0. Ця хвильова функцiя мусить приводити до такого ж

виразу для потенцiалу V як i ψ0. Ця вимога дає:

E0 +
1

2

∆ψ0

ψ0
= E1 +

1

2

∆ψ1

ψ1
. (3.6)

З використанням функцiй φ та F останнє рiвняння може бути перепи-

сане так

2(∇F, ∇φ) = ∆φ + 2εφ, (3.7)

де

ε = E1 − E0.

В одновимiрному випадку дане рiвняння може бути розв’язане

для фiксованого φ: вiдносно функцiї F це є лiнiйне диференцiальне

рiвняння першого порядку i функцiю F легко можна виразити через

функцiю φ [56,115]. Значить, вибираючи рiзнi генеруючi функцiї φ, ми

отримуємо рiзнi квазi-точно розв’язуванi потенцiали з двома вiдомими

власними станами.

Для багатовимiрного випадку розв’язання рiвняння (3.7) є нетри-

вiальною проблемою. В цьому пiдроздiлi ми знайдемо функцiю F , що

задовольняє рiвняння (3.7) для кiлькох спецiальних типiв функцiї φ.

Вiдразу зауважимо, що рiвняння (3.7) є лiнiйним неоднорiдним рiвнян-

ням першого порядку по вiдношенню до шуканої функцiї F . Будь-який

розв’язок цього рiвняння може бути представлений у виглядi

F = f + f̃ , (3.8)

де f — довiльний частковий розв’язок рiвняння (3.7), а f̃ — загальний

розв’язок однорiдного рiвняння

(∇f̃ , ∇φ) = 0. (3.9)

В цьому можна переконатися прямою пiдстановкою функцiї F у ви-

глядi розкладу (3.8) в рiвняння (3.7). Щоб забезпечити квадратичну
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iнтегровнiсть хвильових функцiй (3.3) та (3.5) ми змушенi вибирати

такi f та f̃ , що F → +∞ при |~x| → +∞.

Зауважимо, що в одновимiрному випадку однорiдне рiвняння (3.9)

має тiльки тривiальний розв’язок f̃ = const, який не впливає на ви-

гляд потенцiалу (3.4). Новою особливiстю багатовимiрного випадку є

те, що однорiдне рiвняння (3.9) має багато нетривiальних розв’язкiв

f̃ . Це дає бiльше можливостей для конструювання квазi-точно розв’я-

зуваних потенцiалiв в багатовимiрному випадку для заданого φ в по-

рiвняннi з одномiрним випадком.

Випадок 1. Функцiя φ має вигляд

φ =
n∑

i=1
φi(xi). (3.10)

В цьому випадку рiвняння (3.7) може бути переписане так

2
n∑

i=1
φi
′∂F

∂xi
=

n∑

i=1

(
φi
′′ + 2εφi

)
, (3.11)

де φ′i = dφi

dxi
i φ′′i = d2φi

dx2
i
.

Частковий розв’язок рiвняння (3.11) можна записати у виглядi

функцiї з роздiленими змiнними

f =
n∑

i=1
fi(xi), (3.12)

де
dfi

dxi
=

φ′′i + 2εφi + λi

2φ′i
, (3.13)

сталi λ1, . . . λn повиннi задовольняти такiй умовi
n∑

i=1
λi = 0. (3.14)

Останнє вимога випливаває з перерозподiлу нуля мiж змiнними з рi-

зними iндексами у рiвняннi (3.11). Свобода у виборi λi дає змогу уни-

кнути синґулярностей в рiвняннi (3.13): якщо знаменник перетворює-

ться в нуль, то можна вибрати таке λi, що i чисельник перетвориться

в нуль.
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Розв’язок однорiдного рiвняння

n∑

i=1
φ′i

∂f̃

∂xi
= 0 (3.15)

записується так

f̃ = f̃(χ1(x1)− χ2(x2), χ1(x1)− χ3(x3), . . . , χ1(x1)− χn(xn)), (3.16)

де f̃ довiльна функцiя вiд n− 1 аргументiв i

χi(x) =
∫ x dy

φ′i(y)
. (3.17)

Остаточно, розв’язок рiвняння (3.11) запишемо так

F =
n∑

i=1

∫ xi φ′′i (x) + 2εφi(x) + λi

2φ′i(x)
dx + f̃(χ1(x1)− χ2(x2), . . .). (3.18)

Вiдзначимо, що у випадку f̃ = 0 змiннi в потенцiалi (3.4), а зна-

чить i в цiлому гамiльтонiанi, є роздiленими i задача на власнi значе-

ння зводиться до n одновимiрних пiдзадач на власнi значення. Саме

функцiя f̃ забезпечує нероздiленiсть змiнних у потенцiалi V .

Випадок 2. Виберемо функцiю φ в такiй формi

φ =
n∏

i=1
φi(xi). (3.19)

Тепер рiвняння (3.7) перепишеться так

2
n∑

i=1

φ′i
φi

∂F

∂xi
=

n∑

i=1

φ′′i
φi

+ 2ε. (3.20)

Розв’язування є подiбним до попереднього випадку i ми можемо запи-

сати

F =
n∑

i=1

∫ xi φ′′i (x) + ( 2
nε + λi)φi(x)

2φ′i(x)
dx + f̃(χ1(x1)− χ2(x2), . . .), (3.21)

де сталi λ1, λ2, . . . задовольняють таку ж саму умову (3.14), а функцiя

f̃ знову є довiльною функцiєю вiд n− 1 аргументiв i

χi(x) =
∫ x φi(y)

φ′i(y)
dy. (3.22)
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Наприкiнцi пiдроздiлу варто зупинитися на питаннi впорядкува-

ння таким чином побудованих хвильових функцiй. В одновимiрному

випадку хвильовi функцiї можуть бути впорядкованi з використанням

осциляцiйної теореми, яка твердить, що n-ва власна функцiя має n ну-

лiв. У багатовимiрному випадку вiдомо тiльки, що хвильова функцiя

основного стану не має нулiв, а вiдповiдне власне значення — невиро-

дженим [35]; але нам не вiдомi теореми, яка пов’язує порядок та нулi

збуджених станiв для багатовимiрного випадку. Тому, знаючи енерґе-

тичну рiзницю мiж рiвнями ε, не вiдомо, якi саме стани описуються

побудованими хвильовими функцiями.

3.2.2 Приклади багатовимiрних гамiльтонiанiв з двома вiдо-

мими рiвнями

Квазi-точно розв’язуваний потенцiал задається виразом (3.4), в

ньому функцiя F задається виразом (3.18) в 1 випадку i виразом (3.21)

в 2 випадку. Для такого квазi-точно розв’язуваного потенцiалу ми зна-

ємо значення двох енерґетичних рiвнiв E0 та E1; також знаємо вiдпо-

вiднi хвильовi функцiї (3.3), (3.5). Пiдбираючи рiзнi функцiї φi для

випадкiв 1 та 2 ми отримуємо рiзнi потенцiали. Без втрати загально-

стi, ми покладаємо у всiх виразах E0 = 0 i, вiдповiдно, E1 = ε.

Функцiї φi та параметри λi повиннi бути пiдiбранi таким чином,

що порахована функцiя f була несинґулярною, а хвильовi функцiї ψ0,

ψ1 були квадратично iнтегрованими. Вiдмiтимо, що в багатомiрному

випадку ми можемо пiдбирати рiзнi функцiї f̃ для забезпечення чи

пiдсилення iнтегровностi.

Приклад 1. Виберемо

φ =
1

2

n∑

i=1
aix

2
i ,
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що вiдповiдає випадку 1. Для цiєї генеруючої функцiї будемо мати

dfi

dxi
=

ai + λi + aiεx
2
i

2aixi
.

Знаменник в останнiй формулi перетворюється в нуль при xi = 0,

тому щоб забезпечити несинґулярнiсть функцiй fi ми повиннi вибрати

λi = −ai. Отже, коефiцiєнти ai повиннi пiдкорятися тiй самiй умовi,

що й сталi λi:
∑

ai = 0. Тодi

fi(xi) =
ε

4
x2

i , χi(xi) =
1

ai
ln xi.

I остаточно, отримаємо

F (x1, x2, . . .) =
ε

4

n∑

i=1
x2

i + f̃




x
1/a1

1

x
1/a2

2

,
x

1/a1

1

x
1/a3

3

. . .


 .

Тут ми переписали f̃( 1
a1

ln x1 − 1
a2

ln x2,
1
a1

ln x1 − 1
a3

ln x3, . . .) як деяку

нову функцiю

f̃




x
1/a1

1

x
1/a2

2

,
x

1/a1

1

x
1/a3

3

, . . .


 .

Застосуємо нашi результати до двовимiрного випадку. Для цього

випадку a1 + a2 = 0 i ми можемо вибрати a1 = −a2 = 1. Тодi

F (x, y) =
ε

4
(x2 + y2) + f̃(xy).

Квазi-точно розв’язуваний потенцiал i хвильовi функцiї нульового та

ε енерґетичного рiвнiв запишуться

V (x, y) =
1

2


(f̃ ′)2 − f̃ ′′ +

ε2

4


 (x2 + y2) + εxyf̃ ′ − ε

2
,

ψ0(x, y) = c0e
− ε

4 (x2+y2)−f̃(xy),

ψ1(x, y) = c1(x
2 − y2)e−

ε
4 (x2+y2)−f̃(xy),

де c0 та c1 — сталi нормування.
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Вибираючи f̃ у виглядi полiнома, ми вiдтворюємо двовимiрнi по-

тенцiали, що дослiджувалися у працi [59] як цiкавi приклади потен-

цiалiв, якi не обмеженi знизу на нескiнченностi, проте мають зв’язанi

стани.

Для f̃ = 0 приклад спрощується до гамiльтонiану iзотропного гар-

монiчного осцилятора. Тодi, в дiракiвськiй нотацiї бра та кет векторiв,

ψ0 = |0, 0〉 є власною функцiєю, якiй вiдповiдає основний стан; а хви-

льова функцiя ψ1 = 1√
2(|2, 0〉 − |0, 2〉) вiдповiдає другому збудженому

рiвневi.

Зауважимо, що ψ0 вiдповiдає основному стану, якщо f̃ несинґу-

лярна функцiя. Для синґулярної функцiї f̃ хвильова функцiя ψ0 може

описувати збуджений стан. Наприклад, якщо покласти f̃ = − ln(xy).

Тодi,

ψ0(x, y) = c0xye−
ε
4 (x2+y2)

вiдповiдає другому збудженому становi.

Приклад 2. Цей приклад iлюструє випадок 2. Вибираємо

φi = xi, φ =
n∏

i=1
xi.

Використовуючи вираз (3.21) отримуємо

F =
n∑

i=1

(
2

n
ε + λi

)
x2

i

4
+ f̃(x2

1 − x2
2, x

2
1 − x2

3, . . .);

пам’ятаємо, що ∑
λi = 0.

Розглянемо спецiальний тривимiрний випадок з λ1 = λ2 = λ3 = 0

i f̃ = α(2x2 − y2 − z2)2. Тодi

V =


 ε2

18
− 16α


 x2 +


 ε2

18
− 4α


 (y2 + z2)+

+4α(2x2 − y2 − z2)2
(
2α(4x2 + y2 + z2) +

ε

3

)
− 1

2
ε,
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ψ0 = c0e
−εx2+y2+z2

6 −α(2x2−y2−z2)2,

ψ1 = c1xyze−εx2+y2+z2

6 −α(2x2−y2−z2)2,

де c0 та c1 — сталi нормування.

Для α = 0 маємо випадок гармонiчного осцилятора. Тодi, ψ0 =

|0, 0, 0〉 є хвильовою функцiєю основного стану, а ψ1 = |1, 1, 1〉 вiдпо-
вiдає третьому збудженому рiвневi. Для α 6= 0 ми отримаємо нетривi-

альний тримiрний квазi-точно розв’язуваний потенцiал, змiннi якого

не можуть бути роздiленими.

Варто однак вiдмiтити, що питання про роздiлення змiнних в ба-

гатовимiрному рiвняннi Шрьодiнґера є цiкавою та складною задачею.

Здається, що повнiстю вона розв’язана тiльки для вiльної частинки

(бiльш докладну iнформацiю можна отримати в працях [118,119]).

3.3 Нестацiонарне рiвняння Шрьодiнґера з одним

вiдомим розв’язком

1D нестацiонарне рiвняння Шрьодiнґера записується так:

i
∂

∂t
ψ = Hψ = − ∂2

∂x2ψ + V (x, t)ψ. (3.23)

Тут i надалi ми вимагатимемо, що хвильова функцiї ψ(x, t) належить

до простору де гамiльтонiан H дiє як ермiтовий оператор, i що ψ(x, t)

нормована на одиницю.

Рiвняння (3.23) неможливо розв’язати для загального вигляду по-

тенцiалу V (x, t). Проте можна сконструювати такий потенцiал, що для

вiдповiдного рiвняння Шрьодiнґера є вiдомими або всi розв’язки, або

тiльки їх частина.
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Ми хотiли би видiлити три широко вiдомих пiдходи до проблеми

конструювання розв’язуваних потенцiалiв. Перший був розроблений

Люїсом та Рiзенфельдом [120] i може бути застосований до кiлькох

класiв квантових систем (наприклад: гармонiчного осцилятора, гар-

монiчний плюс обернено гармонiчний осцилятор [121], лiнiйний по-

тенцiал [122] i т.д.). Замiсть прямого розв’язування рiвняння (3.23),

шукається так званий iнварiант i з допомогою його власних функцiй

будується загальний розв’язок.

Другий пiдхiд грунтується на перетвореннi Дарбу [47,48]. В цьому

випадку до стацiонарного чи нестацiонарного рiвняння Шрьодiнґера з

вiдомими розв’язками застосовується перетворення Дарбу, щоб отри-

мати нестацiонарне рiвняння Шрьодiнґера з вiдомими розв’язками.

Третiй пiдхiд грунтується на точкових перетвореннях [49, 50]. В

цьому випадку вибираються новi координати таким чином, що но-

ве рiвняння типу (3.23) отримується зi старого, для якого вiдомi де-

якi (або навiть всi) розв’язки. Iснують простi спiввiдношення мiж по-

тенцiалами цих рiвнянь. Цi спiввiдношення дають можливiсть знайти

розв’язки нового рiвняння, знаючи розв’язки старого.

В цьому роздiлi ми використаємо iнверсний метод [52], щоб побу-

дувати рiвняння типу (3.23) з одним вiдомим розв’язком. Реалiзацiя

доволi проста: будуємо таку нормовану хвильову функцiю, що вiдпо-

вiдний потенцiал дiйсний.

3.3.1 Побудова нестацiонарного рiвнянняШрьодiнґера з одним

вiдомим розв’язком

Роблячи наступний анзац ψ(x, t) = e−f(x,t)−ig(x,t) в рiвняння (3.23),
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отримаємо

V = gt + f 2
x − g2

x − fxx + i(2fxgx − ft − gxx), (3.24)

де f та g є дiйсними функцiями; функцiя f забезпечує квадратичну

iнтегровнiсть хвильової функцiї ψ; нижнi iндекси t та x позначають

частковi похiднi по t та x вiдповiдно.

Вимагаючи дiйсностi потенцiалу ми отримаємо таку умову

ft + gxx = 2fxgx. (3.25)

При її виконаннi потенцiал спрощується до

V (x, t) = gt + f 2
x − g2

x − fxx. (3.26)

Для заданої функцiї f легко можна розв’язати рiвняння (3.25) i

знайти функцiю g. Розв’язок записується

g(x, t) = c1(t)
x∫

−∞
e2f(y,t)dy +

1

2

x∫

−∞
e2f(y,t) ∂

∂t

y∫

−∞
e−2f(z,t)dzdy + c2(t),

(3.27)

де c1(t) та c2(t) — довiльнi дiйснi функцiї вiд t (вони є сталими iнте-

грування по x).

Коротко проаналiзуємо два спецiальнi випадки, коли або потенцi-

ал, або густина частинки не залежить вiд часу.

Випадок 1.

Потенцiал є функцiєю тiльки вiд x: V (x, t) = V (x). Добре вiдомо,

що для часовонезалежних потенцiалiв загальний розв’язок рiвняння

(3.23) може бути записаний так [67]:

ψ(x, t) =
∑
α

Cαe−iEαtφα(x), (3.28)

де φα(x) та Eα — власнi функцiї та вiдповiднi власнi значення опера-

тора H.
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Випадок 2.

Розглянемо f(x, t) = f(x). Це вiдповiдає тому, що густина частин-

ки ρ(x, t) = |ψ(x, t)|2 = e−2f не залежить вiд часу. Розв’язок (3.27)

може бути спрощений до

g(x, t) = c1(t)
x∫

−∞
e2f(y)dy + c2(t). (3.29)

Нам слiд визначити, чи наш вибiр функцiй f та g веде до такої

хвильової функцiї ψ, яка належить до простору, де гамiльтонiан систе-

ми є ермiтовим оператором. Оператор H мiстить доданок p2, тому для

довiльної фiзично прийнятної хвильової функцiї ψ мусить iснувати се-

реднє значення кiнетичної енерґiї 〈p2〉 i так як 〈p2〉 ≥ 〈p〉2 то iнтеграл

〈p〉 мусить iснувати також. Щоб визначити чи цей iнтеграл iснує, ми

оцiнюємо пiдiнтегральний вираз: −iψ∗(x, t) ∂
∂xψ(x, t) на нескiнченостi.

−iψ∗(x, t)
∂

∂x
ψ(x, t) = ifx(x)e−2f − c1(t)−−−−−−→x → ±∞− c1(t). (3.30)

Надалi ми припускаємо, що функцiя f(x) не осцилює дуже швидко i

прямує до плюс нескiнченостi, якщо x прямує до нескiнченостi (ця умо-

ва випливає з потреби квадратичної iнтегрованостi хвильової функцiї).

Отже, ми можемо знехтувати доданком ifx(x)e−2f . Якщо c1(t) 6= 0 то-

дi 〈p〉 розбiгається (пiдiнтегральний вираз на нескiнченостi вiдмiнний

вiд нуля), а ψ(x, t) не належить до простору, де гамiльтонiан H є ер-

мiтовим оператором.

Слiд вiдмiтити, що отриманий результат еквiвалентний до двох

вимог: хвильова функцiя ψ квадратично iнтегрована i те, що вона не

осцилює занадто швидко (тобто, f є гладкою, а модуль g не стає не-

скiнченно великим) зi змiною просторової координати.

Отже, єдиним задовiльним розв’язком (3.29) рiвняння (3.25) є

розв’язок з c1(t) = 0 i g(x, t) = c2(t), а потенцiал має таку форму

V (x, t) = c2t(t) + f 2
x(x)− fxx(x). (3.31)
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Розв’язок ψ(x, t) має вигляд

ψ(x, t) = e−f(x)−ic2(t). (3.32)

Цi формули вiдповiдають випадку координатно-незалежного зсуву по-

тенцiалу (на доданок c2t(t)) i такого самого зсуву власного значення;

функцiя (3.32) є власною функцiєю гамiльтонiана H, якщо розглядати

час як параметр t.

Загальний випадок

Використовуючи рiвняння (3.27), ми ще раз оцiнюємо на нескiн-

ченностi вираз −iψ∗(x, t) ∂
∂xψ(x, t).

−iψ∗(x, t)
∂

∂x
ψ(x, t) = ifx(x)e−2f(x,t)−c1(t)−1

2

∂

∂t

∫ x

−∞ e−2f(y,t)dy. (3.33)

Для x → ±∞ перший доданок стає зникаюче малим. Тому при x →
−∞ вираз (3.33) прямує до −c1(t) i повторюючи аналiз попередньо-

го випадку, ми змушенi покласти c1(t) = 0. При x → ∞ вираз (3.33)

прямує до −1
2

∂
∂t

∫ x
−∞ e−2f(y,t)dy, який так само має бути нулем. Отже,

ми повиннi вибрати функцiю f таким чином, що
∫∞
−∞ e−2f(y,t)dy є не-

залежною вiд часу константою (природнiм вибором такої константи

є одиниця). Щоб виконати вимогу про часову незалежнiсть iнтегралу

ми перепишемо f у такому виглядi

f(x, t) = f̃(x, t) +
1

2
ln F (t),

F (t) =
∞∫

−∞
e−2f̃(x,t)dx,

де f̃(x, t) є довiльною функцiєю, для якої iнтеграл F (t) збiгається.

Для такого вибору функцiї f(x, t) хвильова функцiя ψ(x, t) є нор-

мована на одиницю. Фiксуючи f(x, t), можна обчислити g(x, t), вико-

ристовуючи рiвняння (3.27) i кладучи c1(t) ≡ 0, а далi обчислюємо

потенцiал V (x, t), використовуючи рiвняння (3.26).
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Цiкаво обговорити кiлькiсть вiдомих розв’язкiв для побудованого

таким чином нестацiонарного рiвняння Шрьодiнґера. Для стацiонар-

ного рiвняння кожен наступний розв’язок є дiйсний i потребує однiєї

додаткової умови (кожний розв’язок веде до того самого потенцiалу).

Тому для стацiонарного випадку просто побудувати рiвняння Шрьодi-

нґера з двома [53,56] чи навiть трьома вiдомими рiвнями [57]. I навпа-

ки, в нашому випадку кожен розв’язок є комплексний i потребує двох

додаткових умов. Це є причиною, чому вдалося побудувати рiвняння

тiльки з одним вiдомим розв’язком.

3.3.2 Приклади часово-залежних потенцiалiв з одним вiдо-

мим розв’язком

Ми можемо легко знайти вираз для функцiї g(x, t), якщо f̃ можна

записати у такiй формi

f̃(x, t) = f̃(a(t)x + b(t)). (3.34)

Щоб забезпечити нормування хвильової функцiї ψ ми вимагаємо, щоб

коефiцiєнт a(t) не змiнював знак. Тодi, пiсля простих, але марудних

перетворень, вираз (3.27) спрощується до

g(x, t) =
a′(t)
4a(t)

x2 +
b′(t)
2a(t)

x + c(t).

Зауважимо, що у випадку (3.34) вiдповiдний гамiльтонiан H може

бути перетворений з допомогою точкового перетворення до часово-

незалежного гамiльтонiана Шрьодiнґера [123]: якщо ми введемо новi

координати i новий час

x̄ = a(t)x + b(t), t̄ =
∫ t

a(s)2ds, (3.35)
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тодi iз рiвняння Шрьодiнґера зi старими змiнними можна знайти нове

з новим потенцiалом

V̄ (x̄) =
1

a2V (x, t)+
x2

4a2


2

a′2

a
− a′′


−x


 b′′

2a3 − b′a′

+

b′2

4a4 +
c′

a2 , (3.36)

котрому буде задовольняти новий розв’язок

ψ̄(x̄, t̄) = e
i
4

(
a′
a x2+2 b′

a x+4c
)
ψ(x, t). (3.37)

А саме хвильове рiвняння Шрьодiнґера буде часово незалежним рiв-

нянням (потенцiал (3.36) не залежить вiд нового часу t̄).

Приклади 1 та 2 iлюструють цей випадок. В третьому прикла-

дi вигляд f̃ не зводиться до (3.34), а сам приклад є бiльш технiчно

складним.

Приклад 1

Виберемо f̃ у такiй формi

f̃ = (1 + t2)x2,

тодi

f = f̃ +
1

4
ln


 π

2(1 + t2)


 ,

g =
1

4

x2t

1 + t2

V (x, t) =


 1− 3t2

4(1 + t2)2 + 4(1 + t2)2


 x2 − 2(1 + t2). (3.38)

У формулi для потенцiалу вираз в квадратних дужках є завжди

додатнiм. Вiдповiдна хвильова функцiя записується так

ψ(x, t) =


2(1 + t2)

π




1
4

e−(1+t2)x2− i
4

x2t
1+t2 . (3.39)

Чим бiльшим стає значення |t| тим бiльше зростає густина частинки в

околi початку координат.
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Середнє значення гамiльтонiану може бути обчислене i становить

〈E〉 =

〈
i
∂

∂t

〉
=

1

16

1− t2

(1 + t2)3 .

Приклад 2

Виберемо f̃ у такiй формi

f̃ = x(1 + a sin ωt) + e−2x(1+a sin ωt),

де |a| < 1. Тодi

f = f̃ − 1

2
ln 4 (1 + a sin ωt) ,

g =
1

4

x2aω cos ωt

1 + a sin ωt
,

V (x, t) = −

 aω2 sin ωt

1 + a sin ωt
+ 2

a2ω2 cos2 ωt

(1 + a sin ωt)2


 x2

4
−

4(1 + a sin ωt)2e−2x(1+a sin ωt) + (1 + a sin ωt)2
(
1− 2e−2x(1+a sin ωt)

)2
.(3.40)

Цей коливний потенцiал може описувати поведiнку частинки в

одновимiрнiй пастцi Пауля [124]. Звернемо увагу, що iснують такi мо-

менти часу, коли потенцiальна енерґiя прямує до −∞, якщо значення

координати буде прямувати до ∞. Вигляд потенцiалу зображений на

рисунку 3.1.

Пронормована хвильова функцiя, використовуючи вирази для f

та g, запишеться так

ψ(x, t) =
√

4(1 + a sin ωt)e−x(1+a sin ωt)−e−2x(1+a sin ωt)− i
4

x2aω cos ωt
1+a sin ωt . (3.41)

Функцiя (3.41) є 2π
ω перiодичною по часi i є квадратично iнтегрованою

для довiльного значення ω.

Середнє значення енерґiї для цiєї системи становить

〈E〉 =

〈
i
∂

∂t

〉
= − aω2

(1 + a sin ωt)4 (a + sin ωt)
∫ ∞
−∞ x2e−2x−2e−2x

dx.
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Рис. 3.1: Потенцiал (3.40) для a = 1
20
, ω = 40

Цей iнтеграл рiвний (π2/6+(γ+ln 2)2)/16 ≈ 0.20367, де γ — стала

Ейлера.

Цiкаво порахувати усереднене по часу значення потенцiалу (3.40)

в границi a → 0, ω = 2
a .

〈V (x, t)〉t =
ω

2π

∫ 2π
ω

0
V (x, t)dt = −x2

2
− 4e−2x +

(
1− 2e−2x

)2
. (3.42)

Усереднене значення потенцiалу (3.40) зображене на рисунку 3.2.

Спостерiгаємо цiкаве явище: для усередненого потенцiалу немає

зв’язаних станiв, проте малi одначе швидкi осциляцiї потенцiалу ув’я-

знюють частинку. Як ми згадували вище подiбнi системи є вiдомi як

пастки Пауля. Проте математика, шо описує пастки Пауля, доволi гро-

мiздка та складна, а з iншого боку iснує простий пiдхiд, вiдомий як

квантовий ефект Капiци [125]. Зараз ми порiвняємо наш точний ре-
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Рис. 3.2: Усереднений потенцiал (3.42) — хрестики, ефективний потенцiал (3.44)

— суцiльна лiнiя.

зультат з наближеним, що випливає з теорiї квантового ефекту Капi-

ци.

Вiдповiдно до статтi [125], якщо потенцiал V мiстить швидко осци-

люючий доданок U , тодi просторовi властивостi густини частинки опи-

суються часово незлежним рiвнянням Шрьодiнґера з ефективним по-

тенцiалом

Veff(x) = 〈V 〉t +
f 2

1 (x) + f 2
2 (x)

2Ω2 , (3.43)

де Ω — частота швидких коливань, а ∂
∂xU = f1 cos Ωt + f2 sin Ωt. Для

потенцiалу (3.40) ∂
∂xU = xω sin ωt. Тому,

Veff(x) = −4e−2x +
(
1− 2e−2x

)2
. (3.44)

Ефективний потенцiал (3.44) зображений на рисунку 3.2. Цей потенцi-

ал добре вивчений, називається потенцiалом Морзе i є точно розв’язу-

ваним [7]. На противагу до усередненого потенцiалу, ефективний по-

тенцiал (3.44) має одну власну функцiю

ψ(x) = 2e−x−e−2x

(3.45)
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з власним значенням, яке рiвне 0. Цiкаво вiдмiтити, що точкове пере-

творення (3.35) веде до того самого потенцiалу (3.44) i до тiєї самої

власної функцiї (3.45), що й наближена теорiя квантового ефекту Ка-

пiци. Тому квантове наближення Капiци [125] є достатньо добре для

потенцiалу (3.40).

Приклад 3

В попереднiх прикладах функцiя f̃ мала форму (3.34). В цьому

прикладi ми виберемо f̃ у бiльш складнiй формi.

f̃ =
1 + t2

2
sh2x− 1

2
ln chx,

тодi

f =
1

4
ln

π

1 + t2
+ f̃ ,

g =
t ln chx

2(1 + t2)
.

Як результат ми отримаємо такi вирази для потенцiальної енерґiї та

вiдповiдної хвильової функцiї

V (x, t) =
(1− t2) ln chx

2(1 + t2)2 − t2th2x

4(1 + t2)2 +

+


(1 + t2)sh2x− thx

2




2

− (1 + t2)ch2x +
1

2ch2x
,

ψ(x, t) =
4

√√√√1 + t2

π
ch2xe

− 1+t2

2 sh2
x− it

2(1+t2)
lnchx

.

Якщо, як i в першому прикладi, |t| зростає, то потенцiальна яма зву-

жується, i вiдповiдно, густина частинки зростає в околi початку коор-

динат.

На противагу до попереднiх прикладiв це рiвняння не зводиться за

допомогою точкового перетворення (3.35) до часово-незалежної фор-

ми.
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3.4 Висновки до третього роздiлу

Задача про побудову багатовимiрного квазi-точно розв’язуваного

потенцiалу з двома вiдомими рiвнями зведено до розв’язування рiвня-

ння

2(∇F, ∇φ) = ∆φ + 2εφ.

Яке є неоднорiдним лiнiйним рiвнянням першого порядку в частко-

вих похiдних вiдносно невiдомої функцiї F , функцiя φ вiдiграє роль

генеруючої функцiї.

Було розв’язано це рiвняння для двох часткових типiв генеруючої

функцiї φ:

φ =
n∑

i=1
φi(xi), φ =

n∏

i=1
φi(xi).

Побудованi явнi приклади, якi iлюструють даний пiдхiд.

Створено методику побудови квазi-точно розв’язуваних нестацiо-

нарних рiвнянь Шрьодiнґера з одним вiдомим розв’язком.

Побудованi явнi приклади гамiльтонiанiв з вiдповiдними хвильо-

вими функцiями. Зокрема, побудовано приклад, поведiнка частинки в

якому пiдкоряється квантовому ефекту Капiци.
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Роздiл 4

Одновимiрнi квантовi системи

у деформованому просторi

з мiнiмальною довжиною

4.1 Вступ до четвертого роздiлу

Протягом останнiх рокiв значно зросла зацiкавленiсть до вивче-

ння квантової механiки з деформованою алґеброю Гайзенберґа, яка

веде до мiнiмальної невизначеностi в координатах. Цi роботи моти-

вованi декiлькома незалежними лiнiями дослiджень в теорiї струн, в

теорiї чорних дiр та в квантовiй ґравiтацiї, якi передбачають iснуван-

ня малої скiнченої межi для можливої мiнiмальної довжини ∆X (див.

наприклад, [21,22,126], як огляд може слугувати [127]).

В цьому роздiлi ми будемо розглядати одновимiрну квантову ме-

ханiку з найпростiшою — квадратичною деформацiєю канонiчних ко-

мутацiйних спiввiдношень:

[X, P ] = ih̄(1 + βP 2), (4.1)

де βP 2 — поправка (для малих значень iмпульсу вона є невеликою, а

для великих значень — суттєво впливає на поведiнку частинки). Така

деформована алґебра була впроваджена Кемпфом, i ним же разом

зi спiвробiтниками iнтенсивно дослiджувалася [23, 24, 128–130]. Якщо

покласти β = 0, отримується канонiчна алґебра Гайзенберґа.
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Для всiх розв’язаних задач в деформованiй алґебрi при обчислен-

нi границi β → 0 результати переходять в уже вiдомi результати кван-

тової механiки для недеформованого випадку. Розумно припустити,

що вiдповiднiсть результатiв при граничному переходi вiд деформова-

ної до недеформованої алґебри Гайзенберґа буде виконуватися i для

iнших задач, якi ще не є розв’язаними, або щодо розв’язку яких вини-

кають сумнiви. Сформований таким чином принцип вiдповiдностi —

аналог принципу вiдповiдностi квантової та класичної механiки, буде

слугувати нам одним з методiв верифiкацiї отриманих результатiв для

деформованої алґебри.

Якщо β > 0, то така деформацiя спричиняє iснування мiнiмаль-

ної довжини ∆X ≥ ∆Xmin = h̄
√

β [24], тобто, принципово не iснує

можливостi вимiряти координату X з точнiстю кращою нiж ∆Xmin.

Вiдмiтимо, що деформоване комутацiйне спiввiдношення (4.1) призво-

дить до такої ж нерiвностi Гайзенберґа, яка була запропонована у тео-

рiї струн [21], в теорiї чорних дiр [22], i т. п. Бачимо, iснують пiдстави

ототожнити оператори, що вiдповiдають фiзичним величинам коорди-

нати та iмпульсу з операторами X та P , якi задовольняють дефор-

мованому комутацiйному спiввiдношенню (4.1). Тому, в цьому роздiлi

будемо вимагати, щоб оператори X та P , котрi задовольняють (4.1),

як i гамiльтонiани, що описують еволюцiю систем, були ермiтовими

операторами.

Як бачимо, незначна модифiкацiя канонiчних комутацiйних спiв-

вiдношень може спричинити значнi ефекти. В цьому роздiлi ми та-

кож дослiдимо iншi можливi деформацiї канонiчного комутацiйного

спiввiдношення. Зокрема такi, якi приводять до iснування верхнього

обмеження на значення кiнетичної енерґiї частинки.

Iснування мiнiмальної довжини може мати цiкавi наслiдки для
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реґуляризацiї розбiжностей у квантовiй механiцi. При наявностi таких

деформацiй не можна локалiзувати частинку в як завгодно малому

об’ємi (в [130] було показано, що не iснує зв’язаних станiв для частин-

ки у достатньо вузькiй нескiнченно високiй потенцiальнiй ямi). Було

показано, що така деформацiя спричиняє ефективне зменшення густи-

ни високоенерґетичних станiв [131,132]. На прикладi ефекту Казимира

було показано, що у квантовiй електродинамiцi зникають розбiжностi

пов’язанi з нескiнченною енерґiєю фотонного вакууму [133,134].

З iншого боку використання деформованого комутацiйного спiв-

вiдношення (4.1) значно ускладнює точне розв’язання квантовомеханi-

чних задач. Наскiльки ми знаємо, тiльки для кiлькох задач розв’язки

були знайденi точно. Це є одновимiрний гармонiчний осцилятор [24],

D-вимiрний iзотропний гармонiчний осцилятор [135], тривимiрний ре-

лятивiстський осцилятор Дiрака [136]. Вiдмiтимо, що для одновимiр-

ного гармонiчного осцилятора спектр був знайдений точно [43,44] для

бiльш загального вигляду деформацiї, яка веде до iснування як мiнi-

мальної невизначеностi координати, так i мiнiмальної невизначеностi

iмпульсу.

Постає проблема з одного боку дослiдження простих квантово-

механiчних систем, для яких вiдомий точний спектр i для яких мо-

жна проаналiзувати вплив наявностi деформацiй на поведiнку систе-

ми. Особливо цiкаво дослiдити вплив наявностi деформацiй на системи

з синґулярностями. З цiєї точки зору важливо дослiдити одновимiрну

кулонiвську задачу. Вiдмiтимо, що одновимiрнi синґулярнi системи у

деформованому просторi розглядалися у [137], але ця робота мiстить

ряд неточностей, котрi будуть проаналiзованi нижче.

Труднощi зi знаходження точних розв’язкiв квантових задач при-

звело до розвитку теорiй збурень [128,138–140] та чисельних розрахун-



73

кiв [140] при наявностi деформацiї. Точнi вирази для спектру однови-

мiрного кулонiвського потенцiалу були знайденi в нашiй недавнiй пра-

цi [29]. В цiй же працi ми отримали той самий спектр з допомогою

правила квантування Бора-Зомерфельда. В нiй використання цього

правила було iнтуїтивне, але спiвпадiння його передбачень з точни-

ми результатами стимулювала нас до подальших дослiджень. В цьому

роздiлi дисертацiї ми його строго виведемо, проаналiзуємо умови його

застосовностi та перевiримо на кiлькох прикладах.

Отже, у цьому роздiлi ми дослiдимо деякi властивостi деформо-

ваних комутацiйних спiввiдношень, точно розв’яжемо одновимiрний

кулонiвський потенцiал, а також розробимо наближений метод зна-

ходження спектрiв у деформованому просторi: квазi-класичне набли-

ження та аналог правила квантування Бора-Зомерфельда. Результати

цього роздiлу грунтуються на працях [29,30], а також були апробованi

на конференцiях [31,34].

4.2 Комутацiйнi спiввiдношення з мiнiмальною дов-

жиною

Добре вiдомо [67], що для довiльних ермiтових операторiв A та B

можна записати нерiвнiсть Гайзенберґа:

∆A∆B ≥ 1

2
|〈C〉|, (4.2)

де C = i[A,B] — теж ермiтовий оператор, а

∆A =
√
〈(A− 〈A〉)2〉, ∆B =

√
〈(B − 〈B〉)2〉.

Оператори, котрi вiдповiдають фiзичним величинам, зазвичай не є

обмеженими. Тому треба говорити про областi визначення операторiв
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A, B, A2, B2 та C. Для нашого подальшого аналiзу достатньо твер-

дження, що нерiвнiсть (4.2) виконується для всiх станiв, для котрих

визначенi середнi значення операторiв A2, B2, C.

Для комутацiйного спiввiдношення (4.1) нерiвнiсть Гайзенберґа

(4.2) запишеться таким чином

∆X∆P ≥ h̄

2
(1 + β〈P 2〉) ≥ h̄

2
(1 + β∆P 2) (4.3)

або

∆X ≥ h̄

2

(
1

∆P
+ β∆P

)
. (4.4)

Власне таку форму (4.4) має невизначенiсть координати, що з’являє-

ться у фiзицi високих енерґiй [126,127].

Зважаючи на те, що ∆P , β — додатнi величини, тому ∆X як

функцiя вiд ∆P має мiнiмум при ∆P = 1/
√

β, котрий становить

∆Xmin = h̄
√

β.

Ненульова мiнiмальна невизначенiсть у координатi має один ва-

жливий математичний наслiдок: не iснує фiзично прийнятних власних

функцiй оператора X. Дiйсно, припустимо, що iснує така нормована

функцiя ψ, що

Xψx = xψx, (4.5)

тодi для власної функцiї ψx невизначенiсть ∆X = 0. Це означає, що

порушується нерiвнiсть (4.3). Це в свою чергу означає, що не визначене

або середнє значення оператора X2, або середнє значення оператора

P 2. Але середнє значення X2 визначене i рiвне x2. Отже, не визначене

середнє значення оператора P 2. Це означає, що для власних функцiй

оператора X не є визначеним оператор кiнетичної енерґiї P 2/2m. Тоб-

то, гамiльтонiан, котрий мiстить кiнетичну енерґiю у формi P 2/2m,

не є ермiтовим оператором на множинi власних функцiй оператора X.
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В цьому сенсi власнi функцiї оператора X є фiзично неприйнятними

або просто нефiзичними (це питання детально дослiджувалося у [24]).

Нижче ми випишемо формальнi власнi функцiї оператора X [24] i по-

кажемо, що для них середнє значення кiнетичної енерґiї дiйсно розбi-

гається.

∆

∆X

P

∆Xmin

Рис. 4.1: На осях невизначеностi iмпульсу та координати. Крива позначає неви-

значеностi де нерiвнiсть (4.3) перетворюється в рiвнiсть, вiдповiдає так званим ко-

герентним станам. Область мiж кривою та координатними осями — заборонений

регiон: для таких значень невизначеностей кiнетична енерґiя нескiнченно велика.

Над кривою — дозволений регiон. Графiк взято зi статтi [24].

На рисунку 4.1 зображено областi допустимих та недопустимих

значень невизначеностей координати та iмпульсу. Вiдмiтимо, що в до-

зволенiй областi можна знайти стани, для яких невизначенiсть опе-

ратора iмпульсу як завгодно мала: це дозволяє говорити про iснува-

ння “гарних” власних функцiй оператора P i розв’язувати квантово-
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механiчнi задачi в iмпульсному представленнi. Для оператора коорди-

нати невизначенiсть спочатку зменшується при одночасному зростаннi

невизначеностi iмпульсу, а потiм при досягненнi мiнiмального значен-

ня ∆Xmin починає зростати, нiколи не прямуючи до нуля.

4.2.1 Iмпульсне та квазi-координатне представлення для де-

формованого простору з мiнiмальною довжиною

Для комутацiйного спiввiдношення (4.1) легко знайти такий ви-

гляд операторiв P та X, якi йому задовольняють. Можна говорити про

iмпульсне та так зване квазi-координатне представлення. В iмпульсно-

му представленнi оператори iмпульсу та координати виражаються так

P = p, X = ih̄(1 + βp2)
d

dp
. (4.6)

Бачимо, що оператор координати не є симетричним вiдносно операцiй

множення на p та диференцiювання по p, i як наслiдок не є ермiтовим

по вiдношенню до звичайного скалярного добутку. Щоб оператор ко-

ординати X, визначений таким чином, був ермiтовим, перевизначають

скалярний добуток наступним чином [24]:

〈φ|ψ〉 =
∞∫

−∞

φ∗(p)ψ(p)

1 + βp2 dp. (4.7)

В P представленнi оператор легко знайти власнi функцiї ψx опе-

ратора X , якi задовольняють рiвняння (4.5), i вони такi [24]:

ψx(p) =

√√√√
√

β

π
e
−i x

h̄
√

β
arctg√βp

. (4.8)

Функцiї ψx є нормованими на одиницю
∞∫

−∞

ψ∗x(p)ψx(p)

1 + βp2 dp =

√
β

π

∞∫

−∞

dp

1 + βp2 = 1,
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але для цих функцiй середнє значення кiнетичної енерґiї не визначене:
〈
ψx

∣∣∣∣∣∣
p2

2m

∣∣∣∣∣∣ ψx

〉
=

√
β

2mπ

∞∫

−∞

p2dp

1 + βp2 = ∞.

Це явно пiдтверджує нашi попереднi елементарнi мiркування, викла-

денi на сторiнцi 74, чому власнi функцiї оператора координати нефi-

зичнi.

Не зважаючи на те, що оператор X не має власних значень, можна

розв’язувати квантовомеханiчнi задачi у так званому квазi-координат-

ному представленнi. В цьому представленнi

X = x, P =
1√
β
tg

(√
βp

)
=

1√
β
tg

(
−ih̄

√
β

d

dx

)
. (4.9)

В цьому представленнi оператори X та P також задовольняють кому-

тацiйне спiввiдношення (4.1). Оператор X зводиться до домноження

на змiнну x — має простiший вигляд нiж в iмпульсному представлен-

нi (4.6). Проте це представлення є суто формальним: в ньому можна

розв’язувати диференцiальнi рiвняння, якi вiдповiдають рiвнянням на

власнi значення, але тяжко знайти коректнi умови квантування. “Вла-

снi значення” x оператора X не мають фiзичного сенсу i вiдповiдно

неможливо формулювати умови квантування у квазi-координатному

представленнi.

4.2.2 Деформацiї, що ведуть до верхньої межi кiнетичної

енерґiї

Деформоване комутацiйне спiввiдношення (4.1) допускає подаль-

ше узагальнення

[X, P ] = ih̄f(X,P ), (4.10)

тут f(X,P ) — деяка функцiя вiд операторiв, котра в загальному ви-

падку вiдмiнна вiд 1. В лiтературi були запропонованi такi вигляди
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деформацiйних функцiй f(X, P ): 1 + βP 2 [24], 1 + αX2 + βP 2 [23],

1 + β1P
2 + β2P

4 + . . . [131], e−βP 2 [141]. Всi з них крiм третьої були

докладно проаналiзованi у вiдповiдних статтях.

Розглянемо таку деформацiю канонiчного комутацiйного спiввiд-

ношення

[X, P ] = ih̄(1 + αX4 + βP 2), (4.11)

де αX4 + βP 2 — деформацiя. Використовуючи узагальнене спiввiдно-

шення невизначеностей Гайзенберґа (4.2) з комутатора (4.11) випливає

∆X∆P ≥ h̄

2
〈1 + αX4 + βP 2〉 ≥ h̄

2
(1 + α∆X4 + β∆P 2), (4.12)

Ми скористались тим, що для довiльного оператора A, на множинi

де визначенi вiдповiднi середнi, виконуються нерiвностi 〈A4〉 ≥ 〈A2〉2,
〈A2〉 ≥ ∆A2. Далi з нерiвностi (4.12) випливають такi нерiвностi

∆P ≥ h̄

2


 1

∆X
+ α∆X3 + β

∆P 2

∆X


 ≥ αh̄

2
∆X3 : ∆P ≥ αh̄

2
∆X3,

∆X ≥ h̄

2


 1

∆P
+ α

∆X4

∆P
+ β∆P


 ≥ βh̄

2
∆P : ∆X ≥ βh̄

2
∆P.

Комбiнуючи двi останнi нерiвностi, отримуємо:

∆X ≥ αβh̄2

4
∆X3.

Звiдки отримуємо верхню межу для невизначеностi значення операто-

ра координати

∆X ≤ 2√
αβh̄

. (4.13)

Також з нерiвностi (4.12) випливає

∆X ≥ h̄

(
1

∆P
+ β∆P

)
. (4.14)

Розглядаючи вираз в дужках як функцiю вiд ∆P i мiнiмiзуючи його

значення ми отримаємо

∆X ≥ h̄
√

β. (4.15)



79

Аналогiчно до щойно розглянутого випадку, для невизначеностi

iмпульсу отримаємо

4

h̄2√αβ3
≥ ∆P ≥ h̄

2

3
(3α)

1
4 . (4.16)

З iншого боку, враховуючи
√
〈X2〉

√
〈P 2〉 ≥ ∆X∆P , нерiвнiсть

(4.12) можна переписати так
√
〈X2〉

√
〈P 2〉 ≥ h̄

2
〈1 + αX4 + βP 2〉 ≥ h̄

2

(
1 + α〈X2〉2 + β〈P 2〉) . (4.17)

Звiдки, дiючи подiбним чином, отримаємо подвiйнi нерiвностi для се-

реднiх значень квадратiв iмпульсу та координати:

4

αβh̄2 ≥ 〈X2〉 ≥ h̄2β, (4.18)

16

h̄4αβ3
≥ 〈P 2〉 ≥ h̄24

9
(3α)

1
2 . (4.19)

Деформоване комутацiйне спiввiдношення (4.11) має два очеви-

дних наслiдки: з нерiвностей (4.15), (4.16) випливає, що оператори iм-

пульсу та координати не мають власних значень. Це в свою чергу тягне

висновок про неможливiсть побудови координатного чи iмпульсного

представлення. У цьому випадку потрiбно працювати в узагальненому

представленнi Фока або в еквiвалентному вiдповiдному представленнi

Берґмана [23].

Другий, цiкавий з космологiчної точки зору, наслiдок про обмеже-

ння середнього значення квадратiв координати та iмпульсу частинки.

Що можна iнтерпретувати як iснування верхньої межi розмiрiв Все-

свiту, та як iснування верхньої межi для кiнетичної енерґiї. Бачимо,

що накладання обмежень на мiкрорiвнi комутацiйних спiввiдношень

може мати прямi наслiдки в космiчних масштабах. Цiкаво, що були

працi [142], в котрих дослiджувався вплив комутацiйних спiввiдношень

(4.1) на рух космiчних тiл.
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З iншого боку алґебра (4.11) має ряд недолiкiв. Отже, незрозумiло

як iнтерпретувати стани, для котрих не виконуються нерiвностi (4.12).

Для алґебри (4.1) невиконання цих нерiвностей означало розбiжнiсть

середнього значення кiнетичної енерґiї — що має пряму фiзичну iн-

терпретацiю. В нашому випадку крiм розбiжностi кiнетичної енерґiї

можлива, ще й розбiжнiсть 〈X4〉. Ця величина не має прямого фiзи-

чного сенсу: з її розбiжностi ми не можемо вiдкинути вiдповiднi стани

як нефiзичнi. Для прикладу наведемо [137] де стверджувалося, що де-

формована алґебра [X,P ] = ieβP 2, подiбна до алґебри Састрi [141],

веде до iснування мiнiмальної довжини. Дiйсно, формально для цiєї

алґебри з нерiвностi Гайзенберґа випливає iснування мiнiмальної дов-

жини. Для власних функцiй оператора координати розбiгалися середнi

вiд eβP 2 i нерiвнiсть втрачала сенс. Але iснували середнi вiд кiнетичної

енерґiї, що на нашу думку свiдчить про фiзичну допустимiсть власних

функцiй оператора координати. Тобто, в цьому випадку не можна го-

ворити про iснування мiнiмальної довжини.

Звичайно можлива ситуацiя коли оператори P та X — обмеженi

оператори. Але нам не вдалося знайти явне представлення, яке задо-

вольняє комутацiйне спiввiдношення (4.11) i в котрому можна ефе-

ктивно проводити обчислення: ми не змогли безпосередньо проана-

лiзувати, середнi вiд яких величин розбiгаються, в станах для яких

порушуються нерiвностi (4.18-4.19).

4.2.3 Деформована алґебра з верхньою межею кiнетичної

енерґiї з точно розв’язуваним гамiльтонiаном

Розглянемо таку деформацiю

[thαX, P ] = ih̄

(
α

ch2αX
+ βP 2 + δ

)
, (4.20)
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тут α

ch2
αX

— член, що вiдповiдає канонiчнiй алґебрi Гайзенберґа, βP 2+

δ — деформацiйна поправка. Приймемо, що для всiх станiв виконує-

ться ∆thαX ≤ 1 (коли б оператор X мав би повну систему власних

функцiй, це було б очевидним). Отже,

∆P ≥ ∆thαX∆P ≥ h̄

2

(
β∆P 2 + δ

)
. (4.21)

Звiдси
h̄δ

2
≤ ∆P ≤ 2

h̄β
, h̄

√
βδ ≤ ∆thαX ≤ α∆X. (4.22)

А для середнiх значень квадратiв операторiв виконується

h̄2δ2

4
≤ 〈P 2〉 ≤ 4

h̄2β2
, h̄2βδ ≤ α2〈X2〉. (4.23)

Дана деформацiя так само, як i попередня характеризується не-

iснуванням власних станiв операторiв координати та iмпульсу. Для

дозволених нерiвнiстю (4.21) станiв кiнетична енерґiя обмежена звер-

ху. Але на противагу до алґебри (4.11) в комутацiйне спiввiдношення

(4.20) входять або обмеженi оператори 1, thαX , 1/ch2αX, або опера-

тори, якi мають чiткий фiзичний сенс: P , P 2.

Тому ми можемо говорити, що для всiх фiзично допустимих станiв

виконуються нерiвностi (4.22), (4.23). Так, як i для алґебри (4.20) нам

не вдалося побудувати явного представлення, то ми можемо видiлити

три можливих варiанти:

1. Не iснує таких операторiв P та X , котрi задовольняють комута-

цiйне спiввiдношення (4.20).

2. Такi оператори iснують, i для всiх станiв виконуються нерiвностi

(4.22), (4.23). Оператор iмпульсу — обмежений.

3. Такi оператори iснують, для деяких станiв виконуються нерiвно-

стi (4.22), (4.23); для iнших середнє вiд P 2 розбiгається.
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Перший варiант — тривiальний. Будемо вважати, що реалiзую-

ться другий або третiй варiанти. Покажемо, як в такiй абстрактнiй ал-

ґебрi можна розв’язувати задачi на власнi значення. Подiбним чином

була розв’язана задача на знаходження спектру гармонiчного осциля-

тора в деформованому просторi з мiнiмальним значенням iмпульсу та

координати [43,44].

Задля простоти записiв покладемо h̄ = 1, 2m = 1. Введемо опера-

тори народження–знищення:

A = ξp− iηthαx, (4.24)

A+ = ξp + iηthαx. (4.25)

На основi цих операторiв побудуємо гамiльтонiани–суперпартнери

H− = A+A = ξ2p2 + η2th2αx + iξη[thαx, p] =

= (ξ2 − ξηβα)p2 − η2 + ξηα

ch2αx
+ η2 − ξηδ, (4.26)

H+ = AA+ = (ξ2 + ξηβα)p2 − η2 − ξηα

ch2αx
+ η2 + ξηδ. (4.27)

Шукаємо спектр гамiльтонiана (4.26). Цей гамiльтонiан є анало-

гом, так званого, гамiльтонiану Розена–Морзе в недеформованому ви-

падку: p2− a

ch2
x
, який є точно розв’язуваним [7]. Якщо покласти пара-

метри деформацiї β, δ рiвними нулю, то ми власне до нього i прийдемо.

Для пошуку спектру будуємо форм-iнварiантний ланцюжок:

H+(ξn−1, ηn−1) = H−(ξn, ηn) + εn, (4.28)

тут ξ0 = ξ, η0 = η.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при 1/ch2αx, при p2 та при 1 отримаємо

такi рiвняння

η2
n−1 − ξn−1ηn−1α = η2

n + ξnηnα,
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ξ2
n−1 + ξn−1ηn−1βα = ξ2

n − ξnηnβα,

εn = (η2
n−1 − η2

n) + δ(ξn−1ηn−1 + ξnηn). (4.29)

Розв’язуючи цю систему рiвнянь отримаємо чотири пари розв’яз-

кiв:

ξn = ξn−1, ηn = −ηn−1;

ξn = −ξn−1, ηn = ηn−1;

ξn =
ξn−1 + αβηn−1√

1 + α2β
, ηn =

ηn−1 − αξn−1√
1 + α2β

; (4.30)

ξn = −ξn−1 + αβηn−1√
1 + α2β

, ηn = −ηn−1 − αξn−1√
1 + α2β

.

Перша та друга пари тривiальнi (гамiльтонiани H−, H+ переходять

один в оден), а четверта приводить до тих самих результатiв, що й

третя. Надалi використовуємо розв’язок (4.30). Рекурентне спiввiдно-

шення (4.30) можна записати у зручнiй матричнiй формi (нагадаємо,

що ξ0 = ξ, η0 = η):




ξn

ηn


 =




1√
1+α2β

αβ√
1+α2β

− α√
1+α2β

1√
1+α2β




n 


ξ

η


 . (4.31)

Позначимо cos θ = 1√
1+α2β

, sin θ = α
√

β
1+α2β . Тодi, скориставшись то-

тожнiстю



cos θ
√

β sin θ

− 1√
β

sin θ cos θ




n

=




cos nθ
√

β sin nθ

− 1√
β

sin nθ cos nθ


 . (4.32)

отримаємо

ηn = η cos nθ − ξ
1√
β

sin nθ.

Розв’язком (4.29) є

εn = (η2
n−1 − η2

n)

(
1 +

δ

α

)
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звiдки одразу знаходимо енерґетичний спектр гамiльтонiану (4.26)

En = ε1 + ε2 + . . . + εn = (η2 − η2
n)

(
1 +

δ

α

)
. (4.33)

Квантове число n змiнюється вiд 0 до деякого nmax =
[
1
θarctg

η
√

β
ξ

]
,

яке знайшли як мiнiмальне цiле, для якого виконується

ηn ≤ 0.

Якщо ηn < 0 — змiниться знак для n оператора народження (4.24). У

недеформованому випадку це призводить до ненормованостi хвильової

функцiї. Якщо скористатися принципом вiдповiдностi, сформованим у

вступi до роздiлу, то в цьому мiсцi ми повиннi обiрвати спектр. Крiм

того при виконаннi цiєї умови εn ≤ 0: En як функцiя вiд n починає

зменшуватися при зростаннi квантового числа n. Така поведiнка спе-

ктру є нефiзичною. Але, зрозумiло, що певнi умови змiни квантового

числа n можна отримати тiльки маючи конкретне представлення.

На рисунку 4.2 зображенi для порiвняння спектри гамiльтонiана

H = p2 − 30

ch2x
(4.34)

в звичайному та деформованому просторах. Вiдмiтимо, що наявнiсть

деформацiї пiднiмає енерґетичнi рiвнi. Мало того найвищий рiвень у

деформованому просторi має додатне власне значення. У недеформо-

ваному просторi власнi значення гамiльтонiана з всюди вiд’ємною по-

тенцiальною енерґiєю теж вiд’ємнi.

Здiйснимо граничний перехiд δ → 0, β → 0. В цiй границi

θ = α
√

β, cos nθ = 1, sin nθ = nα
√

β,

ηn = η − nξα, En = η2 − η2
n, n = 0, 1, . . .

[
η

αξ

]
,

що спiвпадає зi спектром задачi для потенцiалу Розена–Морзе для не-

деформованого випадку, отриманого в межах недеформованої кванто-

вої механiки [7]. Це непрямо пiдтверджує отриманi нами результати.
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Рис. 4.2: Спектр гамiльтонiану (4.34) в недеформованому просторi — злiва. Спектр

цього ж гамiльтонiану в деформованому просторi (β = 0.01, δ = 0.1) — справа.

4.3 Точний розв’язок одновимiрної задачi Кулона

в деформованому просторi

У цьому пiдроздiлi ми дослiджуємо спектр такого гамiльтонiану

H = P 2 − α

X
, (4.35)

якому вiдповiдає наступне рiвняння на власнi значення

P 2ψ − α

X
ψ = Eψ, (4.36)
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тут ми поклали h̄ = 1 i 2m = 1, α — параметр зв’язку; 1/X позначає

обернений оператор до X , повне означення якого ми дамо нижче.

Недавно потенцiал − 1
X вивчався для недеформованого випадку у

працях [143, 144]. Iснує подiбний синґулярний потенцiал −α/|X|, ко-
трий був вивчений бiльш детально. Так як цi потенцiали синґуляр-

нi — iснує велика кiлькiсть пiдходiв до вибору умови квантування

(стаття [145] може розглядатися як мiнi–огляд з цiєї проблематики)

i вiдповiдно до рiзних симетричних (ермiтових) доозначень оператора

−α/|X| рiзнi спектри можуть бути отриманi [146] (автори [143, 144]

теж отримали рiзнi спектри).

Хоча, потенцiал −α/X не вивчався так iнтенсивно як потенцiал

−1/|X|, вiн має декiлька цiкавих застосувань у теоретичнiй фiзицi.

В [147] було показано, що цей потенцiал з’являється при вивченнi ма-

сових спектрiв мезонiв (кварк-антикварковi системи) в рамках теорiї

осциляторiв Дiрака. При таких високих енерґiях якраз i може проя-

витися деформацiя простору.

4.3.1 Iмпульсне представлення Кулонiвського гамiльтонiану

в деформованому просторi та його власнi функцiї

Для недеформованого випадку дiя оператора 1/X в iмпульсному

просторi може бути записана так [148]

1

X
ψ(p) = −i

p∫

−∞
ψ(q)dq. (4.37)

В деформованому випадку його дiю можна записати подiбно:

1

X
ψ(p) = −i

p∫

−∞

ψ(q)

1 + βq2dq. (4.38)

Для таких означень оператора 1/X виконуються рiвностi 1
XXψ(p) =

X 1
Xψ(p) = ψ(p), як в недеформованому так i в деформованому ви-
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падку. Але в недеформованому випадку застосування формули (4.37)

веде до iснування лишень тривiальних розв’язкiв ψ(p) = 0 [144]. За-

стосовуючи ту саму ж процедуру як в працi [144] легко показати, що

в деформованому випадку також iснують лише тривiальнi розв’язки.

Детальнiше це буде пояснено в кiнцi цього пiдроздiлу, коли будуть

отриманi явнi вирази для власних функцiй.

Щоб отримати нетривiальнi розв’язки необхiдно дещо переозна-

чити оператор 1/X. Ми змiнимо означення (4.38) таким чином

1

X
ψ(p) = −i

p∫

−∞

ψ(q)

1 + βq2dq + c, (4.39)

де c — константа. Для такого означення виконується X 1
X = 1, але

1
XX 6= 1. Значення цiєї константи буде знайдено на початку наступно-

го пiдроздiлу. Вiдмiтимо, що для недеформованого випадку наявнiсть

сталої c в iмпульсному представленнi вiдповiдає розриву першої похi-

дної власної функцiї в початку координат в координатному представ-

леннi (якщо функцiя рiвна 0 в початку координат) [144].

Розглянемо це питання бiльш докладно згiдно цiєї працi. Власнi

функцiї в координатному представленнi мають вигляд

ψn(x) = θ(x)xL1
n−1

(
x

n

)
e−x/n, n = 1, 2, . . . ,

де θ(x) — функцiя Гевiсайда, Lm
n (x) — приєднаний полiном Лагера.

Суттєво, що власнi функцiї рiвнi нулевi для вiд’ємних x. Графiк вла-

сної функцiї основного стану (n = 1) наведено на рисунку 4.3.

Перехiд вiд координатного до iмпульсного простору вiдбувається

за допомогою фур’є–перетворення. Для оператора iмпульсу − d2

dx2 вiн

здiйснюється так:

− 1√
2π

∞∫

−∞
e−ipx d2

dx2ψn(x)dx = − 1√
2π

∞∫

0

e−ipx d2

dx2ψn(x)dx =
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Рис. 4.3: Власна функцiя основного стану потенцiалу −1/X для недеформованого

випадку в координатному представленнi у вiдповiдностi до працi [144]. Перша

похiдна має розрив в початку координат.

= − 1√
2π

e−ipx d

dx
ψn(x)

∣∣∣∣∣

∞

0
− ip√

2π

∞∫

0

e−ipx d

dx
ψn(x)dx =

=
d

dx
ψn(x)

∣∣∣∣∣
x=0

+
p2
√

2π

∞∫

−∞
e−ipxψn(x)dx.

Другий член останньої рiвностi вiдповiдає домножуванню власної фун-

кцiї в iмпульсному представленнi на p2, звичайнiй дiї кiнетичної енер-

ґiї. Перший член — константа, яка виникає внаслiдок розриву першої

похiдної власної функцiї в початку координат.

Домножуючи рiвняння на власнi значення (4.36) на оператор X

злiва ми отримаємо нове рiвняння, котре не залежить вiд константи c.

XP 2ψ − αψ = EXψ. (4.40)
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В iмпульсному представленнi це рiвняння в явному виглядi виглядає

так

i(1 + βp2)
[
p2ψ′(p) + 2pψ(p)− Eψ′(p)

]− αψ(p) = 0, (4.41)

де штрих ′ позначає похiдну по змiннiй p. Це рiвняння легко iнтегрує-

ться, i

ψε(p) =
Cε

ε + p2 exp


 −iα

1− εβ


 1√

ε
arctg

p√
ε
−

√
βarctg

√
βp





 , (4.42)

де ми ввели перепозначення ε = −E; константа нормування Cε легко

обчислюється i становить

Cε =

√√√√2

π
ε

3
4

1 +
√

εβ√
1 + 2

√
εβ

.

Якщо ε ≤ 0, то iнтеграл нормування для власної функцiї (4.42) 〈ψε|ψε〉
розбiгається. Тому будемо вимагати, щоб ε > 0.

Враховуючи властивостi тригонометричних функцiй ми можемо

переписати власну функцiю наступним чином

ψε(p) =
Cε

ε + p2



√

ε + ip√
ε− ip



− α

2
√

ε(1−εβ)

1 + i

√
βp

1− i
√

βp




α
√

β

2(1−εβ)

(4.43)

В границi β → 0 ця власна функцiя є еквiвалентна до вiдповiдної

власної функцiї для недеформованого випадку з працi [148].

Функцiя (4.42) задовольняє диференцiальному рiвнянню (4.40),

але не задовольняє початковому рiвнянню (4.36), якщо оператор 1/X

визначений у формi заданiй формулою (4.38): якщо пiдставити хвильо-

ву функцiю (4.42) у рiвняння (4.36), то вiдповiдний iнтеграл береться,

але очiкуваної рiвностi не отримується. Якщо ж визначити оператор

1/X у формi (4.39), то можна знайти таку сталу c, що власна функцiя

(4.42) буде задовольняти i вихiдне рiвняння на власнi значення (4.36), i

бiльш зручне диференцiальне рiвняння (4.40). Ця стала буде знайдена

в наступному пiдроздiлi.
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Оскiльки радiальне рiвняння i одновимiрне рiвняння для куло-

нiвської задачi є однаковими, то процедура розв’язування рiвняння

на власнi значення для атома водню в тривимiрному деформованому

просторi [149] веде до правильних виразiв власних функцiй в однови-

мiрному просторi. Тому вирази для власних функцiй з працi [149], i

вирази знайденi нами (4.43) спiвпадають. В працi [149] умова кван-

тування була вибрана як умова однозначностi власної функцiї (4.43).

Стверджувалося, що ця умова еквiвалентна рiвностi α
2
√

ε(1−εβ) = n, але

вплив множника в других круглих дужках у виразi (4.43) на одно-

значнiсть був знехтуваний. В наступному пiдроздiлi ми обговоримо

коректну умову квантування.

4.3.2 Енерґетичний спектр для одновимiрної задачi Кулона

Що визначити сталу c виконаємо над рiвняння (4.41) такi пере-

творення. Пiсля дiлення його на i(1 + βp2) i наступного iнтегрування

по p ми отримаємо

p2ψ(p) + iα
p∫

−∞

ψ(q)dq

1 + βq2 − αc[ψ] = Eψ(p), (4.44)

де c[ψ] — константа iнтегрування (по вiдношенню до p), в загальному,

будучи функцiоналом власної функцiї ψ.

Останнє рiвняння (4.44) має вигляд рiвняння на власнi значення

(4.36). Порiвнюючи цi два рiвняння, ми зможемо виразити дiю опера-

тора 1/X на власну функцiю таким чином

1

X
ψ(p) = −i

p∫

−∞

ψ(q)dq

1 + βq2 + c[ψ]. (4.45)

Пiдставляючи вираз для власної функцiї (4.42) в рiвняння на власнi
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значення (4.44) ми отримаємо значення константи c:

c[ψε] =
1

α
lim

p→−∞(p2 + ε)ψε(p) =
Cε

α
exp


 iαπ

2(
√

ε +
√

βε)


 . (4.46)

Умову квантування виведемо з такого ланцюжка мiркувань. Бу-

демо вимагати, щоб гамiльтонiан (4.35) був ермiтовим оператором на

множинi своїх власних функцiй (4.42). Легко бачити, що оператор p2

є ермiтовим оператором на множинi цих функцiй. Звiдси, ми будемо

вимагати, щоб оператор потенцiальної енерґiї −α/X , а значить i опе-

ратор 1/X був ермiтовим оператором на множинi власних функцiй

гамiльтонiану (4.35). Отже, вимагаємо
〈

1

X
ψεi

∣∣∣∣∣ ψεj

〉
=

〈
ψεi

∣∣∣∣∣
1

X
ψεj

〉
. (4.47)

Вимогу ермiтовостi гамiльтонiана зi синґулярним потенцiалом на мно-

жинi власних функцiй вперше згадав Ендрюс [150] для координатного

представлення, а пiзнiше ця вимога використовувалася у працi [148]

вже в iмпульсному представленнi.

Вiдмiтимо, що якщо власна функцiя не є квадратично iнтегров-

ною, то поняття скалярного добутку, а значить i ермiтовостi гамiльто-

нiана на цiй функцiї втрачають сенс. Тобто, можна вважати, що вимога

квадратичної iнтегровностi власної функцiї (а це найбiльш вживаний

спосiб квантування) також є вимогою ермiтовостi вiдповiдного гамiль-

тонiана на множинi власних функцiй.

Використовуючи вигляд (4.45) для оператора 1/X запишемо умо-

ву на ермiтовiсть явним чином

i
∞∫

−∞

ψεj
(p)

1 + βp2dp
p∫

−∞

ψ∗εi
(q)

1 + βq2dq + c∗[ψεi
]
∞∫

−∞

ψεj
(p)

1 + βp2dp =

−i
∞∫

−∞

ψ∗εi
(p)

1 + βp2dp
p∫

−∞

ψεj
(q)

1 + βq2dq + c[ψεj
]
∞∫

−∞

ψ∗εi
(p)

1 + βp2dp. (4.48)
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Вiдповiдно до того, що
∞∫

−∞
f(p)dp

p∫

−∞
g(q)dq =

∞∫

−∞
g(p)dp



∞∫

−∞
f(q)dq −

p∫

−∞
f(q)dq


 ,

i ∞∫

−∞

ψε(p)dp

1 + βp2 =
2Cε

α
sin g(ε), (4.49)

де

g(ε) =
απ

2(
√

ε +
√

βε)
,

умова (4.48) спрощується до

sin[g(εi)− g(εj)] = 0.

В результатi треба вимагати, щоб g(εi) − g(εj) = πm, де m є цiлим

числом. Тому, якщо зробити припущення, що деяке число ε0 дiйсно

належить до спектру гамiльтонiана, то ми автоматично накладаємо

наступну умову на решту власних значень ε:

α

2(
√

ε +
√

βε)
=

α

2(
√

ε0 +
√

βε0)
+ m (4.50)

чи
α

2(
√

ε +
√

βε)
= δ + n, (4.51)

де n = m +
[

α
2(
√

ε0+
√

βε0)

]
— цiле (тут [x] позначає цiлу частину x),

параметр δ є дробовою частиною α
2(
√

ε0+
√

βε0)
, а його значення лежить

в межах 0 ≤ δ < 1.

Отже, ми отримали сiмейство можливих спектрiв, кожен з яких

однозначно задається значенням параметру δ. Iснування рiзних спе-

ктральних сiмей для гамiльтонiану одновимiрної кулонiвської задачi з

математичної точки зору означає, що iснують рiзнi ермiтовi розшире-

ння оператора 1/X. З фiзичної точки зору, на нашу думку, це означає

можливiсть апроксимувати синґулярний потенцiал рiзними реґуляр-

ними, i як наслiдок, отримати рiзнi спектри (порiвняйте з [145], де
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внаслiдок рiзних доозначень синґулярних потенцiалiв виникали рiзнi

сiмейства спектрiв). Отже, як ми бачимо, iснування мiнiмальної дов-

жини не усуває синґулярностi потенцiалу −1/X.

Для недеформованого випадку в бiльшостi статей вважається, що

δ = 0 (див., наприклад [144]). Це вiдповiдає такiй умовi квантування:

хвильова функцiя в нулi занулюється (ψ(x)|x→0 = 0). Ми проаналiзує-

мо випадок δ = 0 в деформованому випадку бiльш детально. В цьому

випадку умова квантування (4.51) спрощується до:

α

2(
√

ε +
√

βε)
= n, (4.52)

де n — цiле. Це рiвняння не має жодного скiнченого розв’язку для

n = 0 i є квадратним рiвнянням по вiдношенню до
√

ε якщо n 6= 0.

Воно має два дiйсних розв’язки, якi мають такий вигляд

√
ε1,2 =

−1

2
√

β
± 1

2
√

β

√√√√1 +
2α

n

√
β. (4.53)

Вiдповiдно до факту, що
√

ε > 0, ми повиннi зберегти тiльки один

розв’язок зi знаком “+” i, що бiльше, ми повиннi вимагати, щоб n та α

мали той самий знак, якщо α > 0, ми отримаємо, що n — натуральне

число.

Отже, спектр гамiльтонiану (4.36) для δ = 0 виражається таким

чином

En = −ε = − 1

4β


1−

√√√√1 +
2α

n

√
β




2

, n = 1, 2, . . . (4.54)

На рисунку 4.4 наведено для порiвняння спектри одновимiрної

кулонiвської задачi (4.36) для недеформованого та для деформованого

випадкiв. Як бачимо наявнiсть деформацiї змiщає усi енерґетичнi рiвнi

вверх.



94

0

-0.05

-0.10

-0.15

-0.20

-0.25

Рис. 4.4: Чотири найнижчi рiвнi гамiльтонiану (4.36) для недеформованого просто-

ру згiдно з [144] — лiва колонка, для деформованого простору згiдно з формулою

(4.54) — права колонка. α = 1, δ = 0, β = 0.1.

Для малих β енерґетичний спектр можна наблизити так

En = − α2

4n2 +
α3

4n3

√
β − 5α4

16n4β + o(β3/2), n = 1, 2, . . .

Перший доданок описує спектр атома водню для h̄ = 1, m = 1/2 та

α = e2. Неаналiтична залежнiсть спектру вiд параметру деформацiї β

вказує на розбiжнiсть теорiї збурень по ньому. Це буде бiльш докладно

проаналiзовано в наступному пiдроздiлi.

Цiкаво вiдмiтити, що при δ = 0 власнi функцiї (4.42) є однозна-

чними функцiями комплексної змiнної p за винятком двох скiнчен-

них розрiзiв (перший розрiз йде вiд i
√

ε до i/
√

β, другий вiд −i
√

ε

до −i/
√

β ). Умова однозначностi широко використовується як кри-
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терiй квантування для задачi 1/X [144, 148, 149], але з нашої точки

зору умова однозначностi не є переконливим критерiєм квантування.

Адже для неоднозначної функцiї типу arctgp, завжди можна вибрати

однозначну вiтку: наприклад, вибрати її головне значення. Таким чи-

ном доозначена власна функцiя буде поводитись як однозначна i буде

задовольняти вiдповiдне рiвняння на власнi значення.

В загальному випадку, для δ 6= 0 енерґетичний спектр може бути

отриманий подiбним способом i вiн є таким

En = − 1

4β


1−

√√√√1 +
2α

n + δ

√
β




2

, n = 0, 1, 2, . . . (4.55)

Тут, вiдповiдно до факту, що δ > 0 ми отримали один додатковий

квантовий рiвень з головним квантовим числом n = 0. Якщо спряму-

вати δ до 0 для n = 0, ми отримаємо нескiнченно глибоке значення для

власного значення, а вiдповiдна хвильова функцiя стає всюди зника-

ючи малою. Подiбнi властивостi виконуються i для недеформованого

випадку [145].

Потенцiйно цiкавою рисою потенцiалу −1/X є те, що перша по-

правка до енерґетичного спектру пропорцiйна до
√

β. Це надає нам

принципову можливiсть виявити наявнiсть деформованих комутацiй-

них спiввiдношень (4.1) для менших значень параметра β. Для по-

передньо розв’язаних задач (гармонiчний осцилятор [138], атом во-

дню [139]) перша поправка пропорцiйна до β. З iншого боку, скла-

дно сказати чи можливо, використовуючи теперiшнє експерименталь-

не обладнання, виявити поправки до енерґетичних спектрiв, спричи-

нених деформацiєю простору з мiнiмальною довжиною для квантових

систем, котрi описуються одновимiрним потенцiалом −1/X.
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4.3.3 Наближенi методи в застосуванi до задачi Кулона в

деформованому просторi

Як уже вiдмiчалося на початку цього пiдроздiлу для задачi −1/X

(як i для −1/|X|) навiть у недеформованому просторi, вiдповiдно до

рiзних умов квантування, рiзнi автори знаходять рiзнi спектри. У де-

формованому просторi задачi на власнi значення значно ускладню-

ються (ми, зокрема, позбавленi можливостi апелювати до розв’язку

задачi в координатному представленнi). Тому цiкаво було б знайти, чи

хоча б оцiнити спектр у деформованому просторi iншими методами.

Як незалежнi способи, нами було вибрано теорiю збурень та правило

квантування Бора-Зомерфельда. Докладнiше обгрунтування правила

квантування Бора-Зомерфельда можна знайти у наступному пiдроз-

дiлi.

Для недеформованого випадку хвильовi функцiї в iмпульсному

представленнi, якi вiдповiдають енерґiї −ε, записуються так (вони от-

римуються при граничному переходi β → 0 з формули (4.42)):

ψ0
ε (p) =

√√√√2

π

ε
3
4

ε + p2 exp


− iα√

ε
arctg

p√
ε


 . (4.56)

Гамiльтонiан одновимiрної задачi Кулона в квазi-координатному пред-

ставленнi такий

H =
1

β
tg2

(√
βp

)
− α

x
≈ p2 +

2

3
βp4 − α

x
. (4.57)

Доданок 2
3βp4 вiдiграє роль оператора збурення. Середнє значення вiд

оператора збурення, якщо воно iснує, — додатне. Саме цим можна по-

яснити той факт, що для деформованих задач спектр лежить вище нiж

для недеформованих (дивiться, наприклад, рисунки 4.2 та 4.4). Вiдмi-

тимо, що подiбним чином будував теорiю збурень для атома водню
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Брау [139]. Поправка до енерґетичного рiвня, спричинена збуренням,

рiвна

∆E =
2

3
β

∞∫

−∞
dpψ0∗

ε (p)p4ψ0
ε (p)dp =

4β

3π
ε

3
2

∞∫

−∞
dp

p4dp

(ε + p2)2 = ∞.

Розбiжнiсть цього iнтегралу вказує на неможливiсть застосувати зви-

чайну теорiю збурень по параметру β. Звiдси можна зробити висновок

про неаналiтичну залежнiсть спектру вiд β. Вигляд спектру (4.55) пiд-

тверджує цей висновок.

Для одновимiрного недеформованого випадку оператори коорди-

нати та iмпульсу задовольняють [x, p] = i, а правило квантування

Бора-Зомерфельда записується так
∮

pdx = 2π(n + δ), (4.58)

де n — цiле невiд’ємне число, а δ є параметром, котрий залежить

вiд граничних умов [67] (0 ≤ δ < 1). Щоб пiдтвердити нашi розра-

хунки, ми сформулюємо та застосуємо правило квантування Бора-

Зомерфельда для деформованого випадку в цьому пiдроздiлi. В на-

ступному пiдроздiлi ми це правило строго виведемо та проiлюструємо

його використання на додаткових прикладах.

Оператор X = i(1 + βp2) d
dp ми формально перепишемо так

X = (1 + βp2)x, x = i
d

dp
. (4.59)

Тут оператори x та p, позначенi малими лiтерами, задовiльняють ка-

нонiчне комутацiйне спiввiдношення [x, p] = i.

Класичний гамiльтонiан, що вiдповiдає нашiй системi, записує-

ться так

H(x, p) = p2 − α

(1 + βp2)x
. (4.60)

В останнiй формулi x та p — класичнi змiннi. На основi закону збе-

реження енерґiї H(x, p) = E ми можемо виразити p як функцiю x.
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Але вiдповiдний iнтеграл — надзвичайно громiздкий. Щоб спростити

обчислення використаймо тотожнiсть
∮
pdx = − ∮

xdp i виразимо x як

функцiю iмпульсу p:

x =
α

(1 + βp2)(p2 − E)
. (4.61)

Коли частинка рухається вiд початку координат до деякої точки

класичного повороту, значення iмпульсу p змiнюється вiд +∞ до 0,

коли ж частинка повертається до початку координат, значення p змi-

нюється вiд 0 до −∞. Тому, − ∮
xdp =

∞∫
−∞

xdp i

2π(n + δ) =
∞∫

−∞

α

(1 + βp2)(p2 − E)
dp =

πα√
ε + ε

√
β

. (4.62)

Тут взято до уваги, що для зв’язаних станiв власнi значення E є вiд’-

ємними, i ми знову ввели перепозначення E = −ε.

Умова (4.62) спiвпадає з умовою квантування (4.51) i ми отримує-

мо такий самий спектр як i у формулi (4.55). Це спiвпадiння послужи-

ло пiдставою для бiльш детального дослiдження способу квантування

Бора-Зомерфельда та квазi-класичного пiдходу в цiлому.

4.4 Квазiкласичне наближення в деформованому

просторi з мiнiмальною довжиною

Стартуємо з одновимiрного рiвняння Шрьодiнґера в деформова-

ному просторi 
 P 2

2m
+ U(X)


 ψ = Eψ, (4.63)

причому оператори координати та iмпульсу задовольняють наступне

деформоване комутацiйне спiввiдношення:

[X,P ] = ih̄f(P ), (4.64)
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де f(P ) деяка функцiя вiд P , в загальному випадку f(P ) 6= 1. Ми

вимагатимемо щоб f(P ) була парною функцiєю. Ця вимога забезпе-

чує iнварiантнiсть комутатора (4.64) по вiдношенню до дзеркального

вiдображення: X → −X, P → −P . Спочатку ми розглянемо загальну

форму деформацiї. Частковий вигляд деформацiї у формi (4.1) буде

проаналiзовано бiльш детально в кiнцi цього пiдроздiлу.

Щоб побудувати квазiкласичну теорiю розглянемо задачу в так

званому квазi-координатному представленнi:

X = x, P = P (p), p = −ih̄
d

dx
. (4.65)

З означень (4.64) та (4.65) отримаємо

dP (p)

dp
= f(P ). (4.66)

З останньої рiвностi видно, що функцiя P (p) є непарною функцiєю

(плюс константа iнтегрування, яку ми для простоти подальшого ана-

лiзу покладемо рiвною нулевi).

Щоб знайти дiю оператора кiнетичної енерґiї на хвильову фун-

кцiю запишемо її у такому виглядi

ψ(x) = exp

[
i

h̄
S(x)

]
(4.67)

а оператор кiнетичної енерґiї T (p) = P 2(p)
2m представимо у виглядi ряду

по степенях p:

T

(
−ih̄

d

dx

)
= T0 +T1

(
−ih̄

d

dx

)
+

1

2!
T2

(
−ih̄

d

dx

)2

+
1

3!
T3

(
−ih̄

d

dx

)3

+ . . .

(4.68)

Обчислимо дiю перших чотирьох доданкiв розкладу на хвильову фун-

кцiю (4.67). Дiя першого очевидна — зводиться до домноження на ста-

лу T0. Дiю решти трьох можна побачити з таких спiввiдношень:
(
−ih̄

d

dx

)
exp

[
i

h̄
S(x)

]
= S ′(x) exp

[
i

h̄
S(x)

]
,
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(
−ih̄

d

dx

)2

exp

[
i

h̄
S(x)

]
=

(
S ′(x)2 − ih̄S ′′(x)

)
exp

[
i

h̄
S(x)

]
,

(
−ih̄

d

dx

)3

e
i
h̄S =

(
S ′(x)3 − 3ih̄S ′(x)S ′′(x)− h̄2S ′′′(x)

)
e

i
h̄S.

Тут штрих позначає похiдну по x. На основi вигляду цих формул мо-

жна зробити припущення, що дiя n + 1 члену розкладу оператора

кiнетичної енерґiї в лiнiйному наближеннi по h̄ зводиться до
(
−ih̄

d

dx

)n

e
i
h̄S =


S ′(x)n − ih̄

n(n− 1)

2
S ′(x)n−2S ′′(x)


 e

i
h̄S. (4.69)

Тодi з цього припущення випливає, що дiя n + 2 члена розкладу зве-

деться до
(
−ih̄

d

dx

)n+1

e
i
h̄S =

(
−ih̄

d

dx

) 
S ′(x)n − ih̄

n(n− 1)

2
S ′(x)n−2S ′′(x)


 e

i
h̄S =


S ′(x)n+1 − ih̄

n(n + 1)

2
S ′(x)n−1S ′′(x)− h̄2n(n− 1)

2
(S ′(x)n−1S ′′(x))′


 e

i
h̄S.

Бачимо, що в лiнiйному наближеннi загальна форма (4.69) зберiгає-

ться. Тому, з принципу математичної iндукцiї випливає, що припуще-

ння (4.69) — вiрне.

Ряд

T0 + T1S
′(x) +

1

2!
T2S

′(x)2 +
1

3!
T3S

′(x)3 + . . .

згортається до T (S ′(x)). А ряд

−ih̄

2
S ′′(x)

(
1

2!
2T2 +

1

3!
3 · 2T3S

′(x) +
1

4!
4 · 3T4S

′(x)2 + . . .

)

згортається до − ih̄
2 S ′′(x)T ′′(S ′(x)).

Отже, в лiнiйному наближеннi при розкладi по степенях h̄

P 2ψ(x) =

[
P 2(S ′(x))− ih̄

2
[P 2(S ′(x))]′′S ′′(x) + . . .

]
ψ(x). (4.70)

Вiдмiтимо, що тут i надалi знак штриха позначає похiдну вiд функцiї

по вiдповiдному аргументовi функцiї. Так, наприклад: S ′(x) = dS(x)
dx , а
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P ′(S ′(x)) = dP (S′(x))
dS′(x) . Розкладаючи S(x) в степеневий ряд по h̄

i

S(x) = S0(x) +
h̄

i
S1(x) + . . . (4.71)

ми отримаємо таку систему рiвнянь для S:

P 2(S ′0(x))

2m
+ U(x) = E, (4.72)

[P 2(S ′0(x))]′

2m

h̄

i
S ′1(x)− ih̄

4m
[P 2(S ′0(x))]′′S ′′0 (x) = 0. (4.73)

Тут перше рiвняння не мiстить степенiв h̄, друге мiстить перший сте-

пiнь. Третiм рiвнянням, яке мiстить h̄2, i наступними, якi мiстять вищi

степенi h̄ ми знехтували. Система двох останнiх рiвнянь елементарно

iнтегрується i розв’язки записуються таким чином

S0(x) =
∫ x

p
(
±

√
2m(E − U(x))

)
dx = ±

∫ x
p(P )dx, (4.74)

S1(x) = −1

2
ln

∣∣∣∣
[
P 2(S ′0(x))

]′∣∣∣∣ = −1

2
ln |2P (x)f(P )| , (4.75)

де P =
√

2m(E − U(x)) є функцiєю x; p(P ) — обернена функцiя до

P (p). При спрощеннi отриманих результатiв було взято до уваги, що

p(P ) так само як i P (p) непарна функцiя. Константи iнтегрування в

попереднiх виразах опускалися, оскiльки ми їх врахували в остаточно-

му виразi для хвильової функцiї:

ψ(x) =
1√

|Pf(P )|
(
C1 exp

[
i

h̄

∫ x
pdx

]
+ C2 exp

[
− i

h̄

∫ x
pdx

])
. (4.76)

Щоб отримати вираз для правила квантування Бора-Зомерфель-

да, ми повиннi проаналiзувати поведiнку хвильової функцiї (4.76) на

нескiнченностi, i розглянути умови зшивання в околi класичних точок

повороту. Для зв’язаних станiв цей аналiз веде до наступної умови

квантування Бора-Зомерфельда
x2∫

x1

pdx = πh̄(n + δ), n = 0, 1, 2, . . . (4.77)
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де x1 та x2 є координатами точок повороту i задовольняють рiвностi

U(x) = E, δ залежить вiд граничних умов i властивостей функцiї f(P )

в околi 0. Якщо потенцiальна енерґiя U(x) є гладкою функцiєю i якщо

f(0) 6= 0, тодi δ = 1/2.

Зауважимо, що для нових малих операторiв x та p виконується ка-

нонiчне комутацiйне спiввiдношення, тому правило квантування (4.77)

очiкуване i використовувалося нами i в статтi [29], i в попередньому

пiдроздiлi, як самоочевидне. В тiй статтi наступний рецепт знаходже-

ння спектру з допомогою правила квантування Бора-Зомерфельда ви-

користовувався: ми переписували гамiльтонiан в малих операторах x

та p, якi задовольняли канонiчне комутацiйне спiввiдношення [x, p] =

ih̄. Далi з рiвняння H(x, p) = E ми знаходили p = p(x,E). I викори-

стовуючи правило квантування Бора-Зомерфельда (4.77), знаходили

енерґетичнi рiвнi гамiльтонiана.

Правило квантування (4.77) може бути зведене до бiльш зручної

форми, використовуючи такий ланцюжок перетворень
∮

pdx = −
∮

xdp = −
∮

xdP
dp

dP
. (4.78)

Тодi беручи до уваги вирази (4.65) та (4.66), отримаємо еквiвалентну

форму правила квантування Бора-Зомерфельда

−
∮ XdP

f(P )
= 2πh̄(n + δ). (4.79)

Застосування цього правила не потребує переходу вiд початкових опе-

раторiв X та P до канонiчно спряжених операторiв x та p; i може бути

використано до задачi на знаходження власних значень вiдразу.

WKB наближення застосовне, якщо другий член розкладу (4.70)

набагато менший нiж перший. Тобто, воно коректне, якщо

P 2 À h̄

2

∣∣∣[P 2(S ′(x))]′′S ′′(x)
∣∣∣ ≈ h̄

2

∣∣∣∣∣∣
d2P 2

dp2

dp

dx

∣∣∣∣∣∣ , (4.80)
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тут ми наблизили S ′(x) ≈ p = S ′0(x). Така апроксимацiя коректна в лi-

нiйному наближеннi по степенях h̄. Далi, використовуючи тотожнiсть

d2P 2

dp2 =
d

dp
(2Pf(P )),

ми отримали

P 2 À h̄

∣∣∣∣∣
d

dx
Pf(P )

∣∣∣∣∣ . (4.81)

Для недеформованого випадку вважається, що WKB наближення є

коректним для великих значень квантового числа n [67]. При наяв-

ностi деформацiй, умова застосовностi (4.81) WKB наближення може

порушуватися як для дуже малих так i для дуже великих квантових

чисел. Ми проаналiзуємо це порушення бiльш детально для конкре-

тного випадку деформацiї

f(P ) = (1 + βP 2). (4.82)

Цьому вигляду деформацiї, вiдповiдно до формули (4.9), вiдповiдає

P (p) =
1√
β
tg

√
βp, p(P ) =

1√
β
arctg

√
βP. (4.83)

Така деформацiя (4.82–4.83) для гладких функцiй потенцiальної енер-

ґiї U(x) дає δ = 1/2.

Умова (4.81) запишеться так

P 2 À h̄(1 + 3βP 2)

∣∣∣∣∣
dP

dx

∣∣∣∣∣ . (4.84)

Для малих значень iмпульсу (βP 2 ¿ 1) добре вiдомий вигляд

умови застосовностi WKB наближення [67] випливає як наслiдок по-

переднього виразу:

h̄

∣∣∣∣∣∣
d(1/P )

dx

∣∣∣∣∣∣ ¿ 1. (4.85)

Для великих значень iмпульсу (βP 2 À 1) виконується наступна

нерiвнiсть:

3h̄β

∣∣∣∣∣
dP

dx

∣∣∣∣∣ ¿ 1. (4.86)
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Можна зробити таку грубу оцiнку для похiдної вiд iмпульсу
∣∣∣∣∣
dP

dx

∣∣∣∣∣ ≈
P

a
=

2πh̄

λa
, (4.87)

де a — характерний розмiр системи i приблизно рiвний x2 − x1, λ —

довжина хвилi де-Бройля, яка вiдповiдає iмпульсу P . Ця оцiнка при

використаннi формул (4.85), (4.86) дозволяє оцiнити межi застосовно-

стi WKB наближення:

a À λ À ∆X2
min

a
, (4.88)

де ∆Xmin = h̄
√

β мiнiмальна роздiльна здатнiсть, яка спричинена на-

явнiстю деформацiї. Цiкаво вiдмiтити, що якщо a ≈ ∆Xmin то WKB

наближення не є коректним для жодних значень iмпульсу (головного

квантового числа). Цей результат є очiкуваним, бо характерний роз-

мiр системи повинен бути бiльшим нiж мiнiмальна довжина. Iнакше на

менших масштабах вся фiзика та математика втрачає сенс: всi стани

частинки стають нефiзичними, для них кiнетична енерґiя розбiгається.

4.4.1 Приклади застосування квазiкласичного наближення

до одновимiрних задач у деформованому просторi

Гармонiчний осцилятор

Запишемо гамiльтонiан системи у стандартному виглядi

H = P 2 + X2, (4.89)

тут i надалi в цьому роздiлi ми з мiркувань простоти поклали m = 1/2,

ω = 2 i h̄ = 1.

З H(P, X) = E отримаємо

X =
√

E − P 2 (4.90)
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i умова квантування Бора-Зомерфельда (4.79) запишеться так

2

√
E∫

−√E

√
E − P 2

1 + βP 2 dP =
2π

β

(√
1 + βE − 1

)
= 2π(n + 1/2). (4.91)

З останнього рiвняння знайдемо, що

En = (2n + 1) + β

(
n2 + n +

1

4

)
. (4.92)

Точний вираз для спектру гармонiчного осцилятора був отрима-

ний Кемпфом i спiвробiтниками [24] виглядає так

En = (2n+1)




β

2
+

√√√√1 +
β2

4


+βn2 ≈ (2n+1)+β

(
n2 + n +

1

2

)
+O(β2).

(4.93)

Як легко можна помiтити, вирази записанi формулами (4.92) та (4.93)

в лiнiйному наближеннi по β рiзняться на β/4 i асимптотично спiвпа-

дають для великих значень n.

Подвiйна нерiвнiсть (4.88) записується наступним чином

√
n À 1√

n
À β√

n
. (4.94)

Отже, при β ¿ 1 вона спрощується до звичайної умови застосовностi

WKB наближення

n À 1.

Ангармонiчний осцилятор

Гамiльтонiан запишемо так

H = P 2 + γNXN , (4.95)

де N — додатне парне число, γN — константа зв’язку.

Тодi з рiвняння H(P,X) = E послiдовно отримаємо

X =
1

γ
(E − P 2)1/N (4.96)
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i

2

√
E∫

−√E

XdP

1 + βP 2 = 2π(n + 1/2). (4.97)

Цей iнтеграл легко обчислюється в лiнiйному наближеннi по β:

1

1 + βP 2 ≈ 1− βP 2

i така оцiнка спектру отримується

En = E0
n


1 +

2β

(1 + 2/N)(3 + 2/N)
E0

n


 , (4.98)

де E0
n позначає енерґiю n-рiвня отриману за допомогою методу Бора-

Зомерфельда для випадку коли β = 0. Цi значення просто рахуються

i є добре вiдомими [68]:

E0
n =


π

Γ(3/2 + 1/N)

Γ(1/2)Γ(1 + 1/N)
γ(n + 1/2)




2N
2+N

. (4.99)

Якщо N = 2 вiдтворюється результат (4.92), отриманий для однови-

мiрного гармонiчного осцилятора в попередньому прикладi.

В границi N → ∞ потенцiал γNXN набуває форми нескiнченно

високої прямокутної ями. У цього випадку формула (4.98) спрощується

до

En =


πγ(n + 1

2)

2




2

+
2

3
β


πγ(n + 1

2)

2




4

, (4.100)

Тут 2/γ вiдiграє роль ширини потенцiальної ями. Попередньо задача

на власнi значення для потенцiальної ями була розглянута у працi

[130] для довiльного вигляду деформацiйної функцiї f(P ). В лiнiйному

наближеннi по β їхнiй пiдхiд для конкретного вигляду деформацiйної

функцiї f(P ) = 1 + βP 2 дає

En =

(
πnγ

2

)2
+

2

3
β

(
πnγ

2

)4
, (4.101)

Рiзниця мiж формулами (4.100) та (4.101) виникає як наслiдок грани-

чного переходу (адже δ = 1/2 для скiнчених N , а для N = ∞ δ = 0).
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Зауважимо, що безпосереднiй розгляд нескiнченно високої ями у WKB

наближеннi дає той самий результат як i формула (4.101).

Вираз (4.88) дає наступну умову

1 ¿ n ¿ 1

γ2β

застосовностi WKB наближення для нескiнченно високої потенцiаль-

ної ями (N → ∞). Видно, що наближення не є справедливим для

малих n (як i в не деформованому випадку), але так само стає хибним

i для дуже великих n.

−1/X2 потенцiал

Розглянемо такий гамiльтонiан

H = P 2 − γ

X2 , γ > 0. (4.102)

Зауважимо, що тiльки для негативних значень енерґiї можуть iснувати

зв’язанi стани. З рiвняння H(X, P ) = E знаходимо

X =

√
γ√

P 2 − E
. (4.103)

Тодi правило квантування (4.79) може бути переписати таким спосо-

бом

4
∞∫

0

√
γdP√

P 2 − E(1 + βP 2)
=

=

√
γ√

1 + Eβ
ln


2 + 2

√
1 + Eβ + Eβ

2− 2
√

1 + Eβ + Eβ


 = 2π(n + δ), (4.104)

де δ залежить вiд граничних умов (якщо вважати, що бар’єр в 0 є

непроникним то δ = 3/4, iнакше δ = 1/2). Рiвняння (4.104) може бути

розв’язане для малих β, i цей розв’язок дає

En = −4

β
e−π(n+δ)/

√
γ. (4.105)
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Для β → 0 видно, що En → −∞. Це вiдповiдає факту, що для не-

деформованого випадку не iснує жодного зв’язаного стану для цього

потенцiалу. Отже, деформацiя простору веде до можливого iснування

зв’язаних станiв для потенцiалу −1/X2: для даного випадку деформа-

цiя усуває синґулярнiсть потенцiалу. Також вiдмiтимо, що результат

(4.105) був отриманий з припущення, що βEn ¿ 1. Для малих значень

n це припущення не виконується. Тому отриманий результат вiрний

тiльки для великих n.

Спроба проаналiзувати застосовнiсть WKB наближення за допо-

могою формули (4.88) наштовхується на серйознi труднощi: в точцi

синґулярностi i dP
dx , i P зростають до нескiнченностi. I вiдповiдно, пра-

вило (4.88) вказує на незастосовнiсть WKB наближення для будь-яких

значень квантового числа n. Зауважимо, що WKB наближення стика-

ється з таким ж проблемами для синґулярних потенцiалiв i в недефор-

мованому просторi (як приклад аналiзу застосовностi WKB наближе-

ння можна навести працю [145]). Але при цьому WKB наближення

дає правильнi результати для недеформованого випадку. Тому ми мо-

жемо очiкувати, що отриманi результати для спектру (4.105) мають

задовiльну точнiсть.

Наступнi мiркування непрямо пiдтверджують формулу (4.105).

Якщо ввести перенормованi оператори координати та iмпульсу

X̃ =
1√
β

X, P̃ =
√

βP (4.106)

то комутацiйне спiввiдношення набуде вигляду незалежного вiд пара-

метру деформацiї β

[X̃, P̃ ] = i(1 + P̃ 2), (4.107)

а гамiльтонiан перепишеться так

H =
1

β

(
P̃ 2 − γ

X̃2

)
. (4.108)
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Оскiльки комутатор (4.107) не залежить вiд β, а в гамiльтонiанi

(4.108) β виноситься за дужки, то спектр гамiльтонiану повинен бути

пропорцiйним до 1/β, що i демонструється формулою (4.105).

4.4.2 Приклади застосування квазiкласичного наближення

до тривимiрних задач зi сферичною симетрiєю у де-

формованому просторi

В попереднiх пiдроздiлах ми вивели правило квантування Бора-

Зомерфельда (4.77) i (4.79) для одновимiрного простору i на декiлькох

прикладах ми показали, що застосування цього правила веде до задо-

вiльних результатiв. Приклади, наведенi в цьому пiдроздiлi показують,

що ми можемо використовувати це правило i до тривимiрних задач з

радiальною симетрiєю та отримувати результати задовiльної точностi.

Зазвичай одновимiрне деформоване комутацiйне спiввiдношення

узагальнюється до наступного вигляду у тривимiрному випадку [138]:

[Xi, Pj] = i(1 + βP 2)δij + iβ′PiPj. (4.109)

Для цього комутацiйного спiввiдношення iснує просте iмпульсне пред-

ставлення для операторiв iмпульсу та координат:

Xi = (1 + βp2)xi + β′pi

3∑

j=1
pjxj, Pi = pi. (4.110)

В квазi-класичному наближеннi оператори замiнюються вiдповiдними

змiнними, якi комутують, i

X2 =
[
1 + (β + β′)p2

]2
x2

p + (1 + βp2)2L
2

p2 . (4.111)

Тут ми перейшли до сферичної системи координат (p, θ, φ); xp = (~x·~p)
p

позначає “радiальну частину” координати, L2 — кутову частину ква-

драту радiус-вектора. В недеформованому випадку тривимiрна задача
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з радiальною симетрiєю в квазi-класичному пiдходi ефективно зводи-

ться до одновимiрної задачi замiною L2 на (l + 1/2)2 [67], l — орбi-

тальне квантове число. В цьому пiдроздiлi покажемо на прикладах,

що i в деформованому просторi ця замiна веде до задовiльної точностi

результатiв.

Атом водню

Класичний гамiльтонiан записується так

H(p, x) = P 2 − γ

X
= p2 − γ√

[1 + (β + β′)p2]2 x2
p + (1 + βp2)2

(
l+1/2

p

)2
.

(4.112)

Вiдмiтимо, що енерґiя зв’язаних станiв є вiд’ємною. Далi з рiвня-

ння H(p, x) = E отримаємо

xp =
1

1 + (β + β′)p2

√√√√√ γ2

(p2 − E)2 − (1 + βp2)2


l + 1/2

p




2

(4.113)

i умова квантування Бора-Зомерфельда запишеться так

2
pmax∫

pmin

xpdp = 2π

(
n +

1

2

)
, (4.114)

тут pmax, pmin позначають додатнi коренi такого рiвняння

γ2

(p2 − E)2 − (1 + βp2)2


l + 1/2

p




2

= 0. (4.115)

У лiвiй частинi цього рiвняння стоїть пiдкореневий вираз з формули

(4.113).

Iнтеграл (4.114) є надзвичайно громiздкий, тому ми розклали його

за степенями β та β′. В лiнiйному наближеннi вiн спроститься до
pmax∫

pmin

xpdp ≈
pmax∫

pmin

√
. . . dp− (β + β′)

pmax∫

pmin

√
. . . p2dp−

−β

(
l +

1

2

)2 pmax∫

pmin

dp√
. . .

, (4.116)
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де введено позначення

√
. . . =

√√√√√ γ2

(p2 − E)2 −

l + 1/2

p




2

.

У цьому ж лiнiйному наближеннi рiвняння на знаходження pmax, pmin

(4.115) зводиться до простiшого, яке легко розв’язується:

γ2

(p2 − E)2 −

l + 1/2

p




2

= 0.

Поправка до рiвняння (4.116) спричинена наближеним визначенням

pmax, pmin — квадратична по β, β′. Тому нею ми нехтуємо.

Iнтегрування виразу (4.116) приводить до

π

(
n +

1

2

)
= −π

(
l +

1

2

)
+

γπ

2
√−E

−

−π(β + β′)γ

 γ

4(l + 1/2)
−
√−E

2


− πβ

γ2

4

1

l + 1/2
. (4.117)

Тодi розв’язок рiвняння (4.114) в лiнiйному наближеннi буде

En,l ≈ − γ2

4n2 +
γ4

8n3


β


 2

l + 1/2
− 1

n


 + β′


 1

l + 1/2
− 1

n





 . (4.118)

Ранiше вирази для спектру атому водню були отриманi в лiнiйно-

му наближеннi Бенчиком та спiвробiтниками [140] за допомогою теорiї

збурень. Їхнiй вираз у порiвняннi з нашим мiстить один додатковий

член
γ4

16n3

2β − β′

l(l + 1)(l + 1/2)
.

Для великих l цей вираз є набагато меншим в порiвняннi з рештою чле-

нiв. Отже, для атому водню правило квантування Бора-Зомерфельда

забезпечує задовiльну точнiсть.
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Гармонiчний осцилятор

Гамiльтонiан системи в малих канонiчних змiнних записується так

H = P 2 +X2 = p2 +
[
1 + (β + β′)p2

]2
x2

p +(1+βp2)2 (l + 1/2)2

p2 . (4.119)

Далi з рiвняння H(p, x) = E отримуємо

xp =
1

1 + (β + β′)p2

√√√√√E − p2 − (1 + βp2)2


l + 1/2

p




2

. (4.120)

Вiдповiдний контурний iнтеграл може бути почислений точно, але

остаточнi вирази будуть доволi громiздкими. З iншого боку, як ми

бачили на попереднiх прикладах, правило квантування Бора-Зомер-

фельда дає правильнi результати тiльки в лiнiйному наближеннi по β,

β′. Тому ми числимо цей iнтеграл в лiнiйному наближеннi:

π

2
E−π

2
(β−β′)(l+1/2)2−π(l+1/2)−π

8
(β+β′)E2 = 2π(np+1/2), (4.121)

звiдки отримуємо

En = 2n + 3 + (β + β′)(n + 3/2)2 + (β − β′)(l + 1/2)2, (4.122)

де ми ввели звичайне позначення n = 2np + l. Спектр тривимiрного

гармонiчного осцилятора був порахований точно у [135]. Рiзниця мiж

їхнiм точним та нашим наближеним результатом становить

2β − β′

2
. (4.123)

Знову бачимо, що метод квантування Бора-Зомерфельда дає асимпто-

тично точнi результати для великих n та l: для великих значень кван-

тових чисел рiзниця мiж точним та наближеним значенням спектру

(4.123) стає набагато меншою нiж основний член наближення (4.122).
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4.5 Висновки до четвертого роздiлу

В цьому роздiлi було отримано два основних результати: спектр

одновимiрної кулонiвської задачi в деформованому просторi

En = − 1

4β


1−

√√√√1 +
2α

n + δ

√
β




2

, n = 0, 1, 2, . . .

та побудовано правило квантування Бора-Зомерфельда для випадку

деформованого простору. Також, розглядалися деформацiї, якi приво-

дять до обмеження кiнетичної енерґiї. На прикладi алґебр з такими

деформацiями було показано можливiсть пошуку спектрiв гамiльто-

нiанiв алґебраїчними методами, навiть якщо невiдоме представлення

операторiв координати та iмпульсу.

Спектр кулонiвської задачi шукався з умови, що вiдповiдний га-

мiльтонiан є ермiтовим оператором на множинi своїх власних функцiй.

Було показано, що наявнiсть деформацiї (4.1) не усуває синґуляр-

ностi потенцiалу −1/X. Правильнiсть отриманого спектру була пере-

вiрена використанням правила квантування Бора-Зомерфельда.

Розвинуто квазiкласичне наближення i, вiдповiдно, отримано ви-

раз для правила квантування Бора-Зомерфельда в деформованому

просторi:

−
∮ XdP

f(P )
= 2πh̄(n + δ).

Проаналiзовано межi застосовностi цього наближення. Правильнiсть

правила квантування перевiрена на прикладах, якi мають точнi розв’яз-

ки (гармонiчний осцилятор, атом водню,. . . ). Отримано добре узго-

дження точних значень спектрiв та наближених, отриманих з допомо-

гою правила квантування Бора-Зомерфельда. Показано, що отримане

правило може бути застосоване також до тривимiрних систем з радi-

альною симетрiєю.
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ВИСНОВКИ

1. Знайдено загальний вигляд для суперпотенцiалу PT -симетрич-

ного гамiльтонiану Шрьодiнґера. Завдяки цьому побудовано зру-

чний метод факторизацiї PT -симетричних гамiльтонiанiв, що да-

ло змогу знайти один рiвень таких гамiльтонiанiв. Для iлюстрацiї

методу побудовано два квазi-точно розв’язуванi гамiльтонiани з

одним вiдомим рiвнем.

2. Грунтуючись на властивостях псевдоермiтових операторiв запро-

поновано новий пiдхiд до побудови неермiтових гамiльтонiанiв з

дiйсним спектром. Отриманi гамiльтонiани характеризуються дiй-

сним параметром α. Якщо α < 0 побудованi гамiльтонiани мають

повнiстю дiйсний спектр. Якщо α = 0 спектр теж повнiстю дiй-

сний, крiм того явно стає вiдомий один рiвень. При α > 0 отриманi

гамiльтонiани теж квазi-точно розв’язуванi з одним вiдомим вла-

сним рiвнем, але цей рiвень — комплексний. Застосування методу

проiлюстровано трьома прикладами.

3. Задачу про побудову багатовимiрного квазi-точно розв’язувано-

го потенцiалу з двома вiдомими рiвнями було зведено до розв’я-

зування неоднорiдного лiнiйного рiвнянням першого порядку в

часткових похiдних. Це рiвняння розв’язано для двох часткових

виглядiв ґенеруючої функцiї. Побудованi явнi приклади, якi iлю-
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струють даний пiдхiд.

4. Розвинуто методику побудови квазi-точно розв’язуваних нестацiо-

нарних рiвнянь Шрьодiнґера з одним вiдомим розв’язком. Побу-

дованi явнi приклади гамiльтонiанiв з вiдповiдними хвильовими

функцiями. Зокрема, проаналiзовано приклад, в якому поведiнка

частинки пiдкоряється квантовому ефекту Капiци.

5. Вперше точно розв’язана одновимiрна кулонiвська задача у де-

формованому просторi з мiнiмальною довжиною. Умова ермiто-

востi гамiльтонiана на множинi його власних функцiй слугувала

умовою квантування. На прикладi цього гамiльтонiану показано,

що наявнiсть деформацiї, яка приводить до iснування мiнiмальної

невизначеностi координати, необов’язково усуває проблеми пов’я-

занi зi синґулярнiстю потенцiалу.

6. Узагальнено квазiкласичне наближення на випадок одновимiрно-

го деформованого простору. Проаналiзовано його застосовнiсть.

Вперше знайдено правило квантування Бора-Зомерфельда:

−
∮ XdP

f(P )
= 2πh̄(n + δ).

Правильнiсть правила квантування перевiрена на одновимiрних

прикладах, якi мають точнi розв’язки. Отримано добре узгодже-

ння результатiв. На прикладах показано, що правило квантування

можна застосовувати для тривимiрних потенцiалiв з радiальною

симетрiєю.
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